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Rheologie des uides complexes

Elisabeth Guazzelli

Octobre 2001

Ce cours pesente les notions de base de la rleologie des ides non-newtoniens. J'ai voulu don-
ner une pesentation des phrenonenes nouveaux rencontes ainsi que leur description quantitative.
Je me suis reanmoins limieea des situations simples en hoisissant en particulier le cisaillement
simple commeecoulement de base pour cecrire les lois cotigitives des materiaux, ce qui o re un
cadre matlematique simplie et facilite I'interpetat ion physique. J'ai donreegalement quelques
principes de rreonetrie et quelques calculs decoulemets simples. Par contre, je n'ai pas voulu
fournir une analyse structurelle microscopique qui permetait de ceduire les lois rteologique
de certains de ces liquides, car cela me semblait bien au-alaeles perspectives de ce cours qui
n'est qu'introductif. En n, bien qu'une pesentation des contraintes et deformations soit faite en
cebut, ce cours recessite quelques connaissances pealles en necanique des uides et/ou en
nmecanique des milieux continus. Quelques bons livres de Is2 et la ekrence d'un Im sur la
rreologie sont donresa la n du cours. Remarques, corredions et suggestions sont les bienvenues
a elisabeth.guazzelli@polytech.univ-mrs.fr.
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1 Introduction

La rleologie, mot invene par Bingham en 1929a partir du v erbe grec ! qui veut dire couler
(voir I'nistorique sur la gure 1), est letude desecoule ments et des ceformations. Devant I'impuis-
sance de la treorie de Ielasticie et de la necanique des uides (theorieselaboees au 19€secle)a
cecrire eta expliquer les proprees de makeriaux aux comportements mal ce nis et internediaires
entre celui du solideelastique parfait (a les contraint es sont proportionnelles aux ceformations) et
celui du uide newtonien (a les contraintes sont proporti onnelles aux vitesses de ceformation), il
est apparu recessaire delaborer cette nouvelle disciphe. Lesetudes experimentales s'attachenta
mesurer les proprees de lecoulement des matriaux t andis que les approches treoriques cherchent
lesequations constitutives reliant contraintes et deformations.

2 Plenonenologie

2.1 Comportements non lireaires

Un des comportements pratiques les plus ineressants desuides non-newtoniens est leur re-
lation non lireaire entre contrainte et vitesse de ceformation. La structure interne du uide est
complexe et peut &tre in uenee par lecoulement.

Certains uides ne sécoulent qua partir d'une certaine contrainte seuil (liquide plastique de
Bingham, comme sur la gure 2). Cette propree est particulere ment utile pour le transport de
particules en empéchant la dimentation (boues de forag) et se rencontre dans la vie pratique
dans les pates dentifrices, le ketchup, la graisse et les ipgures non-coulantes.

La plupart des uides sont rkeo uidi ants : suspensions dillees de particules solides, suspen-
sions de \esicules ceformables (comme le sang), encreseimtures, solutions diltees de polyneres,
polyneres liquides (actate de cellulose), pate a papier (voir la gure 2). Leur viscosie e ec-
tive diminue lorsqu'on augmente la contrainte. Cet e et est d0 en cererala une brisure de la
structure interne par lecoulement. Quelques uides sont rreepaississants comme les suspensions
concentees ou encore le sable mouile (voir encore la gue 2).

2.2 Comportement egependant du temps

Les uides thixotropes ont une viscosik e ective qui diminue avec le temps quand we contrainte
constante est appliguee (par exemple, le ketchup, le yoghart, certaines peintures). Cela s'explique
par des changements de structures intervenant dans le uideavec des temps caraceristiques
comparables aux temps d'observation. Comme la eponse du uide cepend de son histoire, cela
complique les mesures rkeologiques car il existe des e etdhysteesis (e ets de nemoire). Il existe
aussi, mais plus rarement, des uidesantithixotropes (voir un exemple sur la gure 3).

2.3 Resistancea ktirement

La esistance bien plus forte a un etirement du uide que c elle a laquelle on s'attendrait
venant d'une viscosie de cisaillement est attribtee a u ne viscosie elongationnelle tes grande
bien qu'elle soit peut-tre due, en fait,a un e etelastique . Cet e et rend les bulles d'air pointuesa
l'arrere lorsqu'elles montent dans un shampooing: la ponte convertit lecoulementelongationnel
en ecoulement de cisaillement (voir la gure 4). Ce phkenonene eduit la pulerisation de nes
gouttes hors des jets avec les applications qui en cecoulénmaintenir les jets plus concentes dans
les lancesa incendie et eduire la tendance a faire une bume explosive pour le fuel des avions
(voir la gure 5). Cela aussi explique la eduction de la tra’yee dans lesecoulements turbulents
esultant de I'addition d'une tes faible quantie d'un  polynere de tes grande masse mokculaire
au uide enecoulement.



Fig. 1 { Rreologie et nombre de Deborah, article de M. Reiner, Physis Today, janvier 1964,

page 62.
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In 1928 I came from Palestine to
Easton, Pa., to assist Eugene Cook
Bingham at the birth of Rheology. I
felt strangely at home. There was
Bethlehem quite near, there was a
river Jordan and a village called little
Egypt. The situation was, however,
also slightly confusing. To go from
Bethlehem to Egypt, one had to cross
the river Jordan, a topological feature
which did not conform to the original.
Then there were, here, places such as
Allentown to which there was nc anal-
ogy. And this could lead to strange
situations, such as when a girl at
school was asked where Christ was
born and replied, “In Allentown”.
When correcied by “No, in Bethle-
hem,” she remarked, “I knew it was
somewhere around here.”

In Palestine I was working as a civil
engineer doing science as a hobby. In
1926 a chemist had asked my help in
the problem of the flow of a plastic
material through a tube. T solved the
problem and derived what is now
known as the Buckingham-Reiner
equation, Buckingham at the US Na-
tional Bureau of Standards having de-
rived the equation before. When Bing-
ham learned of my work, he invited
me to Lafayette College.

When 1 arrived, Bingham said to
me, “Here vou, a civil engineer, and
I, a chemist, are working together at
joint problems. With the development
of colloid chemistry, such a situation
will be more and more common. We
therefore must establish a branch of
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physics where such problems will be
dealt with.”

I said, “This branch of physics al-
ready exists; it is called mechanics of
continuous media, or mechanics of
continua.”

“No, this will not do,” Bingham re-
plied. “Such a designation will frighten
away the chemists.”

So he consulted the professor of
classical langvages and arrived at the
designation of rheology, taking as the
motto of the subject Heraclitus’ wravre
pes or “everything flows.”

Rheology has become a well-known
branch of physics, but most typists
think it is a misprint for theology. I
constantly receive mail addressed to
the Theological Laboratory of the Is-
rael Institute of Technology and, on
the occasion of the Second Interna-
tional Congress at Oxford ten years
ago, there was a special coach in the
train at Paddington Station reserved
for the members of the Theological
Congress. This seems ridiculous, but
there is some relation between rheol-
ogy and theology, and on this I want
to say a few words.

Heraclitus” “everything flows” was
not entirely satisfactory. Were we to
disregard the solid and deal with fluids
onlv? There are solids in rheology,
even if they may show relaxation of
stress and consequently creep.®

The way out of this difficulty had
been shown by the Prophetess Deb-
orah even before Heraclitus. In her
famous song after the victory over the
Philistines, she sang, “The mountains
flowed before the Lord.” When, over
300 years ago, the Bible was translated
into English, the translators, who had
never heard of Heraclitus, translated
the passage as “The mountains melted
before the Lord”—and so it stands in
the authorized version. But Deborah
knew two things. First, that the moun-
tains flow, as everything flows. But,
secondly, that they flowed before the
Lord, and not before man, for the
simple reason that man in his short
lifetime cannot see them flowing, while

*and at this Congress a large number of
papers deal with solids.

By M. Reiner

the time of observation of God is
infinite. We may therefore well de-
fine as a nondimensional number the
Deborah number

D = time of relaxation/time of

observation.
The difference between solids and flu-
ids is then defined by the magnitude
of D. If your time of observation is
very large, or, conversely, if the time
of relaxation of the material under
observation is very small, you see the
material flowing. On the other hand,
if the time of relaxation of the ma-
terial is larger than your time of ob-
servation, the material, for all practi-
cal purposes, is a solid. In problems
of industrial design, you may intro-
duce the time of service for the time
of observation. When designing a
concrete bridge you make up your
mind to decide how long you expect
it to serve, and then compare this time-
interval with the time of relaxation
of concrete.

It therefore appears that the Deb-
orah number is destined to become
the fundamental number of rheology,
bringing solids and fluids under 2 com-
mon concept, and leaving Heraclitus’
ravre per as a special case for infinite
time of observation, or infinitely small
time of relaxation. The greater the
Deborah number, the more solid the
material; the smaller the Deborah
number, the more fluid it is.

There is a story they tell about two
students of theology. They were prais-
ing the Almighty God. Said one: “For
God, one thousand years are like a
minute. And as He is the Creator of
all, a thousand dellars are for Him
like a cent.” Said the other: “Wonder-
ful; next time I pray to God, I shall
pray, ‘God, give me a cent’.” Said the
first: “What will it help you? He will
say ‘Wait a minute’.”

This man did not take care of the
difference between God’s and his own
time scale. And this is the connection
between rheology and theology. In ev-
ery problem of rheology make sur¢
that you use the right Deborah num-
ber.
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Fig. 2 { Fluide (1) newtonien, (2) de Bingham, (3) rfeo uidi ant, ( 4) rreepaississant.

Fig. 3 { Fluide antithixotrope : (a) Au repos; (b) Apes une forte agitation (photographies tiees
de [2]).

2.4 E etselastiques

On trouve de nombreux uideselastiques dans l'industrie alimentaire. Une cemonstration des
e etselastiques dans les liquides est I'exgerience duwsiphon ouvert dans laquelle on peut siphonner
un liquide elastique d'un kechera un autre sans utiliser un tuyau (voir la gure 6). Cela est da
a une forte viscosik elongationnelle qui induit une contrainte tes forte au niveau du bec du
kecher qui tire le uide. Un autre exgerience est celle de la detente elastique (voir la gure 7).
Un maeriau, que I'on verse d'un ecipient, peut etre cou pea I'aide de ciseaux et remonte dans le
ecipient.

2.5 Contraintes normales

Sous l'e et d'un cisaillement simple, Ielasticie des | iquides se manifeste par I'apparition de
contraintes normales: il peut y avoir une tension le long des lignes de courant et ua pression per-
pendiculairea celles-ci. Une cemonstration spectaculdre de ce ptenomnene est l'e et Weissenberg
(voir les gures 8 et 9). Le uideelastique remonte le long de I'axe d'un batteur rotatif alors qu'il
y a creusement de la surface libre dans le cas d'un uide newtiena cause des forces centrifuges.
Cela est dora une tension le long des lignes de courant qui aymente lorsqu'on se rapproche du
batteur et qui provoque la remonee du uide le long de lI'axe. Une autre experience frappante
de ce ptenonene est celle dugon ementa I'extrusion d'un tube (voir les gures 10 et 11). A la
sortie de I'ori ce du tube, la tension le long des lignes de carant se relache en se contractant
dans la direction longitudinale, ce qui esulte en une expasion laerale du liquidea cause de son
incompressibilie.



Fig. 4 { Bulles d'air ascendantes dans un tube contenant dierents uides : (a) Huile newtonienne ;
(b) Fluide de Boger; (c) Solution de 6% de CMC; (d) Solution de 3% de Polyox (photographies
tiees de [2]).

Fig. 5 { Jeta nombre de Reynolds eleve (photographies tiees de[2]): Eau (photo du haut);
Solution aqueuse de200 ppm d'oxyde de polyethyene (photo du bas).



Fig. 6 { Siphon ouvert eali® avec une solution agueuse d®;75% de Polyox WSR 301 (photogra-
phies tiees de [2]). La squence montre le ceveloppemendu siphona partir du versement initial
hors du kecher.

Fig. 7 { Detenteelastique (photographies tiees de [2]).



Fig. 8 { E et Weissenberg (photographie tiee de [2]).

Fig. 9 { Instabilie de la remonte du liquide (photographie tiree de [2]).

Fig. 10 { Gon ementa I'extrusion pour une solution aqueuse de2% de polyacrylamide (photo-
graphie tiee de [2]).



Fig. 11 { Gon ement retarce a I'extrusion pour une solution aqueuse de 5% de polyacrylamide
lorsque le nombre de Reynolds augmente, montrant la comjgibn entreelasticie et inertie (pho-
tographies tiee de [2]).

3 Contrainte et deformation
3.1 Contrainte

Il est possible de classer les forces qui s'exercent sur ukment de uide de volume dV en
deux cakgories selon leur porees:

{ Les forces en volume qui sont des forces a longues poreeggravie, forces electriques,
magretiques). Par exemple, la gravie s'exerce sur des ditances tes grandes devant les
dimensions mokculaires et de fait la force de gravie surunekment de volume est propor-
tionnellea son volume.

{ Les forces de surfacesa courtes porees dont I'origine st dans les interactions mokculaires
qui assurent la colesion du liquide. Ces interactionsa cartes porees ne vont concerner
gu'une mince couche externe sur unekment de volume dona. La force globale exerece par
ces interactions est proportionnellea l'aire de la surfa@ limitant leement de uide et est
incependante de son volume.

Sur unekment de surface dS, de normale unie n, cette force de surface va sécrire:
dF = nds: 1)

Le tenseur des contraintes (ou j ) est synetrique et donc j = 1. Les termes diagonaux j;
sont les contraintes normales tandis que les termes non diagaux sont les contraintes tangentielles.
Dans un uide au repos le tenseur des contraintes est:

i = P (2)
al p est la pression. Le tenseur des contraintes est alors isofpe® :
1= 2= 3= P 3)
Dans un uide en mouvement le tenseur des contraintes skcrit:
i = Py *tdi; 4)

al le premier terme qui est la partie isotrope continuea s'appeler la pression tandis que le second
terme, la partie anisotrope duea la viscosie du uide, est appek le ceviateur.

1. Ici et par la suite, nous utilisons une notation indiciell e ainsi que la convention de sommation d'Einstein (un
indice efee implique une sommation, par exemple  uju; = u? + u3 + u3).
2. Le symbole de Kronecker j est c ni par

o _ 0 sii
1 s

I o

J
)

3.1l'y a un signe regatif car le uide est en compression.
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Fig. 12 { Cisaillement simple.

Fig. 13 { Deformation.

Consicerons le cas ai les contraintes sont appligiees palinternediaire d'un plan anine d'une
vitesseU et d'un plan paraltle xe distants de h comme indiqte sur la gure 12. Les contraintes
ne cependent que dey par synetrie. De plus seules existent la contrainte de cisdlement =

w = wyx ( x2 = yz =0) et les contraintes normales ., yy et ;.. C'est cette con guration
de cisaillement simple que nous utiliserons par la suite.

3.2 Deformation

Sous l'action des contraintes, un maeriau va se ceformer On consicere lecoulement de cisaille-
ment laminaire de la gure 12. Si unekment maeriel est | ocali® au point My de coordonrees
(x;y;z), il sera locali® au point M de coordonrees & + ;y;z)a linstant t puisque la vitesse
du uide est paralelea l'axe des x (voir le sckema de la gure 13). Le ceplacement depend
seulement dey. Leement matriel sitte au point M de coordonrees Ky + dy;z), sera localie
au point M °de coordonrees k + + (d =dy)dy;y+ dy;z]a l'instant t. On appelle ceformation , la
variation du deplacement lorsqu'on passe d'une couchea me couche in niment voisine :

d
= — =tan : 5
5 (5)
C'est cette variation qui caracerise un mouvement de cisadllement pour lequel les dierentes
couches ont des teplacements relatifs les unes par rappogux autres.
La vitesse de deformation est ¢ nie par:
~d _dd _ dd _ dw.

-~ dt ~ dtdy dydt dy’ ©)

car la composante suivantx de la vitesse esty, = d =dt. On voit que la vitesse de deformation est
egale au taux de cisaillement. Dans le cas particulier du Gaillement simple, le taux de cisaillement

10



n'‘a qu'une seule composante suivank, dvy=dy = . Dans le cas gereral, le taux de cisaillement
(ou vitesse de deformation) assoce(e) aux directionsi et j est:

@v @y
—+ — =2¢; 7
ax " @x i )
al le tenseur e est appek le tenseur taux de deformation.
3.3 [ecomposition du champ de gradient de vitesse au voisin age d'un
point

Consicerons uneement maeriel de uide sitte au poin t r avec une vitessey (r;t) et uneement
sitte au point r + dr avec une vitessev + dv, un ceveloppement au premier ordre donne:
dv = gradv dr; (8)

al gradv est le tenseur des gradients de vitesse.

On peut cecomposer ce tenseu@ =@ x en une partie synetrique, le tenseur taux de ceformation
g;j , et une partie antisyrretrique, le tenseur taux de rotation! j :

@ = } @/+ @/)+ } @/ @/)
@x 2’@x @x° 2°@x @x
= g +!y: )
Lequation (8) peut skcrire alors:
dv=e dr +! dr; (20)

Lorsque le uide est incompressible, la trace du tenseur syetrique €; est nulle, soit e =
ex + €y + €, = 0. Lecoulement correspondanta e dr est unecoulement de deformation pure
encore appekecoulementelongationnel. Le tenseur anisyrretrique ! j n'a que trois composantes
incependantes. Il est possible de lui associer un vecteuritesse de rotation = rotv =2 ai rotv est
la vorticie. Lecoulement correspondanta ! dr = ~ dr est unecoulement de rotation en bloc.
De mangere gererale, pour un uide incompressible, une coulement peut étre consicee comme la
superposition d'unecoulement de ceformation pure et d'unecoulement de rotation pure.

Dans le cas particulier du cisaillement simple de la gure 12la decomposition du tenseur des
gradients de vitesse er(1) une partie 1sym&*(t)rique et une partlieant(i)synetrique secrit:

1
0 _ 0 0 =20 0 =20

gadv =@0 0 0A=@ =2 0 0A+@ =2 0 O0A: (11)
0 00 0O 0 O 0 0 0

Le terme synetrique a une trace nulle, il n'y a donc pas de varation en volume desekments de
uides. Le terme synetrique a des axes propresa 45 et les valeurs propres sont=2 et =2.
Le terme antisymetrique donne une rotationa la vitesse angulaire =2. La deformation d'un
ebment de uide care dans unecoulement de cisaillement simple est pesenee sur la gure 14.

On retrouve que le taux de cisaillement ou vitesse de deforration n'a qu'une seule composante
_= 26y = 26x.

4 Lois constitutives

4.1 Fluides newtoniens et non-newtoniens

Lesequations qui gouvernent lecoulement ou la ceformation d'un magriau sont de deux types:

{ Lesequations de conservation (conservation de la massetale la quantie de mouvement)
qui sont les mémes pour tous les maeriaux.

4. Lorsque le uide est compressible, le terme synetrique i sotrope e 6 0 va donner un accroissement relatif
de volume d'unekment de uide, alors que le terme symetr  ique anisotrope, ej avec i 6 j, corresponda une
cformation pure sans changement de volume.

11



Fig. 14 { Deformation d'uneement de uide care dans unecoule ment de cisaillement simple :
ceformation sans changement de volume avec des axes propee 45 puis rotation.

{ Les relations constitutives qui cependent des propretes et de la nature du maeriau.
Le makriau est traie comme un milieu continu et est caracerie par une masse volumique
(r;t) et un champ de vitessev(r;t), qui sont (en gereral) des fonctions continues de la posdiion
r = (x;y;z) et du temps t. Dans la plupart desecoulements, on peut regliger la compessibilie du
maeriau et la condition d'incompressibilie secrit:

divv =0: (12)
Onecrit la conservation de la quantie de mouvement sous la forme de Cauchy:
Dv @ .
— = — + = + .
Dt [@t (v grad)v]=div o; (23)

al g est l'acekration de la gravie.

Pour lequation constitutive, on a besoin d'une relation entre la contrainte et lecoulement
v(r;t).

Pour un uide newtonien, comme l'eau dans des conditions orahaires de temperature et de
pression par exemple, la relation entre contrainte et taux @ cisaillement est lireaire:

i = Pij*t2e€j; (14)
c'esta-dire que le ceviateur (partie non isotrope du tenseur des contraintes) ou encoréenseur des
contraintes de viscosie sécrit:

dij =2e ij (15)
al la constante  est la viscosie du uide qui ne cepend pas des contraintesou du taux de
cisaillement. Pour le cisaillement simple de la gure 12, ctte relation sécrit:

= (16)

Pour les uides newtoniens, lequation de conservation dela quantie de mouvement (13) devient
lequation de Navier-Stokes:

% = [%t+(v grad)v]= grad pgq + v; a7
al la pression dynamique pq est en fait un champ de pression modie de facona inegre r les forces
exerieures conservatives (c'esta dire qui cerivent d' un potentiel comme la gravie).

De nombreux uides ne sont pas newtoniens. Par exemple, poules cristaux liquides, il y a
une relation tensorielle entre j; et g; . Pour d'autres uides isotropes, le rapport des contraintes
aux vitesses de ceformation cepend des contraintes, desitesses de ceformation eteventuellement
du temps. Le but de la rreologie est de ceterminer la relation entre contrainte et ceformation ou
vitesse de ceformation qui determine toutes les proprees rreologiques du maeriau. On cherche
une relation j = f (g ).

Dans la suite on note la contrainte et _ la vitesse de ceformation car nous consicerons que
les caracerisations du matriau ontet faites en util isant un cisaillement simple. Nous cherchons
la relation = f ().
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4.2 Viscelasticie lireaire

Un comportement non-newtonien important est la visceeladicie. La eponse du uidea une
ckeformation pesentea la fois un aspect visqueux (a1 les contraintes sont proportionnelles aux
vitesses de ceformation) et un aspect elastique (a1 les ©ntraintes sont proportionnelles aux
ceformations). Un exemple de uide visceelastique est la pate de silicone connue sous le nom
de \silly-putty”. Une boule de \silly-putty”" rebondit sur | e sol comme une balle elastique (aux
temps courts) mais setale comme un uide visqueux (aux tenps longs) si on la pose sur une
surface horizontale.

4.2.1 Fonctions uage et relaxation

Les fonctions uage et relaxation sont les fonctions esseiglles en visceelasticie lireaire. Elles
sont ck nies de la facon suivante:
{ La fonction uage, f (t), est la ceformation subie par le matriau lorsqu'on impo sea ce dernier
une contrainte d'amplitude unie au temps t = 0, contrainte qui est maintenue constante
(voir la gure 15).
{ La fonction relaxation, g(t), est la contrainte esultant de l'application d'une def ormation
d'amplitude uniea l'instant initial  t = 0, ceformation qui est maintenue constante au cours
du temps (voir la gure 16).

f(t)
b 6

Fig. 15 { Fonction uage.

La connaissance de la fonction uage ou relaxation d'un magriau permet de determiner
toutes les proprees viscelastiques du matriau. Lo rsqu'on dispose d'un rheonetre imposant
une contrainte constante, o, on mesure une ceformation (t) = of (t). Lorsqu'on dispose d'un
rreonetre imposant une ceformation constante, o, on mesure une ceformation (t) = og(t).

a(t)
6

, T

Fig. 16 { Fonction relaxation.
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4.2.2 Solideelastique parfait
Lequation rteologique d'un solide elastique parfait (loi de Hooke) secrit:

=3 (), (18)

a1 J s'appelle lacomplaisance elastique On utiliseegalement le module de rigidie ou module de
cisaillement G = 1=J. La relation (18) s'applique au cisaillement simple de la gure 12. Pour un
solide elastique parfait, la deformation et la contraint e sont relees par une relation lireaire mais
le coe cient de proportionnalie cepend du type de cefor mation impose (c'esta-dire, cepend du
module d'Young, du coe cient de Poisson ou du module de compession uniforme).

f(t)
b

Fig. 17 { Fonction uage d'un solide elastique parfait.

Fig. 18 { Ressort de complaisance elastique].

De la loi de Hooke on ceduit les proprees suivantes :

{ Des qu'une contrainte est appligee, instantarement u ne ceformation prend naissance, pro-
portionnellea la contrainte. Inversement, si la contrainte est ramereea zro, imnediatement
la ceformation s'annule. La ceformationelastique est instantaree et ecugerable .

{ Le comportement est bien solide. Soumisa une contrainte onstante, le matriau atteint
instantarement unetat dequilibre.

{ La fonction uage est f (t)= J pourt O (voir la gure 17).

Un solide elastique parfait est symbolis par un ressort de complaisance elastiqueJ (voir la
gure 18).

4.2.3 Liquide visqueux newtonien
Lequation rkeologique d'un liquide visqueux newtoniensecrit:

d@ _1 .
— = - O (19)
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En tenant compte des conditions initiales,at< 0, (t)=0et (t) =0, lequation (19) s'inegre:
14
(ty= = (t%dt® (20)
0

f(t)
b

pente 1

Fig. 19 { Fonction uage d'un liquide visqueux newtonien.

|

?

Fig. 20 { Amortisseur de viscosie

On en ceduit les proprees suivantes :

{ Le liquide visqueux newtonien se souvient de toutes les contraintes qui lui ontet im-
poses dans le pass. En e et, I'expression de (t) cepend de toutes les valeurs prises par la
contrainte de Oa t.

{ Si la contrainte est ramereea Oa un instant donre, la d eformation demeure constante et
egalea la valeura cet instant. La deformation est irecugerable .

{ Le comportement est bien celui d'un liquide. Soumise a unecontrainte constante, o, la
ckeformation, (t) = ot= crotlireairement avec le temps. Le magriau sécoule ince niment

{ La fonction uage est f (t)= t= pourt 0 (voir la gure 19).

Un liquide visqueux newtonien est symboli®e par un amortiseur de viscosie (voir la gure
20).

Nous avons pesent les deux comportements viscelastjues lireaireseementaires. Le compor-
tement visceelastique lireaire gereral se e nit en ¢ onstruisant un mocele constitte d'un assem-
blage analogique et symbolique de ressorts (solideseldgues parfaits) et d'amortisseurs (liquides
visqueux newtoniens) en frie ou en paralkle.

4.2.4 Solide de Kelvin-Voigt

Le solide de Kelvin-Voigt est constitle par l'association en paralele d'un ressoit de complai-
sanceelastiqueJ et d'un amortisseur de viscosie (voir la gure 21). La contrainte impoeea
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I'ensemble est la somme des contraintes de chaque branche:
= et v (21)

al = =Jdans la branche du ressort et , = d ,=dt dans la branche de I'amortisseur. La
ceformation subie est identique dans chaque branche eteglea la ceformation totale subie par

'ensemble:
= o= (22)
Lequation rleologique du solide de Kelvin-Voigt est:
d \Y 1
= _t —
e (23)
6
3 —
?

Fig. 21 { Association en paralele d'un ressort de complaisance estique J et d'un amortisseur
de viscosie

f(t)
b

Fig. 22 { Fonction uage d'un solide de Kelvin-Voigt.

La fonction uage de ce mockle se trouve par la esolution de lequation dierentielle suivante :

d 1
—+ —f =1: 24
da J (24)
On obtient : ;
f(t)=J1 exp—); (25)
a = J estappektemps de retard La fonction uage du solide de Kelvin-Voigt est une exponen-

tielle croissante posedant une asymptote horizontale dimplitude J. On a donc un comportement
elastique aux temps longs apes un egime transitoire de duee (voir la gure 22). Il s'agit d'une
elasticie retarcee par la pesence de l[eEment visqueux.
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4.2.5 Liquide de Maxwell

Le liquide de Maxwell est constitte de l'association en srie d'un ressort de cmplaisance
elastique J et d'un amortisseur de viscosie (voir la gure 23). La contrainte imposeea I'ensemble
est supporte en totalie par chaqueekment:

= e= v (26)

Al ¢ = =Jdans lekment compos duressortet , = d ,=dtdans dans l[eEment compos de
'amortisseur. La ceformation totale est la somme des deormations subies par chaqueeement:

= ot 27)

d 1 d

— = = +J—: 28

dt dt (28)

Sa esolution est imnediate en tenant compte des conditims aux limites,a t< 0, =0et =0:
14

t=J )+ = (t%dt® (29)
0

|

?

Fig. 23 { Association en wrie d'un ressort de complaisance elastque J et d'un amortisseur de
viscosie
La fonction uage de ce moctle est:
t
f()y=J3+ —: (30)

Aux temps longs, le comportement est celui d'un uide visqueix newtonien car la deformation
augmente lireairement avec le temps (voir la gure 24). La dierence avec un uide newtonien est
la pesence d'uneelasticie instantaree donree par la complaisanceelastiqueJ.
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f(t)
b

pente 1

Fig. 24 { Fonction uage d'un liquide de Maxwell.

4.2.6 Comportement viscelastique lireaire greral

Toutes les dierentes associations de ressorts et d'amoilisseurs donnent lieua un comporte-
ment visceelastique lireaire. A partir des lois d'association en rie ou en paralkle, on peut deduire
lequation rkeologique et les fonctions uage et relaxation. On peut montrer que toutes les asso-
ciations, aussi complexes soient-elles, peuvent &tre regentes par des moctles de structure bien
e nie: le mockle de Kelvin-Voigt gererali et le mockle de Maxwell gereralis .

Le moctle de Kelvin-Voigt gererali® est constitte par I'association en srie d'un liquide de
Maxwell de viscosie o et complaisanceJy et de N solides de Kelvin-Voigt de viscosie ; et
complaisanceJ;. Comme la fonction uage d'une association en srie est la@mme des fonctions
uages des dierentseements, on peut en ceduire imne diatement la fonction uage de ce mockle
cereral (repesente sur la gure 25):

¢ N t
f(t)=Jo+ — + Ji(1 exp—); (31)
0 i

a = J; ; estle temps de retard dui€ solide de Kelvin-Voigt. On a uneelasticie instantaree
donree par la complaisancelg, puis une variation assez rapide correspondanta lelastcie retardee
des dierents solides de Kelvin-Voigt et en n un comportem ent visqueux newtonien aux temps
longs caracerie par une variation lireaire de pente 1= 3. Ce moctle permet d'obtenir aussi un
comportement solide aux temps longs en posanty ! 1 . La fonction uage, donree par:

X t
f(t)=Jo+ Ji(l exp—); (32)
i=1 !

pesente une asymptote horizontale (voir la gure 26).

Le comportement gereral peut étreegalement cecrit pa r d'autres mocklesequivalents, de struc-
tures dierentes mais conduisanta la mémeequation rh eologique. Une autre structureequivalente
est le mockle de Maxwell gereralie . Il est constitite par l'association en paralele de N liquides
de Maxwell ayant un module de rigidie G; et une viscosie ;. Ce mocele cecrit un comporte-
ment liquide avecelasticie instantaree et retarcee e t estequivalent au moctle de Kelvin-Voigt
cereralie peecdent.

Selon que l'une des branches se eduita un amortisseur o@a un ressort libre, on peut cecrire
d'autres types de comportement: liquide sanselasticie instantaree, solide avecelasticie instan-
taree et retarcee, solide sanselasticie instantare e, par exemple.

Avec des rheonetresa uage, on priviegiera le mocele de Kelvin-Voigt dont la fonction uage
est simple, tandis qu'avec des rteonretresa relaxation on utilisera le mocele de Maxwell.
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(1) egime newtonien
6

elasticie retarcee

Jo elasticie instantaree

Fig. 25 { Fonction uage du moctle de Kelvin-Voigt grerali®.

f (t)
6

Jo

Fig. 26 { Fonction uage du moctle de Kelvin-Voigt gereralie av ec o!1

4.3 Liquides nonlireaires

Au deh de la visceelasticit lireaire et plus loin dans le egime nonlireaire, on consicere des
mockles ad hoc qui sont des approximations plus ou moins bonnes du comportaeent de certains

maeriaux. On utilise principalement des modtles pour lesquels la viscosie cepend du taux de
cisaillement:

= (D2 (33)

sans e et cependant du temps.

4.3.1 Liquides plastiques

Ce sont des liquides pesentant une contrainte seuil deoulement que nous avonsevoqies dans
la section 2.1.

La repesentation la plus simple d'un uide a seuil est le mocele de Bingham qui donne la
relation suivante entre contrainte et taux de cisaillement:

= ¢t pi (34)
a1 . estla contrainte seuil et , la viscosit plastique. Le rreogramme d'un uide de Bingham est
repesent sur la gure 27. Le makriau ne commencea s'ecouler qu'au-deh du seuil et pesente
ensuite un comportement newtonien.

Certains matriaux ne pesentent pas un comportement newtonien au-deh du seuil. C'est le
cas du uide de Casson pour lequel la relation utiliee est:

PP P— (35)
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pente ,

Fig. 27 { Rreogramme d'un uide de Bingham.

On rencontre d'autres relations comme celle déHerchel-Buckley:
= o+ k" (36)

al le coe cient k et I'exposant n sonta ceterminer.

Des moctles analogiques peuvent aussi rendre compte desfdrmations decoulement plastique.
On est amerea introduire dans ces moctles unekment non lireaire: le patin repesent sur la
gure 28. C'est un limiteur de contrainte. Le patin repese nte le frottement solide : il glisse au deh
d'un seuil de contrainte ., la contrainte reste alors constante etegalea la valeur uil (voir la
gure 29).

?

Fig. 28 { Patin ayant un seuil de contrainte .

Fig. 29 { Variation de la contrainte avec la deformation aux extem ies d'un patin.
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La repesentation symbolique d'un uide de Bingham est I'association en paralele d'un patin
ayant un seuil de contrainte . et d'un amortisseur de viscosie , repesenee sur la gure 30. La
contrainte imposea l'ensemble est la somme des contraites de chaque branche:

= pt v (37)

a = dans labranche du patin lorsqu'il glisse et , = , y dans la branche de I'amortisseur.
La ceformation subie est identiqgue dans chaque branche eegalea la deformation totale subie par
'ensemble :

= p= v (38)

Lequation rkeologique correspondante est donree par kquation (34) et le rreogramme est celui
de la gure 27.

?

Fig. 30 { Association en paralkle d'un patin ayant un seuil de contrainte . et d'un amortisseur
de viscosie .

4.3.2 Fluide rteo uidi ant

Ce sont des liquides qui ont une viscosie qui cecro’t avee le taux de cisaillement et que nous
avons pesenes dans la section 2.1.

Une loi empirique tes utilie pour la variation de la vis cosie avec le taux de cisaillement est
la loi de puissance(propose pour la premere fois par Ostwald en 1925):

=k " (39)
al le coe cient k et I'exposant n < 1 sonta ceterminer empiriquement. La viscosite sécri t donc:
=k " n (40)

Le cas au n = 1 correspond au comportement newtonien. Il est judicieux e tracer le rreogramme
en coordonrees log-log comme sur la gure 31:

log =logk+ nlog ; (42)

al la pente de la droite donne I'exposantn et I'ordonreea l'origine la constante k.
Une extension du mocktle en loi de puissance est leelation de Carreau qui fait intervenir 5
paranetres:

n

— L=+ DY (42)
0 1

@l o est la viscosiea cisaillement nul, ;1 est la viscosiea cisaillement in ni, une constante
de temps eta un paranetre qui decrit la transition entre le comporteme nta faible cisaillement et
la egion en loi de puissance. Ces dierents coe cients sonta ceterminer empiriquement.

Une autre approche est celle d&shandraw qui admet la relation:

= o+ 1 _ oexp( b): (43)
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logk pente n

log _

Fig. 31 { Rreogramme d'un uide rteo uidi ant en loi de puissance.

6 pente 1

Fig. 32 { Rreogramme du uide de Shandraw.

6

|

?

Fig. 33 { Association en srie d'un patin ayant un seuil de contrainte . et d'un amortisseur de
viscosie

Le rreogramme correspondant pesene sur la gure 32 a une asymptote oblique, lecart Q =
oexp( b ) avec celle-cietant exponentiellement cecroissant.

On peut utiliser le patin pour repesenter le comportement uidi ant par un mocle sym-
bolique. Le sclkema de la gure 33 comportant en rie un pain et un amortisseur donne le
rreogramme de la gure 34. Tant que la contrainte est inkrieure au seuil du patin ., la eponse
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Fig. 34 { Rreogramme correspondanta l'association en srie d'un patin et d'un amortisseur.

est celle de I'amortisseur seul. Quand le patin se metagliser ( = .= ), la contrainte demeure
constante. Cette repesentation est sommaire mais on peuta ra ner en associant en paralele un
ensemble de branches de ce type.

4.3.3 Fluide rle@paississant

Ce sont des liquides qui ont une viscosie qui crot avec letaux de cisaillement et que nous
avons mentionres dans la section 2.1. On utilise |doi de puissancepour les repesenter:
=k_"; (44)

avec un exposantn > 1 qui est d'autant plus grand que le magriau secarte du comportement
newtonien.

4.4 Comportement egependant du temps

Certains liquides peuvent avoir unecoulement dont les caaceristiques cependent des traite-
ments anerieurs. Dans ce cas, la viscosie apparente n'est plus >ee pour we valeur donree de
la contrainte ou du taux de deformation mais cependegalement du temps

C'estle cas des uidesthixotropes que nous avons mentionres dans la section 2.2 et pour lesqglse
la viscosie apparente a tendancea decro’tre dans le temps quand on lui applique une contrainte (ou
une vitesse de cisaillement) constante. Ce comportement aaplique consicerablement les mesures
rreologiques car on voit se manifester des e ets diyseesis .

Fig. 35 { Boucle d'hystesis de e€rence d'un gel uidi ant.
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Fig. 36 { Rleonetre de Couette.

On proedera de pekrence en ealisant des rleogrammes dans des conditions exgerimentales
»ees et bien reproductibles, comme la boucle de egrence d'un gel uidiant pesenee sur la
gure 35 tiee de la ekrence [3]. Cette boucle est e ectlee de la manere suivante :

{ Charge en contrainte (ou taux de cisaillement) pendant un tempst. court par rapporta

toutes les autres duees expgerimentales.

{ Attente sous cisaillement maximal pendant un tempst,.

{ Decharge pendant un temps total tq.

Au cours de la charge (partie OA), le gel est rteo uidi ant. Pendant l'attente (partie AB), la
viscosie apparente diminuea cause du changement de strature (transformation de letat gela
letat uide). Pendant la decharge (partie BO), la viscosie est constante et le retour est lireaire
car la structure est cetruite.

Dans quelques cas plus rares, on trouve aussi le comportenteoppos, antithixotrope. A
contrainte (ou vitesse de cisaillement) donree, la visco& apparente augmente avec le temps.
Le terme d'antithixotropie esta petrera celui de rteopexie, moins bien & ni, non totalement
equivalent et qui cesigne la propree de solidi catio n progressive par agitation.

5 Rhleonetrie

5.1 Rleonetres simples
5.1.1 Rteonetre plan

La situation ideale est celle ai contrainte et vitesse de @formation sont constantes dans tout
le volume du maeriau. C'est ce que I'on rencontre dans un m&riau homogne soumisa un
ecoulement de cisaillement simple comme celui de la gure 2. Les contraintes tangentielles, =

xy » SONt constantes etegales aux contraintes sur les plans.d vitesse de deformation est la méme

en tout point et vaut _ = U=h. La viscosie de cisaillement est e nie comme le rapport de la

contrainte tangentielle et du taux de cisaillement = = _. Sile magriau est inhomogene, le pro |

de vitesse n'est plus celui de lecoulement de cisaillemérsimple car la viscosie varie de point en

point. On en est eduita mesurer une viscosit e ective q ue I'on peut exploiter si I'on dispose d'un
mockle theorique du milieu.

Les autresecoulements visconetriques sont issus de leoulement de cisaillement simple et sont
des cereralisations pratiques de celui-ci.
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5.1.2 Rleonetre de Couette

Dans le rhreonetre de Couette, le uide est plae dans I'entrefer de deux cylindres coaxiaux de
rayons R; et R, avecR; < R, et de hauteur h tournant avec des vitesses angulaires respectives
1 et o (voir la gure 36). En pratique, un des cylindres est xe et I' autre tourne. C'est souvent

le cylindre inerieur qui tourne, bien que cela puisse condirea une instabilie de Taylor-Couette
au deh d'une vitesse de rotation critique. On peut soit imposer cette vitesse angulaire et mesurer
le moment M du couplea appliquer pour qu'elle soit maintenue, soit apgdiquer un couple donre
et mesurer la vitesse angulaire prise par le cylindre mobile

Cetermination de la contrainte Consicerons le syseme de coordonrees cylindriquesr, ,z)
repesentes sur la gure 36. Compte tenu de la synetrie et de I'absence de gradient de pression
axial, v, = 0. Par ailleurs la vitesse v est incependante de . La relation d'incompressibilie (12)
donne (voir l'appendice A):

%@@I(rvr) =0: (45)

La vitessev, ne peut donc étre que de la forme/, = C=r au C est une constante. Orv, s'‘annule
sur les parois solides efiR; et R, ; doncv, est nulle dans tout le uide. Compte tenu de la synetrie
du champ de vitesse (Ov ;0),  estla seule composante non nulle du tenseur des contraintelsa
composante angulaire de lequation de la quantie de mouvement,equation (13), se eduita (voir
I'appendice A):

1@, .
Gl =0 (46)
Le moment est donc consene:
M=Mi=My=M(r)=2hr?,; 47)

a M; et M, sont les moments des couples appligies aux cylindres ingeur et exerieur. La
contrainte vaut:

= = : 48
r 2 hl’ 2 ( )
etermination du taux de cisaillement Le taux de cisaillement est donre par (voir I'appen-
dice A):
@v v d v
=2¢ = — —=r—(—); 49
=20 = g =) (49)
al v =r est la vitesse angulaire.
Entreferetroit Lorsque l'entrefer utilie estetroit, en pratique ( R, R1)=R; < 0:15, on peut

consicerer que la contrainte et le taux de cisaillement soh constants dans tout le volume de
I'entrefer. La valeur constante de la contrainte sera prisegalea:

(R1)= 5pes (50)
Le taux de cisaillement estegala une constanteK :
d v
=r—(—)=K: 51
_= () (51)
En inegrant cetteequation entre le cylindre inerieur et le cylindre exerieur,
Z z
2 R2 d
dy=k 5 (52)
1 r R, T
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on trouve I'expression de cette constante:

R
- K= _2 1 (2 1) 1. 53
- In &2 R2 R 53)

A partir de la mesure du moment appliqle et de la vitesse anglaire entre les deux cylindres, on
en ceduit la viscosie:

M R, R;
= : 54
2h (2 D R .
Entrefer large Il faut se donnera priori un mockle rreologique (maeriau newtonien, plastique,

rreo uidi ant, ou autre), en ceduire le taux de cisaillem ent en tout point, inegrer dans l'entrefer
et \eri er a posteriori que le mockle est le bon. Prenons deux exemples:

{ Dans le cas d'un mockle de uide newtonien, lequation rheologique = _ sécrit:
M d, v
PTTE A R (53)
En inegrant cette equation entre le cylindre inerieur et le cylindre exerieur,
z Z
2y M Rz dr
d(—)= 57— -3 (56)
R 2h g, 13
on en ceduit: M R R
— 2 1.
= -2 1 S7
> 7 4h RZR2 ®7)

Si la dierence de vitesse angulaire des deux cylindres estine fonction lireaire du couple
applige, le choix d'un mocele newtonien est correct. Sinon, il faut supposer un autre mockele

pour le uide.
{ Dans le cas d'un moctle de uide en loi de puissance, lequation rteologique = k " skcrit:
M d v ...
Shr2 - k[ra(T)] : (58)
En inegrant cette equation entre le cylindre inerieur et le cylindre exerieur,
z Z g
% M 1 2 dr
d(—) = n [ 59
B R (59)
on en ceduit:
_n M R & R n;) (60)
2 1= 2(2 hk ) ( 1 2 .
Sin( » 1) est une fonction lireaire de InM, I'hypothese d'une loi de puissance est

correcte, sinon il faut choisir un autre mocele.

La plupart des rheonetres de Couette utilies en laborat oire ont un fonctionnement automatie
et ont un entreferetroit. La pecision des mesures est bome et est anelioee en diminuant les e ets
d'extemies qui perturbent lecoulement. Ce type de rh eonetre recessite reanmoins de disposer
d'un volume dechantillon relativement important.

5.1.3 Rteonetre cdne-plan

Dans le rreorretre cone-plan, le uide est plae entre un plan et un céne de rayonR comme
pesene sur la gure 37. Le cone fait un angle avec le plan et peut tournera une vitesse angulaire
. Ici encore, on peut travailler soita vitesse impose soita moment impos. A partir de la mesure
du moment M et de la vitesse angulaire , on en ceduit la viscosie. En e et, si l'angle du cone est
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Fig. 37 { Rreonetre coOne-plan.

assez petit ( < 5), la contrainte et la vitesse de deformation sont constantes dans tout I'espace
occupe par lechantillon (toujours homogene) et sont re spectivementegalesa:

3M
L E (61)
= = (62)
La viscosit est donree par:
3M
"7 ’RO (63)

Ce rheonetre est tes utile lorsqu'on ne dispose que d'une faible quantie de uide car en
cereral une goutte su t, le uide tenant entre le cone et | e plan gracea la tension capillaire. Il est
aussi tes ineressant car on peut atteindre des vitessedle cisaillementeleees. Les inconwenients
sont que la mesure est tes sensiblea la position du conedui est tronque et remplae par un
petit neplat) et que ce type d'appareil ne convient pas pour des maeriaux complexes et fragiles
comme les suspensions de particules. Un grand avantage estegl'on peut mesurer la pousse sur
la plaque ce qui permet une mesure des contraintes normales.

5.1.4 Autres types de rleonetres

D'autres types de rreonretres comme le rleonetre de type Poiseuille et le viscosinetrea chute
de bhille sontegalement utilises. Mais ils ne donnent des esultats satisfaisants que pour des uides
newtoniens.

5.2 Cisaillement oscillant

On peutetudier de facon dynamique un maeriau en lui impo sant une contrainte (deformation)
qui varie sinuso-dalement au cours du temps. La lirearite desequations entrame que la ceformation
(contrainte) estegalement sinuso«dale et de méme fequence. On pose:

()= ocost + );
(t)y= ocos(t ); (64)

al o et o sont les amplitudes de la contrainte et de la deformation,! la pulsation et le
ephasage entre les deux. Pour faciliter les calculs, on mnd une notation complexe:

(t)= oexpli('t + )I;
(t)= oexp(ilt ): (65)

La contrainte et la deformation sont relees par un module de rigidie complexe:

=G =(G°+iGY; (66)
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al les parties eells et imaginaire de G sont le module de conservation et le module de perte avec
tan = G&Glet G2+ GOZ = 4= 4. On peut aussi ¢k nir une viscosie complexe :

= _=(°%i%; (67)
avec 9= G&! et %= G%I. Le module de conservationG° est assocea la eponseelastique,
en phase avec la ceformation. Le module de perteG°°est assocea la eponse de type visqueux,
en quadrature de phase avec la ceformation. Ce type de meserdynamique est particulerement
adapea letude rreologique de la visceelasticie q ui aek pesente dans la section 4.2.

Pendant la ceformation, la contrainte exerieure appliq tee met en jeu une certaine puissance
necanique par unie de volume:

P= (68)
qui secrit:
P(t) = o o! coslt + )sin(!t);
= o ol cos(t)sin(!t )cos + ¢ o! sin?(!t )cos:
2|
= %GO(! )sin2!t )+ 21G U )sin?(!t ): (69)
La puissance moyenne fournie au cours d'un quart de periodpeut se cecomposer en deux parties :
Z _
<PM®)> = Pt
0
= Pe+ Pg: (70)
Le premier terme P. = GY!) 3!= change de signe tous les quarts de cycle. C'est lenergie

de ceformationelastique stoclee puis restitiee. Le second terme Py = G{!') 21=2 est toujours
positif. C'est lenergie dissipee par les frottements visqueux.

Modules de conservation et de perte
1 T T

T

,
0.9 / 4

’ N
, Module de conservation

0.6~ ! 4
0.5~

0.4

0.3 Module de perte
0.2

0.1

o
10° 10° . 10 10
FrZquence rZduite

Fig. 38 { Modules de conservation,G°, et de perte, G (normaliss par G) pour un liquide de
Maxwell en fonction de la fequence eduite, !

Le module de rigidie complexe se calcule facilement pour :

{ Un solideelastique parfait, G= = =1=J= G avecG°= G et G®=0.
{ Un liquide visqueux newtonien, G= = = = =i avecG’=0 et G%= |
{ Un liquide de Maxwell, G= = =i= (1+i )a = =G avec une cependance en

flequence analoguea celle d'un circuitelectrique esistance-capacie, G°= G! 2 2=(1+12 ?)
et G®= G! = (1+ ! 2 ?), pesente sur la gure 38.
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Fig. 39 { Appareila quatre rouleaux pour produire unecoulement purementelongationnel.

5.3 Contraintes normales

Dans un uide newtonien soumisa unecoulement de cisaillanent simple comme celui de la
gure 12 pour lequel v = (_y; 0;,0), seules les contraintes tangentielles,,, = yx, sont modiees
par lecoulement et les contraintes normales restent isotopes etegalesa p. Pour des uides non-
newtoniens, lecoulement de cisaillement peut induire de contraintes normales qui ne contribuent
pasa la dissipation et sont donc appekescontrainteselastiques. Eneliminant le terme de pression
isotrope, on peut e nir les dierences entre contrainte s normales:

N1 = xx yy 1 (71)
et

No = yy 27+ (72)
Elles sont incependantes de la direction de lecoulementet, a faible taux de cisaillement, sont
fonctions quadratiques de , N = _ 2. A plus fort taux de cisaillement, la cependance est en

loi de puissance. En cereral, la premere dierence N est positive et peut étre du méme ordre,
et méme plus grande, que la contrainte de cisaillement. Laeconde dierence N, est d'habitude
regative et de 10% plus petite queN;.

L'anisotropie des contraintes normales a deux e ets specteulaires que nous avons mentionres
dans la section 2.5:

{ L'ascension le long de l'axe d'un batteur rotatif (e et Weissenberg). Dans lecoulement en-
gende par le cylindre tournant, la vitesse est essentiebment azimutale avec un gradient
radial. L'anisotropie des contraintes normales conduita > |, dans un syseme de co-
ordonrees cylindriques (r, ,z), zetant I'axe du cylindre. Il y a une tension le long des lignes
de courant qui tenda pousser le uide vers l'axe eta le faire remonter.

{ Le gonementa l'extrusion d'un tube. Cet eet est dua la relaxation des contraintes

normales yx (x etant la direction de l'axe du tube) accumukes pendant I'ecoulementa
I'inerieur du tube.

5.4 Viscosieelongationnelle

Unecoulementelongationnel peut tre ealie par un a ppareila quatre rouleaux rotatifs ou par
un syseme de jets opposes (voir les gures 39 et 40). Nous @nsicerons lecoulementelongationnel
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Fig. 40 { Syseme de jets opposs pour produire unecoulement pummentelongationnel.

axisyretrique pour lequel v = _(x; y=2;

z=2) au _ est le taux de deformationelongationnel.
Dans cette con guration decoulement, on a:

w = xz= yz=0; (73)
et, eneliminant le terme de pression isotrope, on c nit | a viscosieelongationnelle, ¢ :

XX yy T xx zz = E_ (74)

Pour un liquide newtonien le rapport de Trouton, T, = g= = 3, ne &pend pas du taux de
cisaillement ou du taux delongation. Ce n'est pas le cas par des uides non-newtoniens pour
lesquels g () et pour lesquels lerapport de Trouton peut etre tes grand T, 10°  10%.

A Coordonrees caresiennes, cylindriques et splerique S

En coordonrees caresiennes X, v, z), lequation de continuie sécrit:

@v_ @y, @, @y_

— = — =0; 75
@x @x @y @z (75)
et lesequations de conservation de la quantie de mouvemat sont:
@ Oy @j
—+ —)Vvi= Fi+ —; 76
(@t @% = F'* o (76)

al F; est une force en volume comme la gravie. Sur chaque coordoee, elles secrivent:
@ @y, 6K @y @y @ , @y , @y
—+ ==+ =2+ =), = F,+ + + : 77
@ ox @y @ Tt ex’ ey’ e: (77)
@+@+@+@2W: Fy+@xy+@yy+@yz;
@t @x @y @ @x @y @z
—@+@+@+@Vz: FZ+@XZ+@yZ+@ZZ:
@t @x @y @ @x @y @z
Le tenseur taux de deformation est:

&j = 5(@—?( @()3 (78)



En coordonrees cylindriques ¢, , z), lequation de continuie sécrit:

1@ l@v @y _ ..
F@Ingr)"' F@"’ @—O, (79)
et lesequations de conservation de la quantie de mouvemat:
@ @ v @ @ v2 _ @ 1@, @, rr .
[(@t+ Vr@r"' T@‘*Vz@%Vr T]— Fr+ @r"' ) + @Z+ p ; (80)
@ @ v @ @ ViV @, 1@ @, r
(Ee Te e " 71" F tartre Fe i
@ @ v @ @ _ @ 2 1@, @ 2, zr .
@Ve Te Ve T er e Tae: T
Le tenseur taux de deformation est:
_@yv_ _l@v, v _ @y,
€ = —& = F6+ T.ezz - @: (81)
_lley @v, _lev @y _1 @v l@v,,
e; = E(F@+ 6Z)aezr = E(@*‘ @),er = E[r@§7)+ F@]'
En coordonrees spheriques ¢, , '), lequation de continuie skcrit;
1@, 1 @sinv) 1 @v_ .
r_z@lgr vi)* r sin @ T Tein @_O’ (82)
et lesequations de conservation de la quantie de mouvemat:
@ @ v @ v @ V2 + V2 _ @ 1@,
[(@t+ Vr@r+ T@+ r sin @)Vr r 1= Fo @r Ty @ (83)
1 @r' 1 .
+rsin @' + F(z rr » +  cot ),
@ @ . ve, v @ ViV v @ , 1@
(e 7@ rsn e’ cot H=F Gt e
1 @ 1 )
Csin @"’ F[( »)eot +3 ]
@ @ ve, v @ VV Vv @, 1@
(Ve Te@ rsm@" " T T IFF Y grtr e
1 @- 1 _
+rsin @ +F(3 p +2 . cot ):
Le tenseur des taux de ceformation est:
_Gv, _10@v v __1 @v v vi..
=T T et Tt Tren @ Tttt (84)
- %[Si? @@(s\i; )+ rsiln %‘l];
211 @ev, @v. . 1 @vV 1@y,
o =2lsn @ et e Talelt) re!

B Dimensions et unies

Les dimensions et unies du cisaillement, de la contrainteet des viscosies dynamique et
cirematique sont donrees dans le syseme d'unies CGS (centimetre, gramme et seconde) et dans
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Fig. 41 { Viscosie d'une solution a 1% de polyethykne oxyde dans un nelange 50%=50%
eau/glyerine pour diverses fractions massiques de bille de verre,a une temgerature de 25 .

le syseme international d'unies Sl. Notons que 1 Poise = 0;1 Pa.s et que 1 Stokes = 10*m?.s 1.

CGS Sl
st st
gcm ls? Pascal = kg.m 1.s ?
Poise=g.cm s ! Pas=kgm ls!?
= = Stokes = cn?.s ! m?.s 1

C Exercices et probémes

C.1 Course entre un uide newtonien et un uide non-newtonie n

On consicere deux tubes verticaux identiques ouverts suré haut et comportant deux robinets
identiques en bas. Ces deux tubes sont remplisa la m&me haeur d'un liquide newtonien pour
le tube de gauche et d'un liquide non-newtonien pour le tube d droite. Les robinets sont ouverts
simultarement. Au cebut le uide non-newtonien secoul e plus vite mais quand la hauteur de
liquide devient plus faible, il ralentit par rapport au uid e newtonien eta la n c'est le uide
newtonien qui gagne en secoulant plus vite. Quel est le tyg de uide non-newtonien? Expliquer
I'exgerience. Donner un exemple de uide ayant un comportement rheologique semblable.

C.2 Loi rleologiquea trouver

On consicere les variations de viscosie avec le gradientde vitesse repesentes sur la gure
41. Dans la partie decroissante des courbes, quelle est lail rreologique du uide? Donner en la
caraceristiquea partir des courbes de la gure 41.

C.3 Ecoulement dans un tube cylindrique d'un uide en loi de puis sance

On consicere unecoulement de Poiseuille dans un tube cyhdrique de rayonR induit par une
dierence de pression p sur une longueurL (voir la gure 42).

1. En consicerant que lecoulement est axisynetrique et que ., = p, montrer que la compo-
sante axiale de lequation de conservation de la quantie de mouvement secrit:
dp 1@r z)
0= —+-—— 85
dz r @©@r (85)
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Fig. 42 { Coupe du tube cylindrique.

2. Montrer que la variation de la contrainte de cisaillement .. avec la position radialer dans
le tube est donree par:

zr = 2_|_pr: (86)

3. Montrer que pour un uide en loi de puissance ( = _" avec un taux de cisaillement
_ = dv,=dr) la variation de la vitesse du uide est donree par:

v,= PR TR (87)

4. Quelestle pro | de vitesse pour un uide newtonien (n = 1)? et pour un uide rkeo uidi ant
(n< 1)?
5. Montrer que le cebit volumique de uide Q est donre par:

1
PR " R3
2L 3+%'

Q= (88)

Montrer que l'on retrouve bien la loi de Poiseuille pour un uide newtonien.

C.4 Ecoulement de boues de forage

Les boues de forage utili:es dans I'exploitation petrokere sont des suspensions concentees
de particules solides. Leur comportement rteologique eshon newtonien et leur rreogramme (ca-
raceristique contrainte - gradient de vitesse) met enevidence I'existence d'une contrainte seuil, ¢,
en dessous de laquelle le uide ne skcoule pas. Au deh dealcontrainte seuil, on peut repesenter
le comportement du uide soit par une relation lireaire (u ide de Bingham), soit par des relations
plus ealistes (comme celle du uide de Casson).

Le probeme de lecoulement des boues de forage dans un nidu poreux (comme c'est le cas
dans un puit de forage) peut se ramener sctematiguementadcoulement dans une srie de tubes de
section circulaire. Pour simpli er encore, nous consiceions lecoulement stationnaire de Poiseuille
dans un tube cylindrique de rayonR induit par une dierence de pression p sur une longueurL
(voir la gure 42) d'un uide de Bingham. Ce probkme est tir e de la etrence [5]

1. En consicerant que lecoulement est axisynetrique et que ., = p, montrer que la compo-
sante axiale de lequation de conservation de la quantie de mouvement sécrit:
dp 1@r z)
0= —+-——" 89
dz r @©@r (89)
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Fig. 43 { Rreogramme d'une boue de forage. La courbe en trait plein éd'ajustement d'un mockle
de Casson sur les points exgrimentaux avec. = 7;19 Pa et , = 0;048 Pa.s. La courbe en trait
pointile est un mockle de Bingham avec . =8;67Paet ,=0;245Pa.s.

2. En ceduire que la contrainte de cisaillement varie lireairement avec la position radialer :
a(N)=r1 2 (R)=R; (90)
a (R)= pR=2L.
3. Montrer que le cebit est donre par:
Zv.(R)

Q= redu,: (91)
vz (0)

4. Avec un taux de cisaillement = dv,=dr, en ceduire que:

R3 Z zr(R)

2 .
gr (R) 0 zr _( Zr)d zr - (92)

Q =
5. Montrer que pour un uide de Bingham qui pesente une contrainte seuil, ., en dessous de
laquelle le uide ne skcoule pas, et une viscosie plastque, ,, le debit secrit:
R 3 Z zr (R)
p 2(R) .

6. En rapportant le cebita son expression pour le uide newtonien Q, (loi de Poiseuille),
montrer qu'on obtient :

Q= fr ( zr )d e (93)

+ c__.
3x(R) 3 %(R)

Repesenter Q=Q, en fonction de . (R)= .

7. Montrer que pour un gradient de pression donre, le uide ne secoule que dans des tubes de
rayon sugerieura un rayon critique que l'on ceterminera .

8. On fait couler de la boue de forage, dont les caracteristjues sont donrees dans le rreogramme
de la gure 43, dans un milieu poreux de 10 cm, avec une dierece de pression entre entee
et sortie de 7 bars (1 bar = 1¢ Pascal). Quel est le diametre minimal des pores dans lesqle
secoule la boue? Quelles informations sur la distribution de taille des pores peut-on obtenir
a partir de la relation experimentale cebit-dierence  de pression?

Q=Qp=1 (94)
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C.5 E et Weissenberg

Certaines solutions de polynere de grande masse mokcuige pesentent un e et connu sous le
nom d'e et Weissenberg et qui est d0a l'anisotropie de contraintes normales sousisaillement. Cet
e et estilluste sur la gure 44. Un barreau cylindrique de rayon R est plonge dans le liquide non-
newtonien de masse volumique . Lorsqu'on fait tourner ce barreaua vitesse angulaire corstante
I', la surface libre du liquide skkve le long du barreau. Une experience similaire avec un liquide
newtonien montre une cepression de la surface libre autoudu barreau tournant.

Fig. 44 { Ascension d'une solution de polyisobutyéne le long d'un drreau tournant. Le rayon
du barreau est0;32 cm. La vitesse de rotation est: (a) 0, (b) 2 tour/min, (d) 3 tour/min et
(g) 7 tour/min. En l'absence de rotation, I'ascension du liquide est duea des e ets capillaires.
Photographies tiees de G. S. Beavers and D. D. Joseph, J. Elid Mechanics, 69, 475 (1975)

Nous allonsetablir une treorie simpliee de cet e et tir ee de la etrence [5]. Nous supposons
gue la ceformation de l'interface reste de petite amplitude et nous regligeons les e ets de la tension
de surface du liquide. Nous supposons que l'interface estitralement plane (I'angle de contact entre
la surface du liquide et le barreau tournant est 90). Nous consicerons des coordonrees cylindriques
al la direction suivant z est contrairea la gravit.

1. En consicerant que le mouvement est purement azimutal ¢; = v, = 0) et que lecoulement
est axisynetrique, montrer que lesequations de conservéion de la quantie de mouvement
se eduisenta:

{ Composante z

@zz _ .

@Z - gr (95)
{ Composanter
v2 @ b

— = ; 96
r @r r (96)
qui peut secrire, en faisant apparatre les dierences de contraintes normales rr
et r ZZ»
ﬁ - @ r ZZ) + @ZZ + r , (97)
r @r @r r
{ Composante
1 @? r
————=0: 98
rz. @r (%8)

2. En consicerant que la contrainte de cisaillement est rebe au taux de cisaillement par I'ex-
pression newtonienne:

r = =2er; (99)
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al est la viscosie et ai le tenseur taux de ceformation est donre en coordonrees cylin-
driques par:
_l@v v 1@
T 2'@r r r@”
et en cherchant des solutions de la forme = A,r" de lequation (98), montrer que le champ
de vitesse est donre par:

(100)

IR 2
v = T; (101)
et que le taux de cisaillement est:

IR 2
_=2e = 2 (102)

3. En inegrant lequation (95) a partir de la surface lib re z = h(r) au ,, = 0, montrer
gue la contrainte normale suivant I'axe de rotation est donee par le champ de pression

hydrostatique :
zz= g[h(r) zI (103)
4. En inegrant lequation (97), montrer que la forme de la surface libre est donree par:
12 R* R*

h(r)= —( 1— —=); 104
=507 52 (104)

pour un uide pesentant une anisotropie de contraintes normales de la forme:
o= 1_2; (105)
la seconde dierence des contraintes normales, 2z ,€tant beaucoup plus petite et donc

regligee. Dans quelles conditions y a-t-il ascension ledng du barreau tournant? Calculer la
hauteur d'ascension. Que se passerait-il si le uideetaitnewtonien?

5. Le uide utilie est 15000 fois plus visqueux que I'eau (pur un taux de cisaillement compris
entre 1 et 10 s 1). Sa masse volumique est 89 g cm 3. La hauteur d'ascension en fonction
du care de la vitesse de rotation, pour des barreaux de dierents dianetres est pesente
sur la gure 45. Comparer le mockle aux esultats experim entaux et estimer ;. Quel rayon
de barreau faut-il avoir pour observer une ascension du ligde ? Peut-on regliger les e ets
d'inertie dans le mockle?

Fig. 45 { Hauteur d'ascension d'une solution de polyisobutykne eronction du care de la vitesse
de rotation !, pour trois diametres de barreau tournant. Donrees tie es de G. S. Beavers and
D. D. Joseph, J. Fluid Mechanics, 69, 475 (1975)
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