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CHAPITRE I

EQUATIONS GENERALES

I - DEFINITION ET CONSEQUENCES IMMEDIATES.
On appelle fluide parfait un fluide hypothétique totalement dépourvu

de viscosité, c'est-d-dire pour lequel les deux coefficients de viscosité ) et
n seraient nuls en tout point et & tout instant.

Dans ces conditions, les composantes du tenseur de pression sont :
Ny =N, = N; =P (p,T)

et
T =T =Ty =0

Il en résulte que le vecteur pression ? en un point M, relatif & un
€lément de surface dont 1'orientation est définie par une demi-normale n (ay B,y ),
a8 pour composantes :

‘p.® a, P
— x'BP
P Py .

PZ-Y'P

Dans un fluide parfait en mouvement, les pressions qont donc des pressions
normales. En outre la mesure algébrique de 3 suivant 1'axe Mn 3'identiffs 2 1a
pression interne, ou pression 4'état P,

II - EQUATION D'EULER.

L'équation de Navier $tablie & propos des fluides visqueux demeure va-
lable dans le cas présent ; en y faisant A = 0 et n = 0, on obtient 1l'équation
générale du mouvement des fluides parfaits :

(1) cegiapef-3
Cette &quation, jointe & 1l'€quation de continuité :

- 3
(2) div OV+3‘%-O



et 4 1'équation complémentaire, ou équation thermodynamique :
(L) F (p, o, T)

sont les équations indéfinies du mouvement reliant les quatre inconnues P

V,e,»T

III - CONDITIONS AUX LIMITES.

I1 s'agit d'exprimer comment se comporte le fluide sur la frontiére
qui délimite 1'€coulement ; celle-ci peut &tre une paroi fixe ou déformable

ou encore la surface de séparation de deux milieux fluides différents.

On admet que les particules glissent sans frottement le long de la
paroi ; nous é&crirons alors que le vecteur vitesse est tangent & la paroi, en
tout point de celle-ci. Si f(X,y,z) = O est 1'équation de la paroi, la condition

de glissement est donc :

af af af
(S) d.§;+v..3_}-’-+w.a—z.- 0

Soit f(x,y,z,t), l'équation de cette paroi.

Raprelons tout d'abord une des conséquences de l'hypothése de la con=-
tinuité :

"Un fluide en mouvement est toujours limité par ia méme surface mati-
rielle."

Cela revient & dire que si une particule est au contact de la paroi
8 1'instant t, elle sera encore au contact de celle-ci & tout autre instant,
et en particulier & l'instant t + dt.

I1 en résulte que si x, y, z vérifient 1'équation f(x,y,z,t) & 1'ins~
tant t, x + u.dt, y + v.dt, z + w.dt vérifient cetio méme €quation & 1l'instant

t + dt, de sorte que 1'on peut écrire :
f(x + u.dt, y+ v.dt, z + w.dt, t +dt) =0

et par suite :

\ af af af  af
(6} U+ Ve3y t Vs 4+ e=0



Soient p(x, y, z, t) et p'(x, ¥y, z, t)
les pressions & l'intérieur de chacun des fluides en présence. Sur la surface

de séparation de ceux-ci, on a : p = p' soit :
(1) p(x, Yy 2, t) - P'(x’ Ys 2, t) =0

En écrivant que cette &quation, vérifiée & 1'instant t par les coor-
données x, ¥y, z d'un point matériel, est encore vérifiée & l'instant t + dt
par les coordonnées x + u.dt, y + v.dt, z + wv.dt de ce méme point matériel,

on obtient :

(8) u’é'a('ﬁﬂ"') + vAERt) g 3leept) "‘Ea(a;L') =0

Ay 9z

Dans le cas particulier ou le fluide est au contact de l'air atmos-
phérique, p' peut €tre considéré comme constant et égal & la pression atmos-
phérique. Dans ces conditions, on a, tout le long de la surface libre du flui-

de considéré :

ap ap 9p . 3p _
(9) Beax t Ve t Yz tae T O
soit :
—_ — 3p
(9') V. grad p + =0

ot



CHAPITRE II

CONSEQUENCES DE L'EQUATION D'EULER

I - THEOREME DE BERNOULLI.

Nous supposerons que le fluide parfait est en mouvement permanent
dans le champ de la pesanteur ; nous admettrons en outre que ce fluide est
isovolume. En tenant compte de ces hypothéses, et en explicitant l'accélération

;, 1'équation d'Euler s'écrit :
grad -:—’ = grad(~-gh) - (rot VA V) -% . grad V2
soit :

—_ 2
grad(% + gh + % ) = =(rot VAV)

Cette relation est valable en n'importe quel point M du fluide en
mouvement ; mais, en général, on ne posséde aucun renseignement sur le produit
vectoriel rot VAV, Dans le but d'éliminer celui-ci, nous multiplierons sca-
lairement les deux membres de 1'égalité précédente par le vecteur Mﬁ', M!
étant un point infiniment voisin de M situé sur la méme ligne de courant que

celui-ci ; il vient ainsi :
P v2,_
(10) d(.6+gh+-§) 0

puisque le produit mixte (Rot FAV). MM' est nul, les vecteurs V et MM' &tant

colinéaires (Fig. 1)

BEn intégrant 1'équation (10) le long
d'une méme ligne de courant entre deux
points M; et M, , on obtient :

P v, _ (P Ve

ou encore :

P v2 P v2
1) GrRrzgy, =GRty

Fig:1

Les différents termes qui interviennent dans cette égalité sont ho-

mogénes & des longueurs :

*
- la somme £.+ h = b4
w W



..5_.

qu'il est possible de mesurer au moyen d'un tube piezométrique, s'appelle

"la hauteur piezométrique".

2

- le terme %E est appelé "la hauteur dde & la vitesse".

2
- enfin, la somme (%:+ h + %g) s'appelle "la charge" au point considéré.

Le théoréme de Bernoulli, qui traduit 1'égalité (11), peut alors s'énoncer
ainsi,
"Dans un fluide parfait isovolume, en mouvement permanent dens le

champ de la pesanteur, la charge demeure constante tout le long d'une méme

ligne de courant."

Remarque :

Dans le cas ol Rot V = O dans toute la masse fluide en mouvenent ,
c'est-a-dire lorsqu'il existe un potentiel des vitesses, la relation (10) de-
meure valable méme si le vecteur MM' n'est pas tangent & une ligne de courant ;
d'olu le théoréme de Lagrange :

"La charge demeure constante en tout point d'un fluide parfait iso-

volume, en mouvement permanent et irrotationnel, dans le champ de la pesanteur.

III - FORMULE DE TORRICELLI.

Considérons un bassin de grandes dimensions contenant un liquide
maintenu & un niveau constant.

Dans la paroi de ce bassin, on a

percé un trou O de trés petite sec-

tion S. L'observation du filet 1li-
quide qui s'échappe par 1l'orifice O

montre que sa section présente un

minimum & une trés faible distance

de cet orifice ; soit S, l'aire de

cette section contractée. Etant
données les faibles dimensions de

Sc, on peut admettre que la pression

~

d l'intérieur de la section contrac-

tée est uniforme, et égale & la



pression atmosphérique puisque son contour est en contact avec 1'atmosphére.

D'autre part, l'expérience montre que si aucune perturbation ne
vient troubler 1'écoulement & 1'intérieur du bassin, le liquide s'écoule a

la maniére d'un fluide parfait.

Ecrivons alors 1l'équation de Bernoulli entre deux points A et B
situés sur une méme ligne de courant AMB ; le point A &tant pris dans la sur-
face libre du liquide, le point B étant pris dans la section contractée ;

(£+h+-—-) (P+h+-—

5 l

Cette €galité se réduit a :

2
VB
hA-hB+E£
puisque d'une part PA et PB sont tous deux &gaux & la pression atmosphérique,
et que d'autre part VA est pratiquement &gal & zéro du fait des grandes dimen-

sions du bassin.

Enfin, comme la section contractée est trés prés de l'orifice, on a sensible-
ment :

hA - hB = H

H désignant la hauteur de la surface libre au.dessus de l'axe de l'orifice O,
On obtient alors la formule de Torricelli qui donne la vitesse en un point

quelconque de la section contractée :

(12) vV = \/2g.H

Remarquons que cette vitesse est égale & celle d'un corps tombant en chute

libre, sans vitesse initiale, d'une hauteur H .

En réalité la vitesse V est trés légérement inférieure & la valeur

théorique donnée par la relation (12) ; on pose slors :

v=_¢C 2g H

v
Cv étant un coefficient inférieur & 1'unité appelé "coefficient de
vitesse", '
Le débit de l'orifice est :
Q=Sce V=Cou S. V



soit :

Q=C. .Cy.5.\/ 22m
SC

Cc = 5= étant un coefficient inférieur & 1'unité appelé "coefficient de
contraction, dont la valeur est trés voisine de la valeur théorique

m
Ce =5 = 0,611,

On pose habituellement, pour les orifices et les ajuptages :

Q = Cq « S . \/ 2g H

Cq étant"le coefficient de débit".

Dans le cas présent on a trés sensiblement :

Cq = Co = 0,61

q

IV - EQUATION DE BERNOULLI GENERALISEE.

Nous nous proposons d'établir une &quation analogue & l'équation

de Bernoulli en formulant des hypothéses moins restrictives.

Nous considérerons un fluide parfait, pour lequel la masse volumi-
que p ne dépend que de la pression, en mouvement non permanent dans un

champ de force dérivant d'une fonction de potentiel U .

Dans ces conditions, 1l'équation d'Euler peut s'écrire :

-> P4 -+ > > 1 -+ av
grad S _g = grad U - (Rot VAV + 5 grad Ve + )
po
P 2
soit, en posant Q= S dp _y+ ¥
e 2
PO
> > 3\-1’
grad Q@ =- (Rt VA¥) -2

t
Multiplions scalairement les deux membres de cette €galité par le
vecteur MM' = dl , M et M' étant deux points infiniment voisins situés sur

une méme ligne de courant ; il vient :
v 7 '
(13) aQ + =4t = o0

avec .
dQ = Q(M', t) - Q(Ms t)



Q(M, t) désignant la valeur prise par la fonction
Q au point M et & 1l'instant t ; Q(M', t) désignant la valeur prise par la

fonction Q au point M' et au méme instant t.

En intégrant 1'équation (13) le long d'une ligne de courant dessi-

née dans le fluide & l'instant t, on obtient la relation cherchée :

P2 2 2 —
d - - v - vl ——av =
(1k) g "R'o (U= Uy) + 52 = o + =g - 41 =0
P1 o
M2

Cette relation se réduit éyidemment d la relation de Bernoulli classi-

2
que lorsque ( = cte | U =—gh et ST 0.

Applications : Oscillations d'un fluide parfait isovolume contenu dans un

tube en U & branches verticales, de section constante s, trés petite - Fig 3 -

Fo M, Soit Hgo + x la cote attein-

te par le liquide dans la

=

l
1
P, : branche de droite du tube
l
|
|

| en U & 1'instant t ; & ce
} k§§ A méme instant, la cote
|

atteinte dans la branche

\ k /
\\ M 44/1/ de gauche est Hgy - x, puis-
. N ——— o --—.-V=V(t)
Fl% 03

que le fluide est supposé

——— Sens positif isovolume,

8i 1'on admet encore que le champ de force se réduit au champ de la
pesanteur, on a, d'aprés la relation (1k) :
<>
i
—— o« dl = 0
___ 3t
MiM2

goit puisque V n'est fonction que de t , du fait que 1l'on a supposé s

g _[(Ho +x) - (Hy + x)} + S

trés petit :

av >
2ex + ¥ - S"*dl = 0

MM;

et ¢
dav
2gx+L.E-t- = 0



* o -
L désignant la longueur MM M; de la colonne liquide.

Enfin, comme V = ,» 1'équation du mouvement est :

ax
dt
a%x . 2g

azt T *"0

On reconnait 1d 1l'é@quation différentielle d'un mouvement sinusoidal de

période :

L
T=2TI. 8

V - EQUATION DE BARRE DE SAINT-VENANT,

On considére l'écoulement isentropique d'un gaz parfait ; dans ce
cas, la masse volumique p est directement liée & la pression par la rela-
tion :

C

p.p” = cte (y= Z)
de laquelle on tire :
LN
(15) p=K.pY
Dans ces conditions,on a :

p K* y=1

P p .4 (1- %)
Po

Po

soit en remplagant K par sa valeur tirée de (15) :
p .
P y=1 "¢
Po

L'équation générale (14), appliquée & l'écoulement isentropique d'un gaz
parfait, s'écrit donc :

Q’

(B2 - moweEge| Bdo

MM,
Dans le cas d'un mouvement permanent s'effectuant dans le champ de la pesan-

teur, on & plus simplement :
' 2 2

(B -B) ve(nom) s Fog om0
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Enfin, comme la masse volumique des gaz est trés faible, le terme

g(ho=h)) est généralement négligeable devant le terme ?IT“<§§- gl) 5
- 1

d'ou 1'équation de Barré de Saint-Venant qui suppose négligeables les
forces de pesanteur :
2

2
X P2 ,.Yo_. X PV
(16) T3-St E I a e

VI - THEOREME DE BERNOULLI EXPRIME DANS UN SYSTEME D'AXES TOURNANT A LA
VITESSE ANGULAIRE CONSTANTE w AUTOUR D'UN AXE FIXE (4).

Nous pourrons appliquer les lois habituelles de la mécanique,
exprimées dans un repére fixe, & condition d'ajouter aux forces réellement
appliquées au fluide, les forces d'inertie d'entrainement et les forces de
Coriolis,

La force d'inertie appliquée & une masse dm a pour expression :

?i = w2. Te go dm

r désignant la distance d'un point M de la masse dm & l'axe de rota-
tion (a) ;
n étant le vecteur unitaire porté par la demi-normale extérieure au cylin-

dre circulaire d'axe (A) et de rayon r .

z,(a) Par unité de masse, la force d'iner-
tie, ou force centrifuge, peut donc
s'écrire :

N 2 a 3q w2 r2
w §i = w’ r.n =grad —;
X ou encore :

U désignant la vitesse d'entraine-

M
~ 2
i Ir\\_ﬁ’ ;i = gr;d%
|
I
l .
} ment au point M.,

<;\\_______,,l> Quant & la force de Coriolis qui

sollicite la masse dm , elle a pour

Y

expression :

-+ -+
foz=-(20AW, dn

W désignant la vitesse relative au’
point M .
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Par unité de masse, la force de Coriolis est donc :

<>

-+ ->
ch-zw/\w

L'équation d'Euler, &crite dans un systéme d'axes 0 X Y Z tournant
8 la vitesse angulaire constante w , a alors pour expression :

> >

1 > > >
E‘gradP=F+Fi"'Fc'Yr

;r désignant 1l'accélération relative.

En explicitant chaque terme de cette égalité, et en nous limitant
au cas d'un mouvement permanent, isotherme ou isentropique, s'effectuant
dans le champ de la pesanteur, il vient :

P 2
grad g %Etgr:d (-gh)+gr:.dpé- -2u0AW
Po
> > 2
~(Rot W AW + grad 3 )

En multipliant scalairement les deux membres de cette égalité par

-5
un vecteur MM' paralléle au vecteur vitesse relative ﬁ, on obtient :
P
2 2
dp w_u
d[ p+gh+2 =0
Po

et par suite,aprés intégration le long d'une méme ligne de courant relative :

P 2 U2 P d w2 UZ
dp .y dp _u
(27) 2+ gh + 3 - 2 4+ gh + 3

2 2
pO MZ po ] Ml

Dans le cas d'un fluide isovolume, on a simplement :

» 2 2 A 2 2
p*, W _u? (g i _§_>
(18) (’B+28 28) *\w 2g 2g
M2

Remarque :

En faisant W = 0 dans 1'équation ci-dessus, on retrouve bien la

relation :

ay  (F-%) - (¥-%)

M; M
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que nous avons établie & propos de 1'équilibre pseudo statique d'un liquide
contenu dans un récipient tournant & la vitesse constante w . Remarquons
que dans le cas présent oi W = O, la relation (18') demeure valable quels

que soient les points considérés M; et M, .

VII - VARIATION DE LA PRESSION SUIVANT LA DIRECTION DE LA NORMALE PRINCI-
PALE A UNE LIGNE DE COURANT.

Ici encore, nous ferons appel & l'équation d'Euler, mais nous ex-

primerons l'accélération au moyen de la relation :

Ta4 1,

(19) Y=

—»

{zdésignant le vecteur unitaire de la tangente en M & la ligne de cou-

p1<
:n|<:

rant ¢ , n désignant le vecteur unitaire de la normale principale en M

8 cette ligne ¢ . Ces deux vecteurs sont situés dans le plan ausculateur,
->

en M, & ¢ ; le premier est orienté comme V , le second est orienté dans

->
MC , C désignant le centre de courbure de la ligne ¥ .

Dans le cas d'un fluide parfait en

P' augmente

mouvement isotherme, ou isentropique,

dans le champ de la pesanteur, on & :
p

2
grad —g = - gh = (d'V % !-. n)
Po

Multiplions 1les deux membres de cette
———

égalité par un vecteur MM'' = dn . n

porté par la normale principale en M

d la ligne de courant ; il vient :
p 2
(20) d{ %+g.hl=-%.dn

Py
Remarquons que cette relation demeure valable que le mouvement soit

permanent ou non.

Dans le cas d'un fluide isovolume, on & simplement :

Yy _2 V2



._]3...

On vérifie bien, comme cela &tait d'ailleurs intuitif que la
pression étoilé€croit lorsqu'on se déplace dans une direction opposée au

centre de courbure C .

Les lignes de courant é&tant des droites par

hypothése, %- est identiquement nul ;
/jx, v d'aprés la relation (21), on a donc :
*
" a2y =o0

- T
\\// et par suite, pour tous les points situés

- dans la méme section droite (S) :
(S) p"v = cte

"La loi de répartition des pressions dans la section droite (S)

est identique & la loi de répartition des pressions hydrostatiques”.

VIII - TRAVAIL ELEMENTAIRE DES FORCES DE LIAISON EXERCEES PAR LE FLUIDE
AMBIANT SUR LE FLUIDE (T ) CONTENU A L'INTERIEUR D'UNE SURFACE
FERMEE (S) .

Ce travail, durant le temps dt, a pour expression :

af, = - at. p.v. n. dS == atb . ggg div p V. dv
1 S *

- dt. §§tlp.div ¥ + 7. grgd p}. dt

- g&g [p. 8 .at + (dp-g-% . dt)] . dv
[

8 désignant la vitesse de dilatation cubique ;

dp = (¥. dt). grad p+ %% . dt étant 1l'accroissement, durant le temps dt,

de la pression d'une particule contenue dans (V).

On & donc encore :

d€%= - [p. a(ac) + dp. d‘c] + 2 | gt ., av

T T
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d(at) désignant 1'accroissement, durant le temps dt, du volume de la parti-

cule considérée.

D'ou, en définitive, 1l'expression du travail des forces de liaison, dans

le cas d'un fluide parfait :

(22) d{)l, - Sggtd(p.dt) + dt.ggt%% . at

- apwen]

dm désignant la masse d'une particule contenue dans (T).

@l
ko

. 4T

Si maintenant, la surface (S) délimite un volume infiniment petit

dT , on a :
L¢ _ P ap
(23) d {L- - d(a). dm + dt.a¥ . ac

Si en outre l'écoulement est permanent, il reste :
(23') dh‘é,a: - d(-g-). dm

Dans ce cas, le travail des forces de liaisons ne dépend que de
1'état initial et de 1'état final ; pour un déplacement fini, amenant la
particule de 1'état (1) & 1'état (2),on a donc :

¢ = (P2 _RL

IX - TRAVAIL DES FORCES INTERIEURES.

D'aprés la formule générale (58) &tablie & propos des fluides vis-

queux (Cg. 1€re partie, chapitre IV) on a dans le cas présent :

dfi = at. Sg(t [p. L ei] 4T = gggt p. B . at. at

df; = gggv p. d(dz)

Dans le cas d'un fluide isovolume, ce travail est nul que le mou-

goit :

vement soit permanent ou non.
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CHAPITRE II

ETUDE PARTICULIERE DES FLUIDES ISOVOLUMES
EN MOUVEMENTS PERMANENTS

I - INTERPRETATION PHYSIQUE DE L'EQUATION DE BERNOULLI.

Considérons un fluide parfait isovolume en mouvement permanent
dans le champ de la pesanteur et soit dm la masse d'une particule en-
tourant un point M; & 1'instant t; ; & 1'instant t, , cette particu-
le se trouvera, sur sa trajectoire en un point M, ., En multipliant les
deux membres de l'équation de Bernoulli par g. dm , le poids de la parti-

cule considérée , puis en groupant les termes de méme nature, on obtient :

(26) 3 am(v? - v2 ) = - dn. ghy - by) - dm(l’.z_;_’il).

Le premier membre de cette égalité représente l'accroissement
d'énergie cinétique de la particule entre les instants t; et t, ; dans
le second membre nous reconnaissons le travail des forces de pesanteur

appliquées d cette particule et le travail des forces de liaison exercées

sur celle-ci par le fluide ambiant.

Sous sa forme (26), l'équation de Bernoulli exprime donc que
l'accroissement d'énergie cinétique de la particule de masse dm est égal
8 la somme des travaux des forces extérieures qui lui sont appliquées ; il
en résulte que le travail des forces intérieures est bien nul ainsi que

nous l'avons démontré directement.

Par ailleurs, d'aprés le premier principe de la thermodynamique,
la variation d'énergie interne de la particule ne peut provenir que d'un

éventuel apport de chaleur.

11 - ENERGIE TECHNIQUE D'UNE PARTICULE.

Par définition, 1'énergie technique d'une particule fluide isovo-

lume de masse dm ,est la quantité :

(27) (%+h+%§).g.dm
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C'est la somme de son énergie cinétique :

1 2
2. dm. v

de son énergie de position dans le champ de la pesanteur :

dm. g. h

et du terme :

2. am

p
que 1l'on appelle parfois, & tort, "énergie de pression".

Ramenée & 1'unité de poids, 1l'énergie technique d'une particule
est simplement €gale & la charge :
v
H=(2+n+
(m_ 53)

au point M sur lequel est centrée cette particule.

III - DEBIT D'ENERGIE TECHNIQUE A TRAVERS UNE SURFACE ORIENTEE (S).

Nous nous proposons d'évaluer l'énergie technique qui traverse,

durant le temps dt, une surface orientée S ; on a :

vz >
dEp =dt . w ggs(§+h+§s-).il'.n.ds

ce que l'on écrit :

(28) dET = Wp . dt
en posant :
2
P v > >
W SU. -+ +—_QVo .
(29) Wy Sgs E+neg). V.0 6

Wr est appelé "débit d'énergie technique & travers la surface (S) & l'ins-
tant t".

Enfin, on définit la charge H dans la section (S) comme le quo-
tient de 1l'énergie technique qui traverse (S) par le poids du fluide auquel

est attachée cette énergie technique ; son expression est donc,d l'instant t :

g=2%
B.Q.dt
soit :
2
(30) H=% . Sg (%+h+%g).(-\;. n). ds
S
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IV - PROPRIETE FONDAMENTALE DU DEBIT D'ENERGIE TECHNIQUE.

Supposons maintenant que la surface (S) est une surface fermée

. -* 13 . V4 4 3
et soit n 1le vecteur unitaire de sa normale extérieure ; d'aprés la for-

mule d'Ostrogradski, on a :

(D v 4]
Wp =@, g&g d1v[(.5+h+23).v .dv
T
P oy oas T opda(P lf.]
:t.g&&{(w-rh-l»zg).d1v§l’+v.grad(5+h*28)-dT
T

goit :

Wp = 0
. g ca . . +.p,, V2
puisque l'on a div V = 0, le fluide étant isovolume, et V. grad(—»h+§—)- o,
d'aprés 1l'équation de Bermouili. w &

D'ol le théoréme :

"Le débit d'énergie technique & travers une surface fermée quel-
conque est nul dans le cas d'un fluide parfait isovolume en mouvement per-
manent,"

Nous allons appliquer ce résultat au cas ou la surface ferlée (s)
est constituée par un tube de courant limité par deux sections (S;) et (S,).
Soient 31 et 32 les vecteurs unitaires portés par les demi~-normales &
(S;) et (S;), celles-ci étant orientées dans le sens de 1l'écoulement.

D'aprés le théoréme précédent, on a :
Wm) + Wpn =0
LS

wTi étant évalué en orientant la

surface S; par la demi normale
n! =-n
1 1

I1 en résulte, puisque Wp: = WTI :
1

1 Wp = W
(31) T, T,

Le débit d'énergie technique est donc conservatif le long d'un
méme tube de courant.

L'égalité des débits d'énergie technique dans les sections (81)

et (S,) entraine 1'égalité des charges H, et H, dans ces sections
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