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Premijere Partie

EQUATIONS GENERALES



CHAPITRE I

Représentation analytique du mouvement d'un

milieu continu déformable

L'étude de la cinématique des fluides peut €tre entrevrise en faisant
appel, selon les cas, soit au mode de représentation de Lagrange, soit au mode

de représentation d'Euler.

Soit <3, le domaine occupé & 1'instant initial t, par un milieu continu
en mouvement var rapport 2 un repére fixe. A 1l'instant t, ce milieu occupe le do-
maine G , de telle sorte qu'd chague point matériel My dans 1'état primitif, il

corresnond uii point M dans 1'état actuel.

Le mouvement sera parfaitement connu si, & chanue instant,on connalt
la loi
(1) m=7F (M, , t)
aui donne la nosition de tous les points matériels aui constitusient le domaine
©, & 1l'instant to.
8i a, b, ¢, désisnent les coordonnées du noint M,, les coordonnfes du

roint M auront vpour exoressions

x = f; (a, b, ¢, t)
(1) y =1 (a, b, c. t)
z=f3 (a, b, c, t)

Les variables indérendantes a, b, c, t sont arnelées 'variables de

Larrange".



I - HYPOTHESE DE LA CONTINUITE

L'hydrodynamique classique est fondée sur l'hypothése de la continuité
qui consiste 4 admettre que la fonction F (Mg , t) est continue pour toutes les
variables, ainsi que ges dérivées partielles du premier et du second ordre, a cha-
que instant,et dans tout le domaine T,.

Inversement, comme & chaque point M de oG il doit correspondre un seul
point M, de TJ,, on doit avoir :

(2) Mo = (M, t)

¢oit :

P (x, ¥, z, t)
Folx, v, 2z, t)
‘?&3()(, Y, 2, t)

(2')

o

Nous supposons également que ces fonctions sont continues, ainsi que
leurs dérivées partielles du premier et du second ordre, a& chaque instant, dans
tout le domaine 5.

Les relations (2') sont obtenues en résolvant le systéme (1') par rap-
vort & a,b,c. Pour que cette résolution donne lieu a une solution, et une seule,

il faut et il suffit que le déterminant fonctionnel

01' V% VX

D - D (X, y’ Z) D& 0{7 DC
D (a, b, ¢) 0% 29 2y
> Qa A ¢

e T S

OF) b Qe

soit différent de zero en tout point deTl, quel que soit t.

Pour t = ty, les relations (1') se réduisent & :

X =8
y =050
Z =C

et la valeur corresnondante de D est égale 2 + 1 ; il en résulte que D dolt rester

positif oquel que soit t.

II - CONSEQUENCES DE L'HYPOTHESE DE LA CONTINUITE

1 -"Si deux points matériels sont infiniment voisins & l'instant to,

ils le seront & tout autre instant, et réciproquement."



En effet, si M, et M,' sont deux points infiniment voisins a 1'instant

to, leurs homologues & 1'instant t seront définis respectivement var

M=TF (Mg , t)
M'=F (Mp', t)

On en déduit
M' =M= F(M,, t) - F(Mg, t),
ce qui montre bien —puisque la fonction F est continue — que M' - M tend vers
zéro en méme temps que M'y ~ Mo.

La réciproque résulte de 1l'emploi analogue de la formule (2).

2 - "Tous les points matériels situés sur une courbe AoMpBp & 1'instant
to sont encore situés sur une courbe AMB & tout autre instant'.
—
Le long de ApgMgBg, les coordonnées a, b, ¢ du point courant Mp sont

des fonctions continues d'un paramétre A. Ce paramétre peut étre, par exemvle,

l'abscisse curviligne AgMp ; dans ce cas, le point My décrit toute la courbe
lorsque Avarie de o a Q, L étant sa longueur. _
D'aprés les relations (1'), les coordonnées du point M deviennent ici

des fonctions de Aet de t

x =717 (N, t)
y=f2()\,t)
= fq (A, t)

A un instant donné t, ces coordonnées sont uniquement fonction de A. Ce

’

paramétre variant de o E‘Q, le point M se trouve bien sur une certaine courbe {ME,

Les points matériels distribués & 1l'instant t, sur la courbe AM B, de-
meurent donc distribués sur une courbe & chaque instant t. Cette courbe, qui se

déforme dans le temps, est appelée 'ligne fluide'.

Si la ligne AgMyB, est ouverte, il en est de méme de la ligne AME. Dans
le cas contraire,aux points A et B, confondus & 1l'instant t, il correspondrait deux -
points distincts Ay et By, et de ce fait la propriété N°l serait mise en défaut. De

- _— . -
méme, 4 une courbe AoMoB, fermée, il correspond une courbe AMB constamment fzarmfe,

3 - "Tous les points matériels situés sur une surface (Sy) & 1'instant
to Se grouvent encore sur une surface (S) 3 tout autre instant."

Sur la surface (Sp), les coordonnées a, b, c d'un point !, sont des
fonctions continues de deux paramétres indépendants A et «+ . Les coordonnées du
point homologue M &tant alors des fonctions de A, & et t, celui-ci se trouve a
chaque instant t sur une surface qu'on appelle "surface fluide".

"Si la surface (Sy) est ouverte, il lui corresvond une surface {3)



constamment ouverte dont le contour (C) est 1'homologue du contour (Co) de (Sg)."

"Si la surface (Sp) est fermée, il en sera de méme de (S) & tout autre
instant."

b - "si & 1'instant to une particule M, est située d& 1'intérieur d'une
surface fermée (So), elle sera & tout autre instant & 1'intérieur de la surface
fermée (S), homologue de(S,)'.

Si cette proposition n'était pas vérifiée, & un instant t; de 1'inter-
valle t - t,, la particule considérée aurait percé en P; la surface (Sl)' Les
points matériels M, et P; seraient alors confondus 3 cet instant alors qu'ils
étaient distincts & 1l'instant t,, ce qui est impossible d'aprés la propriété N°1.

Une surface fluide fermée renferme donc toujours les mémes points ma-
tériels. Il en résulte que la masse totale intérieure & une telle surface reste
constante.

Si la surface fluide considérée coincide avec la frontilre (:fo) du
milieu W 4 1'instant t,, son homologue (:P) renfermera toutes les particules cons=-
tituant le milieu fluide. Ce résultat s'énonce : "Un milieu fluide est toujours
limité par la méme surface matérielle.”

5 - "Deux vortions (A) et (B) d'un méme milieu fluide ne peuvent glis-
ser l'une sur l'autre."

En effet, s'il n'en était pas ainsi, deux points matériels infiniment
voisins,et situés de part et d'autre de la surface de glissement & l'instant tg ,
se retrouveraient & distance finie 4 1'instant t.

De méme, les chocs entre deux portions d'un milieu fluide sont impos-
sibles.

I1 y a lieu de ravpeler qﬁe les résultats que nous venons de mettre en
évidence découlent d'une hypothése que l'expérience ne confirme pas dans tous les
cas,

L'hydrodynamique clasSique repose cependant sur cette hypothése. Mais
les cas ol celle-ci est mise en défaut par les constations expérimentales ont été

répertoriés ; ils constituent un chapitre & part de la mécanique des fluides.

III - COMPOSANTES DE LA VITESSE ET DE L'ACCELERATION

La vitesse en un point M & 1'instant t est la vitesse de la varticule

-~

qui passe par ce point, & cet instant.
Comme & la particule M, il correspond des valeurs a, b, ¢ invariables,

les composantes de la vitesse seront

w = X
. 2
(3) V. (V= 3¢



De méme, 1l'accélération au point M, & l'instant t, sera définie rar

ses composantes :

r
Y. Vw _ Tx

* T 3 T R

w ]y v _ My
Y T 2t T ot

¥, = 2 vy

- 2t dte

En notations vectorielles, nous écrirons plus simplement

] -Q-
(3') v= ol
et
- 7 )
(L) X=3t =9—-fl-3t

IV - TRAJECTOIRES

On appelle "trajectoire', la courbe décrite par une particule aguelcon=-

que au cours de son mouvement.
Les équations (1') constituent les équations paramétricues de la courbe
engendrée par la particule M, dont les cocrdonnées étaient a, b, ¢ 4 1l'instant t,.
En faisant varier a, b, c,on obtient une famille de courbes aui cons-—

tituent les trajectoires de l'écoulement.

V - EXIGENCES DE L'HYDRAULIQUE INDUSTRIELLE

Le mode de représentation de Lagrange est surtout utilisé en hydrodyna-
mique théorique pour établir des théorémes généraux, par exemple, ceux qui sont
relatifs sux propriétés d'une ligne fluide.

Par contre, un tel mode de représentation n'est ruére adapté aux exi-
gences de l'hydraulique industrielle comme le montre 1'exemple suivant.

Soit & étudier 1'écoulement au voisinarse d'un diaphragme disrocé &

1'intérieur d'une conduite circulaire, normalement a l'axe de celle-ci.




Cﬁaque particule fluide ne nous intéresse que pendant le temps ou
elle se trouve dans le champ d'observation ; de sorte que si 1'on veut connaitre
& chaque instant la vitesse en un point remarquable, le centre du diaphragme par
exemple, il sera nécessaire de changer de particule & chaque instant. Plus préci-
sément, pour calculer la vitesse & 1l'instant t en un point M de coordonnées x, y,
z, il faudra identifier la particule qui passe en M & l'instant t en calculant au
préalable les coordonnées de cette particule & 1l'instant t, ; ces coordonnées a,
b, ¢, étant alors connueé, la vitesse sera calculée au moyen des relations (3).

Ainsi, en admettant que la résolution des &quations (1') par rapport a
a, b, ¢, soit possible en pratique, il n'en demeure pas moins que pour déterminer
la vitesse en un point M 4 1'instant t, le processus de calcul n'est pas simple :
c'est la raison pour laquelle 1'hydraulique industrielle fait appel au mode de
représentation d'Euler.

| B - POINT DE VUE D'EULER

En chaque point P (x, y, z) du milieu fluide, il passe & l'instant t

. 2 .
une particule animée d'une vitesse V (u, v, w). Le mouvement du fluide sera par-

faitement connu si l'on arrive & établir la loi :

— -

(5) v=v (P,t)
de laguelle on peut tirer les trois fonctions

u (x9 y, 2, t)

u =
(s") v=v (x, v, z, t)
w=wl(x,y, 2z, t)

Les variables indépendantes x, y, z, t sont appelées "variables d'Euler".

I - HYPOTHESE DE LA CONTINUITE
On montre aisément que l'hypothése de la continuité, énoncée & propos

du mode de représentation de Lagrange, se traduit ici de la maniére suivante :
"La fonction‘v’(P , %) est continue ainsi que ses dérivées partielles

du premier ordre, i chaque instant et en tout point du domaine d'observation."

I1 - COMPOSANTES DE L'ACCELERATION

Proposons nous de calculer, & l'instant t, l'accélération en un voint

P (x, v, z). A cet instant, il passe par P une particule fluide animée d'une

. -5
vitesse V (u, v, w).

A 1l'instant t + dt, cette particule se trouvera, sur sa trajectoire,
au point Py de coordonnées
X + u.dt y + v.dt , z + w,dt

*
Les relations (5') étant valables en n'importe quel vpoint, & tout ins-

. . —
tant, la particule considérée sera animée & 1'instant t +dt d'une vitesse V1 , de



composantes :

uy = u (x + u.dt, y + v.dt, z + w.dt, t + dt)
- .

A5t

qui s'écrivent encore :
qu du Al 4 24).

7 1 =z

Ainsi, en désignant par :

du =u -u R dv = vy - v . dw = wy - w ,
les composantes de l'accroissement géométrique de la vitesse entre les instants t

et t + dt, on &, d'aprés la définition méme de 1l'accé&lération :

_ du _ &y _aw
Xx_dt Xy =g » Yz=g
soit :
\‘{x=u.2“'1+v.a-54+w.3Jé a—-‘*
Ax 32
» Yy = ,3..! .a.¥+ _3.14.3_!
(6) Y Eux TV y TV Tt
Xz=u.ax+véxy+w.&y+i\d
dx 3y 3z 3t
Ces expressions sont continues d'aprés nos hypothéses.
*

Les composantes ¥x, §y, §z, sont obtenues 3 partir des fonctions u, v, w, aux-
quelles on applique l'opérateur :

D LA 2 D 42
Dt T Uk tVeRy Y VeSi Sy

qui symbolise une dérivée particuliére - appelée dérivée totale par rapport a te
pour laguelle les eccroissements dx, dy, dz sont liés & l'accroissement dt par
les relations : dx = u.dt , dy = v.dt , dz = w.dt .

Cet opérateur pourra etre appliqué & toute grandeur dépendant de x, y,

z, t, la pression par exemple.

ITII - EXPRESSION VECTORIELLE DE L'ACCELERATION

Le vecteur accélération, exprimé a partir de ses composantes, s'écrit
—

Y o Y, . %’.xw f{x%

e —pe — —_— — >

= L«.(\/. cxmw&w) + 7};(—\7 q/tcu&\r) + k(Vo&uLmﬁ) + 2V

At



Mais,compte tenu de 1'4m=1 42 sranteriolla
=D = = o~
T (B = RE).C+ (TARDASB,

on a encore : ,
v —_— - —_— - - -
¥= (grad uAl + grad vAJ + grad w/—\__l;) AV

+ u.grad u + v.grad v + w.grad v + %% )

soit :

-
¥ TAVsL ooive .Y
(7) ¥= rot VAV + E.grad Ve + 3t

IV - LIGNES DE COURANT - TUBES DE COURANT

On appelle "ligne de courant" une courbe, tracée dans@w)a 1l'instant t,

ayant la propriété d'etre tangente en chacun de ses points au vecteur vitesse.
Deux lignes de courant ne peuvent se couper, sinon le vecteur vitesse
aurait deux directions différentes au point de rencontre.
Si dx, dy, dz désignent les composantes d'un élément.;E; de la ligne

de courant issue de M (x, y, z) & 1'instant t, on doit avoir :

u(x,y,z,t) vix,y,z,t) w(x,y,2,t)

Ces équations, dans lesquelles t doit €tre considéré comme une constante,
sont les équations différentielles des lignes de courant ; leur intégrale générale
s'écrit |

F (x,y,2,t 3 C; , C5) =0, G (x,¥,2,t 5 Cy , Co) =0 (9)

Les lignes de courant constituent donc une famille de courbes & deux
paramétres C; , Cp.

En général, les lignes de courant se déforment dans le temps : elles
ne coincident donc pas avec les trajectoires.

On appelle "tube de tourant’ la surface tubulaire engendrée par les
lignes de courant qui s'appuient sur une courbe arbitraire fermée (C) tracée dans
le fluide & l'instant t.

Si le contour (C) délimite une aire infiniment vetite, le tube de
courant correspondant s'appelle "filet de courant".

V - MOUVEMENT PERMANENT

Le mouvement est dit permanent si, en chaque point M (x,v,z), la vitesse
reste constante en grandeur et en direction. Les composantes u, v, w, sont alors
indépendantes de t et les lignes de courant ne se déforment vlus dans le temps. Fn

un point quelconque d'une trajectoire, la vitesse carde toujours la direction



qu'elle avait lorsque la particule qui décrit la trajectoire passait par ce
point ; le vecteur vitesse est donc constamment tangent & la trajectoire, tout

le long de celle-ci. Il en résulte que les trajectoires coincident avec les

lignes de courant en régime permanent.

VI -~ PASSAGE DES EQUATIONS DU MOUVEMENT DANS LE MODE DE REPRESENTATION DE LAGRANGE
AUX EQUATIONS DU MOUVEMENT DANS LE MODE DE REPRESENTATION D'EULER.

Les fonctions :

]
"

£, (a,b,c,t)
£, (a,b,c,t) (1)
f3 (a,b,c,t)

>
It

étant supposées connues, on en déduit immédiatement les composantes de la vitesse,

solent :

(2 (a,b,c,t)]= By (a,b,c,t)

u= &
v = g% Ifg (a,b.c,t)]= h, (a,b,c,t)
w = -39&- [f3 (a,b,c,t)}= hy (a,b,c,t)

Pour avoir les équations du mouvement dans le mode de représentation
d'Euler, 1l suffit d'exprimer a, b, ¢, en fonction de x, y, 2z, t, 4 condition,
évidemment, que l'on ait pu résoudre le systéme (1') par rapport i a, b, c.

VII - PASSAGE DES EQUATIONS DU MOUVEMENT DANS LE MODE DE REPRESENTATION D'EULER
AUX EQUATIONS DU MOUVEMENT DANS LE MODE DE REPRESENTATION DE LAGRANGE

Soit M (x,y,z) la position actuelle d'une particule matérielle quel-

conque. De 1'instant t & 1'instant t + dt, elle subit sur sa trajectoire un dé-
—
placement MM' défini par :

dx = u (x,y,z,t).dt

vy dy = v (x,y,z,t).dt

dz = w (x,y,z,t).dt

Pour avoir les équations paramétriques des trajectoires, on doit alors

résoudre le systéme différentiel suivant

4
dt

u (x,y,z,t)

s}

E% =v (x,y,z,t)
éz
at

L]

w (x,y,z,t)
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x, y, z etant des fonctions de t.

La résolution d'un tel systéme est toujours possible, du moins théo-
riquement, puisque d'aprés nos hypothéses les fonctions u (x,y,z,t), v (x,y,z,t),
v (x,y,2z,t) sont des fonctions continues de x,y,z,t.

Son intégrale générale dépend de trois constantes C;, Cp, C3 que 1l'on
détermine en tenant compte des conditions initiales, soient :

x=a

y=b

z=c
pour t = t,.

VIII - EXEMPLE
Soitaétudier le mouvement défini par les relations :

: J

g TS
X

ve K o

[}
o

X +y
w

K étant une constante.
Remarquons tout d'abord que les fonctions u, v, w, sont des fonctions
continues en tout point de l'espace, l'origine exceptée.

Par ailleurs, comme les fonctions u, v, ne dépendent pas de z et comme
w est nul, l'écoulement présente une symétrie cylindrique d'axe oz.
‘ Enfin, u, v, w ne contenant pas la variable t, le mouvement est per-
manent. Les lignes de courant et les trajectoires, alors confondues, auront pour
équations : '

- x.dx = y.dy ; dz = 0

En intégrant, il vient :

X +y2 =0 s z=0,
On reconnait les équations d'une famille de cercles perpendiculaires

d l'axe oz et centrés sur celui-ci.

Pour déterminer le sens dans lequel sont décrits ces cercles, il est

tout indiqué de calculer les composantes de la vitesse en coordomnées vpolaires.
On trouve immédiatement :
v,
e r

Vp = O



4\ “k VsV -i,i

Y

8\7

ce qui montre que ces cercles sont décrits dans le sens trigonométrique ou dans
le sens inverse selon que la constante K est positive ou négative.

Remarquons encore que la vitesse demeurant constante le long d'un
méme cercle, l'écoulement présente également une symétrie de révolution autour
de l'axe oz.

Les composantes du vecteur accélération, calculées au moyen des rela-

tions (6), ont pour expressions

¥x = -6 X

Yy - K2, ¥

T
L'ensemble de ces trois relations est équivalente & la relation vecto-
rielle -
¥= - k°. T
r"’

Ce résultat aurait d'ailleurs pu étre écrit directement puisque le
mouvement étant circulaire et uniforme, 1l'accélération, centripéde, a bien vour

module

La/relation vectorielle (6') aurait vermis ézalement d'arriver & ce
résultat : pour cela on aurait démontré tout d'abord aque Rot_5r= o dans tout
l'esrace, l'origine exccptée.

Pour établir les éouations du mouvement dans le mode de revrésentation
de Lagrange, nous aurons l'avantage, ici, 4 passer par l'intermédiaire des cocor-
dcnnées polaires.

Soient =\ a2 + vl , & = Arc tg g , les coordonnées d'une parti-

cule My & 1'instant to,. A 1l'instant t, cette particule occupera une position M
définie par : K
&= G+ Ly
[+]

r = Tro



En coordonnées cartésiennes, on

X = rge cos(@/°+

y = Tg. sin(e(o-r

42
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CHAPITRE 1II

GFNERALITES SUR LES FLUIDES

I - Propriété caractéristique

Les corps n'ayant pas de forme propre sont communément appelés 'fluides"
méme soumis 3 1l'action de trés faibles forces, ils sont susceptibles de subir d'im-
portantes déformations. Mais cette propriété ne suffit pas pour caractériser un
fluide : il faut en outre qu'a l'intérieur de celui-ci, les forces de frottement
qui s'exercent entre deux particules contigués s'annulent quand elles cessent
d'etre en mouvement relatif 1l'une par rapport a4 l'autre. Autrement dit,‘un fluide
est caractérisé par 1'abscence de frottement statique (%). Les corps a 1'état li-
quide ou & l'état gazeux possédent ces propriétés.

Les liquides épousent la forme du récipient qui les contient, mais
conservent un volume pratiquement invariable ; il faut exercer des efforts consi-
dérables pour diminuer le volume d'un liquide de quantités trés faibles.

A ce propos, signalons que contrairement a ce que l'on crolt générale-
ment, il n'est pas impossible d'augmenter le volume de certaine fluides en exercant
des tractions sur ceux-ci. En particulier, Hunter ROUSE a montré que l'eau pure
peut subir des tractions de l'ordre de 30 Kg/cmg. Mais 14, encore, les accroisse-

" ments de volume correspondants demeurent trés faibles.

Lorsqu'un liquide contenu dans un vase se trouve au repos, sa surface
libre constitue un plan horizontal. En effet, s'il n'en était pas ainsi une parti-
cule quelconaque située sur la surface libre glisserait le long de celle-ci puisque
aucune force de frottement ne la retiendrait, ce qui ne peut avoir lieu puisque par

hypothése le fluide est au revos.

(%) Cette propriété fondamentale est a4 l'origine du non "frottement 1li-
quide'" donné a toute catégorie de frottements qui s'annulent en méme temps que la
vitesse. (Déplacement de charges électriques & 1l'intérieur d'un corps conducteur
par exemple). On réserve le nom de "frottement solide" & toute catégorie de frotte-
ment qui subsistent & 1'état statique. (Equilibre d'une brique sur un plan incliné,
par exemple).
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Cette remarque permet de faire la distinction entre un liquide tres
visqueux et un solide a 1'état pateux ; jeté sans précaution dans un récipient,
le premier présente au bout d'un temps plus ou moins long, une surface libre
horizontale, tandis que le second, placé dans les mémes conditions, ne présen-

tera jamais cet aspect, quelle que soit la durée de l'observation.

Les gaz, & l'inverse des liquides sont expensibles, en ce sens qu'ils
occupent toujours la totalité du volume qui leur est offert. D'autre part, ils
sont facilement compressibles ; il n'est pas nécessaire d'exercer des efforts

considérables pour obtenir de grandes variations de volume.

Les résultats que nous établirons dans ce cours n'intéressent que les
fluides. Ils ne pourront en aucun cas €tre utilisés pour traiter les problémes
relatifs & 1'écoulement d'un asphalte ou d'un sable, méme si les grains qui le

constituent sont extrémement fins.
Enfin, nous nous limiterons & 1'étude des fluides isotroves.

IT - PRESSION EN UN POINT SITUE A L'INTERIEUR D'UN FLUIDE

Considérons une surface arbitraire, immatérielle (S) tracée dans le
fluide & 1l'instant t, et partageant celui-ci en deux portions (I) et (II).
‘ La portion (II) peut étre considérée
comme libre & condition d'adjoindre
aux forces qui lui sont directement
appliquées, les forces de liaison que
la portion (I) exerce sur la portion (II)

a travers la surface (S).

En un point M d'un élément dS de (S),

- _-P -~ Pd ”
menons la demi-normale n & l'é€lément,
. . - . - ——> .
dirigée de (I) vers (II) ; la force de liaison dF que la portion (I) exerce sur
la vortion (II) 3 travers dS étant l'ordre de grandeur de l'aire de cet élément,
on vpeut écrire :
-
d¥ = p.dS
Le vecteur p , d'origine M, s'appelle la pression en M relative 3 la
. . — « . . . —> .
direction n ; a4 priori l'angle A qu'il forme avec n peut prendre n'imvporte

quelle valeur.
. o . - .
Les différentes appelations de 7 suivant les valeurs de < sont

- une pression normale, si < =0
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une pression, si ck<%

un effort tangentiel, si o =

T
2

une tension, si 1‘-2‘(0( QL

une tension normale, si ol= T

11 résulte de la définition du vecteur E?, que celui-ci dépend,

a chaque instant, du point M considéré et de l'orientation de la demi-normale ED)

on doit donc l'écrire

o - -
(10) 2= p (M, n,t)

Remarquons que d'aprés le postulat de 1'égalité de l'action et de la
réaction, on doit avoir

(11) M, A, t)==-p M, -1, t)

Provosons-nous maintenant de démontrer qu'au point M (x, y, z), le
vecteur v (M, n, t) relatif & une direction quelconque K’@*,/s, ¥ ), est narfai-
tement déterminé lorsqu'on connait, en ce méme voint les troils vecteurs

- -2 -2 > - -
v (M, i,t) , p (M, 3, t) R v (M, k, t).

Pour cela, considérons le petit tétraédre MABC, appelé tétraddre de

Cauchy, de sommet M, et dont les aretes sont paralléles aux axes.
Ay Le fluide contenu & 1l'intérieur
¢ de ce tétraédre peut étre considéré
;;{d comme libre, & condition d'adjoin-
¥ dre aux forces nui lui sont direc-

tement avpliquées, les forces de

- ) - . . . .
-7 M - liaison que le milieu ambiant exerce

" B Y sur celui-ci par 1l'intermfdiaire des
quatre facesABC, CME, AMC. EMA.
A Si dS désigne l'aire (ARC) de la
base du tétraédre, les aires des
* trois autres faces ont nour valeurs,

d'anrés le théoréme de la projection d'une aire vnlane

(CMB) =4S (amc) = /A, as (BvA) =¥ .a5 ,

i
c(,/3, ¥ étant les cosinus directeurs de la normale MM' abaissée du sommet sur la

base.

D'autre pvart, désignons nar

— P d
Xy, Yy, Zx, les comnosantes du vecteur n M, i, t)

» >
Xy, Yy, Zy, les composantes du vecteur P (M, 7,t)
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-

. -
Xz, Y,, 22, les composantes du vecteur p (M, k, t) ,

et soient enfin :

-~y -3
Py, Py, P,, les composantes du vecteur v (M, n, t)

s LTy
au point M, et relatif 3 la direction m ;
Py, P, P;, les composantes du vecteur T M, T, t)
au point M', et relatif a la meme direction n.
Avec ces notdtions, les composantes suivant Ox des forces de liaison

exercées par le milieu ambiant sur la base et les trois faces du tétraédre sont
1 . . .
- p} . as i Xg .ol dS ; Xy .3.4d5 ; X, .¥. asS

La relation fondamentale de la mécanique projetée sur l'axe Ox fournit

alors la relation :
X. dm = pr. @S + Xy ok, @S + Xyu/D. dS + X5 ¥ . dS = am.¥y,

qui s'éerit encore :

-p,'!+<:(.)(x+/5.)(y+2(.)(z=()(:,:-X).-glsl ’

dm, X et ¥ 4 désignant respectivement la masse du fluide contenu & 1'intérieur du
>

tétraédre élémentaire, la composante suivant Ox de la résultante F des forces di=

rectement appliquées a 1'unité de masse du fluide, et la compvosante suivant Ox de
-

l'accélération ¥au noint M.

. . —
En faisant tendre M' vers M suivant la normale n (cL,/a, X))le rapoort
-y

dm - . . . .
3s tend vers zéro)p' tend vers v , de sorte qu'a la limite, il vient

Py = ok. X +/3 X, + X. X,
— Y
Les autres ccmposantes du vecteur ﬁD(M, n, t) s'obtenant par permuta-

tion circulaire, on a finalement
|

(Px =ck Xy +A. X +X. X,
(11') Py =k, Yy +/3. Yy + X. Y,
P, =d. 2, +/3. 2, + ¥. 2,

ce qui s'écrit, sous forme matricielle:

EA (. % x| [«
Pl o= | Y, 1,| .
&3 (2 & R Y]
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Nous allons montrer que les neufs composantes Xx, Yx’ Zys Xy,.....
qui caractérisent la répartition de la pression autour du point M (x, y, z) ne
sont pas toutes indépendantes. Pour cela, nous ferons appel au théoréme des mo-
ments cinétiques appliqué & tout le fluide contenu & 1l'intérieur d'un parallélé-
pipede rectangle €lémentaire dont les cOtés, de longueurs dx, dy, dz, sont paral-

léles aux axes de coordonnées.

| Vx 4x

L Yy Z, -

?x 2

'y
{
- qu'dx
° % T 2
/i‘\)
x ' '
i ! "6/’
1
g
P

— (X e W 4x)
( x VX <

Parmi les forces extérieures qui sollicitent ce fluide, nous distin-

- -
guerons les forces massiques (fe) et les forces de surface (fe)g : 1'énuation
qui exprime le théoréme des moments cinéticues peut alors etre écrite de la ma-
niére suivante
- > —
IRV v =Lumt + b
(12) % (a) m Mgy (Fo)y + EM(yy (fe)

Les deux premiers termes de cette &galité sont des infiniment petits
du quatriéme ordre, tandis que le dernier n'est qu'un infiniment petit du troi-
siéme ordre.

Aussi, la relation (12) se réduit-elle simplement & :
st (fe) =0
(o) s

Choisissons tout d'abord comme axe fixe (A), un axe paralléle & Oz,
é

dirigé dans le méme sens que celui-ci, et passant par le centre de gravit



A%

M (x, y, z) du parallélépipéde considéré. Commengons par Awvalver la somme des
moments, par rapport 4 (A), des forces de liaison que le milieu ambiant exerce
sur le fluide contenu d l'intérieur du parallélépipéde.

Les composantes de la force qui sollicite la face (1), perpendicu-

laire 4 1'axe Ox, et d'abscisse x - 2% , ont pour expressions

). dy. dz

>4
[}

). dy. dz

| o/
b Nr<
N [N =N [

). dy. dz

[
~

¥
d

Le moment, par rapport & (A), de la premiére de ces composantes est
nul car celle-ci coupe l'axe. Le troisiéme, paralléle & 1l'axe, donne également

lieu & un moment nul. Quant & la seconde, elle a pour moment :

- (Y _9¥x dxy dx. dy. dz
X 2ax " 2" ° 2 >

le signe "moins" provenant du fait que nous convenons de compter positivement
les moments qui ont tendance & créer des rotations s'effectuant dans le sens
trigonométrique. Les composantes de la force qui sollicite la face (1), perpen-

diculaire & 1l'axe Ox, et d'abscisse x + = ont pour expressions

). dy. dz

ax

2
-(Yx+ﬂ.-d—:).dy.dz

dx

= ). dy. dz

” y

Ici les signes "moins" sont diis au fait que, puisque 1l'on recherche
. . \ . -~ . .
l'action des forces extérieures, la face (1) doit &tre orientée selon une demi-~

normale dirigée dans le sens opposé & Ox.

Le moment de cette force, 1i encore égal & celui de sa commosante

suivant Oy, a pour sa valeur

- (Y + an QE ) dx. dz. dz
x x 27 2

L'ensemble des faces (1) et (1') donne lieu & un moment résultant

- Yy. dx. dv. dz

On montrerait de la méme fagon que la somme des moments des forces

nui sollicitent les faces (2) et (2') verpendiculaires & Ov, est égal & :
Xy. dx. dy. dz
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Eafin, comme les forces qui s'exercent sur les faces (3) et (3')
perpendiculaires & Oz passent par l'axe (A), le moment de celles-ci est nul.
La somme des moments, par rapport & (8), des forces qui s'exercent

sur le parallélépipéde a donc pour expression :
(= Yy + Xy ). dx. dy. dz

Or, nous avons déja démontré que celle-ci est nulle ; on en déduit

alors la premiére des trois égalités suivantes
Y=Yy 3 Y, =2y 3 Zy=1Xg
les deux autres s'obtenant immédiatement par permutation circulaire.

Le tableau dans lequel figurent les comvosantes qui caractérisent la
répartition de la pression autour d'un point est donc symétrigue par rapport a

sa premiére diagonale. Afin de simplifier 1'écriture, on vose habituellement

Yv = N2 : Yz = Z.V = Tl
Z, = N3 H Iy = Xz = Tp

Ny, Ny, N3 étant des comvosantes normales,
Ty, Tp. T3 des composantes tangentielles ou encore de "cisaillement".

Avec ces notations dies & Lamé, la vpression s'exercant sur un élément
de surface, qui entoure un point M, et dont l'orientation est définie nar sa

. >
demi-normale n (oﬁ,/B,X') a donc vour composantes

1
% M T3 Tp L

(13) Py | =|T3Nema|,| /3

Py Tz Ty W3 | X
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La trace Ny + N2 + N3 de la matrice des pressions est un invariant

quelle que soit l'orientation des axes : on pose alors :

= t
Nl + N2 + N3 3

La quantité p' ainsi définie, dont la valeur ne dépend que du point
considéré s'appelle "le scalaire de pression au point M."

Dans un fluide au repos, le vecteur ? est une pression ou une ten-
sion normale puisque, d'aprés la propriété caractéristique des fluides, les
actions tangentielles sont nulles & 1'état statique.

Avec les notations précédentes, on a alors :
et par suite :

P, =<.F) 5 Py =/3.%, ; P, = ¥.Ng

Par ailleurs, si maintenant p désigne la valeur algébrique du vecteur

o, s . . B — .
p, comptée positivement suivant la direction .n , on a aussi

Py =x. P . Py =/3.p : P, =¥.pP

On en déduit par identification :
N1=N2=N3=P

. LD ~ .
Ces égalités, valables quel que soit n , montrent que dans un fluide
au repos, la pression, normale & la surface sur laquelle elle s'exerce, a une
veleur indépendante de l'orientation de cette surface.
Dans ces conditions, on peut alors écrire :
- =
P=P({M,t)
Remarc.:1s que le scalaire de pression p' s'identifie i p dans le

cas d'un fluide au repos.

IIT - QUADRIQUE DIRECTRICE DES PRESSIONS

La composante normale de la pression en un point M quelconque a pour

expression :
Py =d. Dy + 3. by + ¥. v,
soit, d'aprés 1'écalité (13)
2 A
(14) by =X N /5 M, 4+ Y Ny 4 23060 Ty ¢ 20T, + 243, T3
Cette quantité est positive, négative ou nulle selon que T est une
pression, une tension ou un effort tangentiel.

. 12 3 . . . - R
Afin d'etudier comment varie p, lorsque la direction n varie, portons
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. —
suivant Mp la longueur:

1

\f...
-pn

en retenant le signe + ou le signe -

(15) Mm =

suivant que p, est positif ou négatif.

En désignant par x, y, z les coordonnées du pdint m par rapport aux

axes M, x, v, 2, d'origine M, parall€éles aux axes fixes, on a :
b ’y ’ g ’p 9

x \/- s \F o
o(:——ME=x tPn , /73-':}' tpn . X:z :pn
Dans ces conditions, 1'éealité (1L) devient

(16) Nyx® + Noy? + Naz2 + 2 Ty.y.z + 2 Tpuz x +# 2 Ty xy = £1
soit
(16) <b (x, v, z)=1%1

Le point m est donc situé sur une surface du second degré (Q), de
centre M, apvelée "quadricque directrice des pressions' en ce point.

Si la fonction <b (x, y, z) est, sauf & 1l'origine, différente de zéro
quels que soient x, y, z, c'est-d-dire si p, est différent de zéro suivant toutes
les directions issues de M, la quadrique (&) est une ellivsoide. Si cette fonction

- . . . . - - — .
est positive, v, est positif nuelle que soit la direction Mn et p est une pression;

n
si cette fonction est négative, il en est de méme de v, et'§7est une tension.

Dans le cas ou la fonction <b (x, v, z) ne garde vas un signe constant,
le cdne des directions asymptotinues, d'éaquation § (x, v, z) = 0, divise 1'esnace
en deux régions : celle des pressions et celle des tensions : les génératrices de
ce cone définissent les directions pour lesauelles T est un effort tansentiel.
L'équation (13'), orise successivement avec ses deux sienes,revrésente alors deux
hyperboloides conjusués.

Les paramétres directeurs
e

k] L]

3
(3%,

-—9 . -
de la normale mn' & la aquadriacue (Q) sont promortionnels aux commosantes du vecteur

> _ . . .. . .
v : ce vecteur est donc normal A la aquadrique au moint m défini var la direction

: . . . — . —>
Mn. Comme par allleurs la projection de p suivant n, a nour valeur

=+ _1
) Pn = - —
Mm
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on voit que la distribution du vecteur
;pour toutes les directions issues de M
est parfaitement définie par la quadrique
directrice des pressions attachée au point
M.

. . . -
S1 la direction n est confondue avec

1'un des axes de symétrie de la quatrique,
—% “ . . . . . oo . ..
p 4 la méme direction ; il existe donc, en chague point M d'un milieu continu, tréis
éléments vlans, perpendiculaires deux & deux, sur lesquels s'exercent des pressions

ocu tensions normales 7ﬁ1 ,Tﬁz ,Wtb ,appelées "pressions principales'.
les axes de 1a quadrique
MX, MY,MZ suivant lesquels sont dirigées les pressions principales, sont les direc-

tions principales au point considéré.
Si meintenant, on choisit M, X, Y, Z, comme systéme d'axes de coordonnée:

1'équation de la quadrique se réduit & :

IV - MASSE VOLUMIQUE EN UN POINT D'UN FLUIDE

Considérons, & l'intérieur d'un fluide, une surface fermée treés vetite

entourant le point M (x, v, z). A 1l'instant t, le volume Av délimité par cette
surface renferme une petite quantité de matiére de masse am.,

Par définition, la masse volumique ¢ au point M, & 1l'instant t, est la

limite du rapport : Am

av
lorsque Av tend vers zéro'®

Son équaticn de dimensions est par conséquent

Lo =m ., 1”3
Puisque la masse volumique dévend, 3 chaque instant, des coordonnées
X, ¥, 2z, du point M, nous écrirons

?=?(M’t)=?(xa}'9zst)

(%) Nous admettons ici que le fluide est un milieu continu puisque nous sup-
vosons aue tout volume, si petit soit-il, contient de la matiére. Il est alors bien
”» L ” L A -~ -~ L
eévident que la théorie gul revose sur une telle hypothése ne pourra etre d'aucun
secours pour expliquer les phénoménes qui trouvent leur origine dans le fait que
la matiére a une structure granulaire. Par contre, i 1l'échelle macroscopique, cette
théorie rend compte des phénoménes observés avec une précision incomparablement su-
vérieure 4 celle des instruments de mesure.
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Par ailleurs, les expériences faites sur des fluides au repos montrent
que pour un fluide donné, la masse volumique en un point ne dépend qué*la tempéra-~
ture et de 1la pression en ce point.

Fn un point quelconque d'un fluide au repos, la masse volumique ¢, la
pression p et la température T, vérifient donc 3 tout instant une relation de la
forme :

(18) F (¢, p, T) =0
appelée "équation caractéristique" ou encore "€équation c"&tat'" du fluide.

Par exemple, un gaz parfait satisfait & la loi

p. v=R. T,
v désignant le volume occupé par la masse molaire M du gaz considéré, R étant la
constante des gaz parfaits, dont la valeur dans le systéme M.K.S.A. est
R = 8,3I5 Joule / Mole. degré

L'équation d'état des gaz parfaits est donc

Go) g ¥
ou bien
D T
(19') = - ;; . EQ

Po étant la masse volumique du gaz lorsque la température Ty et la pres-
sion pe sont normales.

Pour 1l'air, la valeur numérique de Qo est

Po = 1,293 unités M.K.S.A.

Dans le cas d'un fluide en mouvement, 1l'équation d'état sous sa forme
(11) ne peut €tre retenue puisque la pression en un point dévend de 1l'orientation
de la surface sur laquelle elle s'exerce. Nous verrons cependant que cette équa-~
tion demeure valable pour un fluide en mouvement & condition d'y remplacer p par

"la pression caractéristique P."

V - POIDS VOLUMIOQUE EN UN POINT D'UN FLUIDE

En chaque point M d'un fluide, on définit le poids volumiacue T comme

la limite du ravvort ap
Av

quand AV tend vers zéro, P étant le poids du fluide contenu & l'intérieur d'un
volumedV qui entoure le voint M.

L'équation de dimensions d'un poids volumiocue est var conséouent

[®]=u.172. 12

Comme 4 P = Am . g, le noids voluminque ® et la masse voluminue p en

un point M sont liés par la relation : D= e (20)
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g désignant 1l'accélération de la pesanteur du point M.

VI - COMPRESSIBILITE DES FLUIDES

Soit P, la masse volumique d'une particule fluide M. Nous savons que
c'est une fonction bien définie de la température T et du scalaire de pression
que nous désignerons désormais par la lettre P.

A des accroissements 4T et dp de la température et de la pression de

cette particule, il correspondra un accroissement de la masse volumique :

(21) dp=§-§dp+%T-edT

Dans le cas particulier d'une transformation isothermique, cette rela-

tion se réduit simplement & :

=af
=5
ce que l'on écrit habituellement :
d
(22) -T)-?-.-: Kp. do.

La quantité Kgp = %—. g%; , ainsi introduite, s'appelle "la compressibi-
1ité isothermique"” du fluide considéré.

Si maintenant, on admet que pendant la transformation, la particule
fluide M n'a pasechangé de chaleur avec le milieu extérieur, la variation de la
température sera liée 3 la variation de pression par une relation déduite des lois
de la thermodynamigue.

La masse volumique ne dépendant plus que de p , on écrira alors :

(23) ¥ .o,

Ko désignant "la ;Um@fessibilité adiabatique" du fluide.

Soit v, le volume occupé par la particule fluide & l'instant t. A des
accroissements dT et dv de la teﬁpérature et de la pression, il correspond un
accroissement de volume d'v tel que :

dv _ d¢
(2k) —v-——g'

La variation relative du volume occupé par une particule fluide s'ex-

~rimera donc var l'une ou l'autre des relations

22! dv _
( ) - - - K.T . dp k]
(23') .31 = - KC . dp »

suivant que la transformation s'effectue & température constante ou a chaleur
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constante.

Comme & une augmentation de pression, il correspond toujours une di-
minution de volume, les compresibilités Kp et K, sont essentiellement vositive:.
Les relations (22') et (23') montrent d'autre part que Ky et Ké sont d'autant plus
grands que le fluide est plus élastique, c'est-d-dire, plus facile & comprimer.

Les inverses des compressibilités isothermiques et adiabatiques

1

1
EI\=—-— et Ec =—-K—<;'

Kr

sont appelés respectivement "module d'Young isothermique" et "module d'Young adia-
batique."
Les compressibilités Ky et K, ont les dimensions de 1l'inverse d'une

pression : leur équation de dimensions est donc

[x]= M~ 1. 12
Les modules d4d'Young ET et E., homogénes i des ptessions, ont pour

équation de dimensions
[E]= m. 1t .12

Pour 1'eau, dans les conditions habituelles de température et de pres-
sion, Kp et K, différent assez peu 1'un de 1l'autre ; leur valeur moyenne est sen-

siblement 1

_ 2 _ 1 2
K=25000 ™ /Ke =g—5To8m /N

L'eau, comme d'ailleurs tous les liguides, est donc trés peu compres-
sible;aussi, dans la plupart des applications industrielles, nous négligeronscette
compressibilité?' La masse volumique p ne dépendra plus alors que de la tempéra-
ture : et encore ses variations sont-elles trés faibles comme le rontre le tableau
(I) qui donne,pour 1l'eau, & la pression normale,les valeurs de la masse voluriaque

correspondant a4 diverses températures § exprimées en degré celsius.

On peut donc admettre que pour un liquide, la masse volurioue demeu.e
constante en chacun de ses points et cela a tout instant : on dit alors qu'il

constitue un fluide isovolume.

La masse volumique de l'eau passe rar un maximum mour < = &°C, On a

n
D

alors, nour cette temvérature, et & la pression normale : Y%
m™m

3

% Ce n'est que pour l'étude des ccuns de bélier que nous aurons a vrrendre
en compte la compressibilité de 1'eau, parce que le nhénoméne est vrécisément 4l
aux propriétés élastiques de celle-ci.
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et par suite : Kp = K,
g o b 10 S P 100
€ : 999,87 : 1000 : 999,73 : 998,23 : 998,07 : 958,40
M.K.S.A. : : : : : :

Pour les gaz, les compressibilités KT et K, ne sont plus négligeables ;
en outre, elles différemt sensiblement 1'une de l'autre.
Par exemple, dans le cas d'un gaz parfait on peut écrire, d'aprés 1'é-

quation caractéristique (19) :

de . dp _aT
P P T

Si la compression s'effectue i température constante, on a simplement

de_dp
¢ P

La compressibilité isothermique et le module d'Young isothermique d'un
gaz parfait ont donc respectivement, pour expressions

1
KT=T etET=p

Si la compression s'effectue & chaleur constante et si, en outre, la
transformation est réversible, on démontre en thermodynamique que pour une masse
donnée M de gaz parfait, le produit v . vx’reste constant, ¥ &tant le rapvort
des chaleurs spécifiques du gaz & pression constante et d volume constant, v étant
le volume occupé par la masse M lorsque la pression est v.

On en déduit
X

D .p =% = cte
p_ 1
? Yoo P

. a ey e . .
Les expressions de la compressibilité et du module d'Young isentrovni-

ques d'un gaz parfait sont donc

Ke = o= et Ec= ¥.p

Pour l'air,le rapport ¥ = £ est sensiblement égal a 1,41 : & la

pression atmosvhérioue normale sa compressibilité isentrovique a alors vpour valeur:

- 1 - 1 2 _ _#L_w >
Ke = IO T3z = Tos7™ /X = 4575 M/

A condition de considérer que des petites comvressions a chaleur cons-

. .. . .
tante autour de la vpression atmosvhérique normale, on peut donc dire que l'air est
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i peu prés 13 700 fois plus €lastique que 1'eau.

VII - DEBIT MASSIQUE - DEBIT VOLUMIQUE

Nous nous proposons de rechercher l'expression de la masse matérielle
qui traverse pendant le temps dt, dans un sens déterminé, une cloison immobile
(Z) dessinée dans un milieu fluide en mouvement (i?

Auparavant, nous calculerons ces quantités dans le cas d'une surface
élémentaire d¥ entourant un point quelconque M du fluide :
soit 'v’le vecteur vitesse en ce
point & l'instant t. Commengons par
orienter la surface dE en choisissant
comme demi-normale positive Mn, celle
qui fait un angle aigu avec le vec-

teur vitesse.

A partir de d3 comme base, construi-
sons,dans le sens opposé & celui de la vitesse, le cylindre (" ) engendré par un
segment PQ, ée longueur V dt, paralléle au vecteur vitesse, et dont l'origine P
décrit le contour (C) de d%. Les particules fluides qui traversent la surface

d$ pendant le temps dt sont évidemment celles qui sont contenues & 1l'intérieur

de ce cylindre (' ). Or, ce cylindre a pour volume

d39 = 4L. an. (%)
2

dh étant sa hauteur.
Comme dh est la projection de PQ sur la direction de la normale & 4%,

on a: dh =V ,dt . cos @

et var suite
4,0 = (V. 1) a5, at
La masse matérielle attachée & ce volume est
dgm = (g¢V . 7). d%. at
P étant la masse volumique du fluide au point M et & 1l'instant t.
La masse matérielle qui traverse la surface dF dans le sens de la

demi-normale Mn' ovposée & Mn, égale & - dqm, a pour expression

— -
- {¢V.n) d3s. at

Uﬂ Nous désignerons dorénavant var (L), une surface immobile disposée dans
un fluide en mouvement : la lettre (S) étant réservée nour désirner une surface
fluide.

Q? La notation symbolique d3£1rabpelle simplement que le volume élémen-

taire considéré est un infiniment petit du troisiéme ordre.



soit :
—D —
(pVv .n"), a€. dt
La masse fluide qui traverse pendant le temps dt, dans le sens de sa
demi-normale positive,une surface €lémentaire,orientée d'une facon quelconque,
. -
est donc égale, dans tous les cas, au produit par dt du flux du vecteur pV a

travers cette surface orientée.

Passons maintenant au cas d'une surface finie orientable (% ); la masse
matérielle qui traverse cette surface dans un sens déterminé est évidemment égale
4 la somme algébrique des masses matérielles qui traversent chacun des éléments

qui la compose. Pendant le temps dt, cette masse aura alors pour expression :

_D -»
dm = dt. (pV.n) ac (27)
I
ce qui s'écrit :
dm = Qp . dt (27')
en posant :
- -
= (¢V .n). aZ (27")
Om //z v n

Qpn s'appelle le débit massique & travers la surface orientée (£); c'est le flux
du vecteur e_v 8 travers cette surface.

D'aprés la relation (27'), on voit que Op revrésenterait la masse maté-
rielle qui traverserait la surface (£ ) pendant 1'unité de temps si les conditions
d'écoulement existant & 1'instant t n'étaient pas modifiées dans le temps.

Dans le cas d'un mouvement vermanent, Qn mesure alors effectivement la
masse fluide qui traverse la surface (X ) pendant 1'unité de temvs.

Quant au volume fluide qui traverse la surface (5 ) pendant le temps

dt, il a pour expression :

) -~
da= dt .[/’ (V.n). dZ (28)
. AE |
solt encore :
dax= 0 . 4t (28'")

en posant :
- —»
Q tzr (V.n). ax (28")
b X
Q s'appelle le débit volumique & travers la surface orientée (X ): c'est le flux

du vecteur vitesse & travers cette surface. (%)

Dans le cas d'un fluide isovolume, le débit massioue Qp est 1ié au débit

volumétrique Q par la relation :
Op =P © (29)

i3 En hydraulique industrielle, on appelle simplement '"débit" ce que nous appelons
ici "débit volumique'.
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VIII - EQUATIORS DE CONTINUITE

Nous allons exprimer analytiquement le principe de la conversation de
la masse, d'abord dans le systéme de variables de Lagrange, puis dans le systéme

de variables d'Euler.

a) - Equation de continuité dans le mode de représentation de Lagrange

Considérons & l'intérieur d'un fluide en mouvement, une surface fermée
quelcongue (S). Comme une telle surface renferme toujours les mémes particules,
la masse m du fluide situé & 1'intérieur de (S) conserve la méme valeur quel que
soit t. '

Or & 1l'instant t,, cette masse s'exprime par 1l'intégrale :

JJ] %o . da . db . dc
'n'o

Po étant la masse volumique au point My (a, b, ¢) situé & 1l'intérieur
du volume (£),) délimité par (S) & cet instant.

A un instant t quelconque, cette méme masse m s'exprime par l'intégrale:

jj)n?.dx.dy.dz

@ étant la masse volumique au point M (x, y, z) situé 4 1'intérieur
du volume (1) délimité par (S) & cet instant.

On a donc la relation :

j]é?-dx-d.»'-dz =]/A?o.da.db.dc

En effectuant dans la premiére intégrale le changement de variables

f (a, b,c,t) 3 y=g(abye,t) 3 z=h(a, b, c, t) ,

j/ﬂp.D.da.db.dc %gc.da,db_dc

%ﬁ(g.h- Po). da . @b . dec = O

D = 2—%511i5% étant le jacobien de la transformation (20).
D (a,b,c

(30) x

on obtient :

soit

Comme le volume (<%, ) est arbitraire, et comme 1'expression (¢ D -¢,)
est continue par hypothése, on a nécessairement (¢D - P,) = O en tout point du
fluide et & chague instant.

D'ou 1'équation de continuité

(31) P. D = f
Dans le-cas d'un fluide isovolume, on a plus simplement :
(31) D=1
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b) - Equation de continuité dans le mode de représentation d'Eunler.

Considérons une surface fermée immobile (L ), dessinée dans le fluide
& 1'instant t. Pour &tablir 1'équation de continuité, nous &valuerons de deux
maniéres différentes l'accroissement dm, durant le temps dt , de la masse fluide
contenue & 1'intérieur de (£ ).

Quand on passe de l'instant t & 1'instant t + dt, la masse contenue &

1'intérieur d'un élément de volume do. passe de dg .df & (Q +%—€- 4t). do

augmentant ainsi de :

14
3t ° dt. dn

On a alors immédiatement une premiére expression de l'accroissement

cherché :
dm = at jj& %—S.dn

Or, cet accroissement est égal & la masse totale de fluide qui pénétre

d 1'intérieur de (&£ ) pendant le temps dt ; on peut donc écrire aussi

- >
dm = dtj/z bV . n'). 4= (a)
-—) . - -
n' désignant le vecteur unitaire norté par la normale intérieure & ().
En désignant par o le vecteur unitaire porté par la normale extérieure

a(Z), 11 vient :

-
am =-at. [{ (V. n). &%
soit d'aprés la formule d'OSTOGRADSKI :

dm = - dt.% (aiv pV). d (b)

En rapprochant les exvressions (a) et (b) qui donnent la valeur de dm,on

/JA (div\?\?+%$). a1 = 0

aivev + 3= 0 (32)

nuisaue le volume (L) est absolument nuelconaue.

obtient

et mar suite :

Si le mouvement est permanent, 1'éauation de continuité se réduit a

—
div oV = 0 (32')
qui exprime que le vecteur 5? est 4 flux conservatif : toutes les sections d'un
méme tube de courant sont alors traversées var le méme débit massique Qp.que 1l'on
appelle par conséguent "débit massique de ce tube de courant'.
Dans le cas d'un fluide isovolume, il vient simplement
div ‘V? =0
ce qul exvrime que le vecteur vitesse est & flux conservatif, et cela oue le mou-
vement soit permanent ou non ; toutes les sectiohs d'un méme tube de courant sont

alors traversées vpar le méme débit volumique et par le méme débit massique Qm,
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lesquels sont appelés respectivement "débit volumétrique" et débit massique de

ce tube de courant ",

IX - ANALYSE DES FORCES QUI SOLLICITENT UN SYSTEME MATERIEL

L'expérience montre que toutes les forces que 1'on est amené & consi-
dérer, de quelque nature qu'elles soient - forces de gravité, forces de contact,
forces électrostatiques... - résultent toujours d'actions réciproques entre deux
€léments. Autrement dit, on a remarqué que si un élément' e; agit sur un élément
e, avec une force ?;?1, 1'élément e, agit sur 1'élément e, avec une force fI:;
égale et opposée & ?5?? ; cette constatation a permis & Newton d'énoncer le pos-

tulat de 1'égalité de l'action et de la réaction ().

Ceci étant rappelé, considérons un systéme matériel aquelconaue, limité
par une surface donnée (S) ; parmi les forces aui sollicitent chacun des éléments
constituant ce systéme, nous distinguerons

~ les forces intérieures—f? qui résultent de l'action récivrogue de
deux éléments faisant partie du systéme : d'arrés ce qui orécéde, le systéme de

forces intérieures est constitué par un ensemble de forces oppvosées deux a deux.

—2
- les forces extérieures f, qui résultent de l'action récivroque d'une

particule faisant partie du systéme et d'une narticule extérieure i celui-ci ; ces
forces n'apparaissent qu'une seule fois dans le systéme.
D'aprés 1l'axiome fondamental de la dynamigue, on doit avoir & chague
instant, et pour chaque particule d'ug systéme en mouvement, prise individuellement :
- 5 =
fi+fe=dm.X >
dm étant la masse de la particule considérée, ¥ son accélération 4 1'instant t.

En faisant la somme géométrique de toutes les forces agissant sur les
masses du systéme, on obtient alors :
— —>
Ty +1, ) =2amY

soit

M ™
4a*

Pll/‘

3
<

puisaque

- e o e e o —— -~ - e
= - = === 3+t

(#) Ce postulat semble étre mis en défaut en électromagnétisme i pronos des actions
récioroques entre un élément de courant et un aimant. Cela provient du fait que la
notion de champ magnétiocue créé par un courant élémentaire ne revrésente aucune ré-
alité ohysique ; la loi élémentaire de Lavlace doit étre considérée seulement comme
outil de calcul qui ne donne des résultats en accord avec l'expérience que lorsque
1l'on considére tous les éléments qui constituent un circuit fermé.
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Les forces intérieures n'interviennent donc pas dans 1l'équation du
mouvement du systéme.

Néanmoins, il ne faudrait pas conélure de 1ld que l'on peut toujours
ovérer comme si les forces intérieures n'existaient pas. En particulier, on omet-
‘rait une erreur grossiére ne tenant pas compte de ces forces dans 1'évolution du
travail des forces qui agissent sur un systéme en mouvement. En effet, bien que
les forces intérieures soient égales et opposées deux a& deux, la somme de leurs
travaux n'est pas nulle lorsqu'il y a déformation.

Parmi les forces extérieures qui agissent sur les €léments d'un systéme,

nous distinguerons encore :

—
- les forces de surface (fég qui résultent de l'action de contact entre

les particules tré&s voisines, situées de part et d'autre de la surface (S) qui dé-

limite 1'espace occupé par les particules du systéme considéré ;

-
- les force de masse (fe)y qui sont liées & 1l'existence du champ de

forces créé nar l'ensemble des masses extérieures.

Chaque élément dS de la surface (S) est donc le siége d'une force de

contact, ou force de liaison, qui s'exprime par :
—y —_
(fe)g = p.4aS (3k)

;?étant le vecteur pression en un point M de 4S, et relatif & la demi-normale
intérieure a (S). |
D'autre part, chaque élément de volume dSl du systéme est sollicité vpar
une force (;:3m’ généralement proportionnelle a& la masse dm de cet élément, et que
l'on écrit par conséquent :
— -
(fe)m = F . dm (35)
T étant la force var unité de masse.
Compte tenu des relations (3L4) et (35), l'équation du mouvement du sys-

téme devient

lZ P . ds 4L£le¥? dm =,&Z; E? . dm

% T . ds % P (-1;)-?). dst= 0 (36)

(£1L) étant le volume délimité par la surface (S).

soit

Les champs de forces que nous serons amenés a considérer sont des chamvs

aui. en général, dérivent d'un potentiel scalaire U ; on pourra alors poser :

- P ot
F=egrad U (37)

Par exemple, pour un fluide soumis uniquement aux forces de pesanteur,
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- -
1l'cxrression de F est : F=-g .k (28)

—l

X étant le vecteur unitaire porté par un axe vertical ascendant.

On vérifie immédiatement que :

—
Rot F =0

ce qui prouve que le champ de la pesanteur dérive bien d'un votentiel scalaire.

L'expression de ce potentiel de forces est ici

U=z=-g . h+C

h désignent la cote du point considéré.
En général, on ne s'embarasse pas de la constante C. En effet, celle-
ci ne joue aucun rdle puisque la fonction U n'intervient que par l'intermédiaire

de ses dérivées,
X - VISCOSITE DES FLUIDES ISOVOLUMES

Imaginons, & 1'intérieur d'une masse fluide indéfinie au reros, deux
plaques poralléles indéfinies (P) et (P'), séparées par une distance h trés vetite
(®). La placue (P) étant maintenue immobile, faisons glisser la plaque (P') sur
elle-méme, & la vitesse constanteﬂvz. Sous 1l'influence des forces de frottement,
les particules fluides qui sont au contact du plan (P') sont alors mises en mou-
vement. Ces particules entrainent d leur tour les particules voisines et ainsi de
suite.

Le mouvement qui prend ainsi naissance est un mouvement & symétrie

cylindrique, les plans de symétrie &étant les plans, perpendiculaires aux deux

—>
plaques (P), (P') et paralléles a la directicn de la vitesse V.
Ay
\(P )\, N s \\»\ \*\ N NS &\ NN\ -—————bVQ NN &—\\\\ \\\\
'Y
-». T ]13
(%) " \
e i e e e e e
F o ds
-\
(f)
(P) L -
T e A

E s 4ttt i et e L 3 £ 1 1 = ==

(%) La raison pour laquelle la distance h doit étre petite, avparaitra au moment

ou 1'on abordera le chapitre intitulé "'Les régimes hvdrauliaques".
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'SOit yoz 1l'un de ces plans, que nous prendrons pour plan de la figure.
Avec le systéme d'axes ainsi choisi, les composantes de la vitesse en

un point quelconque du fluide en mouvement sont :

u=0

-
v v (y, z, t)

w=0
Au bout d'un temps plus ou moins long, le mouvement devient permanent.
A ce moment-1d, v n'est plus fonction que de y et z.
Mais 1'équation de continuité :

Q_‘E+Q_V_+§!.=o
ax 3y 9z

montre en outre que v n'est pas fonction de y .

Dans tous les plans perpendiculairés 84 la direction du mouvement, on
retrouve la méme loi de distribution des vitesses. Dans ces conditions, on dit que

le régime est uniforme.

Un plan (S), paralléle aux deux plaques (P) et (P'), partage le fluide
en deux vortions (1) et (II). L'action que le fluide (1) exerce sur le fluide (II)
i travers un é€lément dS de ce plan est
— -
dF = p . ds
Cette force dF est inclinée en arridre par rapport a la demi-normale
vositive ﬁg, puisaue les particules situdes au-dessous du plan (S), plus lentes
aue celles qui se trouvent au-dessus de ce plan, exercent sur ces derniéres un
effort de freinage. Le vecteur pression admet donc une composante tangentiellejg
dont la direction est oovpnosée i celle de la vitesse-g . Or, il est naturel d'ad-

mettre que cette composan‘e tangentielle est d'autant vlus grande que la vitesse

o d 3 - . » L3 _9
V varie plus -~~~ dement dans la direction de la demi-normale Mn ; Newton admet
qu'elle est provortionnelle au gradient de vitesse gz dans cette direction.
. av . . - 2
Compte tenu du fait que pour ————-) 0, la direction de T est opnosée

dn

—

a celle de V, il vose alors : —_
- av

T=-9% 75

7 étant le coefficient de proportionnalité qui dépend de la nature du fluide et

P4

des unités choisies. Ontappelle "coefficient de viscosité" du fluide.

L'hyvothése de Newton se justifie par ses conséquences.

Le coefficient de viscosité 7 a pour équation de dimension :

[?]= M, L"l,T‘l
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L'unité du systime C.C.S. s'appelle "la poise".
L'unité du systéme M.K.S.A. est alors équivalente & IO noises.
Celle du systéme M.K;.S. & 68,1 voises.

L'expérience montre que la viscosité d'un fluide donné dévend e sa
température et de sa pression. Pour 1l'eau, l'influence de la temnérature est par-

ticuliérement importante, ainsi que le montre la courbe ci-jointe.

A la température normale et & la pression rormale, on admettra comme
valeur approximative de la viscosité de l'eau :
7 = 0,01 poise
soit
§ = 0,001 unité M.K.S.A.

Nous verrons que dans les équations du mouvement des fluides, le coef-
ficient de viscosité 7 n'intervient jamais seul, mais qu'il est toujours associé

d la masse volumique p dans le rapport —g— . I1 est alors commode de poser

v =-2- (k1)

Ce nouveau coefficient Y appelé "coefficient de viscosité cinématique”
a pour équation de dimension :
[v] =12, 71
L'unité du systéme C.G.S. s'appelle "le stockes'.
Les unités du systéme M.K.S.A. et M.K,.S., égales entre-elles, sont
alors équivalentes a4 IO stockes.
La viscosité cinématique de 1l'eau & la température ordinaire et sous

la pression normale a approximativement npour valeur :

v =991 = 9 01 stocke
1
Fn hydraulique industrielle, nous nréférons retenir pour celle-ci, la
valeur : v = 10" 6 m2/S

XI - NOTION DE FLUIDE PARFAIT

On appelle "fluide parfait" un fluide hyvothétiaue dont la viscosité

serait nulle.

La notion de fluide parfait est trés utile varce que les écoulements
de tels fluides sont susceptibles d'etre résolus par voie analvtinue.

Par contre, cette notion est dangereuse parce que le mouvement d'un
fluide parfait ne donne pas forcément une idée exacte du mouvement d'un fluide

réel, méme si la viscosité de celui-ci est extrément faible.



Variation du coefficient de viscosite cinematique de l'eau,
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CHAPITRE III

ANALYSE DU MOUVEMENT ELEMENTAIRE
D'UNE PARTICULE FLUIDE

I - DECOMPOSITION DU MOUVEMENT :

Considérons une particule fluide entourant un vnoint A(x, y, z) ; pen-
dant le temps dt, la position, l'orientation, et la forme de celle-ci sont modifiées .

Afin d'analyser le processus par lequel s'ovérent ces modifications, nous
allons &tudier 1'évolution, durant le temps dt, du vecteur Kﬁ =]E, M étant un roint
quelconque de la particule considérée.

Soient : 21 ’ 22 s 23, les composantes

X*lb de ce vecteur ; u, v, w, les composantes
yriy de la vitesse au point A & 1l'instant t ;
u', v', w', celles de 1la vitesse au point
M au méme instant. D'aprés 1l'hypothése de
la continuité, selon laguelle les fonctions

t dt) wu, v, w, de x, y, z, t sont continues ainsi

# que leurs dérivées partielles du premier

ordre, on peut écrire

u' = u (x +Q1,y +Q2,z +Q3,t)= u4-§fﬁi+%ﬁki+§%&3

A 1l'instant t + dt, le voint matériel A vient occuper une nosition dont
les coordonnées sont
x +u. dt
[)

A v +v ., dt

z + w . dt

Au méme instant, le point M', homolosue du moint M, = mnour coordonnées

du ou du
ax'?‘l + 3\['?'2 + 37_?13). dt

{x +%1 + (u +

1z

MV
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de sorte que les composantes du vecteur A'M' sont :

2, + (g';l??'l + g;;—.?,g + g—‘zl.?g). at

—
A'M'

On peut alors écrire :

, ]
4 R s A 1 1
wm?e a& ﬂ é—!
(A M. )X Q’l 3x 3y Jz E*
"t g e
(AM)y | ={%, | + |23 & 51|- Rl . at
ruTd LAY LA )4
[(AM)z \9‘3 boPx W ez | U
ou bien encore : ’
AM =AW+ T . AWM. dt, (k2)
(qu gu Qu
Ix Jdy Iz
¢_ |y »
- Ix Ay az
Q¥ W v
3x Iy 3z

désignant la matrice Jacohienne du systéme des trois fonctions u, v, w. Appelons
ti; 1'élément général de é , et considérons les matrices &etg ayant respective-

ment pour €lément général :

1
aij =35 (ti5 - t31) »  sij =3 (ti; + t3i)

ot

On =, ‘€' désignant la transposée de € -

R=%€-¢ , $=3(€+8

et par suite :
1? = +‘$

La matrice { peut donc €tre considérée comme la somme d'une matrice
antisymétrique jtet d'une matrice smétriquef.

m écrira alors :

T.A—}?.dt=(A+S).ﬁ.dt, (43)

avec : . S\
13w _av 1u_av
© 2(3y ax 2(32 ax)
& 1 (av _ au, o 1oy _ 3w
;= 2 3x 3y 2 '3z 9y
1@v_oauy 1 v _av
2(ax az g(ay az) 0
N 4
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et
o
[ 1@u, dvy 1 3u 3w
x 2 3y 3x 2 39z 9x
l ,3v du vV l ,9v ,  Ovw
= = (&2 4 = & = (&= + =
3 2 Gx * 3y) 3y 5 ‘2z ¥ 3y
1l (9w 3u l Q9w ,L OV aw
2 (5; * az) 2 (3y + z) 3z )
AS
Interprétons tout d'abord la transformation linéaire A. Le vecteur
— i
Ef- %-Rot V, de composantes :
wy = 1 (32X AV
1772 '3y "3z
=1 (3w _3v
w2 52 9z T ax
we = l 32 - QE)
3772 Y3ax " 3y
s'appelle '"le vecteur tourbillon au point A".

Avec ces notations, on a plus simplement

rO - w3 w7 {4
—_— )

A. AM = w3 0 -wj {&
-2 w1 0] G

L&

\

’wz.Qa - w3. )

= w3.21 - Ww]. Q3

wl.Qz - Wo. Ql
Dans cette derniére expression, nous reconnaissons immédiatement le
. . . — — .
produit vectoriel du vecteur tourbillona par le vecteur AM ; nous écrirons alors
—_— P —
A, AM = L A AM (kk)
Passons maintenant & 1'étude de la transformation linéaire S. Afin de

simplifier 1l'écriture, nous poserons

€ =au =}- a—w.‘.a_v.
1= 3% 3 152 9y T 32
_av _1u, v
2 %3y ; =3 Gz * 5%
3732 ’ P32 9% T 3y
On a ainsi :
( N
©1 83 23 L2
—
s. M= | %3 €2 G N N AP

1]

23.%1 + €500 + #7103
22-91 + ZI.QQ + 53.93
/
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Comme & toute transfomat:&n lmealre symetnque (s), i1 est possible
d'attacher une forme quadratique F ®R) = t. 5 (Q) nous introduirons ici la

fonction :

FRWY) =€, 08 46,9 g, + 2a0Y,. %42;35 B4 ap bty (8)

Cette fonction, telle que :

S. AM = — . grad F (us*)
est appelée "fonctlon de déforsmtion".
Compte tenu des égalités (42), (43), (4k) et (45'), on peut alors écrire
en définitive :

-—> -—y —> .
A'™! =ﬁ+ (2, dt,\AM)d-%.grad F, at (46)

Proposons-nous maintenant de rechercher la signification des différents
termes qui composent cette égalité vectorielle.

Le vecteur A—Mz =AM + (&, dt/\A-;(’) est manifestement celui que 1l'on
obtient en faisant subir a &;;la rotation €lémentaire définie par le vecteursy.dt.
Comme d'aprés la formule (L6), le vecteur
Eﬁ; = Kﬁi + %. E?Eﬁ F.dt est équivalent
a W‘, on peut considérer que les opéra-
tions par lesquelles on peut amener le
vecteur AM sur le vecteur AM' se com-
posent :
1°) d'une rotation élémentaire définie
par le vecteur &1.dt
2°) d'une transformation élémentaire carac-
térisée par le vecteur grad F.dt, et que

1'on appelle "la déformation pure".

3°) d'une translation élémentaire définie

AT = V.dt.

par le vecteur AA

COmme les vecteurs V etiisont attachés au point A, la translation élé-
mentaire ainsi que la rotation élémentaire sont identiques pour tous les points de
la particule infiniment vetite considérée. Tout se passe donc, pour ces deux trans-
formations, comme si la particule se trouvait rigidifiée.

Parmi les trois transformations qui permettent de passer de Kﬁ'é KTﬁ?,
deux d'entre elles - la translation et la rotation - n'introduisent aucune défor-
mation : aussi, il est bien évident que la troisiéme de ces transformations ect

nécessairement celle qui donne lieu & une déformation.
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La relation (46) est susceptible d'&tre mise sous une forme permettant
d'exprimer d'une facon un peu différente les résultats qui viennent d'€tre établis.
En effet, compte tenu de 1'égalité vectorielle :
A= AT+ M+ MH
on obtient :
T =R + (B ataBD + 2 . FRAF . at
ou bien encore, en divisant var dt

—'\7‘=V+(K/\A-}Z)+-]2;.graalz' (h?)

_9 -
On peut alors considérer que la vitesse V' au point M situé & une dis-
tance infiniment petite du point A, est &zale & la somme :
- de 1a vitesse V en A :
- de la vitesse engendrée par la rotation que définit le vecteur ins-
. .-
tantané de rotationnq:

. . . 1 —
- de la vitesse de déformation 5 - grad F

IT - ETUDE PARTICULIERE DE LA DEFORMATION :

a -) Changements de longueur :

-~

1 est A prévoir, avant tout calcul, que les variations de la distance
oul sérare deux points d'une particule é€lémentaire doivent s'exprimer uniquement
en foncticn des naramétres caractérisant la déformation nuisque, ni la translation,
ni ls rotation, n'entrainent un déplacement relatif de ces deux points.

En posant : m=0 7 , & désignant un vecteur unitaire, 1'épalité (L2)

o [2e @), of
On a ver suite. en négligeant les termes du deuxiéme ordre :

e = B1e2a. 1 (a) . ot

Compte tenu de la décomposition de la transformation T :

T=A+S,

s'écrit

il vient encore :

— L B
2= [1+2(@.F+7. 5 . at]

soit

A2 =0 1+ (2. 84) . at]

. . . P i 4
puisque, comme la matrice ﬁ,est antisyv~~trique, a . Aa est nul.
—,

En désicnant par F(a), la forme quadraticue attachée 3 la matrice symé-

trique S, on a alors :

2 = e 2r@) . et

et par suite., en nérligeant encore les termes du deuxiéme ordre :

AN = AL [1+F (a). at )
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On en déduit irmédiatement 1'expression de la dilatation relative :

yo KH -
AW -

du segmend Kﬁ, soit :
A=F (a) . dt (48)

Ce coefficient de dilatation linfaire apparait donc comme attaché &
—_— . - o « p . .
la direction de AM uniquement. La vitesse de dilatation linéaire relative dams

une direction ‘Efex,/g,‘x), a alors pour expression :

By = F (a) mEpa™E,. A 45, X 4 0 g  AY 48,8 4+ S . B (LX)

Aussi, les paramétresé&,, E&,EB représentent-ils cette vitesse de dila-

tation dmns des directions respectivement paralléles & ox, oy, 0z.

b ~) Quadrique des déformations :

On appelle ainsi la surface du second degré (D), de centre A, dont 1l'é-

quation, par rapport 3 un svstime d'axes Axyz, est :
F (x,y,2,) =E;.x2 +E,‘.y2 +E_5.z2 + 281.yz + 2@p.zX + 283.Xy = pa

SOit/&le point ou la droite de direction.;'perce cette quadrique.

On & :

=
-

Fa) . A8 =+
et par suite :
R S

VIF (ag‘ \% €a ‘

La quadrique dec déformations peut donc étre considérée comme le lieu

Y de l'extrémité du vecteur d'origine A,
de direction & , et de module :
M ‘ 1
S | : \fal R
X Si toutes les dilatations sont de meme
Hv, \\\\\\\\\\\ signe autour de A, cette quadrique est
SR un ellipsoide. Dans le cas contraire elle
A l est constituée de deux hyperboloides con-
Jugués, l'un correspondant aux dilatations
positives, l'autre aux dilatations négatives.
Les paramétres directeurs :

9F JF
eGP 2
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de la norlllejf3 i la quadriqwe (D) sont proportionnels aux composantes du vecteur
(§I§) = E;ia F qui caractérise la déformation : ce vecteur est donc normal & la
quadrique su pointu d€fini par la direction i,

Par ailleurs, la projection du vecteur (S Kﬁ) sur la direction Kﬁbest
parfaitement déterminée dés que 1l'on connait la mesure de la longueur K;L puisque

l'on a :

AP, (s =g, B - :g‘.:;

Les déformations autour du point A sont donc entiérement définies par
leur direction et leur projection sur Kﬁ'lorsque 1'on connait la quadrique des dé-
formations attachée au point A. (%) |

Si maintenant, nous choisissons comme systéme d'axes de coordonnées, les

axes de symétrie AX, AY, AZ de cette quadrique, la matricefj se réduit & la forme

diagonale :
‘51 0 0
=10 ¢, 0
0 0 ‘53
Dans ces conditions, le vecteur qui caractérise la déformation a pour
composantes : '

e, L, ; .4, ; 2,4y
il, {, £3, désignant les composantes du vecteur AM dans le nouveau systéme de coor-
données.
La déformation pure consiste donc en une triple dilatation suivant les
directions principales de la forme quadrique F ; les dilatations suivant ces direc-

tions sont appelées "dilatations principales'.

c -) Dilatation cubique :

Soit 1, le volume occupé par l'ensemble des particules qui, a4 1l'instant
t, sont contenues & l'intérieur d'une surface fluide (S). A l'instant t + dt, ces
particules, occuvent le volume L' délimité
par la surface fluide (S').

Ce volume Q)' a pour exvression :

() foR =/j\: dx' . dy' . dz'

soit encore :

ﬂ'=ﬂlJ.dx.dy.dz \c;

J désignant le Jacobien de transformation |

(5)

=== 1 1 =2 =

(%) Pour construire le vecteur (S_§§5, on pourrait opérer en tenant comote du fait
que la longueur duvecteur 55?-* (S AM), égale 3 celle du vecteur A'™' a pour valeur:
b= ¢ . (1 + &,. at)
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X 4+ u.dt

N.
"

<
|

z' = 2z + w.dt

Ce Jacobien :

LY 24 U
1+ 3x.dt ay.dt az.dt
_ D(x4u.dt..y + v.dt. z + w.dt) v v v
J ’ﬁ——‘(x, y, z) = axodt l + ay.dt az.dt
W AW W
N e + o,
X dat 3y dt 1 32 dt
a pour valeur, au second ordre prés :
-—
1+ (BN gp=14+aivy. dt
ax 3y 3z
L'accroissement de volume du systéme fluide considéré a donc pour valeur:
_Q.'-,Q-=dt.jf divv . da
Q. .

Si ce systéme n'est constitué que d'une varticule élémentaire on a
simplement :
iy
d (do) = dt . divv ., ddl
L'accroissement relatif du volume de cette particule a alors vour valeur:

a(da) _ ...
——dK— div V . dt (SO)

—
La quantité @ = div V, attachée au point A, représente donc la vitesse
de dilatation cubique de la particule élémentaire qui entoure ce point ; c'est 1'in-

variant linéaire de la forme quadratique F.

d -) Dilatation angulaire :

Considérons maintenant, & 1l'intérieur de la varticule qui entoure le
. - . - -—> . .
point A & 1l'instant t, les vectéurs AM et AN. Soit 6 l'angle qu'ils forment entre
—_— —
eux. A 1'instant ¥ + dt, les homologues A'M' et A'N' de ces deux vecteurs font un
angle B'. On se propose de comparer les angles bet 8'.
— —

Pour cela, nous formerons le produit scalaire des vecteurs A'M' et A'N'.
—> —> - —

En posant AM =¥. &, AR = h.b — & (ot 3, %), 0 ',/y, ¥') désignant des vecteurs

unitaires __ nous aurons, toujours d'aprés 1'égalité (L2)

A =T+ (rD) . at]
— - -2,
A'R' =h.[Db+ (TD).. at],

et var suite, en négligeant les termes du second ordre :

AM'. AN = Q.. {Z.%’+[a’. (T) +3 . (Ta)]. dt}.
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Compte tenu de la décomposition de la transformation T, il vient encore:

TyTLaN W=%.h.{?."6’+[a‘. (aB) +B. (a3)] . at
+[8 (8®) +3. (s3] . at

soit :

W.W=%.h.{a‘.‘%+[". (sB) + 3. (s3) .dt}

puisque, comme la matrice £ est antisymétrique, on a :
> (AD) + B.(aam) =0

Dans la quantité %{_—3’ (sB) +3 (s 3)] , on reconnait la forme vpolaire
de la forme quadratique F (&).

La quantité : 2. B +[2.(5 ) + b.(s 2)] . at, dont 1'expression dévelon-
pée est
F' (,B) = (1 + 2g).4t) g’ + (1 + 2g5.4t) 38" + (1 + 25_3.dt).xg' + 2y .4t (AX"'+{3")

+ 2gp.dt. (¥ +o(X') + 2z5.dt. @A +3X') ,

est donc la forme polaire de la forme quadratique :
2

- 2
PR = |2]° + 2P(@).at = (1 + 2g.at)a® + (14 255.08) 3 + (1 + 2¢,.dt).% +
+ by .atAY + byt + bgy.at.afd

~ o~

Enfin, compte tenu des expressions déja établies mpour la longueur des
™M et ATN'

vecteurs A'M , solent
ATMY =\, [1 + F(a) . dt]
A'N' = h. [1 + F(o) . at)

1'égalité (51) s'écrit encore :

cos @' = F!' (2,'15).{1 - [F@ +F (0] . dt} (51")

On constate que l'angle §' formé nar les vecteurs A'Mﬁ et A'NF ne dépend
que de l'orientation des vecteurs Kﬁ'et Kﬁi mais non pas de leur longueur.

Supposons maintenant que les vecteurs AM et AW soient dirigés paralléle-
ment aux axes oy et oz. Comme l'angle 8 est ici égal é.g s l'anglee’est trés voisin

de g ; aussi, nous poserons :
gt =0 _

Yz

2 yz*
Dans ces conditions, 1'égalité (S51') se réduit simplement i :
cos ©' = sino = 2g) . dt

soit encore, puisque l'angle Csz est infiniment vetit

X, = 2¢, . dt (52)

y 1°
Si nous avions considéré deux €léments naralléles & oz et & ox, nuis

deux autres €léments naralléles & ox et & oy, nous aurions obtenu de la méme facon:
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Apy = 28, . 4t (52')

X
Oy = 285 . at | (52")

Les coefficients 2815 280, 253 représentent donc les vitesses avec
lesquelles varient les angles que forment entre eux des éléments linéaires pa-

ralléles aux axes de coordonnéesonles appelle "les vitesses de glissement”.

Il aprarait alors que le triéde trirectangle formé par les directions
principales de la quadrique de déformation ne subit aucune déformation dans le
déplacement €lémentaire de la particule ; en effet, pour ces directions parti-
culiéres, les vitesses de glissement, &gales aux coefficients des termes rec-

tangles dans 1'équation de la quadrique, sont nulles. (%)

(¥) Ce résultat aurait pu déji étre énoncé au moment ol nous avons montré que la
direction du vecteur S (AM) gui définit la déformation était donnée par celle de
la normale }3 4 la quadrique (D). D&s lors, on pouvait dire que, pour les trois
directions vrincipales, les vecteurs m et (s A_}-‘.)). dt sont colinéaires, et que,
rar conséouent, leur somme conserve la direction de m ; les directions A¥, AY,
AZ n'étant vas modifiées par la déformation pure, celles-ci demeurent donc bien

rectangulaires entre elles dans le déplacement total.
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CHAPITRE 1V

TRAVAIL DES FORCES DE PRESSION

I - TRAVAIL DES FORCES DE LIAISON FXERCEES PAR LF FLUIDE AMBIANT SUR LE FLUIDE (Q)
CONTENU A L'INTERIFUR D'UNE SURFACE FERMEE (S) |

Chaque élément dS de la surface (S) est soumis, de la vpart du milieu

. - s . e d d
ambiant, 4 une force de limison : d4f = p . dS, de comvosantes :

af

x -(doNl*'/s.T%*' Y. TQ).dS

dfy--(o(.'r3+/3. Np + ¥.T)) . ds

af,

- (X1, + 3T+ X N.) . as

X /3, X étant les cosinus directeurs de la normale extérieure a (S).

Pendant le temps dt, le point d'application de cette force subit un

. "i g
déplacement dl =V , dt , de composantes
u . dt s v . dt , w . dt

Le travail correspondant est alors

d(3)€L = - dt .[(’X. Nl +/3). T3 + X, T2). u+ (XK. T3 +ﬁ. N2 + X, Tl)' v
+ (o T, 43 T Xl ). v L s

La somme des travaux des forces de liaison qui s'exercent sur (S) a

donc pour expression :

at; =-dt//s [y /3.7 +¥.T5). w sl ] L s

soit encore, d'aprés la formule d'Ostrogradski

dfg= - dt./jjl [-g; (u.Nl + v.T3 + w.Tg) + -337 (u.T3 + V.N2 + w.Tl)

+ & (ur, + vy +way) ] . aa (53)
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IT - TRAVAIL EXERCE PAR LES FDRCES DE LIAISON SUR UNE PARTICULE ELEMENTAIRE

La formule qui vient d'€tre établie demeure évidemment valable dans
le cas ol le volume (Q) est infinimentpetit. Mais comme 1'intégrale de volume

qui intervient dans cette formule ne renferme qu'un seul terme, nous écrirons :
(L) _ N 2
a ti = - dt '[gx (u.Bp + v.T5 4 w.Tp) + 2 (u.T3 + v.Np + w.Ty)

. '

+ & (WT, + VT + wNy) ] .40 (53')

ou bien, en effectuant les dérivations et en introduisant les coefficientsei, g3
oui caractérisent la déformation de la particule :

a¥€y = - at [ M€y 4 Mpufy 4 Npuf3 + 2T1.g) + 2Tpugp + 2T5.eg

AN, 33, 3T aly , Wp | 3 i@a&ﬂz}
MY TR P -~ el P R L ~al R PR R

IIT - TRAVAIL MUTUEL DES FACES DE LIAISON S'EXERCANT ENTRE DES PARTICULES APPAR-
TERANT A UN MEME SYSTEME.

Considérons 1'ensemble des particules &lémentaires contenues & 1l'in-
térieur d'une surface fermée (S). Elles exercent les unes sur les autres des forces
de liaison dont la somme des travaux s'appelle "le travail mutuel des particules
du systéme".

Le travail des forces de contact, pour une parti-
cule auelconque du systéme, est donné par l'une ou
1l'autre des formules (53') et (53").

Si nous faisons la somme de tous ces travaux, pour

toutes les particules contenues & 1'intérieur de (S),

nous obtiendrons la somme du travail mutuel cherché
1
et du travail effectué par les forces de liaison le long de la surface (3).

Ce dernier s'exprimant au moyen de la formule (53), on a donc :

- dtléa; Eﬁ; (uNy + voT3 + w.T,) +ouenenen ] . a0
=a€, - dt% [ (am s vurg s wem) + ] an

et par suite :
afp=0
Ce résultat aurait pu €tre établi directement en remarquant que d'une
fagon générale, le travail mutuel de contact entre deux corps dont 1'un au moins

estwfluide , est nul.
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En effet, d'aprés 1l'hypothése de la continuité, la distribution des
vitesse est continue, meéme au passage du fluide au solide. Pour deux éléments
contigus des corps (A) et (B), les forces sont directement opposées alors ~ue
les vitesses sont infiniment voisines. Les travaux effectués par les force:s sue
(A) exerce sur (B) , sont donc opposées aux travaux des forces que (B) excrce
sur (A), de sorte que la somme de ces travaux est bien nulle.

Le travail mutuel des particules &tant nul, il en résulte que le tra-
vail des forces intérieures qui sollicitent un systéme fluide quelconque trouve
son origine & l'intérieur des différentes particules et non pas, comme on aurait
pu croire, au contact de celles-ci.

Pour calculer ces travaux intérieurs, nous aurons recours a4 un artifice.

IV - TRAVAIL EXERCE PAR LE MILIEU AMBIANT SUR LE CENTRE D'UNE PARTICULE FLUIDE.

On appelle ainsi le travail fictif des forces exercées par le milieu
ambiant sur une varticule lorsque celle-ci, supposée rigidifiée, subit un dépla-
cement-azé identique & celui de son centre G dans le mouvement réel.

Pour exprimer ce travail, on peut encore utiliser la relation (53'),

—

a4 condition toutefois d'y remplacer les composantes u, v, w de la vitesse V pnar
les composantes u;, Vg, Vg de la vitesse.vg au vpoint G.

Or, comme celles-ci doivent &€tre considérées comme des constantes rar-
tout & 1'intérieur du domaine dn., leurs dérivées nartielles sont nulles. Dans

ces conditions, il vient : ‘
(L2 M, 3Tz, T2
a €G--dt ug - (3% * +§Z)+..........].d.ﬂ.

—_  —
soit encore, puisque d'aprés 1l'hypothése de la continuité, Vo et V différent infi-

niment peu :

(b . Ny , 3T3 , 3T AT3 , Mp | 3Ty Mo, M arb]
(59 2 'éG =t u.(sx *w ot )+ v'(ax MR )+ w'(ﬁk Yyt |an

V - TRAVAIL DES FORCES INTERIEURES POUR UNE PARTICULE FLUIDE

Ecrivons 1'équation qui traduit le théoréme des forces vives npour une
particule fluide dans le cas d'un mouvement €lémentaire défini mar le champ de

vecteurs d?‘ :
(56) d(l‘)wc = d(h)‘éa + d(h)éi + d(h)'éz/:
d(h)<fa désignant le travail des forces directement apvoliguées,

4 Lo . s
d( ){fi désignant le travaill des forces intérieures,

d(h)él "

le travail des forces de liaison.
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. Appliquons maintenant le théoréme du travail virtuel & la particule
précédente, supposée rigidifiée, pour une translation €lémentaire 536 s'effectuant
4 une vitesse égale & celle de son centre de gravité au cours du mouvement réel.

La particule étant supposée indéformable dans le mouvement fictif, le

travail des forces intérieures est nul, de sorte que l'on a seulement :
k N I
(d( )wc)f = df )-fa + ! )<€G (56")

Comme & l'intérieur d'une particule fluide les vitesses différent infi-
niment peu de celle du centre, les accroissements de l'énergie cinétique de celle-ci
dans le mouvement réel et dans le mouvement fictif sont égaux. La comparaison des

équations (56) et (56') fournit alors la relation.

M, - d“‘){i + d(h)“ﬂz (57)

D'ou le théoréme fondamental :
"Le travall des forces exercées par le milieu ambiant sur le centre
d'une particule fluide est égal & la somme du travail des forces intérieures et

du travail des forces de liaison'.

- h Vd ” P Pl :
Les expressions de d(h)filet d( )ch ayant été déjd établies, on en

déduit alors immédiatement celle de d( %?;, soit :
(W) g _ . c.

VI - TRAVAIL DES FORCES INTERIEURES DANS UNE PORTION FINIE DE FLUIDE

Faisons la somme des travaux dfeG effectués sur les centres de toutes

les varticules constituant le systéme considéré.

D'aorés la relation (57), on a :
Ny _ ~ .
d{q =Zd(h‘€c=2d(h)€l +Ld(h)€g

) Dans cette ézalitégiid(h)igirrenrésente la somme du travail mutuel
d{;1des forces de contact s'exercant entre les varticules du systéme, et du tra-
vail d{:e des forces de liaison exercées var le fluide ambiant sur la surface dé-
limitant le svstéme.

On peut done écrire :
id“‘)‘éc = (Zd(h)éji + d{m) + 4 {Q_

Enfin, en remarquant nue(Zd(h)qfi + d?gm)renrésente le travail de toutes

les forces intérieures, il vient

d'éG =d€i + d {E : (s7')
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Cette relation généralise la relation (57) qui n'était valable que
pour une particule élémentaire.

On énoncera alors

"La somme des travaux des forces exercées sur tous les centres des
particules constituant un systéme est égal & la somme du travail des forces in-
térieures et du travail des forces de liaison exercées par le milieu ambiant sur

la surface délimitant le systéme".

On en déduit, immédiatement 1l'expression du travail des forces inté-

rieures dans une nortion finie de fluide

d‘éi = dt.jjjﬂ[z Nj g 42875 Logi] . a0 (58')w

o o — et T S 2 T P P S G e S S T S P S A e it = - o e ey e v e > o e g s o o —— - S o o
Pttt 3 = === 34 4 4 4§+ 4+ 33 33495135431

¥ DNotons aue ne v3sultat aurait nu &tre établi directement en intéerant 1'é-
auation (T2} =~uiszque l'on sait nue le travail mutuel des forces de contact est

nul.
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CEAPITRE V

DYNRAMIQUE DES FLUIDES VISQUEUX

I - RELATIONS ENTRE LES PRESSIONS ET LES DEFORMATIONS :

Le travail des forces intérieures d(h%fi au cours du mouvement é1é-
mentaire d'une particule fluide dépend certainement, d'une part de 1'état physi-
que de celle-ci & l'instant t, et d'autre part, de la déformation qu'elle subit

durant le temps dt.

Or, 1'état physique d'une particule d'un fluide donné, est caractérisé:
- par la "concentration" des molécules & 1l'intérieur de celle-ci, c'est-d-dire

par la masse volumique @,

- par son agitation moléculaire interne, laquelle est parfaitement déterminée dés

que l'on connait la masse volumique pet la température T.

Quant & la déformation, nous avons vu qu'elle était parfaitement définie
par les paramétres £, éi' Aussi, compte tenu de l'expression (7) de d( Léi’ il
aoparalt aque les efforts Nj, T, dépendent 3 la fois de 1'état vhysique du fluide
au point considéré, & 1l'instant t, et des varamétres cinématiques €j, z; en ce
point, & cet instant.

Nous nous provosons d'établir ces lois de dépendance, d'abord dans un
systéme d'axes OXYZ paralléles aux directions principales de la quadrique de défor-

mation, ensuite dans un systéme d'axes quelconque oxvz.

Dans le systéme d'axes OXYZ, les vitesses de glissement sont nulles.
. ' . e L. s P
Comme par allleurs la valeur du travail des forces intérileures ne dépend vpas du

systéme de référence choisi, on a simrlement
(W) .
AT = At (N Ry 4N, gy 4 N'LY). an

I1 en résulte que les pressions normales N'y, N',, N'? sont seulement
fonction des vitesses de dilatation vrincivpales.
En admettant 1'hypothése de Newton, selon laquelle les efforts sont

des fonctions linéaires des vitesses de déformation, on peut donc écrire

N'y =P) +a) 1.8, +85 0.8+ a1,3-%3
(59) N'p =Pp+ 838, +8, 5.8 +ay 3-%

N'g = P3+a371.¢, +a30.8 +a53.8
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i qui caractérisent 1'état physique

du fluide étant des fonctions de ¢ et T uniquement.

les pressions P; ainsi que les coefficients a

Les relations (59) devant &tre valebles, en particulier, dans le cas
d'un fluide au repos pour lequel on a : N'l = N'2= N'3, les pressions P, Py, P
doivent nécessairement &tre égales entre elles : leur valeur commune P s'apnelle
"la pression caractéristique".

Avec ces notations, le travail des forces intérieures a pour expression:
()7 _
a ‘éi = at . [_P.Q+ F (%, %, %), an,

C)désignant la vitesse de dilatation cubique,

F désignant une fonction quadratique des vitesses de dilatation principales.

Mais, par suite de 1'isotropie du fluide, la forme quadratique F doit
étre symétrique par rapport & &, ¢, €3, puisque aucune propriété vhysique ne
distingue chacun des trois axes des deux autres. ‘

Or, comme il n'existe que trois formes quadratiques symétriques des
eL:

B+ + 8%, [RER AR . b [ RN

dont deux seulement sont indépendantes, on peut écrire

d(h)é 5 :
i = dt. [P.@ + A.(fl +f2 + ‘83) + 23-(%1‘.22 + 2283 + 8321)] .4,

A et B étant des fonctions linéaires des coefficients 8j:.

Revenons maintenant au systéme d'axes quelconques oxyz. Comme les

aquantités : &l + &, +& d'une part , et

3 k]

2182 + E223 +€3£l - (glg + 222 + 132) , d'autre part, sont des

invariants dans t~ut changement d'axes, on a :
(W)yy. _ . 2 R 2]
a él = at. | PR+ A.Q" + 2}3.5&81 j =2B.Zo;"|. a0,
soit encore, compte tenu de 1'identité : 2 ¥&j &3 =®2 -iEi2
it

A
d(h)gi = dt. [P-@+ (A + B)-@2 - B (Te? + 22 %) ] a2

Enfin, en vosant : A = - (A + B) |, = ;

on obtient 1'expression du travail des forces intérieures sous sa forme définitive
L - .
(60) af )éi_ = dt. l_p.@-XOQ - 27(Zsi? +2%02) ], an

Les coefficients A et " ainsi introduits sont apnelés "les coefficients

Z 1

de viscosité du fluide considéré.



(62)
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Pour une portion finie de fluide, on a :

.2
(60*) af; = dtj/ﬂ [P.@- 2% - 2p.(zei® + 21 g:2)] . aa
puisque nous avons déjd montré que le travail mutuel des particules est nul.

Nous allons chercher maintenant & &tablir les relations de dépendance
entre les efforts et les déformations dans un systéme d'axes quelconques oxyz.

En tenant compte des hypothéses déjd faites en ce qui concerne la
linéarité et la symétrié de ces relations , en remarquant également que, pour

les fluides,les actions tangentielles s'annulent en méme temps que les vitesses,

on veut écrire :

i i
Ty = a.ej + B.Le; + Yegs + §.Ig;

(61) {N- =P+ a.g; +b.lej +cogy + dilgg

En nosant, pour simplifier 1l'écriture Q=2gi, ®=Be;, le travail

des forces intéfieures, calculé & partir de la relation (58), a pour valeur :
alt®. 2 2 2. ex?
i=P.@+a.Tei” +5.8" +c.Barje; +a.00 + 248x,¢; + 2309+ 2¥Tai+ 283

Cette exvression doit &tre identique & l'exvression (60), quelles que
soient les valeurs des paramétres cinématiques €;, gj; seulement 1l'identification
ne fournit que six relations entre les huit coefficients introduifsdans les équa-~
tions (61). Aussi sera-t-il nécessaire de formuler une nouvelle hyvothése. Celle-
ci consiste & admettre qu'il existe les mémes symétries dans les déformations et
les efforts de viscosité qui en sont la conséaouence et, nar suite, que les quadri-
ques (D) et (Q) qui caractérisent resvectivement les déformations et les pressions

ont leurs axes princivaux confondus ; les T; devant s'annuler en méme temps que les

#3, les coefficients x et /3 sont nuls.

Dans ces conditions, les six relations obtenues par identification des
exvressions (60) et (62) de d(hzéi suffisent a4 déterminer les six coefficients a. b,
¢, d, Y et . On trouve immédiatement a = -2u, b ==X ,c=d4=0 ,

¥=-2u, §=o0.

D'ol les exnressions cherchées

P ‘A.@- ?v.Ei
Ti = -2 ?. 21

N3
(62)

Lorsque le fluide est un gaz, on admet habituellement que les coefficient

7 et.X sont 1iés par la relation de Stockes
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(6L)% IN+ 2 p =0

Dans ces conditions, on a :
ZNi =3P
et le scalaire de pression p' est égal & la pression caractéristique P.

Dans le cas des fluides isovolumes, les relations (60) se réduisent

o/

N; =P - 2n.E:
(63') i V-~

Ty

‘2781
de sorte que la viscosité du fluide est caractérisé par le seul Daramétrey que
1'on identifie d'ailleurs immédiatement au coefficient de viscosité déja intro-
duit au cours du chapitre (II). La encore, le scalaire de pression est égal i la

pression caractéristique P.

ITI - PRESSION CARACTERISTIQUE - EQUATION D'ETAT -

Dars un fluide au revmos, la pression caractéristique P s'identifie &
la mesure alpgébrique v du vecteur pression ¥, laquelle est liée & pet T par 1'é-
quation caractéristique du fluide. Il apparait alors, puisaue la fonction P(¢,T)

ne dépend pas des conditions cinématiques au point considéré, que la relation

(18') P=P(p,T)

n'est autre que la forme explicite de 1l'équaticn caractéristique du fluide :

(18) F(P,p,T)=0

IIT - FONCTION DE DISSIPATION

L'expression (60) du travail des forces intérieures peut s'exprimer

sous la forme :

(60) d‘éi = &P.d(dﬂ) - dt'.ﬁx\—_xg? + 27(2&12 + eiaiz)] . dn

Le premier terme du second membre, aui ne dérend que de 1'état initial
et de 1'état final, correspond & un changement d'état du systéme et rerréserterait
le travail des forces intérieures si la transformation était reversible : on

l'aprelle le "travail de compression'.

(65) d‘ée = jj/ﬂ P. 4 (an):

{¥) En fait, cette relation n'est riroureusement exacte que pour les paz

monoatomiques.
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le second terme :

(66) d€v= - dtjj/l‘xg?- + 2 V(Y_gie + 252;%) . da,
RE

gui dévend de la vitesse avec laquelle s'effectue la transformation corresnond

au travail des forces visqueuses. On 1'écrit habituellement

' = -
(66") d{\)- dt:..///n D:dn ' .
la forme quadratique des vitesses de dilatation
(67) D =X0%+2n(Ee” + 28g;2)

étant appelée 'la fonction de dissipation'.

Le travail des forces visqueuses étant un travail essentiellement ré-
sistant, la fonction D doit &tre vpositive nuelles que soient les valeurs deg;, gi
4 l'exclusion de la combinaison g; = g1 = 0 (i = 1,2,3) vour laquelle elle s'an-

nule.

Cet imnératif d'ordre vhysique impose les conditions suivantes

(68) Pyo ., 3X+27 >0
nue 1'on pourrait établir en écrivant les conditions vpour que la forme quadratique
D soit définie rositive, mais nuil apraraissent immédiatement lorsqu'on exprime D

dans un systéme d'axes paralléles aux axes vorincipaux OXYZ.
Remarque : D'aprés la relation de Stockes

(6L) AN+ 2p=0
le travail des forces de viscosité serait nul dans le cas d'une comnression isotrone.
Dans ces conditions, les forces de cohésion effectueraient un travail ne dépendant

nue de 1'état initial et de 1'état final ; ce qui n'est nas vrai, tout au moins nour

la majorité des fluides réels.

IV - EQUATIONS DE NAVIER-STOCKES
Considérons, 4 1l'intérieur d'une masse fluide en mouvement, une surface
fermée (S) déliritant un volume ().

L'écuation du mouvement du systime constitué par les particules situées

a4 l'intérieur de (S) est, ainsi aque nous l'avons montré au cours du chanitre II

(36) js T . ¢s +jfjﬂ (F-¥).aa=0

Fn projection suivant l'axe Ox, et compte tenu de 1l'expression de la

> . .
composante Py du vecteur p, cette équation s'écrit

- j:(s (@ My + AT, + ¥T,). dS + ]jﬁ ¢ (X =¥ ). an= 0
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a .8 ,y désignant les cosinus directeurs de la normale extérieure &
(s).
En transformant la premiére intégrale au moyen de la formule d'Ostro-

gradsky, il vient encore :

BQ[-(S-?:J+—J+—T2)+9(Y %) |.da=0

Comme cette égalité doit étre valable quel aue soit le volume (@) con-
sidéré a l'intérieur du fluide en mouvement, on a nécessairement en chaque vpoint M

de la masse fluide, et a tout instant

(._l+ 33.3+ gTz) +p(x - ¥x) = 0

Remplacons maintenant Ky, T3, Tp var leurs valeurs données par les rela-
tions (63) ; en admettant aque les coefficients X et 7 sont des fonctions lentement
variables deg et de T pouvant, var conséauent, etre considérés comme constants au

voisinage du point M, on obtient

3P 3%v_ . 3% 82u 34w
- 4 o + - 4+ + - + (X - =
9X A 7 3x‘ 3X-BZ Ay ~ BZ“ ax Bz) ‘( xx)

aP 3 3 (3u _ 3v 3w Y - =
-5t A 5ttt 7 ax <ax + o + aZ) + (X ‘XK)

Enfin, en ordonnant, puis en divisant nar ¢, il vient la oreriére des

trois relations suivantes

1 3P L+ P 3 , "

= 2. - X - _ n

ptoax LA T s ax T T fu
(60) L2y Y 4 2%2 8,0 gy

Y ay y c ay ¢

P "
O 1 L G ./ A 1R A
e 92 z 0 3z r

Ces équations appelées "équations de Navier-Stockes" sont les nrojectinns

sur les trois axes de coordonnées de la relation vectorielle

—_ . =2 + —_—
(70) L .grad P=F ¥+ A L grad ¥ + 2 . av J
0
Dans le cas d'un fluide isovolume, on a seulement
? > — — —
(70") %-. grad P = F « X+ v. AV

avec : p' = P
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, -
Si en outre le champ de forces F dérive d'un potentiel scalaire U,

cette derniére équation peut se mettre sous la forme :

(11) 1 graa p¥= =Y+ v, &V,
avec : ¢
(2) P =P - 0

—
Dans le cas habituel ou le champ de forces F se réduit seulement au

"

champ de la pesanteur, on a : U = - gh et la "pression étoilée P* a pour ex-

pression :

(12") P =P+ gh

V - EQUATION COMPLEMENTAIRE

En supposant préalablement établies les relations * :
P=P (,,T) , '73‘7(6"1') s a=0(p,T),

on ne dispose encore que de deux relations, 1l'équetion d'Fuler et l'équation de

continuité, entre les trois fonctions inconnues

—

V=V (Mt) |, o = @(M,t) R T =T (M,t)

Pour achever la mise en équation du probléme, il est donc nécessaire
d'établir une troisiéme relation ; celle-ci est obtenue par des considérations de
thermodynamique en évaluant de deux maniéres différentes la quantité de chaleur

dégagée var une particule fluide entre les instants t et t + dt.

Le cas le plus simple est celui du mouvement isotherme pour lequel

on admet que la température T reste uniforme et constante.

* Dans les avvplications, on suppose habituellement que?etk sont des

constantes.
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CHAPITRE VI

EQUATIONS GENERALES EN COORDONNEES CYLINDRIQUES

Nous serons souvent amenés & traiter des nrobleémes d'écoulement admettant

une symétrie de révolution, ce qui imvose praticuement 1'emnloi des coordonnées-

~

ceylindriques. Nous aurons alors tout intérét a établir une fois pour toutes les

équations du mouvement dans ce mode de revrésentation analytique. Mais auvaravant,

nous rappelerons les résultats mathématiques fondamentaux auxquels nous aurons

recours.

A) - Expressions des opérateurs classiques de 1'analyse vectorielle :

I - NOTATIONS -

A

g

Soit M, un roint ocuelconque de 1l'espace ; m sa projection
orthogonale sur le vplan xoy. La nosition de ce point M est

définie sans ambigulté par ses coordonnées r,& . z.
Nous désignerons nar i, j, k, les vecteurs unitaires

s —_y — -
du triédre oxyz, et vpar eps é; » e, = k , les vec-

teurs unitaires portés par les directions Om, mt,

he

posantes An, Ag , A

(72)

mM, la direction mt é€tant obtenue 3 partir de celle

de Om en effectuant dans le plan xov une rotation de

+ g- dans le sens trigonométrique.
— R
Le vecteur d'un chamn A attaché au voint M sera renrésenté nar ses com-

2 On écrira :

— —_ — —
A=A €.+ Ag. @ + Ay. €

. — . " —-5 —
La connalssance des vecteurs €., €y, €, en fonction des vecteurs 1. jJ, k

permet de résoudre tout probléme de changement de coordonnées.

IT - TRANSFORMATIONS DFS VECTEURS DE BASE ET DES COMPOSANTES D'UIN VECTEUR

(T4)

Des relations évidentes
— = .

*L =12, cosV * ). Yy

= g
Cy==1. s\nQ * j. e §

on tire immédiatement

(35)

Ay = A,. cosf -'Ag . sinB



)
(15) A, = A,. sinP+ Ag. cos®

et
Ay =

i
-3
»

cosO + Ay. sinfB
(76) Ag =-Ax. sin@Q + Ay. cos @

III - GRADIENT D'UN CHAMP SCALAIRE

— . - a3 > e
Les composantes de grad f suivant e., ¢p, e, sont les drivées de f

(r,©, z) suivant ces directions : elles ont respectivement pour expressions

af 1 af af

ar > r 30 O )2

On a, par suite :

e r =9l o1 af g2, 7
(77) grad f ar'e" + 2 So o + 3. %z

IV - EXPRESSIONS DES OPERATEURS : =2, -2, -
SR E R TR Xy oz
. . — —_—
Les formules (7S), appliquées au champ A = grad f, donnent immédiatement:

?)_ = cose L sin@'_ P_

3x * ar r 30
(78) '

—’Q-— = sine 2— + gO_S’_Q-'_ ’a_

3y T ar r 3@

V - DIVERGENCE D'UN CHAMP VECTORIEL

N
Pour obtenir 1l'expression de div A = WAx BA1,+ CAz
Ax oy Nz

lindriques, il suffit d'spvliquer les opérateurs (78) aux formules (75) : on trouve

en coordonnées cv-

ainsi

>

(79) div A = ahr +A£
. ar r

Mo , L A, , s
r

Y dz

VI - LAPLACIEN

- —_— . . .
En posant A = zrad)f dans la formule de la divergence, on obtient im-

médiatement :
P01 f 1 tf 3ir
jo - — o — . -
(80) af Q—L—Sr + < = + 72 567 + 3z 1

VII - ROTATIONNEL
L'application des opérateurs (78) aux formules (75) permet d'exprimer

en fonction des variables r, 8, z les composantes
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Rot A) = oAz _ 34y . (Rt R) = 9Ax _ 3Az

(Rot A), = 52° - 37 3 (RotA) =3 ™
=y _ Ax

(Rot k), = &3 s

de Rot A en coordonnées cartésiennes.
Par application des formules (76), on obtient ensuite les composantes

de Rot A en coordonnées cylindriques, soient

ot 1) =1 2Az _ JA@
(Rot A). =2 . 55 - %
rot A) = - Az , QAr
(81) (Rot A) = - o 5
289

(Rot é-)z ar —%-%%*%-Aew

Ces formules sont susceptibles d'étre écrites sous la forme symbolique

suivante :
. 2 rel &
(81') Rot A = _%_ . g% g%- j%
Ay | r.Ag A,

VIII - COMPOSANTES DU LAPLACIEN VECTEUR

Par définition, le lavlacien vecteur 4A, attaché au champ A, est le
vecteur ayant pour composantes, en coordonnées cartésiennes
AAy s AAy . AAZ

Fn coordonnées cvlindrioues, ses commosantes sont alors

— .
(aA)p = cos@. bAx + sin@. nAy

(?AK)9 =-sin@. AAx + cos& . aAy
(-E_A))z = pAz

Pour exprimer celles~ci en fonction de A,, Ag, Az, il suffit de remnrla-
cer successivement dans la formule (80) : f par Ap= Ar.cosﬁ-Ae.sin@m,AY par

Ap.sin@ + Ag.cos@ .

Mais on aboutit nlus ravidement au résultat en faisant anrel & 1'iden-

tité vectorielle

(82) AR = mrad (div R) - 7ot (7ot R)

On trouve ainsi
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- ? A Ar
(28, = aa, - 5 20 _ A

(83) (2R) =AA°+;%—._35‘§_._¢
(ﬁ)z= AA

IX - COMPOSANTES DU VECTEUR "DERIVEE TOTALE"

Soient A (x, y, z, t) , A.z(x,y,z,t) . A"X(x’ Y, z, t' les comnosantes,
en coordonnées cartésiennes, d'un chamn de vecteurs variable dans le temps.

e D
Le vecteur "dérivée totale" — & pour commosantes
bt :

_D;AX_ Ax‘aA_x..’.A 3.‘55.,,Az._9£+ie‘.x_

Dt x Ve 3y 3z ot
DAy _ MX -l JAY | Ay
(8!4) Dt Ax. 3% + A av + Az. Y + 3t
DAz _ Az Az 3Az | 3Az
pt - AXe 3 YA YA YR

En notations vectorielles, on a :

—
DA -+ > 1 — 2 1A
' ——— - — —
(84') Dt Rot ApAA + 5 . grad A -0-,0‘t

—
Les composantes de Rot AA A en coordonnées cylindriques se calculent

sans difficulté puisque les formules (81) donnent déii les valeurs des composantes

i

de Rot A, On trouve ainsi

2

ot AAR). = - 3Az Ar 4, 380 Ao Ar Ao
(Pot”Ap A), Az, S5+ Az. S5 - Aot o %e - 3

—s Az QAz SAG‘ _3AG_ Ar QJAr _ Ag.Ar
r B e o me— - ——
(Rot A A)p T YA A e + Ar ‘Jr r ot T

|

e - é@. JAz _ JAE JAz _ aAr

(Rot ApR), = 2555 - Ag. 57 + A3 - Ar. 2

— .
Les cormmosantes de —12-zra.d A° = %graa (Ara' + Ae.i + Azq') s'obtiennent
immédiatement var spnlication de la formule (77) : ce aqui donne :

(%. grad 13.2)r = Ar. -3-'9‘5 + AQ. a__+ Az.

3Az
3r

1l —= 2y _Ar Q3Ar A6 3D Az 3Az
R A e A A

(%. grad A2)z

JAr AL JAz
Ar. 3z +A9.3T+Az.§_z__
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sont

2%

Enfin, les composantes du vecteur

—_
On en déduit alors les composantes du vecteur %% :

—
2
DA Qr | Ag Ar . r  pAr A%
Dt)r At . 5r * 7 2@ Az. 32t & r
— '
1" % - a& _LAQ’ m AI‘.A@’
(8L") (Dt)a’_ Ar. 57 T e th R at r

—
DA, _ QAz | Ae JAz Az V2
Dt)z =Ar .S YT S8 t Az 3z T 3t

B - Equations générales
rqua

I - EQUATION DE CONTINUITE

Compte tenu de la relation (79), 1l'écuation de continuité (32) s'fcrit

iel :
alevr) L1 dlgve) 1, (g-Vz> ¢,

(85) e + < 35 S g Vr o+ St 0
Dans le cas des fluides isovolumes, elle se réduit & :
avr 1 Ve 1 avz

fc AL AL 2°2 =

(85°) ar + r A& + Vr + dz ©

II - EQUATIONS DE NAVIER

En remplacant dans 1'équation (70)., les ovérateurs de 1l'analvse vecto-

rielle var leurs exvressions en coordonnées cylindriques, puis en vrojettant sur

s —
les directions e, € > €z » il vient immédiatement

2
) . - vr Vg 3Vr aVr _ Vr Vg XY 28
S r Fr (Vr. 7 + = S8 + Vz. 37 + i . ) + o S +

] Jtvr 1l r 1 JWr  JWr 2 Ve Vr
T USETRY e St S Se @)

+

1 9P _ Ve |, Vo Ve WO e Vr Vg >\+ 7 1 30
T 3w -(r. 35+ 7 TFe *+ V2. 54 5% b T a3t

__'Z_ a__V& 1l 3ve 1 W . e g QVr Vo
+ e ( -Qf? r ar + re’” SQ“'+ 3 z2 M re’ v )
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(37)

el

1 3P _ - vz Ve 3V vz  JVz 29 28
vz E (V';xv*r"sg’v"az‘v*att)+e 2z *
93wz 1 vz 1 Wz Ve
*v (S5 R aat*'a’é"zz )

avec :

—t
®=divv=%r‘-'-"-+l 3&-&%. Vr~o~i‘1E

ITII - COMPOSANTES DU TENSEUR DE PRESSION

En coordonnées cylindriques, les composantes de Lamé sont les proiec-
_— — - — —s — —
tlons sulva.nt les directions e,, eg, e, des vecteurs p (M, ep, t), v (M, ee, t),

P (M, ez, t).
Compte tenu des expressions (63) de ces composantes en coordonnées
eartésiennes ; compte tenu également de la relation (I3), puis des relations (7€)

et (78), on obtient, aprés quelques calculs ne présentant aucune difficulté

"
Ne,r = Np = P =00 - 20 331;1
Ng»@ = No=P =A@ -2 29 (1 %‘{g Vr)
(88) 4 Nz,z = Nz = P =20 - 27-02
Tr,e = T = - (5. 55 + € _ Y0
W, 1 2V
To,z = Tz,e = - gt + - 55
Tz,r = Tr,z = —7 (QKE + 225)



€3

CEAPITRE VII

SIMILITUDE DES FLUIDES ISOVOLUMES

Les problémes posés par 1l'hydraulique insdustrielle ne sont que
trés rarement susceptibles d'étre résolus par voie analytique. Aussi, dans la

plupart des cas, doit-on avoir recours & 1'expérimentation.

Seulement, pour des raisons évidentes de rentabilité, on ne peut
guére songer & entreprendre des expériences systématiques sur des ouvrages en
vrale grandeur. D'ailleurs, on se heurterait le plus souvent & de grosses diffi-
cultés techniques ; d'abord, parce que les mesures sont toujours délicates lors-
que les grandeurs mises en Jjeu ont des valeurs importantes ; ensuite, parce qu'on
ne dispose que treés rarement de toute la liberté nécessaire pour agir sur les pa-
ramétres dont dépend le fonctionnement d'un ouvrage industriel, les essais étant
subordonnés aux impératifs de l'exploitation et méme, parfois, aux phénoménes

naturels, comme dans le cas d'un déversoir de crues, par exemple.

Ces raisons ont amené tout naturellement les hydrauliciens & chercher
a travailler sur des modéles réduits et, par conséquent, i établir les lois de la

similitude.

La méthode des modé€les n'est pas la seule dont on dispose pour ré-
soudre les rroblémes de mécanique des fluides. Signalons - entre autres - les
méthodes semi-expérimentales mettant & profit les analogies qui existent dans
la famulation mathématioue de phénoménes phvsiques de nature différente. Far exem-—
ple , dans 1'étude des profils aérodynamiques, il est fait larecement arrel aux

arnalorles 2lectriaues.
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I - DEFINITION DE LA SIMILITUDE

"Deux écoulements (S) et (S') sont semblables si —& des instants
‘homologues tels que t' =®—1les domaines (aa) et (') dans lesquels ils
s'effectuent, se correspondent duns une similitude géométrique de rapport cons-
tant M\ et si, pour chaque groupe de points homologues M et M', il existe un rap-
port constant entre les vitesses, un autre entre les pressions et, d'une maniére

générale, un rapport déterminé entre toutes les grandeurs de méme nature."

I1 en résulte, comme conséauence immédiate, que deux écoulements

semblables s'éffectuent selon des trajectoires géométriquement semblables.

M
Nous nous proposerons tout d'abord de cherchefvi; similitude, au
sens de cette définition est réalisable, et dans quelles conditions. Ensuite,

s'il y a lieu, nous aurons a €tablir les lois qui permettront de transposer sur

l1'ouvrage en vraie grandeur les résultats relevés sur la maquette.

II - EXPOSE DE LA METHODE SUIVIE POUR ETABLIR LES LOIS D'EXISTENCE DE LA SIMILITUDE

Imarinons que 1'un des écoulements, 1'écoulement (S') par exemple,
soit effectivement réalisé; les grandeurs physiques qui y sont attachées vérifient
alors les équations indéfinies du mouvement des fluides isovolumes ainsi gue les

conditions aux limites et les conditions initiales.

A partir du systéme (3'), il est toujours possible de "construire"
artificiellement un systéme (S) en multipliant l'ensemble des grandeurs de méme
esp€ce par des coefficients constants : i pour les dimensions linéaires,($ pour
les vitesses, # pour les prqssions......

Dans ces conditions, les écoulements (S) et (S') seront bien sembla-
bles au sens de notre définition. Mais si les facteurs constants A,LP,TT.“<sont
choisis d'une facon arbitraire, le nouveau systéme (S) ne revrésentera certailnerent
vas une réalité physique. Pour que 1l'écoulement (3) puisse effectivement avoir
lieu, il faudrait que les grandeurs qui lui sont attachées vérifient les équations

indéfinies du mouvement ainsi que les conditions aux limites et les conditions

initiales correspondant au probléme proposé; cela impose entre les coéfficients

AP, T certain nombre de relations.
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Celles-ci constituent les conditions de similitude.*

III - ENUMERATION DES RAPPORTS EXISTANT ENTRE LES DIFFERENTES GRANDEURS
DE MEME ESPECE DE (S) ET (S') '

Nous dénombrerons d'abord les rapports correspondant aux grandeurs
liées aux conditions de l'expérience, ces conditions étant indépendantes des
écoulements qui seront observeés.

Ce sont

a) Le rapport de similitude géométrique

» =D
D
D et D' étant deux dimensions homologues gquelconques de (S) et (S')

b) Les rapports des masses volumiques et des viscosités des fluides
utilisés '

Les fluides étant supposés isovolumes, leurs propriétés, du point
de vue des écoulements, sont entiérement définies par ¢ et v ou bien ¢ et Y)ZJZ
?

Nous mnoserons

=E' =}:)'
r ° n \7

c) Le repport des forces appliquées par unité de masse :

Une fois imposées les caractéristiques péométrinques d'un ouvrare
et la masse volumique du fluide utilisé, les forces massinues sont rarfaitement
définies par le chamms unitaire F, Les champs F et F' doivent €tre affines; soit

alors G , le rapport tel que

— -
F' = o . F
Dans le cas habituel ou les forces apnliquées se rédujcert aux seuler

forces de pesanteur, on a :

»* Les conditions ainsi établies ne seront que des conditions nécessaires;
rien ne prouve, & priori qu'elles seront suffisantes. Pour cela, on devrait démon-
trer que le systéme constitué des équations générales du mouvement, des ~onditions
aux limites et des conditions initiales, admet une solution uninue : ne qui n'est
"d'ailleurs certainement pas vrai. Cependant 1l'expérience montre que si cec condi-
tions nécessaires sont satisfaites, les écoulements sont bien semblables. On est
donc amené & admettre que la nature''choisit” des solutions du méme type, quelle

z

que soit l'échelle de l'ouvrare considéré.



g'
v =3

g' et g désignant les accélérations de la pesanteur aux lieux ou

‘sont réalisées les expériences.

Considérons maintenant les écoulements semblables (S) et (S'); les
rapports que nous aurons a faire intervenir sont les suivants

‘d) Le rapport des temps

g=21'
t

e) Le rapport des vitesses, tel que :

— —»
Vi=. vV
Comme les échelles des longueurs et des temps ont déja été defi-

nies, l'échelle des vitesses n'est pas quelconque ; on a en effet

- —y -—p —> -1 — - P
dl = v.dt : d1' = V'.dt' - dl et dl' = X\, 4l étant deux déplace-

ments élémentaires homologues -— et par suite
L'P= Xae-l

f) Le rapport des accélérations :
X
B ¢
qul est lié aux rapports des longueurs et des temps, ou bien au rarvort des lecn-

gueurs et des vitesses, par les relations
-2
r =X6
2 -4
ARUAS

g) Le rapport des lavlaciens vecteurs, tel aue
t

AV =§. Zﬁ’

5 5 Lu' Av' o oav'
Ce rapport est égal aux rapports des composantes aw "av  aw
Or, on a :
L B Z v,
v _ o U du (DU
dul =Xty Tt e
=2 AP .
ax' om s 00000 s ss 0T sossssevsaoe

=4 .2 @y, &
A ax  ax’t !

_ 3°u I R |
= %i; (3;2 Fovreoseotinanes) =A .07 pu

+.“......+.'....'...
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D'oli le relation :

§=x-1 81

qui s'écrit encore :

§=y. 272

h) Le rapport des pressions, tel que :
-ty
p' = T. 7D

Ce rapport est égal, en varticulier, & celui des pressions carac-

téristiques P et P'.

IV - LOIS DE LA SIMILITUDE

Comme par hyvpothése 1l'écoulement (S') revrésente une réalité ohy-
sique, les grandeurs qui y sont attachées vérifient les équations indéfinies

-—-’ N _’ ) _,
%h. grad P' = F' - X' + V', AV!
—_—

div V' = 0

Par suite, les grandeurs correspondant au systéme (S) satisfent

aux relations
2"‘* —
I L R p-r -y +0. £
TN ? grad P =G, F Y Y n. NG V. av
. —_
divV =20
Pour que celles~cl s'identifient aux équations rénérales du rouve-

ment de (S), il suffit que 1l'on ait

1
reh Py A2
Ces égalités fournissent trois relations indérendantes au'il est
d'usage d'obtenir en combinant le ramnort £ avec chacun des trois autres: i1
A

vient ainsi

n
)
—~
o
e

(89) %—i‘—
n
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soit :
P _ p! (a)
p.Ve ~ Ve
ve _ y'@ .
(90) Z D Z.D (b)
o _ VD! (¢c)
N V'
Les rapports adimensionnels
P
(91) =
Fu P.ve
ye
(92) Fr =<5
_V.D
(93) Re = N

sont appelés respectivement : nombres 4'Euler, de Froude, de Reynolds ; les con-
ditions (90) expriment donc que ces nombres doivent avoir la méme valeur aux points

r-'). #*

homologues des ouvrages semblables (S) et (S A

Fxaminons maintenant les conditions imposées par laprésence des
frontiéres, en nous limitant au cas habituel ou celles-ci sont constituées de
rarois solides et de surfacesen contact avec l'atmosphére. Soient, £ une paroi
solide de l'ouvrare réel.  un vpoint ouelconque de celle-ci : &', M' leurs homo-
logues du modéle réduit. La vitesse en M' étant nulle, la vitesse en M l'est aussi
puisque les champs iPet V' sont affines. Le chamn Vvsatisfait donc bien 4 la con-
dition V’; O sur € ., La présence d'une paroi solide n'introduit donc aucune con-

dition nouvelle.*b

-
#  Remarouons oue 1'échelle du champ V veut etre définie, soit par la valeur de
la vitesse V en un vpoint remarguable, soit rar la valeur de la vitesse moyenne U
dans une section remarquable.

k., Ce résultat demeure valable, méme si la naroi &€ est mobile ou déformable. Pour
le montrer, il suffit de raisenner. non nlus sur les vitesces. mais sur les vites-
ses relatives fluide-narois, lesaquelles sont nulles dans le cas d'un fluide réel.
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Désignons var vy la pression atmosphérique aui régne sur les sur-
faces libres Y de l'ouvrage réel. Sur les surfaces homologues *Y\de la magquett.- .
la pression devrait avoir une valeur constante »', =W. p,, laguelle n'a aucune
raison d'étre égale a la pression atmosphérique qui existe au lieu de 1l'exrérience.

I1 serait donc nécessaire de réaliser la maquette dans une enceinte
ol régnerait une pression convenable. Mais il est possible de se libérer de cette
contrainte en convenant de compter les pressions & partir de la pression atmos-
vhérique du lieu de 1'exvérience, celle-ci étant prise ¢omme origine. En effet,
dans le cas des fluides isovolumes, la pression n'intervient que dans 1l'équation
de Navier et elle n'y appnarait que par 1'intermédiaire de son gradient. L'équation
de Navier reste valable, que P désigne la pression absolue ou la pression relative
nui ne différe de la premiére que par une constante. Si donc, on ne considére que
les vressions relatives, on a n' = 0 sur W' et, par suite, p = 0 sur Y , ce
oul est bien la condition imposée. Seulement, en opérant ainsi, ce sont les pres-
sions relatives qui sont dans un rapport constant, et non plus les pressions ab-

solues, ce qui ne présente d'ailleurs aucun inconvénient.

Enfin, les conditions initiales consistent simplement a donner, 3
l'instant t' = O , des valeurs convenables aux différentes grandeurs de (S'),
celles-ci sont obtenues en multinliant les valeurs particuliéres des grandeurs de

(S) & 1'instant t = O par les rapports corresmondants A, P, 7, .........

En définitive, les lois de similitude se réduisent donc a :

E'y = By ,» condition d'Euler,
(ok) F'y = F. , condition de Froude,
R'g = Re , condition de Reynolds.

V - INTERPRETATION DES IOIS DE SIMILITUDE

Rappelons que c'est 1'éguation de Navier, et elle seule, aqui est
& l'origine des lois de similitude. Or, celle-ci, aprés multirlicaticn des deux
membres par dm, n'est autre que 1'équation fondamentale de la dvnaminue anrliquée

a une particule quelconque de masse dm ; les termes :

1 —_

-— ., grad P , dm ,
e -

: E . dm,

'X-dm:

V.AV . dm
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représentént respectivement : la résultante des forces de pressions normales
E;, la force de pesanteur F;, la force d'inertie f; et la résultante des efforts
visqueux‘ﬁ;.

Cette remarque nous permet d'exprimer immédiatement les rapports
existant entre les forces de méme nature qui s'exercent sur une particule quel-
conque de 1l'ouvrage réel et sur son homologue du modéle réduit ; il suffit de
multiplier par r.23 les rapports des termes correspondants de l'équation de Navier

Il vient ainsi

—_P_ W 3
F P rX r A
t

Fg V.rXB
F

g

F. A
i
F"o
-~ _ .. 3
Fy ? fg-. rX
et par suite :
F'D F El
== .2u
FT; T Fi Ejy (a)
F'g _Fg  (E'ry-l
(95) F'i F1 ° (Fr ) (b)

Lorsque les conditions de similitude sont satisfaites, on a sim=-

vlement :
F'p Fo
i T W (a)
Pe _ Eg

(%Q\ F'y = Fi (b)
F! Fy
SR ¥ te)
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Ces trois relations, qui sont respectivement équivalentes aux con-
ditions d'Euler, de Froude, de Reynolds, expriment que, par rapport aux forces
d'inertie, les forces de pressions normales, de pesanteur, de viscosité, ont 1z

méme importance relative sur l'ouvrage réel et sur le modéle réduit.

VI - REALISATION PRATIQUE DE LA SIMILITUDE - SIMILITUDE COMPLETE

Une fois choisis 1'échelle géométrique et le lieu de 1'expérience -
les rapports X et G étant par conséquent fixés - on dis;ose encore de quatre para-
métres : r, V,¥,W, sur lesquels on preut agir pour satisfaire aux conditions
d'Euler, de Froude, et de Reynolds : la similitude est done théoriquement pos-
sible, et d'une infinité de maniéres. Seulement, nous allons montrer que des im-
rératifs d'ordre ohysique en limitent les possibilités. En effet, en €liminant
entre les relations (89-b) et (89-c) qui traduisent les conditions de Froude et

de Reynolds, il vient

soit :
(97") V' =2 \372

-~

ce qui montre que la viscosité du fluide & utiliser sur le modéle est définie

d'une maniére unique.

Soit p' la masse volumique du fluide - si toutefois il existe -
dont la viscosité est celle désirée. Le ravrpcri » &tant ainsi indirecterment fixé.
la similitude est donc possible, en fait, que d'une seule maniére. Nous allons

alors en définir toutes les caractéristiques.

a) Rapport des vitesses :

D'aprés la relation (89-b) - condition de Froude - il viert irré-

diatement
b) Rapport des débits volumiaues :
Celui~ei a évidermment nour valeur
(99) a =gl/2 . XS/?

puisqu'un débit est égal au produit d'une vitesse par une sectior.

c¢) Rapport des temps

Les ravvorts des lonpueurs et des vitesses étant déia définis. le

rapport des temps l'est aussi : il a nour exvression

(100) o= G-1/2 , y\1/2
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d) Rapport des pressions

D'aprés la relation (89-a) - condition d'Euler - on a :

(101) w=r.9? = rog.N

et par suite :

(I01') =TI;—'-

Elko ‘ g

Cette derniére relation montre que le rapovort des pressions, expri-
mées en hauteur équivalente du liquide correspondant, est &gal au rapport de simi-
litude.

e) Rapport des charges :
Par définition, la charge en un point est égale 4 la quantité, homo-

N < *
ge€ne a une longueur :

2
(102) He Z4h+2

h désignant 1'altitude du voint considéré par rapport & un plan horizontal de

référence arbitraire.

On a alors

P'
FR A
] ] ——
B on 1+ =+ 25:'h') )
- P
O O A
- \1 h 2 gh

S1i les revéres d'altitude, sont choisis de telle sorte que l'on
1] 1
ait : %%— =-%— =N | les crochets qui fizurent au numérateur et au dénominateur
du second membre sont égaux d'aprés la relation (I0I') et la condition de Froude,

. . | N
Dans ces condtitions, 11 reste simplement

(10%) :;'= A

f) Ravvort des puissences

Une puissance étant égale au produit d'une charge par un débit en
poids , ce rapvort a pour expression

1 3/2 T/2
I0k) w=wT=r.u- D
On remarqgue quef%ous les rapports que nous avons considérés, 1'échel-

le des longueurs A intervient toujours & une puissance positive, de sorte que
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ce sont bien les grandeurs relatives au modéle réduit qui ont les valeurs les
plus faibles. En particulier - et c'est 1d une circonstance trés favorable -
X\ intervient avec des puissances élevées dans les expressions du rapnort des
débits et du rapport des puissances, ce qui permet de réaliser des modf or ré-
duits avec de faibles moyens,

Autre avantage encore : le modéle réduit permet de "prévoir l'ave-
nir" puisque les événements se produisent sur celui-ci dans des délais plus courts

gque sur l'ouvrage réel.

Fn définitive, la mise en oeuvre de la similitude ne présente qu'une
’ Q

seule difficulté : trouver un fluide dont la viscosité ait pour valeur
R 1/2 2
(o7") vr=rt/2 332y

Mais dans la plupart des cas, on est arrété par cette difficulté.
En effet, la formule (97') impose habituellement des viscosités V' trés faibles.
Or les liquides satisfaisant & cette condition sont d'un maniement difficile

parce gue toujours volatils.

La similitude que nous venons de définir - et qu'on appelle simili-
tude compléte - ne pourra donc pas €tre utilisée en hydraulique industrielle. Ce
n'est que dans le cas ou le fluide circulant sur 1l'ouvrage réel est déjd visqueux

qu'elle pourra etre réalisée pratiquement.

VII - SIMILITUDE PARTIELLE OU SIMILITUDE DES ECOULEMENTS EN CEARGE :

La condition (97') qui limite les possibilités de la ~imilit-:de est
une conséquence des conditions de Froude et de Reynolds : aussi a t'on  cher-

ché & se libérer de l'une ou l'autre de ces derniéres.

Nous allons montrer que, sous certaines réserves, i1l est possible
de réaliser une similitude - dite similitude partielle - en éliminant la condi-
tion de Frcude. Cette condition étant 1liée directement i l'existence des forces
de pesanteur, son &limination ne pveut etre aue la conséquence de leur Adisrarition

de l'équation de Navier.

#*

On appelle ainsi les écoulements s'effectuant dans des domalnes

limités exclusivement var des vparois solides, fixes ou déformables.
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Or, nous avons vu qu'il en est bien ainsi lorsqu'on introduit dans
celle-ci les vressions &toilées. Par conséquent, si 1'on convient de ne considé-
rer que ces pressions étoilées - renongant ainsi d& ce qu'un rapport constant
existe entre les pressions - les &quations indéfinies du mouvement fournissent

seulement comme conditions de simiiitude :

By T By (a)
(105) ‘
R'a = Re (b)
= i désignant le nombre d'Euler étoilé
u P'VE : *

I1 nous reste encore d examiner les contraintes naue la présence
des frontiéres peut imposer. Lorsque celles-ci sont constitudes de parois solides,
nous n'avons & considérer que le champ des vitesses de sorte qu'il n'en résulte
aucune condition nouvelle. Par contre, lorsqu'il s'agit de surfaces libres, on a

sur celles-ci :

et par suite :
P* =.h , p'*= W’ .h'

D'anrds la relation (I0S5-a), il en résulte alors :

' k' _&H.h
pr.vie T p.Ve
soit :
V'2 _ V?
e'.D' T ~.D

La présence d'une surface libre faisant réapparaltre la condition
de Froude, la similitude vartiglle n'est donc anplicable qu'aux écoulements en
charge.

Cevendant, il est encore possible d'étendre son chamr d'arplication
aux écoulements nour lesquels les surfaces libres sont constituées exclusivement
de vlans horizontaux fixes, comme cela se présente lorsque l'ouvraze, lui-méme

en charge, est relié a des réservoirs de grandes dimensions ¥

* Les limites de tels écoulements sont connues i nriori, tout comme rour les
écoulements en charge ; aussi a-t-on l'habitude d'inclure dans la définition des

systémes en charre, les systémes ne comportant comme surfaces libres aque des

plans horizontaux fixes.



17

Mais, pour cela, on est amené & exercer sur les surfaces libres du
modéle réduit des pressions différentes de la pression atmosphérique. En effet,
si 1'on n'impose plus P' = O, la relation (I05-a) ne conduit plus & la conditior
de Froude ; elle fournit seulement la valeur & donner & P'* | soit

T N A
P v .(V).m.h
de laquelle on dé&duit :
t '2
el pro=E %—).Cj.h-m'.h'

Pour faire régner une telle pression sur la surface libre, on pour-

(106

rait comprimer de l'air au-~dessus decelle-ci ; mais il est plus simple de conver-
tir cette pression en hauteur du fluide correspondant. En opérant ainsi, le nivean
du plan d'eau dans le réservoir doit €tre maintenu & la cote :

t

laquelle a encore pour expression
VV
' = £ ARG
(107) Bo=E L 2w
H = h désignant la charge dans le réservoir de l'ouvrage en vraie grandeur.
Comme ici le terme.ETn(¥i)2 n'est pas égal a D' ,1le rapport des

D »
charges est différent du ravport de similitude méométrique .

Bien qu'en s'affranchissant de la condition de Froude, on n'ait
plus asucune contrainte d'ordre théorique dans le choix du fluide i utiliser
sur le modéle réduit, les possibilités Ad'emploi de la similitude partielle
restent trés limitées. En effet, afin de ne pas retomber sur la difficulté qui
rend la similitude compléte irréalisable, on cherchera & donner & la viscosité
V' une valeur supérieure i celle qui est donnée var la relation (97'), de sorte
cue pour ne pas modifier la valeur du nombre de Reynolds, 1l sera nécessaire
d'accroitre l'échelle des vitesses dans les mémes pronortions; il est alors 4
craindre que certaines grandeurs mises en jeu sur le modeéle réduit aient der
valeurs excessives.

Pour fixer nos idées sur ce noint, nous exvrimerons lec rannorts
corresnondant aux grandeurs remarquables dans le cas - le nlus intéressanrt du
neint de vue pratiaue - ou l'on utiliserait des fluides de méme nature sur 1'ou-

vrace réel et sur le modéle réduit.

_______ 3t ==x=I3=

»% Ce résultat est Zviderment valable meme S1 1a surface libre est auelconaue.
Seulement, si celle-ci n'est pnas horizontale, P' n'est vas cors*ant ; pour ~ue
la relation (I06) soit satisfaite, il faudrait alors asservir cette rressirn D'
d la cote h', ce oui est irréalisable vpraticuement.
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. 1]
En prenant -%— =1, :r-s 1 , et en supposant encore que l'on a

'%L = 1, on obtient immédiatement les résultats suivants :

a) Rapport des vitesses :

AR

\'
b) Rapport des débits volumiques :

Q' o
Q

c) Rapport des temps :

t' 22
- =

d) Rapport des pressions étoilées :

p¥ -2
w =

e) Rapport des charges :

HY _\-2
=

f) Rapport des puissances

W'y -1
w =2

Cormme dans la plupart de ces rapports, 1'échelle des longueurs,%
intervient & des puissances négatives, la similitude partielle ne pourra donc

étre d'aucun secours dans l'étude d'ouvrages industriels.

Cependant., cette analyse ne sera pas inutile ; elle constituersa

l'ossature théorique du chapitre relatif aux pertes de charges dans les conduites.

Les similitudes complétes et partielles ne donnant lieu a aucune
application pratique intéredsante, il ne reste plus ou'une possibilité : s'af-
franchir de la condition de Reynolds. Mais la - contrairement 3 la similitude
partielle - il s'agit d'un approximation, valable seulement dans certaines con-

ditions que nous exprimerons au cours de 1'étude des écoulements turbulents.

VIII - SIMILITUDE APPROCHEE OU SIMILITUDE DES ECOULEMENTS TRES TURBULENTS

Nous supposons que les conditions qui justifient 1'avproximation
sont satisfaites, ce qui est habituellement le cas lorsqu'il s'agit d'ouvrages
industriels.

Ici, il sera vossible d'utiliser le méme fluide sur 1'ouvrage réel

et sur la maquette,
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Nous ferons la distinction entre les systémes & surface libre et

les systémes en charge.

A - Systémes & surface libre :

‘Fu
Fr

Les conditions : E'y
F'r

permettent d'exprimer sans ambiguité tous les rapports remarquables de la simi-

litude.
En supposant encore ﬁ: = 1, il vient immédiatement :

V' \1/2
Tf'")‘
L' a5/
0

1 _\1/2
= =
P' _
_P__x
B AN
H

W' _\T7/2
=

B ~ Systémes en charge :

Dans ce cas, la seule condition A respecter est

E =©g*
u u

Ainsi, une fois déterminée 1'échelle géométrique A\ , on est encore

libre de choisir arbitrairement 1'échelle des vitesses ¢ .

Les rapports remarquables de cette similitude sont

= =2
Lo

£ ®

PY o2
pr =
H ¢t
H

W e3A?
W
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CEAPITRE VIII

LES REGIMES HYDRAULIQUES

I - FAITS D'OBSERVATION :

Considérons un ouvrage hydraulique quelconque alimenté sous une
charge constante. Une fois terminée la manoeuvre des organes de réglage du
débit, et apgé&“un temps plus ou moins long, on pourrait s'attendre & ce qu'un

régime permanent s'établisse,

,!R‘:
En fait, c'est bien ce qui apparaitrait & un témoin qui se con-

tenterait d'observer le phénoméne "de loin". Mais, un examen plus attentif mon-
tre que dans la pluvart des cas, la vitesse en un point ne demeure pas rigou~-
reusement constante dans le temps ; elle subit d'incessantes fluctuations en

grandeur et en direction. Le mouvement est seulement permanent en moyenne.

Ainsi, un appareil de mesure de la vitesse ayant une grande inertie
- un moulinet hydrodynamique, par exemple - fournit une indication constante :
par contre un appareil de plus falble inertie - un tube de Pitot, var exemple -
donne des indications variables dans le temps, mais qul oscillent autour d'une
valeur moyenne.

Cette instabilité de 1l'écoulement, qui se manifeste auel aque soit
le tyve d'ouvrace considéré, est particuliérement visible dans le cas ou il exis-
te une surface libre : les rides que lon observe en surface témoirnent de 1l'ari-
tation qui régne dans la masse.

Les premiéres études systématiaques ayant trait & la turbulence ont

été entrevrises par 0. Reynolds ; nous commencerons par décrire sa célébre exmé-

rience.
II - EXPERIENCE FONDAMENTALE DE REYNOLDS

Un tube de verre trés long (C) est alimenté par un bassin de rrandes
dimensions (B;) dans lequel 1l'eau est maintenue i un niveau constant Hy eréce
- " . . e . . .
a un déversolir de trov vlein (D1)° Un systéme de tranquillisation particulifre-

ment soisné rermet d'éviter les rmerturbations crées nar le débit d'avnort Qs
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A son extrémité amont, le tube (C) est muni d'un ajustaze (A), en
forme de tuyére, destiné a guider les filets liquides, @&vitant ainsi tout dé-
collement 4 1'entrée.

A 1'aval, ce tube débouche dans un second bassin (B2) dans lequel
le niveau H, de la retenue est régleble gréce & un déversoir coulissant (DQ).
Afin de visualiser les lignes de courant, un ajutage (0), trés fin, améne dans

- . toloree .
1l'axe de la tuyére un filet d'eauvavec du perménganate, par exemnle,

Un robinet (R) disposé sur la turbulence alimentant cet ajutage
permet d'agir sur la vitgsse du jet coloré de facon & la rendre égale a celle
du fluide ambiant. |

Au début de 1'expérience, le niveau H, est égal au niveau Hy, et le
robinet (R) est fermé. On crée ensuite un écoulement en donnant & la charre
AH = Hy - Hy des valeurs successives de plus en vlus grandes, le robinet (R)

étant a chaque fois réglé en conséquence.

Tant que les vitesses sont suffisamment faibles, le filet coloré
demeure rectiligne. Il dessine l'axe du tube et ne se mé€le aucunement au fluide
environnant. L'écoulement se fait vpar couches paralléles qui glissent les unes
sur les autres : on dit alors que le régime d'écoulement est laminaire. (Fig. a)

Mais, en continuant & augmenter la vitesse de 1'écoulement, on finit
par atteindre un débit Q. & partir duquel 1'écoulement cesse d'€tre stable. Le
filet coloré n'est plus rectiligne ; il commence tout d'abord par vrésenter des
ondulations -~ (Fie. b) puis, au fur et i mesure que 1l'on ausmente le déhit, ce file
filet se brise en une série de tourbillons qui envahissent toute la masse liquide

environnante. (Fig. c).

Enfin, pour des débits encore plus importants, le colorant se dis-

tribue d'une facon pratiquement uniforme dans le tube (Fip. d)
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— ~ ~ - = turbulent
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v — o R v - ‘H vV turbulent

Dans les cas (b), (c), (d) ol les particules cessent de se déplacer
suivant une paralléle i l'axe du tube, c'est-d-dire lorsque les filets liquides
perdent leur individualité en s'interprénétrant les uns les autres, on dit que
le régime d'écoulement est turbulent. Lorsque l'agitation est trés intense, le

régime est dit "turbulent saturé".

A la valeur Q, du débit pour laquelle le régime cesse d'étre lami-
naire, correspond une valeur critique Re, du nombre de Reynolds. Dans son expé -
rience, l'auteur a trouvé Re, = 2400, et cela quelle que soit la nature du li-

quide utilisé.

En ovérant avec des tubes lisses de différents diamétres - mais &
condition toutefois de modifier en conséquence toutes les dimensions de l'instal-
lation - on constate que l'apnarition de la turbulence a encore lieu quand le
nombre de Reynolds atteint la valeur critique de 2400. Ceci était d'ailleurs pré-
visible puisque dans le cas des systémes en charze, la similitude des écoulements

exige seulement 1'égalité des nombres de Reynolds.

Les valeurs de Re,, obtenues par les différents auteurs qui ont
repris 1l'exmérience de Reynolds, sont eénéralement trés éloignées de 2400 : mais
cela n'a rien de surorenant si on considére que ce chiffre de 2400 est rrovre a
1'installation de Reynolds, c'est-d-dire quil corresmond & un tube cylindrioue
lisse, équiné d'une tuyere bien particuliére, et alimenté par un bassin a 1'inté-
rieur duguel le fluide n'est nas absolument calme. Dans cet ordre d'idées, on
con¢oit alors mu'avec une tuyére mieux profilée et un systéme de trannuillisation

nlus efficace, on puisse conserver vlus longtemns le régime larinaire.
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Ainsi, H. Rouse a réussi & maintenir ce régime pour des nombres de
Reynolds atteignant des valeurs de l'ordre de 40,000, Mais de telles exmérien--=«
exigent d'infinies précautions, la moindre perturbation extérieure étant suscenr-

tible d'amorcer la turbulence.

Afin de rendre plus démonstrative l'expérience de Reynolds, il serait
donc préférable de disposer & 1'amont du tube une tuyére plus sommaire - ou méme
de supprimer complétement cellesci - parce que, dans es conditions, le changement
de régime ne serait pratiquement plus influencé nar les causes extérieures : la
naissance de la turbulence pourrait alors &tre revérée d'une facon plus précise
et l'expérience serait parfaitement revroductible. Mais & ce moment la, la valeur
du nombre de Reynolds critique ainsi trouvée - d'ailleurs inférieure a 2LOO - cor-
respondrait & l'apparition de la turbulence, non plus & 1l'intérieur d'un tube

cylindrique lisse indéfini, mais & l'entrée de celui-ci.

En hvdraulique industrielle, les é&coulements sont habituellement
turbulents et, dans bien des cas, turbulents saturés. Pour nous en assurer, consie™
dérons une conduite de diamétre D = 0,I0 métre, et transportant de l'eau 4 la vi-
tesse moyenne U = 1 m/s. En prenant pour VY la valeur 10_6m2/s, on obtient :

Re = IOS, soit un chiffre suffisamment élevé vour que l'on puisse affirmer que

le régime d'écoulement est bien turbulent. Ce n'est que dans les conduites lisses
de faible diamétre, & 1'intérieur desquelles s'ércoule un fluide visaqueux - de
1l'huile, par exemple, comme dans les circuits de graissage - que le régime d4'écou-

lement peut-étre du type laminaire.

Il est bien évident que l'aritation de turbulence entraine de grandes
déperditions d'énergie et que, par conséquent, la nuissance nécessaire pour assu-
rer le mouvement est - toutes choses égales par ailleurs - beaucour vlus imnortante
en réegime turbulent qu'en régime laminaire. Ainsi, dans le cas d'une ccnduite 4'ad-
duction d'eau en acier, déja en service, de diamétre D = 0,10 métre,et nour laquelle
on aurait U = 1 m/s, la puissance dissipée par unité de lonrueur serait de 1,5watt.
alors que si 1l'on avait pu maintenir le régime laminaire, cette nuissanre re cerait

que de 2,5. 10" %watt.

L'expérience que nous allons décrire maintenant fournit une nreuve
indirecte du fait cgue la turbulence donne lieu 4 une déperdition d'énergie sup-

plémentaire importante.

Un bassin (B) de trés grandes dimensions, initialement vplein d'eau.



se vide par un tube cylindrique horizontal (T).

Tant que la charge H est suffisamment grande, le régime d'écoulement
est du type turbulent'et, & la sortie du tube, le jet présente un aspect granuleux.
Puis, dés que la charge H devient inférieure & une certaine valeur critique H,, le
régime tend & devenir laminaire. Il en résulte alors une diminution des pertes
d'énergie et par suite une augmentation de la vitesse d'écoulement, ce qui se

traduit par un accroissement momentané de la puissance du jet & la sortie du tube.

Mais du fait de cette augmentation de la vitesse, le régime turbulent

___l’“ se rétablit aussitdt, puis redevient
— e — & nouveau laminaire, et ainsi de
———— suite.

—_g B ——Lﬁz On observe donc & la sortie du tube

" un phénoméne de battements dont 1'in

., .
— N\ tensité passe par un maximum pour

V' cesser complétement dés que la char-

~

ge H devient inférieure & une secon-

de valeur critique H,.
A ce moment 1li, le régime devient laminaire en permanence ; la veine
liquide devient stable et présente l'aspect lisse et limpide caractéristique des

écoulements non turbulents.

IV - ECOULEMENTS LAMINATRES DANS LES SYSTEMES PRESENTANT UNE SURFACE LIERE

D'aprés ce aul précéde, il semblerait que le régime laminaire ne
puisse €tre maintenu que sur des ouvrages de petites dimensions traversés par

des fluides animés de faibles vitesses.

Cependant, il existe une autre catésorie d'écoulements nour laquelle
. |
les conditions d'existence du régire laminaire sont toutes autres. Dans cette

catéerorie, nous citerons, entre autres

- Les écoulements i travers un orifice & mince paroi, un ajutage rentrant, une
tuyére profilée. (Fig. 1,2,3.)
- L'écoulement au-dessus d'un déversoir 3 mince paroi. (Fie. k)

- L'dcoulement sous une vanne de fond. (Fig. 5)
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Portons notre attention sur 1l'un de ces cas, celui de la tuyére
rrofilée par exemple, et supposons que celle-ci constitue 1l'injecteur d'une
turbine Pelton ; les vitesses peuvent alors &tre considérables - de l'ordre
d'une centaine de m/s -~ de sorte aue le nombre de Reynolds corresnondant au jet
evlindrique issu de cette tuyére atteint des valeurs de l'ordre de nlusieurs
millions. Cenendant, ce jet présente = tout au moins sur une certaine lenrueur -
1l'aspect limpide caractéristique du répime laminaire. Cette contradiction arra-
rente avec les résultats de l'expérience de Reynolds vrovient du fait aqu'ici. le
iet n'est plus guidé par des parois solides : il est entiérement en contact =vec
1'air atmosphérique. On peut donc déjd en conclure que les frottements sux varois
sont, pour une grande part, & l'origine du phénoméne de turbulence : 1'explicatior
que 1l'on peut en donner est la suivante :

Au voisinage d'une parci, les particules vprennent un mouvement
de rotation du fait du fort gradient de vitesse auxquels elles sont soumises. On

peut alors concevoir que si cette vitesse de rota-

tion est suffisante, les varticules puissent se
///////’ détacher des parois selon un processus & caractére
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aléatoire, créant ainsi des perturbations qui se propagent partout & 1l'intérieur

du fluide.

Dans cet ordre d'idées, on peut alors prévoir que pour éviter la
‘turbulence, il soit nécessaire, ou bien qu'il n'y ait pas de parois solides dans
les régions de grandes vitesses, ou bien que le fluide ait une viscosité suffi-

samment faible pour qu'il se comporte comme un fluide parfait.

»

Par ailleurs, nous constatons que la tuyeére convergente a "amorti"
la turbulence puisqu'a l'entrée de celle-ci le mouvement était trés turbulent
alors qu'd la sortie il est quasi-laminaire. PLus généralement, nous admettrons

qu'une trés forte accélération positive favorise le maintien du régime laminaire.

Il y a lieu de remarquer que les deux circonstances suivantes
absence de parois solides dans les régions de grandes vitesses et mouvement for-

tement accéléré, se retrouvent sur chacun des exemples précédemment cités.

V - CLASSIFICATION DES ECOULEMENTS

Parmi, les écoulements laminaires, nous ferons la distinction sui-
vante : les écoulements laminaires des fluides peu visqueux dans les systémes
présentant une surface libre, que nous assimileront aux &coulements des fluides

varfaits, et les écoulements laminaires des fluides visqueux.
Notre cours d'hydraulique générale se subdivisera alors ainsi ;

I - Ecoulements des fluides parfaits

2 - Ecoulements laminaires des fluides visqueux
3 = Ecoulements turbulents
i

- Ecoulements des fluides compressibles.




Deuxiéme Partie

STATIQUE DES FLUIDES



CHAPITRE I

Equations de 1l'équilibre des fluides

I - EQUATION GENERALE

L'équation d'équilibre des fluides s'obtient immédiatement & partir

—

de 1'équation de Navier dans laquelle on fait : V £ 0 ; il vient ainsi :

( 1 —ly ---b
1) 3. grad P = F
La pression caractéristique P = P (¢, T) qui figure dans cette éga-
. C . - Pl
1lité représente également la valeur algébrlque‘;du vecteur pression ¥>(M) comptée

—_—
vositivement dans la direction de la demi normale Mn.

IT - BQUILIBRE D'UN FLUIDE ISOVOLUME
La masse volumique p étant considérée comme une constante, l'équation

(1) peut &tre mise sous la forme

I

() erad ¢ F

I1 en résulte que 1'énuilibre n'est nossible que si les forces ar-

plinuées dérivent duse fonction de potentiel O telle que

—_—

—
F = grad Q

Dans le cas ol él en est biern ainsi. 1'équation d'équilibre est

soit
(3) _—O'—'Cl

C, désignant une constante oue 1l'on détermine var les conditions aux limites.
On voit ainsi nue les surfaces isobares P = Cte coincident avec les surfaces de
niveau ¢ = Cte ; comme les lirnes de forces du chamn'E?sont les trajectoires or-
thogonales des surfaces de niveau, il en résulte que ces lignes sont aussi les
trajectoires orthogonales des surfaces isobares.

Dans le cas d'un fluide soumis uniquement aux forces de pesanteur.

on a : Q=-g .M
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h désignant la cote du point considéré par rapport a4 un plan horizontal de réf7-
rence arbitraire,
L'équation fondamentale de 1'équilibre des fluides pesants isovo-

lumes est alors :

P
? + g h= Cl
soit
P =
(4) =+h=0
ou encore :
(')  P'=cC
La quantité EP;' + h —~que 1l'on appelle "hauteur piézométrique au

point M" —conserve donc une valeur constante en tout point de la masse fluide,

Les surfaces isobares sont ici des plans horizontsux : en particu-
liers, la surface libre est constituée par un plan horizontal puﬁqu'en chacun de
ses points, il réene une pression constante égale & la pression atmosphérique Pg.

Pour calculer la pression qui régne en un point M,situé i la distance
D au-~dessous de la surface libre, nous é&crirons que la hauteur piézométrique en
ce point est égale & la hauteur viézométrique en un point nuelconque M, de la

surface libre. Il vient alors successivement

(§;+ h)y = (5 + h)MO
p =p, +&. (hy - h)
et
(5) P =Dy +W. D

III - EQUILIBRE ISOTHERMIQUE D'UN FLUIDE COMPRESSIBLE

Puisque par hyvothése la température est considérée comme une rone-

tante, la masse spécifique ¢ ne dépend que de la pression p. On peut donc écrire

% graa p = grad Eg

—'9‘/hn
grad -F-

Cette relation montre que 14 encore, 1l'équilibre n'est vossible auc

et var suite
—,
F

si les forces par unité de masse dérivent d'une fonction de potentiel 0. Dans 1le

cas ou cette condition est réalisée, l'équation d'équilibre s'éerit

ér_aadf%g-= grad Q
soit 4o
(6) - Q0=C

3



C)étant une constante que l'on déterminera par les conditions aux
limites.

Dans le cas d'un fluide uniquement soumis aux forces de pesanteur,
il vient :

(7) j—?—-& g.h = C

Corme l'intégraledf%? n'est fonction que de la pression p, l'équa-
tion (6) montre que les surfaces isobares coincident encere avec les surfaces de
niveau du champ de forces ?{

Pour un fluide pesant, ces surfaces, et en particulier la surface
libre, sont des plans horizontaux.

Nous traiterons & titre d'exemple, les deux cas suivants :

A - Equilibre isothermique des liguides pesants

Rappelons que si Ky désigne le coefficient de compressibilité iso-
thermique, on a par définition :
d
-P2=KTodp
et par suite, en remarquant que pour les liquides Ky est pratiquement indépendant

de la pression :

(8) P: PO . eKT'(p - pO)

Qo désignant la masse volumique correspondant & une pression de référence p,, la

pression atmosphérique vpar exemple.

En portant cette expression de p dans 1l'équation d'&quilibre (1),

il vient :

1 - D -
—PO-KT'EKT(’ DO)"'gh:C

En prenant comme plan de référence des altitudes, le plan de la sur-

|
face libre sur lequel régne la pression pg, on obtient

1
fo - Kp

C = -

et par suite :

1 -—L—.'Mg(l+®o.I%. h)

® = K,

La pression v en un point M situé & la profondeur D, est donc

©

(9) p=no-—l"".LOZ(l-¢TJo.KT.D)

Kp

Comme pour les liguides Ky est trés faible, on est en droit d'écrire

du moins tant que la profondeur D n'est pas trop zrande
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(9') o M po +To. D . (1 +ZTD

1 2
' . B cm———
Dans le cas de l'eau, on & : KT 50 000 em©/ke

Ty = 1 2
soit : Kp = mﬁ'm /Newton
A condition d'exprimer D en métre, il vient alors

-8
= = 103 10 =D
wo.KT.D = I0" . g » 28 . D |200 000

et
— D
(I0) o # p, +To- D - (1 *+ 55680 -

ST 1'on avait supposé que la masse svécifioue pardait nartout la

valeur ¢, aui correspond 3 la pression atmosphériaue ng,, on aurait trouvé
(S) D=Do+mo.D

L'erreur introduite par une telle simmlification revient donc 3
négliger le terme 3562656 devant 1'unité : pour un roint situé dans une fosse
marine 2 une profondeur de 8.000 métres, cette erreur ne serait encore que de
2% . comme dans la plupart des problémes d'hvdraulique industrielle, les diffé-
rences de pression entre les différents points de 1l'ouvrase ne sont jamais aussi
importantes que dans cet exemple, on voit qu'il est tout & fait justifié de né-

gliger la compressibilité de 1'eau *.

B - Equilibre isothermique des gaz vparfaits soumis au champ de

la pesanteur
Fn aprelant T la temnérature ambiante suprosée constante : Py, Py,

la pression et la masse volumique au sol, on a
(11) = ._P_
$=f1 %
L'équation (7) s'écrit ainsi
zl. logep+g.h=C

f1

Si 1'on compte les altitudes & partir du niveau du sol. on a :

% Ce n'est que vour 1'étude des coups de bélier cue nous aurons d vrendre en
compte la compressibilité de 1'eau parce gue le nhénoméne est rrécisérent di aux

propriétés é€lastiques de celle-ci.
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soit : U1 g
(12) p=p, - 1

_ Cette formule, due & Laplace, permet, du moins en premiére avpro-
ximation,de mesurer les altitudes au moyen d'un barométre. Mais il faut bien

observer que l'on a supposé ici l'atmosphére en équilibre isotherme, hypothése
qui ne se trouve pas vérifiée par l'atmosphére réelle. Il est donc inutile de te-

nir compte des variations de g en fomction de h,

Faisons une application numérique en supposant que la pression au
sol est égale 4 1la pression normale et que la température est partout égale &
O°C ; ona 5
Po = 1,013 . 107 pascal.

o = 1,293 kg/m’
et par suite, & condition d'exprimer h en métres

h
e~ 1,251 . 10% cm de mercure

p=76.

Pour h = 8840 métres (altitude du Mont Everest), ontrouve ainsi

p = 24 cm, alors que les mesures donnent v = 28 cm.

IV - EQUILIBRE DE L'ATMOSPHERE STANDARD

L'équilibre de l'atmosphére a un caractére essentiellement fluctuant.
La température, la oression et méme la comnosition de 1l'air sont différents en
chaque point de la surface du zlobe ; en un lieu déterminé, ces caractéristiques
évoluent également dans le temps. On concoit qu'il en est de méme pour la loi de
répartition en altitude.

On a €té amené alors a définir une atmosphére stable fictive, appelée
atmosphére standard, dont les caractéristiques s'apvarentent aussi fidélement que
vossible aux carsctéristioues moyennes de 1'atmosvhére réelle.

A la suite de nombreux sondages, on a convenu de définir 1'atmos-
rhére standard de la maniére suivante :

1 - L'air est considéré comme un paz parfait et sec.

2 - A 1'altitude zéro, la oression est égale 4 la vression normale Py, et la
température est égale a 15°C.

? - De 1'altitude zéro, 4 1'altitude de 11 000 métres, c'est-d-dire tant nue 1'on
se trouve dans la tronosphére, la temvérature décroit linéairement de €°5 nar

1 000 métres.

L - A partir de 1'altitude de 11 000 métres, c'est-d-dire tant aue 1l'on reste
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dans la stratosphdre¥ 1a température reste constante et égale, d'apnrés les
conditions (2) et (3), & - 56,5°C.
5 - Enfin, étant donné que 1'atmosphére standard ne représente que trés impar-
faitement 1'atmosphére réelle, on a jugé qu'il est inutile de tenir comnte des
variations de g avec 1l'altitude.

Nous étudierons d'abord 1l'équilibre de 1'atmosphére standard dans

la troposphére, puis dans la stratosphére.

A - Equilibre de 1'atmosphére standard dans la troposphére:
A 1'altitude zéro, la masse spécifique, que nous désignerons

var ., a pour valeur

273
Po

1,293 . §§§-kz/m3

soit
1,225 ke/m>

fo

A 1'altitude h, la température absolue a pour valeur d'apres

1'hypothése 3 :

- 6,5
T—?88—m.h,
soit
T=288 (1 -a.h),

avec : a = 2,26 x 107 , h étant exprimé en métre.

La masse volumiaue e 4 1'altitude h. a alors vour exrression
v 1
(13) P=Po» o e
? PO Do 1l - ah
v étant la pression corresnondante.
Commef)dépend ici de n et de h, 1'éouation d'éauilibre doit étre

prise sous la force initiale

B
= ———— , grad (- rh)
Po P 1 - ah

Le premier membre de cette éralité ne dérend aue de n, tarndis aue

son second membre ne démend aque de h : on reut alors écrire

¥ La surface séparant la tronoghére et la stratosvhére est aprelée 1la

"tropovause'.
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et :
%E} . logp = -E—. Log ( 1 - ah) + Cte
Comme pour h = 0, on a p = p,, il vient :
%Q_,I,og_2.=-§-. Log (1 - ah)
o} - Po a
et :

50
(IL) p =vp, . (1 - an)Po.2@

3o étant le poids volumique de l'air au niveau du sol.

Dans le systéme d'unités M.K.S.A., on a :
a=2,2x10"0 ; B, =1,225x 9,8I ;
Do = 13,6 x 1000 x 9,81 x 0,76

On en déduit
h )5.25

(Ik') p=76 . (1 - 2,26 - o8 cm de mercure

La loi donnant la révartition de la masse spécifique en fonction
de 1'altitude s'obtient immédiatement en remvlacant p par sa valeur dans 1l'équa-

tion (I3) : il vient ainsi

Q.
(I5) ¢ =0, . (1 - ah)p,.a .
et :
' h \b,25 3
(I15') ¢ =1,225 . (1 - 2,26 . 757) Ke/m

A 1'altitude h = 11 000 métres, c'est-d-dire sur la tropovause, la

température, la vression et la masse volumique ont respectivement nour valeurs
T, = 216,5° 1, ny = 17 cm de mercure , Py = 0,36 ke /m3
B - Fcuilibre de 1'atmosrhére standard dans la stratosphére :

A vartir de h = 11 000 métres, 1'équilibre est isothermique ;

la forrmule barométrique de Larlace est donc avplicable 3 condition. bien entendu,

de prendre comme conditions aux limites celles qui régnent sur la trovnonause.

On obtient alors immédiatement
- 2L (n - 11 000
(16) v=0, . e )

(17) _ -1 . (r =11 000)
?—- ?1 . € pl

et
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L'application numérique donne :

- 1,56 (h - 11 000)
(16*') p=1IT . e 10 000 cm de mercure

et | h - 11 000
- 1,56 57660 )

(IT') e =0,36. e kg /m3

V - UNITES DE PRESSION

Des considérations d'ordre pratique ont 'amené les techniciens &
compléter la gamme des unités de pression des systémes cohérents fondamentaux
par d'autres unités d'un maniement plus commode dans leurs spécialités.

Nous distinguerons donc
' -~ Les unités des systémes cohérents fondamentaux.
- Les unités dérivées des unités de ces systémes.

~ Les unités d'origines diverses,

Pour déterminer les équivalences entre les unités de pression des
systémes cohérents fondamentaux, on a avantage & faire appel i 1l'équation de
dimension de la pression qul est, rappelons le :

[Plam .1t 2

a - Rappel concernant les unités des systémes cohérents fondamentaux :

L'unité de pression du systéme C.G.S. est "la barye" : celle du
svstéme M.K.S.A. est "le pascal" ; celle du systéme M.T.S. est "la piéze". Entre
ces unités, nous avons les relations

1 piéze = 103 pascal = th barye
L'unité de pression du systéme M.Kp.S. est le Kef/me : il est

éruivalent & 9,81 pascals.

b - Unités dérivées des unités des systémes cohérents fondamentanr

Le kgf/cme, unité dérivée de 1'unité de pression du systéme

L 2

M.Kp.S. équivaut & 10" kef/cm®.

Le bar, unité dérivée de 1'unité de vpression du systéme C.C.S.,

6

équivnut & 10° barye. Le millibar, surtout utilisé en météorolorie, ert donc

Pl

éral 3 103 varye.

¢ - Unités d'origines diverses :
"Le métre d'eau" équivaut 4 la pression aqui régne 2 la base 4'une
colonne d'eau au repos de un métre de hauteur, lorsaue la nression est nulle sur
la surface libre.

Dans. le svstéme M.Kp.S., cette pression est érale A(0.

&}
)
<
D
0



&>=1000et D=1,

On a alors :

"] mStre d'eau" = 1 000 kgf/m?

"Le métre d'eau"vest donc équivalent & une pression de 0,1 kgf/cm2

"Le millimétre d'eau”, utilisé‘surtout en aéronauticue, est équiva-
lent, d'aprés ce gui précéde, d 1l'unité de pression du systéme M.Kp S.

"L'atmosphére" équivaut & la pression atmosphérique normale ; elle
est donc égale & la pression qui régne & la base d'une colonne de mercure de

76 cm de hauteur, lorsque la pression est nulle sur la surface libre.

Dans le systéme M.KP.S., on a alors :

1 atmosphdre = 13,6 x 1000 x 0,76 kef/m°
soit :

1 atmosphére = 10 336 kgf/m?
"L'atmosphére" équivaut donc & une pression de 1,033 kéf/ch.
Dans le systéme C.G.S., on a :

1 atmosvhére = 13,6 x 981 x T6 barye
soit

1 atmosphére = 1,011. 106

barye
En premiére approximation, on peut donc confondre "1l'atmosphére" et

"l1e bar'.

VI - EQUILIBRES PSEUDO STATIQUES

I1 est possible d'entrainer un fluide de telle sorte que celui-ci
demeure au renos par rapport a un systéme d'axes mobiles OXYZ : on dit que le
fluide est "en équilibre pseudo-statique'. Les équations habituelles de la méca-
nique, reliant les grandeurs mesurées dans un tel systéme d'axes, restent valables
4 condition d'adjoindre aux forces directement appliquées les forces d'inertie
d'entrainement et les forces de Coriolis. Mals, dans le cas présent, les forces
de Coriolis sont nulles puisque,var hvpothése,il n'y a pas de mouvement relatif.
Par unité de masse, la seule force i ajouter aux forces extérieures est donc

—» —
Fi=-%
—
¥ désignant 1l'accélération & laquelle est soumis le fluide entrainé.
D'ou 1'équation de 1l'équilibre pseudo-statique :

> - -
(18) =, grad p = F = ¥

N

A titre d'exemple, nous traiterons les deux cas suivants
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A - Equilibre d'un liquide pesant animé d'un mouvement de translation uniformé-
ment accéléré.

_ Nous choisirons le systéme d'axes mobiles de telle sorte que 1l'axe
0Z soit vertical et que le plan YOZ soit paralléle & la direction du mouvement

de translation ; nous désignerons paro l'angle formé par le vecteur accélération

a -
¥ avec l'axe 0Y. fig. (1)

3
3
fiq:1
x 'S
L'équation 4'équilibre est
1 - > —
-‘;zrad p = grad (- gZ) - grad (¥.coso(. Y + ¥.sinX . Z)
soit en supposant le fluide isovolume :
(19) %+(g+x. sinol ). Z +¥. cosX. Y = Cte

Les isobares, et en vnarticulier la surface libre, constituent une

famille de vlans paralléles d'équation
(19") (g +Y. sinX) . Z +¥. cosX. Y = Cte

Ils forment avec 1l'horizontale un angle y)tel que

X . cos X
7 +X.5in Y

(19") teyw = -

Notons que le nrobaéme aurait nu €tre traité séométriquerment en re-
maraquant que tout se passe ici, comme si le liouide était soumis au champ unifor-
me ;?, résultant de la superposition du champ de la pesanteur et du chamn -"gi
Les isobares et, nar suite, la surface libre sont alors forméesde nlans pervendi-

—-a
culaires d la direction du chamn F'. (Fig 2 & 3).

On voit ainsi, que le liquide se situe au-dessus ou au-dessous de la
surface libre selon que la quantité -¥ . sinX est surérieure ou inférieure i 1'ac-

célération ¢ de la vesanteur.



fig: 3

'ﬁg:Z

B - Enuilibre d'un liquide pesant, animé d'un mouvement de rotation uniforme
autour d'un axe vertical.

Un fluide isovolume est contenu dans un réservoir qui tourne & la

vitesse anpulaire constante autour d'un axe vertical 0Z - Fig L - Lorsaque le

récime est rétabli le linuide tourne en bloc, & la maniére d'un solide, & la

vitesse angulaire ¢ auvtour de cet axe. Par

raprort 4 un systéme d'axes or, o7, 1iés au

réservoir, le liquide est au repos. L'accé-
-_>

lération d'entralnerent ¥ , ou accélération

centripéle, a nour exvoression

, > 2 N2
?:—wz.r.? =_Erad-(-'*—)5'—l:—

r, désignant la distance d'un vpoint M de la
masse fluide a l'axe de rotation :

- . .

n, étant le vecteur unitaire porté par la

demi normale extérieure au cylindre circu=

Fig:# laire d'axe 0Z et de rayon r.

L'2auation de 1'égquilibre nseudo-statique est donc

soit

(20)

— . s 2 P
rrad % = prad { -¢2) + grad (~"—°——'?—r-.-—)

2 2
g =2 _ B L,
dad w

Les isobares et, en particulier, la surface libre sont donc des

rarabololides de révolution d'axe 0Z.

La constante C qui intervient dans 1'éaquation nrécédente dérend du

remnlissace initial : pour déterminer sa valeur. il suffit d'écrire que la sur-

face libre, d'équation

2,2

Z:__%.,w-p-_%-ﬁc
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délimite un volume fluide égal & celui qui a é+é intreduit dans le réservoir.
Dans le cas ou ce réservoir est un cylindre circulaire de rayon

R, on trouve ainsi :
2.2
R

We
- +
CEE-S e B
H désignant la cote atteinte par le fluide contenu dans le réservoir, avant sa
mise en rotation. (Figz. 5)

D'ol 1l'équation des isobares :

2 2 -
7=H+% (2_ 8y _PRP-Ro

—

pod -4 2 w
et 1'équation de la surface libre :
2 2
' = wo 2 R
(21') / H+2g.(r >

Nous constatons que 1'intersection de cette surface libre et du olan Z = H est

un cercle de rayon :

(e1") ro = R. 2
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CHAPITRE II

Hydrostatique

Les différents résultats que nous état drons dans ce chanitre seront
déduits directement de la relation fondamentale de 1'équilibre des fluides iso-

volumes soumis au champ de la pesanteur

(L) D +&5. h = Cte

T - THEOREME DE PASCAL

D'aprés la relation (l4) on a, pour deux points Mj(p; , h1)
Ms(pp , hy)
r1 - P = . (hp =),

ce aui montre que toute variation de p; entraine une variation égale de po. D'ou
1'énoncé du théoreme de Pascal

"Les variations de pression au sein d'un liquide isovolume au repos
se transmettent intégralement".

Le rrincire de la transmission des pressions est utilisé en parti-
culier dans la presse hvdraulique. (Fig. 6)

Considérons un réservoir, complétement

/////777////////////////

rempnli de liquide, présentant deux ou-

EZ&ZZZ 2 vertures dans lesquelles nreuvent cou-
E lisser deux mistons P., P, de sections
; _ _ - [ - P, | ] :
L5l 2 722.23““—‘2 o1 So
EZZZZ7 En exercant sur ces vistons des forces

- -_> . . . ~
Fi Fr, le liquide se trouve soumis &

LLLLL LA L

des pressions ¢levées de sorte que 1l'on
F;Sz 6 peut nésliger les termes en egh devant
les pressions.

Dans le liquide au repos on a, d'aprés le théordme de Pascal

5]
—t
"
o
n)
mL?
N
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~ En donnant au rapport %% une grande valeur, on peut & partir d'une
force F, faible, obtenir une force F, considérable. La presse hydraulique est

donc un transformateur de forces.

II - THEOREME D'ARCHIMEDE

Considérons un solide on, limité par une surface X, en équilibre
au sein d'un liquide au repos. (Fig.T). On se propose de calculer la résultante
—’ 3 -

R des forces de pression qui s'exercent sur 2.

Imaginons maintenant que l'on remplace la ma-

tiére solide contenue & l'intérieur de I par

R un volume adu fluide ambiant. Tout le fluide
demeure au repos, de sorte que les forces de
z . )
pressions qul 8'exercent sur & ne sont pas mo-
difiées. ‘
Le volume fluidenest au repos sous l'action
LD . -
g Fig 7 de deux forces : son poids P et la résultante R.
On a alors :
- —
R + P =0
soit
— —
(5) R= -P

D'ol 1'énoncé du théoréme d'Archiméde :

"La résultante des forces de pression qui s'exercent sur la sur-
face d'un corns complétement immersé dans un liquide pesant en équilibre est une
force verticale ascendante dont le support passe par le centre de gravité zéomé-
trique du corns et dont l'intensité est égale au poids d'un volume de liquide

#7al au volume du corms',

Considérons en présence deux liaquides au remnos.
de masse snécifiouef;,Po. et deux roints A et F
auelconaues situés sur la surface de sévaration
$ -Fig 8 = A et B se trouvant d'ure rart dans
le liquide (1) et d'autre rart dans le linuide
(2); on a :

PA + Pl . f’.hA

PB +P1 . F’ohP

PB + ?2 . 2.hn

“

F\S 8 PA +?2 . Q.hA
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~

soit en soustrayant membre & membre
(?1 - 92) . hA - hB) = 0
Comme nar hypothése P, est différent de Qp, on a nécessairement
hy =hp

La surface de séparationXest donc un plan horizontal.

IV - RESULTANTE ® D'UN_SYSTEME DE FORCES DE PRESSION CONSTANTE S'EXERCANT
NORMALEMENT SUR UNE SURFACE

Lorsqu'un fluide se trouve soumis & des pressions importantes, dans
1'équation de la statique on néglige habituellement les termes en {.g.h et 1'on

admet : o = Cte

a - Cas d'une surface fermée - Fig. 9-

©) La résultante des forces de pression qui s'exercent sur la surface
ferméeYa vour valeur :

- —- . —
R=-jfs n.n.dS=-/f[ GTEd p . AT
T

—
R =0

soit

ruisnue p = Cte par hyvothése. ‘
Ouant au moment résultant de ces forces, par rapport 3 un point O

cuelconaue, il 2 pour valeur :

— — ——D
M=-p j (OMAT) . dS = - p J[/Rot.OM.dC
s . T

s

oit :
P d
M=20

—_— >
puisque Rot.OM = O

33

Les forces de nression constituent donc un syvs-
1%P 04

Fig 9 téme nu

b - Cas d'une surface ouverte (S) s'appuyant sur un contour plan (c)

Considérons une surface orientée (S) sur la face interne de laquelle
s'exercent des forces de vression uniforme v. Afin de nous ramener au cas nrécé-
dent, nous compléterons la surface (S) par 1l'aire plane A limitée nar le contour
(¢) et sur laguelle s'exercent des forces de pression uniforme p. (Fie. 10)

La résultante de ces derniéres, appliquée au centre de pgravité G

de 1'aire A, a pour exrression



Comme la résultante des forces de pression
s'exergcant sur la surface fermée L, consti-
tu€e des surfaces (S) et (A), est nulle,il
vient immédiatement :

- =
(6) R=-p.A.nm,

I est & remarquer que ce résultat est indé-
pendant de la forme de la surface (S) et ne

dépend que de l'aire limitée par son contour

(e).
V = CALCUL DE L'EPAISSEUR D'UNE CONDUITE MINCE SOUS PRESSION

Considérons une conduite circulaire de diamétre intérieur D, d'é-
paisseur e, & l'intérieur de laquelle s'exercent des pressions qui, en premiére
approximation, peuvent #tre considérées comme uniformes. Nous nous proposons de
calculer le taux de travail transversal Ty et le taux de travail longitudinally
auxquels est soumis le matériau qui constitue cette conduite.

a - Taux de travail transversal.

Pour calculer celui-ci, nous considérerons

P

7 un troncon de conduite de longueur &, et
nous chercherons & évaluer la force Fy qui

tend & séparer les deux parties de conduite

situées de part et d'autre d'un plan diamé-
tral (Fig. 11). D'aprés les résultats du
paragraphe précédent, cette force est nor-
male & ce plan diamétral, et a pour valeur :

f Fig 41| Fp = .B.p

N

La conduite étant supposée trés mince, cet effort se répartit sen-

siblement d'une manidre uniforme sur la surface 2.e.{ . On a alors :

(1) Ty =32

Connaissant le taux de travail admissible vour le matériau utilisé,
cette formule permet de déterminer l'épaisseur minimum & donner & la conduite.
s===sﬂ:s-mm----nm--nmsnlmnnuaiauasss==snss!======l=========
* Notons que ce résultat aurait pu &tre déduit du théoréme d'Archiméde. En effet,
écrire p = Cte, c'est~-@-dire négliger le terme ¢gh, revient & négliger les forces

-
de vesanteur. D'aprés la relation (5), on a donc bien : R =0,
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b- Taux de travail longitudinal

Nous considérerons maintenant 1'effort FL qui tend & sévarer deuv
troncons de conduite située de part et d'autre d'une section droite (8) (Fir.12)

Comme le calcul ne concerne que des conduites soumises a des vrres-
sions statiques, on doit sunmoser qu'il existe 4 1l'aval un oreane obturateur.
une vanne vnar exemnle. La force FL aui tend 3 séparer les deux troncons est done

la résultante des forces de pression p Qqui s'exercent sur une surface (L) s'ap-

ruvant sur le contour intérieur (c) de la conduite. La pression étant suvposée

*_r P OA
constante, on a alors : 5
D
Fz =7 .TC.T
(S) \
| WA Bl e et et et e ey T~ -ty

- -~

(C) \‘\«\/ P

W

" —_
— - - — Y 2 d
7] g FL
! /1
Zv
% .
e T T T T T =z 7 P Fl o 12

v
Comme cet effort est réparti uniformément sur la surfaceTN. D ., e ,

et cela que la conduite soit mince ou non , le taux de travail correspondant est

(#) T e

La comparaison des formules (7) et (8) montre que le taux de travail
transversal est le double du taux de travail lemgitudimal, Ainsi, pour une cem-

duite cemstituée d'un matériau homogéne et isotrepe, 1'épaisseur calculée pour
résister aux efforts transversaux est swpérieure & celle nécessaire pour résister
aux efforts longitudinaux, Ceci explique que les accidents survenant aux condui-

tes sous pression se mamifestent toujours par des déchirures dont la direction
est sensiblement paralléle & 1l'axe de la conduite,

Dans le cas d'une conduite en héton armé, Aeux fermillares indéven-
dants, 1'un transversal, l'autre longitudinal, claculés ckacurn en foncti-r du

taux de travail correspondant, permettent de réaliser une économie de matérisu.

Remarques :

1) Habituellement les conduites sont maintenues en rlace rar des
massifs d'ancrage qui absorbent en tout, ou en vpartie, 1l'effort longitudinal. La
formule (6) donne alors une limite supérieure du taux de travail longitudinal au-

auel est réellement soumise la conduite.
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2) La formule (6) n'est pas applicable lorsque la pression p est
celle qui régne dans un fluide en mouvement. Par exemple, l'effort serait nul
pour un fluide parfait circulant dans une conduite cylindrique, horizontale,
débitant & gueule bée.

VI - PRESSION ABSOLUE ~ PRESSION RELATIVE

Jusqu'a présent, les pressions que nous avons considérées étaient
implicitement des pressions vraies ou pressions absolues p . Il est souvent com-
mode de compter les pressions & partir d'une origine py. On mesure ainsi des
pressions relatives Pp * D - Po - Cet usagé?%uautant vlus justifié que les mano-

métres industriels sont gradués en pressions relatives.

Dans la suite, le probléme se posera souvent de déterminer la résul-
tante des forces de pression absolues s'exercant sur une surface fermée. Pour
cela, on pourra se borner & considérer les pressions relatives puisque 1l'on sait
que les forces de pression constantes Pos s'exercant normalement sur une surface

fermée forment un systéme équivalent & zéro.

VII ~ TUBE PIEZOMETRIQUE

a - Mesure de la pression dans un fluide au repos

Considérons un réservoir (R) contenant un liquide sous pression. Par
un trou percé dans la paroi de (R), le ligquide est mis en communication avec un
tube (¥) dont 1l'autre extrémité est ouverte i 1l'atmosphére. Le liquide monte dans

-

le tube et son niveau finit par se stabiliser & un cote hg comptée au-dessus d'un

(T) plan horizontal de référence choisi ar-

} bitrairement (Fig. 13)
L'application de la formule fondamentale
de 1'hvdrostatique entre un point quel-
conque A de (R) et un point a de la sur-
ﬂa face libre dans le tube permet d'écrire,

en considérant les pressions relatives

() P _
w+h—“a;

Py

@£

ce qui montre que la quantité Hy =-—=+ h,

que 1l'on avpelle "hauteur niézométrique au voint A", est mesurée var la cote du

niveau de l'eau dans le tube.

EEEEEETESTRETRNRERR T t -+t —— 4+ 3+ 2 3 23+t 3t 3+ 3 3o =

# Dans le cas ol la nature du fluide ou la disposition de la conduite ne permettent
rlus de supposer la pression constangs dans toute la conduite, il convient d'ajouter

veg{oriellement 4 cette force v.JT7. el le poids du liquide contenu dans le troncon
av .
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La relation (9) permet encore de calculer la pression en A quand on
connait la cote h de ce point.

Si le tube (T) est transparent, on peut faire une lecture directe
de h,. Dans ce# conditions, cet appareil, qui constitue le plus simple des mano-
métres, s'appelle "tube piézométrique".

Remarouons que le niveau atteint dans le tube est indépendant de la
forme et de la disposition de celui-ci.

Pour accroitre la précision de la mesure, on utilise parfois un tube
rectiligne incliné d'un angleX sur l'horizontale, ce qui permet de remplacer la

T . '
mesure de ha par celle de sinol ° lue le long du tube.

b - Mesure de la pression dans un fluide en mouvement

. ————

Le dispositif utilisé est identique & celui qui vient d'€tre décrit.
sauf que l'orifice qui met en communication le réservoir (R) et le tube piézomé-
trique (T) doit obligatoirement &tre de trés faible dimension.(FIg -1lk). Dans ces
conditions, le fluide en mouvement dans (R) ne crée, & 1'intérieur de cet orifice
qu'une trés légére perturbation, de sorte que 1l'on peut considérer que tout le

liquide compris entre A et a se trouve pratiquement au repos.

En considérant que le point A est situé sur

la frontiére qui sépare le fluide en mouves

ment dans (R) et le fluide au repos dans (T),

on peut alors écrire, en considérant ce point

comme appartenant asu fluide au repos :
=+h=h,

Mais comme la distribution des vnressions au

sein d'un méme liquide est une fonection con-

tinue, PA désigne aussi la pression qui régne

en A dans le fluide en mouvement.
VIIT - MANOMETRE DIFFERENTIEL

Soit & mesurer la différence de hauteur piézométrique AH entre deux
noints A et B d'une conduite.

AH est mesuré par la différence des niveaux atteints par le liquide
dans deux tubes reliés respectivement & la conduite en A et B.

Si la pression dans la conduite est telle que les valeurs de Hy et Hp
nécessitent l'emploi de tubes de longueur excessive, on utilise un dispocitif qui

met les deux tubes en: communication -(Fig. 15)



En modifiant la pression qui régne an-

dessus des surfaces libres, on a alors

la possibilité d'abaisser - ou de relever-
les niveaux atteints dans les deux tubes,
leurs différences restant constantes.

On a en effet :

P
= -0
HA-ha"’m

P
ey 2

P, désignant la pression qui régne dans

la chambre (C),et par suite :

Fig : 15 (10) Hp - Hg = hy = hy

IX - MANOMETRE A DEUX LIQUIDES

Dans certains cas, les différences de hauteur piézométrique que 1l'on
a & mesurer sont, soit trop faibles, soit trop grandes, ce qui rend les mesures
imprécises ou incommodes. On utilise alors un dispositif & deux liquides. Celui-ci
est essentiellement constitué d'un tube en U transparent, partiellement rempli
d'un liquide (L'), non miscible avec le fluide (L) circulant dans la conduite, et
dont le poids spécifique ' est supérieur a celui de (L).

Les deux branches du tubes en U sont reliées par des tubulures souples

aux deux vrises de pression A et B vratiquées dans la conduite (Fig. 16).

Fi3: 16

En supposant que toute trace d'air ait été &liminée de ce dispositif
on peut, lorsque les niveaux (a) et (b) se sont stabilisés, appliquer la loi fon-

damentale de 1'hydrostatique entre A, a, d'une part et B, b, d'autre part.



D'oli les deux relations :

P P

A = ‘8

= +hA '@-+ha

PEan,=Foun
B~ = b

s ree]

et par suite :

P, - P
Hy - HB = —BTE;_h-+ hg - hy

Mais P, - P, peut encore etre exvrimé en anrliaovant la forrule fon-
damentale de 1'hvdrostatique ehtre les points a et b considérés comme avrar-
tenant au liquide L'.

On trouve ainsi

P, =Py =%'. (hy = h,)

La différence des hauteurs piézométriques en A et B a alors rour

expression :

(11)  Hy - Hy = (

gyjel

- 1) . (by - hg)

Cette formule montre que si la différence Hy - Hp est trés grande,
on & intérét & choisir un liquide (L') dont le poids spécifique est le plus

-
grand possible, le mercure par exemple. (%%-- 1) = 12,6

Par contre si Hy - Hp est tror faible pour étre mesurée directement
avec précision, on prend pour (L') un liquide ayant un poids spécifiaue 5o' tras

—
lézérement supérieur & G, le sulfure de carbone par exemvle. (ﬁ? - 1) = 0,26,

Soit d4S un €lément de paroi d'un reservoir
contenant un fluide au renos.(Fig. 17). Les

forces qui s'exercent sur lec faces internes

— et externes de cet é€lément sont recrective-
ment
P
dF; = (®h + 1y ) . 0. 4o
—q __’
dF2 = =Dy . N . as

Leur résultante a donc vour exprescion :
. —»
Fig : 47 (12) @F =®. h . 7. as

Proposons nous maintenant d'exvrimer la résultante des forces dF s'exercant

sur une parol de dimensions finies.
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a - Cas d'une paroi plane

Soit, l'angle que forme avec l'horizontale le plan (P) qui contient
la paroi considérée. Nous choisirons pour axe ox, une ligne de plus grande
" pente du plan (P) ; pour axe oy, l'intersection de celui-ci avec la surface

libre du liquide. (Fig. 18)

Les forces qui s'exercent sur les é&léments

dS de (S) étant toutes paralléles entre-

elles, leur résultante a pour expression:

F .;.jsh.ds

0
gl

=63. sindl ., ?[[S x . 4s
8$oit
- ' —
Fig : 18 \ac (13) F =&. sin., xp - 5. g

Xg désignant 1l'abscisse du centre de gravité géométrique G de la surface (S).

Comme . sino(. x; représente la pression au point G, on peut énoncer
la régle suivante
" > P .
La pression moyenne exercée par un fluide au repos sur une surface plane est
égale a4 la pression py qui résne au centre de gravité de celle-ci.”
= . .
La force F est appliquée en un point P, appelé '"centre de poussée"
dont on se propose de déterminer la position.
Comme les surfaces considérées dans la pratinue admettent habituel-
lement un axe de symétrie paralléle & ox, nous nous bornerons & calculer seu-
—>
lement 1'abxisse x, de P. Pour cela nous écrirons que le moment de ¥ par rapport
—
d oy est égal 3 la sorme des moments des forces élémentaires dF vpar rapport a
ce méme axe, soit
— . —_— A 2 «
. sink. S . x5 . x, =0 sind . g xX° . ds
On en déduit irmédiatement

I

Xp = m————
P75 . xn

I eré x° . d5 désienant le moment d'inertie géométrique de (S) par rapoort a
oy.

En avvelant I, , le moment d'inertie de (S) par ravport a un axe ho-

rizontal passant var G, on a, d'aprés le théoréme 4d'Huyghens

Par suite, xp & encore pour exmression
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I
(14) xXp = %G ¥ Fag
Cette relation montre, comme cela &tait prévisible, que le centre

de poussée se situe au-dessous du centre de gravité.

Un cas particulier important est celui d'une plaque rectangulaire
disposée de telle sorte que le bord supérieur de celle-ci, coincide avec la
surface libre. On trouve aisément que le centre de poussée se situe a& une dis-

|
tance de la base, égale au 1/3 de la hauteur de la plaque.

b - Cas d'une paroi gauche.

Les forces élémentaires dF n'étant plus paralléles entre elles, leur
svstéme n'est pas, en général, réductible a une force unique.

Dans ce cas, nous définirons la poussée dans une direction donnée
comme la somme des projections des forces élémentaires E;.sur cette direction,
Poussée dans une direction horizontale :
(Fig. 19)

La force é&lémentaire El?a. pour .composante

suivant cette direction

dF, =C. h . 43 . cos®B
h

d¥ désignant la vrrojection de dS sur un nlan

vertical.

On est donc ramené au calcul de la poussée
sur une surface plane verticale

D'ou le théoréme
"La composante horizontale F, de la résultante des forces hydrostatinues agis-
sart sur une surface quelconque (S) est érale 3 la voussée ~ui r'evercerait sur
la vnrojection (Z) de (S) sur un plan vertical. Son supnort rasse nar le centre

de moussée de (2.)".

quséququg : La commosante horizontale de la résultante des frrncc de pression

s'exercant sur les parois d'un récipient est nulle.

Poussée dans une direction verticale:- Fig. 20 -

On a de la méme facon
dF . h.ds . sing@
h

"
13

z
Gy

I
€



d¢ désignant la projection de 4dS sur

un plan horizontal.

dF, est donc égal au poids de la colonne
verticale élémentaire de fluide s'appu-
yant sur dS, et limit&e & la surface libre:

D'ol le théoreme :

"La composante verticale F, de la résul-

tante des forces hydrostatiques agissant
sur une surface quelconque (S) est égale

au poids d'une colonne de fluide, cylin-

drique, verticale, limitée vers le bas
var la surface (S), vers le haut par la surface libre.

Son support passe par le centre de gravité G de cette colonne liquide'.

Conséquence :
La composante verticale de la résultante des forces de pression

s'exercant sur les parois d'un récivient est &gzale au poids du liquide conten::.
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CHAPITRE 1II

Corps Flottants

Un corps flottant, encore appelé flotteur, est un solide de forme
quelconque, partiellement immergé, demeurant en &quilibre sous 1l'action de son

noids et des forces de pression statiques.

I - CONDITION D'EQUILIERE

Un raisonnement analogue & celui qui a permis de démontrer le théo-
. ” ” T
réme d'Archiméde montre que dans le cas présent, la résultante R des forces de
rression statiques, est :
—» - >
R=-(P+P")

T désignant le poids du liquide qui occuperait le volume immergé?_";;a

désignant
le voids de 1l'air qui serait contenu dans le volume émergé T' (Fig. 21)

Habituellement, on néglige (P') devant (P).

Dans ces conditions, le théoréme d'Archiméde

s'applique également au cas d'un solide par-
tiellement immergé ; le poids du volume du
liquide déplacé est alors nécessairement égal

au poids du flotteur.

II - DEFINITIONS

1) Le plan de flottaison est le plan de la surface libre du liquide.

La section du flotteur par ce plan est appelée la flottaison ; son périmétre est

la ligne de flottaison.

2) Le centre de flottaison est le centre de gravité géométrique de

la flottaison.

3) La caréne, est la partie immergée du flotteur, située au-deséous

du plan de flottaison. Son centre de gravité géométrique C est le centre de caréne:

c'est le noint d'application des forces hydrostatiques qui s'exercent sur le flot-
teur.

L) Les flottaisons isocarénes sont des flottaisons limitant des ca-

rénes de méme volume., Pour un flotteur donné, de poids donné, les flottaisons cor-

respondant aux diverses positions d'éguilibre possible nemsibde sont donc des

flottaisons isocareénes.
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5) L'axe d'inclinaison est l'intersection de deux flottaisons

isocarénes infiniment voisines.
6) L'enveloppe des flottaisons isocarénes (E) est l'envelopve de

la famille de plans constitués de toutes les flottaisons isocarémes : le lieu
des centres de carénes correspondants est une surface (S) appelée surface des

centres de carénes ou encore surface des

poussées (Fig. 22).

Pour 1'étude des flotteurs, sous diverses

— flottaisons, on convient généralement, pour
la simplicité des figures, de laisser le
flotteur dans une position fixe, mais de
représenter, avec leurs inclinaisons rela-
tives, les flottaisons correspondantes.

La disposition relative des surfaces (E) et

(S), par rapport aux flottaisons est fixée

Fi3 ;22

par les théorémes suivants

ITTI - THEOREME DE LACROIX

Soient F, F' deux flottaisons isocarénes infiniment voisines faisant
entre elles un angle infiniment petit «. Nous choisirons un systéme d'axes oxyz de
telle sorte que le plan xoy coincide avec le plan de la flottaison F, 1l'axe ox
étant dirigé suivant l'axe d'inclinaison. (Fig.23)

Les vlans F et F' découpent dans la céréne
deux volumes que l'on avpelle onglet immergé
et onglet émergé : leurs volumes étant égaux

puisque par hypothése les flottaisons F, F'

onglel

, immerqe  gont isocarénes, on a
tmergte

S FZ- dsS =0

z =y , taX €tant la cote d'un point de F',
d'abscisse y.

On en déduit

jSFy'dS=°

ce qui montre que le centre de gravité géométrique de F est sur ox.

Fis 23

D'old le corollaire :

"L'axe d'inclinaison de deux flottaisons infiniment voisines passe
par le centre de gravité géométrique de chacune des flottaisons'.

Aucune hypothése n'ayant été formulée & propos de F', on en déduit
encore que toutes les flottaisons isocarénes, infiniment voisines de F, passent



par un point fixe » : le centre de gravité de la flottaison F, lequel est également
le point de contact de F et de son enveloppe E.

D'ou le théoréme de Lacroix :

"Chaque flottaison isocaréne touche son enveloppe en son centre de

gravité géométrique'".

IV - THEOREME DE DUPIN

Soient C, C', les centres de careénes cofreSpondant & deux flottaisons
isocarénes F, F', infiniment voisines ; a, a', les centres de gravité géométriques
des deux onglets, de volumes v ; C,, le centre de gravité de la partie commune aux
deux carénes, de volume V - v .(Fig. 2k)

(F) Puisque C est le centre de gravité des volu-
mes v et (V - v), les trois points C, a et ¢,

23 (F) sont alignés ; pour la méme raison, les points

C', a' et Co seront alignés eux aussi.

On a en outre :

CoC.V=Coa.v
et
6;—6'. V=C,a'. v
soit
(15) Co C Co C! v

, ei . =~ iy ‘
Cette égalité montre que les triangles CC,C' et aCoa' sont semblables

et que par conséquent, la corde CC! est paralléle & aa',

Lorsque F' tend vers F, la corde CC', parallcéle & une droite aa', du
vplan F, devient la tangente en C & la surface des centres de caréne (S). D'ol le
théoréme de Dupin, puisque CC' est une tangente quelconque :

"Le plan tangent en un point de la surface des centres de caréne est naralléle &

la flottaison correspondante".

Par ailleurs, la noussée;%z résultante des forces de rression hvdro-
statinues, est une force verticale qui passe vrar le centre de carcne C : cette
noussée, normale & ;: est donc aussi normale au plan tanrent en C A4 la surface des
centres de caréne. D'ou le corollaire, conséquence immécdiate du théoréme de Duvin:

"La normale en chaque pvoint C de la surface des centres de carénes

est le support de la poussée correspondant & la caréne de centre de poussée C".
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V - EQUILIBRE DES FLOTTEURS

Les forces directement appliquées & un corvs flottant se réduisent
a4 son poids ;: appliqué en son centre de gravité G, et & la poussée hydrostatique
ﬁ?,_dirigée de bas en haut, appliquée en C. Pour qu'il y ait équilibre, il faut
que ces deux forces soient égales et opposées ; la poussée doit donc €tre égale
au poids du solide et les points G, C doivent etre situés sur une méme verticale.

Pour cbtenir les positions d'équilibre d'un flotteur donné, il con-
vient alors d'opérer de la maniére suivante :

- on détermine géométriquement la surface des centres de caréne (S)

correspondant au volume immergé

P étant le poids du flotteur :4&, le poids volumique du liquide.

-~ A vartir du centre de gravité G du flotteur, on méne toutes les
normales d& (S) ; les positions d'équilibre sont alors telles que ces normales
soient verticales. Si le flotteur peut pren-

dre toutes les orientations possibles, la

surface (S) est fermée et les normales que
1l'on peut abaisser de G sur S sont en nombre
vair.(Fiz.25). Nous allons étudier mainte-
nant les conditions pour que les vpositions
d'équilibre définies par ces normales soient

des vositions d'équilibre stable.

Fa
f\g :25
VI - STABILTTE DES FLOTTEURS

Soit C le cenire de caréne relatif 4 la vosition d'équilibre consi-
dérée, le centre de eravité G di flotteur étant alcors sur la verticale de C. L'in-
tersection de la surface des centres de carénes (S) avec un plan vertical guelconaue
voz passant nar C est, dans le voisinase de C, une section normale sCs' de cette
surface (S) ; nous désignerons respectivement var s et D, le centre de courbure
et le rayon de courbure, en C, de cette section normale. Considérons éralement les
flottaisons isocarénes (F'), infiniment voisines de la flottaison d'éauilibre (F),
pour lesauelles les centres de carénes correspondants C' se situent sur la ligne

sCs' (Fie,26).
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Un plan de flottaison (F') coupe la flottaison d'équilibre (F) sui-
vant la droite (D) qui passe par le centre d'inertie de (F). Celle-ci, normale &
M c etpuc', deux droites du plan yoz, est normale ad ce plan.
La droite (D) est donc fixe par rapport au
solide ; c'est 1l'axe d'inclinaison commun &

toutes les flottaisoms (F'). Dans la posi-
tion définie par l'une des flottaisons F' le
solide est soumls 3 1l'action de deux forces

—

P et T , de nﬁm. module et de directions
opposées,qui créent un couple :

(16) [ =P. Gusinol= P (§ - a). sin«

a désignant la cote du centre de gravité G,
comptée au-dessus du centre de careéne C.
Selon que I est positif ou négatif, ce cou-

ple aura tendance & ramener le flotteur dans

sa position d'équilibre ou & 1l'en écarter

Fis:l‘

davantage.

Pour la famille d'inclinaisons considérée , 1'équilibre sera donc
stable si P- a est positif, c'est-d-dire si le centre de gravité G se situe au-
dessous du centre de courburg/u

Ainsi, pour que 1l'@quilibre soit stable,quelle que soit 1l'inclinai-
son infiniment petite donnée au flotteur, il suffit que le centre de gravité G soit
situé au-dessous des centres de courbure, en C, de toutes les sections normales.
Or, tous ces centres de courbures/Usont compris entre les centres de courbure prin-
cipaux m et M de la surface des centres de caréne en C.
Le plus rapproché de C, m, auquel correspond le rayon de courbure

principal r, est appelé le petit metacentre ; le plus €loigné de C, M,auquel corres-

pond 1l'autre rayon de courbure principal R, est le grand métacentre -Fig.27-

Suivant la disposition relative du centre de gravité G par rapport

aux metacentres m et M, nous obtiendrons alors

- Un équilibre absolument stable pour r - aMO ;
- Un équilibre mixte pour : r{alR ;
- Un équilibre absolument instable pour R - a<<0;
D'ou le théoréme :
"Pour que 1'équilibre d'un flotteur soit absolument stable, il suffit

que son centre de gravité soit situé au-dessous du petit metacentre".



Cas particulier :

Dans le cas d'un corps complétement immergé, le centre de poussée C

(F)
py A
(F)
T
20" N
G
E;’. f“;;za
Remargue

est un point fixe dans le solide et la surface
des centres de caréne se réduit 4 un point.
Pour toute inclinaison infiniment petite don-
née au flotteur initialement en &quilibre, la
poussée Fpasse par le point fixe C ; aussi
pour que 1l'équilibre soit stable, il suffit
que le centre de gravité G se situe au-dessous
du centre de gravité géométrique du volume

déplacé -Fig 28-

L'étude de la stabilité des flotteurs aurait pu etre menée en expri-

mant que la totalité des forces appliquées au flotteur dérive de la fonction de

force :

Q = P.(zc -z

zo et z; étant respectivement les cotes du centre de caréne C et du centre de gra-

vité G , mesurées le long d'une verticale ascendante oz (Fig. 29)

A
(F)

Fig:zs

D'aprés le théoréme de Dirichlet, 1l'équilibre
est stable si, dans la position d'équilitre
considérée, z, - z, est maximur, c'est-a-dire
s1 la distance verticale de C & G est maxi-
mum. Ainsi, dans le cas particulier d'ur so-
lide complétement immergé, la conclusion ect

immédiate : comme la longueur GC est constante

la stabilité exige que le centre de graviic

soit situé au-dessous du centre de carerc .
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VII - CALCUL DU RAYON METACENTRIQUE { CORRESPONDANT A UN AXE D'INCLINAISON DONNE (D)

Considérons & nouveau la courbe sCs', intersection de la surface des
centres de caréne et du plan vertical yoz, mené de C, normalement & l'axe d'inclie
naison (D), (Fig.26). Son rayon de courbure, en C, est le rayon métacentrique cor-

respondant & 1'axe (D) ; sa valeur est :

o &
P
Mais d'aprés les résultats établis au cours du § IV, on a :
cc! .
sa' \

V étant le volume de la caréne ; v le volume des onglets émergé et immergé ;

a, a', les centres de gravité géométriques de ces onglets.

On peut donc écrire :

P=3aa" . —

od. V

Le point a, se trouve & une distance ? de 1'axe (D), telle que :

=1 = 18 2
‘¢ v.ijIy.z.ds & .f[sly .as,

S1 désignant la portion de la flottaison située & gauche de l'axe d'inclinaison.

De méme la distance du point a', & l'axe (D), est :
)
3 =:°-§-°—(]/ y2 . s
S2

So désignant la portion de la flottalson située & droite de l'axe d'inclinaison.

A la limite, quanda tend verszéro, on a alors

aa' =+ =2, ffsyz. as

S désignant l'aire de la flottaison.

D'ou l'expression du rayon métacentrique :
(17) P= ;%__ ] étant le moment d'inertie de la flottaison par
rapport 4 l'axe d'inclinaison (D)

VIII - APPLICATION AUX NAVIRES

Un navire présente un plan de symétrie longitudinal déterminé par
l'étrave et la quille. Ce plan XOZ est un plan principal pour la surface des centres
de caréne (S) ; le plan YOZ, mené par C, normalement & X0Z, est l'autre plan prin-
cipal de la surface (S), en C. (Fig. 30}

Pour toutes les inclinaisons autour de 1l'axe longitudinal (Dy), appelé

axe de roulis, le centre de caréne décrit la ligne siC s'jy, intersection du plan V0OZ




et de la surface (S); le lieu des centres de courbure de cette ligne est la dé-

veloppée métacentrique de roulisP, qui, en raison de la symétrie, présente en m

un point de rebroussement.

De méme, pour toutes les inclinaisons autour de l'axe de ta.nga.ge(Dz) ,
normal & (D;),et passant par le centre d'inertie de la flottaison, le centre de
caréne décrit la ligne s,Cs', , intersection du plan XOZ et de la surface (S) ;

le lieu des centres de courbure de cette ligne est la développée métacentrique de

tangage ¥ ; en général, elle ne présente pas, en M, un point de rebroussement.

[nclinaisen de tanguaee

Iinclinaison de roulis

(D)

FiS:SO © / *

Vue de dessus

Remarque : ‘8
L'ipertie de la flottaison par rapport & (D)) est toujours inférieure

8 l'inertie de la flottaison par rapport & (D5) ; d'aprés la relation (IT), on voit

bien que c'est effectivement le métacentre de roulis qu'il convient d'appeler le

petit métacentre.

I¥X - PETITES OSCILLATIONS D'UN FLOTTEUR AUTOUR DE SA POSITION D'EQUILIBRE

Supposons qu'on applique & un flotteur, initialement en équilibre
stable, un couple de chavirement trés petiti?&ont l'axe (A ) est horizontal (Fig.3I)

Soit (F') 1la flottalson correspondant & la nouvelle position d'équi-
libre iﬁ}e couple de redressementr'auquel est soumis le flotteur étant égal et op-

posé 4 €, 1'axe d'inclinaison (D) est nécessairement paralldle & (A ). Par ailleurs



- 121 -

i'angle d'inclinaisonO(o du flotteur est tel que : U = P.(P - a). sinq
o

Lorsqu'on supprime le couple'©, le flotteur
oscille autour de sa position d'équilibre.
Pour établir correetement l'équation du mou-
vement, il conviendrait d'exprimer les effortc
dynamiques exercés par le fluide sur le solide;
ce serait 1d un probléme extrémement compli-
qué. Aussi se contente-t-on, habituellement
d'une théorie trés &lémentaire qui repose sur

les deux hypothéses suivantes :

1) - On admet que, durant le mouvement, les

flottaisons demeurent isocareénes.

2) - On suppose en outre que l'axe d'incli-

naison (D) est fixe par rapport & un repére absolu.(#)

Dans ces conditions, le mouvement du flotteur est assimilé & celui

d'un solide en rotation autour d'un axe fixe (D) et soumis & un couple de rappel :

P= P.(P- a ). sinéi#P (p- a).oX

On a donc :
I%%—S‘-»fp.(\xa) X=0 ,

I désignant le moment d'inertie du flotteur par rapport & l'axe d'inclinaison (T'.
C'est 1l'équation d'un mouvement pendulaire de période :

I

(18) T=2N. \/3p=

En réalité les oscillations sont amorties et les pseudo périodes
sont beaucoup plus longues que celles qui sont estimées par ce calcul.

Ainsi, dans le cas d'un flotteuf qui, du fait de sa forme géométrique
déplace une grande masse d'eau au cours de ses oscillations - un voilier muni d'une
quille ou une plateforme de sondage, par exemple - l'application de la relation (I~
peut donner lieu & des erreurs trés importantes, de lordre du simple au double pour

fixer les idées.

(® Il faut remarquer que la seconde hypothése n'est pas seulement une
conséquence de la premiére. En effet, si les flottaisons sont isocarénes, l'axe (D)
est bien fixe par rapport au flotteur, mais cela n'implique pas qu'il demeure fixe

dars l'ecsrace,
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