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1. Introduction 
On s'intŽresse ici ˆ l'association entre la maladie reprŽsentŽe par Y et une variable quantitative X.  Le 
probl•me est plus compliquŽ, et m•me d e nature diffŽrente, que celui o• X est une variable qualitative, 
qu'elle soit ordinale ou nominale. La relation entre X et Y ne peut pas •tre caractŽrisŽe par une sŽrie 
finie de valeurs (moyennes ou pourcentages de Y par classe de X). Il faut reprŽsenter l'ensemble de la 
variation de Y en fonction de X, ce qui nŽcessite une forme de modŽlisation de la relation entre X et Y. 
Ce polycopiŽ est consacrŽ aux mŽthodes qui permettent de le faire et de tester globalement l'existence 
d'une association entre X et Y. 

Les mŽthodes sont les m•mes que Y soit une variable quantitative ou dichotomique. Cela s'explique 
notamment par le fait que la modŽlisation d'une variable dichotomique passe par celle de Logit P et se 
ram•ne donc ˆ la modŽlisation d'une variable quantitat ive. A quelques exceptions pr•s, l'ensemble de ce 
polycopiŽ est consacrŽ aux variables Y dichotomiques analysŽes par rŽgression logistique. 

1.1. ReprŽsentation graphique de la relation entre X et Y 
Avant de se lancer dans des analyses statistiques plus ou moins sophistiquŽes, il est toujours utile de se 
faire une idŽe de la forme de l'association par une reprŽsentation graphique des donnŽes brutes.  

Prenons l'exemple de la relation entre le terme de naissance X et le poids de naissance Y. Les 
observations (il s'agit des naissances de l'annŽe 1985 ˆ la maternitŽ de Haguenau en Alsace) sont 
reprŽsentŽes par le nuage de points de la figure 1a. Ce nuage de points indique une grande tendance 
gŽnŽrale (le poids de naissance augmente avec le terme), mais ne permet pas d'en dire beaucoup plus, 
ce qui peut se comprendre car l'objectif de la rŽgression de Y en fonction de X n'est pas de reprŽsenter 
l'ensemble des donnŽes individuelles, mais de modŽliser la moyenne de Y ˆ X fixŽ (E(Y|x)). Il est donc 
utile d'ajouter au nuage de points les points reprŽsentant la moyenne de Y ˆ X fixŽ. C'est ce qui est fait 
sur la figure 1b des regroupements des valeurs de X par semaine de terme. La rŽgression "observŽe" 
entre X et Y est la courbe qui relie ces points moyens, et c'est elle qu'on cherche ˆ modŽliser.  
 
Figure 1 : Terme et poids de naissance des nouveau-nŽs de la maternitŽ de Haguenau (Alsace) de 
l'annŽe 1985 
 
 
1a : Nuage de points (1 point = 1 nouveau-nŽ) 
 

 

1b : Nuage de points et points (en rouge) 
reprŽsentant les poids moyens de naissance par 
semaine de terme 

 
 
L'ajout des points moyens permet de mieux visualiser la forme de la relation entre X et Y, et, par 
exemple, de choisir une reprŽsentation non linŽaire, plus conforme ˆ la variation des points moyens,  
alors que le seul nuage de points ne le permettrait pas (voir figure 1c). 
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Figure 1c : ReprŽsentation du poids de naissance en fonction du terme par une droite (en noir) ou une 
relation non linŽaire (en vert) qui est en fait ici un polyn™me fractionnaire 
 

 
 
 
Quand Y est 0/1, comme c'est souvent le cas en ŽpidŽmiologie o• Y est la variable malade oui/non (ou 
succ•s/Žchec) , le nuage de points est non informatif. On obtient en effet deux sŽries de points alignŽs, 
l'un ˆ l'ordonnŽe 0 et l'autre ˆ l'ordonnŽe 1 (Figure 2a).  
On peut envisager de se ramener ˆ la situation prŽcŽdente en transformant  Y en Logit P o• P est la 
probabilitŽ de Y ˆ X fixŽ , c'est-ˆ -dire une variable quantitative comprise entre 0 et 1. Cependant, en 
pratique, Logit P est une quantitŽ non observable car lorsque X est fixŽ il n'y a qu'une observation (ou un 
tout petit nombre) ce qui emp•ch e d'estimer P de fa•on valide. On peut alors procŽder comme 
prŽcŽdemment, en regroupant les valeurs de X (ici par semaine de terme) et en reprŽsentant les valeurs 
moyennes de Logit P (Figure 2b). Cette reprŽsentation ne rŽsout cependant pas tous les probl•mes car 
Logit P n'est pas calculable quand P=0 ou P=1. On verra plus loin (dans le paragraphe "Exemple 
illustratif" et dans l'annexe A) quelles solutions peuvent •tre envisageables.  
 
Figure 2 : Terme de naissance et cŽsarienne des nouveau-nŽs de la maternitŽ de Haguenau (Alsace) de 
l'annŽe 1985 
 
2a : Nuage de points (1 point = 1 nouveau-nŽ) 
 

 

2b : Points moyens (1 point = Logit P o• P est le 
pourcentage de cŽsariennes par semaine de terme 
de naissance 

 
 
 
L'examen du nuage de points, pour informative qu'elle soit, ne peut pas suffire pour conduire l'analyse 
statistique. Il faut reprŽsenter l'association entre X et Y de fa•on plus synthŽtique, c'est-ˆ -dire la 
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modŽliser. La modŽlisation doit chercher le meilleur compromis entre la perte d'information qu'elle induit, 
et la facilitŽ d'utilisation et d'interprŽtation. Plusieurs mŽthodes existent pour cela, et c'est l'objet de ce 
polycopiŽ de les prŽsenter. 

Nous commencerons par discuter l'intŽr•t de la mŽthode qui consiste ˆ tran sformer X en classes (et 
donc ˆ perdre sa nature quantitative) et qui est probablement la plus utilisŽe en pratique. Nous 
envisagerons ensuite d'autres mŽthodes, notamment les fonctions splines et les polyn™mes 
fractionnaires, en commen•ant par les aspects  "techniques" de leur mise en Ïuvre, avant d'aborder la 
fa•on de communiquer les rŽsultats pour qu'ils restent facilement comprŽhensibles par le lecteur. 

1.2. Transformer (ou pas) une variable quantitative en classes 
La pratique qui reste la plus courante en ŽpidŽmiologie pour inclure une variable quantitative X dans un 
mod•le de rŽgression est de la transformer en variable qualitative en faisant des classes. Cette nouvelle 
variable qualitative est de plus souvent analysŽe comme une variable nominale en la rempla•ant par des 
variables indicatrices des classes construites, sans tenir compte de leur ordre, de sorte que la notion 
m•me de variable quantitative est quasiment perdue 1.  

M•me si une Žvolution de cette pratique dans le temps a pu •tre notŽe (avec une  lŽg•re dŽcroissance) 
(Del Priore G et al., 1997), l'impression gŽnŽrale que c'est la mŽthode de rŽfŽrence ressort de la lecture 
des articles publiŽs, mais aussi des mŽmoires d'Žtudiants ou des th•ses (c'est donc ce que retiennent 
de leur formation les plus jeunes ŽpidŽmiologistes ...). La frŽquence de la catŽgorisation dans les 
publications scientifiques en ŽpidŽmiologie a ŽtŽ quantifiŽe par Turner et al (Turner E et al., 2010) qui 
ont revu les articles d'ŽpidŽmiologie observationnelle de 5 grands journaux d'ŽpidŽmiologie et de 5 
grands journaux gŽnŽralistes de mŽdecine en dŽcembre 2007 et janvier 2008. Sur les 58 articles 
pertinents, 86% transformaient la variable quantitative en classes, dont moins de la moitiŽ l'Žtudiaient 
aussi quantitativement. On peut noter que 6% seulement se limitaient ˆ 2 classes ( dichotomisation 
exposŽ / non exposŽ), la majoritŽ (60%) constituaient 4 ou 5 classes. A la fin de leur article, les auteurs 
proposent des recommandations en 13 points pour guider le choix de la catŽgorisation, le dernier point 
Žtant d'ailleurs de considŽrer la possibilitŽ de ne pas catŽgoriser. 
 
Pour tenir compte de sa frŽquence d'utilisation, nous reviendrons plus en dŽtail sur les aspects 
techniques de la catŽgorisation d'une variable quantitative dans le paragraphe 6. Mais faisons tout 
d'abord ici le point sur ses avantages et inconvŽnients pour l'analyse de la relation entre X et Y. 
 
Les avantages  les plus souvent mis en avant en faveur de la catŽgorisation d'une variable quantitative 
rel•vent de deux grands types d'arguments :  

¥ La prŽsentation et l'interprŽtation des rŽsultats sont plus simples  et/ou plus adaptŽes aux 
besoins. 
Il est en effet exact que la prŽsentation des rŽsultats en donnant des odds ratios par catŽgorie est plus 
facilement comprŽhensible, notamment (mais pas seulement) pour des non statisticiens ou non 
ŽpidŽmiologistes. Cela permet de plus d'avoir une vision assez claire de la progression du risque avec 
les valeurs de X, m•me si la relation dose -effet n'est pas toujours testŽe. En outre, les classes 
constituŽes sont souvent les catŽgories utilisŽes de fa•on habituelle dans les autres publications (par 
exemple, l'‰ge en classes de 5 ans) et facilitent donc les comparaisons et la discussion des rŽsultats. 
Enfin, il existe souvent une catŽgorie "non exposŽe" qui sert naturellement de rŽfŽrence. 

¥ C'est une mŽthode non paramŽtrique , en ce sens qu'elle ne nŽcessite pas d'hypoth•ses sur la forme 
de la relation entre les variables X et Y. En particulier, aucune hypoth•se de linŽaritŽ n'est requise. 

En fait, ces deux types d'arguments sont assez "datŽs", et nous verrons plus loin que les mŽthodes 
actuelles de modŽlisation des variables quantitatives sont suffisamment souples pour ne pas •tre 
handicapŽes par des hypoth•ses para mŽtriques et sont en mesure de concilier la qualitŽ de la 
modŽlisation et la simplicitŽ de l'interprŽtation. 
 
La tendance actuelle est nettement de souligner les inconvŽnients  de la transformation d'une variable 
continue en catŽgories (Altman DG et al., 2006; American College of Obstetricians and Gynecologists, 
1997; Bennette C et al., 2012; Dinero TE, 1996; Froslie K et al., 2010; Greenland S, 1995b; Greenland 
                                                
1 On parlera dans la suite, de fa•on Žquivalente, de catŽgorisation ou de transformation en variables indicatrices 
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S, 1995c; Royston P et al., 2006; Weinberg CR, 1995). Les arguments sont multiples et, lorsque c'est 
pertinent, ont ŽtŽ validŽs sur le plan statistique par des simulations. 
Lorsque la variable transformŽe en catŽgories est l'exposition d'intŽr•t principal, les deux grands types 
d'arguments contre sa catŽgorisation sont la mauvaise modŽlisation de la relation avec Y et le mauvais 
contr™le des risques d'erreur statistiques (en particulier une perte de puissance). Lorsqu'il s'agit d'une 
variable d'ajustement, la prise en compte du biais de confusion n'est que partielle apr•s catŽgorisation.  
 
Mauvaise modŽlisation de la relation entre X et Y  
La catŽgorisation de X et l'utilisation de variables indicatrices revient ˆ reprŽsenter l'association entre X 
et Y par un escalier, ce qui a peu de chance de correspondre ˆ la rŽalitŽ.  Si on reprend l'exemple donnŽ 
plus haut du terme de naissance (X) et du poids de naissance (Y), la constitution de classes de X (ici 
! 35; [36-37] ; [38-40] ; [41-43] ; " 44) donne la figure 3. M•me si on peut penser qu'elle rŽsume d'une 
certaine fa•on la situation, on ne peut pas non plus admettre que le poids moyen de naissance fait de 
brusques sauts aux bornes des classes.  
 
Figure 3 : Relation entre terme et poids de naissance apr•s catŽgorisation du terme en 5 classes  
 

 
 
L'argument selon lequel, dans le cas d'une exposition X mesurŽe avec erreur, on peut rŽduire les effets 
de ces erreurs de mesure en faisant des classes est intuitivement sŽduisant, mais n'a pas fait la preuve 
de sa rŽalitŽ (Weinberg CR, 1995). On peut par exemple se dire qu'une consommation de tabac 
rapportŽe en nombre de cigarettes par jour est sujette ˆ des erreurs d'arrondi et qu'il est prŽfŽrable de 
faire des classes de consommation. En fait, en faisant des classes, on rajoute encore de l'erreur de 
mesure et cela n'arrange rien.  
 
Une des formes "extr•me", mais courante en ŽpidŽmiologie, de la catŽgorisation est la dichotomisation : 
X est transformŽe en une variable ˆ deux classes de type exposŽ / non exposŽ (ob•se, hypertendu, 
fumeur). Le choix de la valeur seuil dŽterminant ces 
classes est bien sžr crucial et on a montrŽ que les 
mŽthodes de choix "optimal" de ce seuil peut 
conduire ˆ des biais (MacCallum RC et al., 2002; 
Royston P et al., 2006). 
 
Le choix des bornes des classes est en fait souvent 
arbitraire et les rŽsultats peuvent en dŽpendre. Non 
seulement la forme de la courbe en escalier, mais 
aussi l'interprŽtation qu'on en fait. 

Si, par exemple, on fait 2 classes de terme, on 
obtient des rŽsultats diffŽrents selon que la limite 
entre les classes est 36 ou 37 semaines. C'est ce 
que l'on voit sur la figure 4 ci-contre. Il est clair que 
les courbes sont diffŽrentes, ce qui n'est peut-•tre 

Figure 4 : R™le du choix du seuil lorsque le 
terme de naissance est catŽgorisŽ en 2 classes 
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pas trop grave car elles indiquent toutes les deux que le poids de naissances moyen est plus petit chez 
les nouveau-nŽs de petit terme. En revanche, l'Žcart de poids entre les petits termes et les autres n'est 
pas le m•me : 941 g pour une limite ˆ 36 semaines et 739 g pour une limite ˆ 37 semaines. On en 
comprend bien la raison, mais cela ne donne pas du tout le m•me rŽsultat sur le plan quantitatif.  
 
De fa•on plus gŽnŽrale, il n'y a pas de consensus sur le choix du nombre des catŽgories ni sur leurs 
bornes, bien qu'on utilise souvent des percentiles (tertiles, quartiles, quintiles) (Altman DG, 1998). 
L'utilisation de percentiles n'est d'ailleurs pas toujours le "meilleur" choix possible (Connor RJ, 1972). 
Des considŽrations cliniques peuvent bien sžr intervenir, mais elles rŽsultent souvent d'habitudes plus 
ou moins anciennes qui n'ont Žventuellement pas ŽtŽ reconsidŽrŽes et/ou de ce que l'on sait du lien 
entre la variable X et la maladie Y. Par exemple, la dŽfinition habituelle de la prŽmaturitŽ (<37 semaines 
de gestation) repose sur l'observation, maintenant en partie dŽpassŽe, de l'augmentation des probl•mes 
pŽdiatrique chez les nouveau-nŽs de moins de 37 semaines. On voit bien qu'on inclut dans le choix du 
seuil une partie de l'association entre X et Y, ce qui est bien sžr discutable. Le choix de seuils 
"optimaux", au sens o• ils rendent l'adŽquation du mod•le ou sa capacitŽ de prŽdiction les meilleurs 
n'est pas recommandŽ car ils peuvent varier considŽrablement d'une Žtude ˆ l'autre (Buettner P et al., 
1997) et rendre difficile toute comparaison ou combinaison entre leurs rŽsultats. Ce type de choix accroit 
aussi de fa•on importante le risque d'erreur de premi•re esp•ce (Altman DG et al., 1994; Harrell FE, 
2001; Royston P et al., 2006). 
Notons enfin sur ce sujet qu'on consid•re que la perte d'information liŽe ˆ la catŽgorisation devient peu 
importante au-delˆ de 5 classes (Connor RJ, 1972). 

Au-delˆ du nombre de catŽgories, le choix de la catŽgorie de rŽfŽrence ne fait pas l'unanimitŽ. Dans un 
certain nombre de cas, elle parait s'imposer lorsqu'il y a une catŽgorie "non exposŽs", par exemple les 
non fumeurs ou les non exposŽs ˆ une pollution environnementale. Mais pour des variables comme 
l'‰ge, le poids ou le BMI, il n'y a pas de telles Žvidences. En principe, cela ne devrait rien changer aux 
tests d'association entre X et Y qui doivent •tre des tests globaux, mais cela peut modifier la fa•on dont 
les rŽsultats sont exposŽs et donc la fa•on dont ils sont compris par le lecteur, voire interprŽtŽs par leurs 
auteurs. Froslie et al (Froslie K et al., 2010) en donnent un exemple ˆ propos de la relation entre 
l'hyperglycŽmie du nouveau et le BMI de la m•re . 
 
Perte de puissance  
La catŽgorisation d'une variable continue peut •tre assimilŽe ˆ une erreur de mesure puisqu'on attribue 
la m•me valeur (erronŽe donc pour la plupart) ˆ toutes les observations d'une m•me catŽgorie (Altman 
DG, 1998).  Comme pour toutes les erreurs de mesure, cela induit une perte de puissance pour le test 
de l'existence d'une association entre X et Y (Greenland S, 1995a; Moser BK et al., 2004). Elle a ŽtŽ 
ŽvaluŽe Žquivalente ˆ la  perte d'environ 1/3 des sujets, ce qui est considŽrable (Lagakos SW, 1988; 
Zhao LP et al., 1992). Comme prŽcŽdemment, la perte de puissance semble limitŽe avec 5 catŽgories 
ou plus (Brenner H et al., 1997). 
 
Mauvais ajustement  
La catŽgorisation d'une variable continue a aussi des consŽquences lorsque cette variable intervient 
comme variable d'ajustement dans l'analyse. Le rŽsultat gŽnŽral est que la qualitŽ de l'ajustement est 
dŽgradŽe, c'est-ˆ -dire que les coefficients des autres variables restent biaisŽs apr•s ajustement sur une 
variable catŽgorisŽe. Il y a donc une mauvaise prise en compte des phŽnom•nes de confusion (Taylor 
JMG et al., 2002), et il reste de la confusion rŽsiduelle (Becher H, 1992; Brenner H et al., 1997; Royston 
P et al., 2006). 

De fa•on plus prŽcise, on montre (Cochran WG, 1968) que dans la comparaison de deux moyennes 
ajustŽe sur une variable continue Z, le biais de confusion est rŽduit de 64%, 79%, 86%, 90% et 92% 
lorsque que Z est catŽgorisŽe respectivement en 2, 3, 4, 5 et 6 classes.  
De m•me Austin et al (Austin PC et al., 2004) ont montrŽ qu'il y a une importante augmentation du 
risque d'erreur de premi•re esp•ce lorsqu'on teste, avec une rŽgression logistique, l'association entre Y 
et une variable continue X apr•s ajustement sur une variable continue Z qui a ŽtŽ catŽgorisŽe. Dans le 
cas o• la corrŽlation entre X et Z est forte, le risque d'erreur peut valoir jusqu'ˆ 40% (au lieu des 5% 
attendus), m•me avec 5 catŽgories de Z. On a donc un risque tr•s ŽlevŽ de conclure ˆ tort ˆ l'existence 
d'une association entre X et Y. 
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En conclusion, malgrŽ des habitudes, parfois solidement ancrŽes, et malgrŽ la plus grande facilitŽ 
d'utilisation, il para”t clair que les inconvŽnients de la catŽgorisation des variables quantitatives 
l'emportent et qu'il faut chercher des mŽthodes permettant de mieux modŽliser la relation entre X et Y. 
L'objectif ne peut cependant pas •tre de chercher ˆ "coller" aux observations avec  une modŽlisation de 
la relation qui passe par tous les points moyens comme sur la Figure 5. Cela reviendrait ˆ "coller" aux 
hasards des fluctuations d'Žchantillonnage des donnŽes observŽes, et donc, d'une certaine mani•re ˆ 
chercher ˆ modŽliser le hasard.  
 
Figure 5 : ReprŽsentation de la relation entre terme et poids de naissance par une courbe passant par 
toutes les valeurs moyennes de poids ˆ terme fixŽ  

 
 
 
L'objectif de ce chapitre est de proposer d'autres solutions qui font un meilleur compromis entre 
avantages et inconvŽnients (Greenland S, 1995a; Greenland S, 1995b). Le principe gŽnŽral est 
d'accorder une place ˆ part (privilŽgiŽe ...) au mod•le linŽaire en raison de sa simplicitŽ et du fait qu'il 
peut •tre tout ˆ fait sa tisfaisant, m•me si la linŽaritŽ n'est pas strictement respectŽe (Brenner H et al., 
1997; Royston P et al., 2008). On sera donc, comme sur la Figure 6 par exemple, amener ˆ trancher 
entre difŽrentes modŽlisations qu'on confrontera ˆ la modŽlisation linŽaire pour dŽterminer si elles lui 
sont prŽfŽrables. 
 
Figure 6 : Trois modŽlisations de la relation entre terme et poids de naissance 
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2. Les diffŽrentes mŽthodes de modŽlisation d'une variable quantitative 
Apr•s un rapide panorama des diffŽrentes mŽthodes disponibles, et une prŽsentation de l'exemple qui 
servira d'illustration dans ce chapitre, les mŽthodes de modŽlisation d'une variable quantitative seront 
prŽsentŽes en dŽtail en dŽveloppant particuli•rement la mŽthode des polyn™mes fractionnaires dont les 
dŽveloppements sont particuli•rement intŽressants et les fonctions splines qui sont beaucoup utilisŽes. 
Nous nous pla•ons dans la suite dans le cas o• la variable ˆ expliquer Y est dichotomique. Le mod•le 
de rŽgression classiquement utilisŽ est alors le mod•le logistique.  

Le principe gŽnŽral est de chercher ˆ reprŽsenter au mieux la relation 
entre une variable quantitative X et P (ou Logit P). Sur le graphique 
ci-contre la "vraie" relation est reprŽsentŽe en rouge. Les valeurs 
observŽes sur un Žchantillon (sujettes donc ˆ des fluctuations 
alŽatoires) sont les points verts ˆ partir desquels la relation 
modŽlisŽe est calculŽe (reprŽsentŽe ici en noir). 
Il n'y a pas une fa•on unique de dŽfinir ce qu'est une "bonne" 
modŽlisation. Il faut tenir compte de l'objectif que l'on poursuit ; on 
peut en distinguer deux principaux.  
Le premier est la prŽdiction de Y lorsqu'on conna”t X. On cherche alors ˆ ce que la courbe noire soit 
globalement la plus proche de la vraie courbe (rouge) sans se prŽoccuper particuli•rement de sa forme 
exacte. On utilise alors des crit•res tels que les moindres carrŽs pour trouver la courbe la plus adŽquate 
aux donnŽes observŽes. 
Le second est une comprŽhension des mŽcanismes liant X et Y : existence d'un lien significatif, 
identification des variables "influentes", ajustement sur des facteurs de confusion. Le rŽsultat obtenu 
peut •tre diffŽrent du prŽcŽdent. La connaissance du probl•me ŽtudiŽ peut (et doit) intervenir dans le 
choix des variables et de leur modŽlisation (Slama R et al., 2005). On aura en gŽnŽral tendance ˆ retenir 
un mod•le plus simple et plus interprŽtable, m•me si son adŽquation statistique n'est pas la meilleure.  
En ŽpidŽmiologie analytique ou clinique, c'est gŽnŽralement le second objectif qui est privilŽgiŽ, et il sera 
le fil conducteur de ce chapitre. 
Au-delˆ de ces considŽrations gŽnŽrales, il n'y a pas de mŽthode universelle pour choisir le meilleur 
mod•le, quel que soit l'objectif (Royston P et al., 2008). Il est cependant utile de connaitre les outils de 
modŽlisation d'une variable qui sont l'objet de ce polycopiŽ. Il reste ensuite ˆ les util iser de fa•on 
pertinente ... 

2.1. Mod•le linŽaire  
Le mod•le linŽaire garde une place ˆ part (privilŽgiŽe ...) en raison de sa simplicitŽ  et de sa facilitŽ 
d'interprŽtation et de prŽsentation. Le mod•le linŽaire : Logit P = !  + "  X reste ainsi le mod•le de 
"rŽfŽrence", ˆ retenir, m•me si la linŽaritŽ n'est pas strictement respectŽe , sauf bien sžr s'il y a des 
Žvidences qu'il n'est pas adŽquat et qu'un autre mod•le est meilleur ... 
 
En dehors du mod•le linŽaire, il y a deux grandes catŽgories de mŽthodes de modŽlisation de la relation 
entre X et Y selon que l'ajustement est local (par morceaux) ou global. 

2.2. Ajustement local (ou "non paramŽtrique") 
Il s'agit de "dŽcouper" la courbe en intervalles et de modŽliser la relation entre X et Y sŽparŽment dans 
chaque intervalle. On parle d'ajustement local en raison de la dŽfinition elle-m•me, mais aussi parce 
qu'une perturbation de la rŽponse (c'est-ˆ -dire de la valeur de Y) en x0 a des rŽpercussions importantes 
sur la valeur prŽdite en x0, mais peu de rŽpercussions sur les prŽdictions pour d'autres valeurs de X. Il 
s'agit de mŽthodes non paramŽtriques (ou quasi non paramŽtriques) au sens o• l'objectif n'est pas de 
donner une reprŽsentation globale de l'ensemble de la courbe par une fonction. 

Les mŽthodes correspondantes sont : 
- rŽgressions locales pondŽrŽes (lowess) 
- modŽlisation par fonction en escalier. C'est une autre dŽnomination pour la catŽgorisation et l'utilisation 
de variables indicatrices 
- fonctions splines. On peut discuter de leur classement dans les ajustements locaux dans la mesure o• 
les modŽlisations de chaque morceau de la courbe obŽissent ˆ des contraintes globales.  Les fonctions 
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splines sont ˆ ce titre parfois qualifiŽes de mŽthode semi-parmŽtrique. 

Les avantages  des mŽthodes d'ajustement local sont la flexibilitŽ (capacitŽ ˆ reprŽsenter de fa•on 
satisfaisante toutes les sortes de courbes) et une bonne adaptation aux donnŽes observŽes. 

Les inconvŽnients  sont liŽs au fait qu'il n'y a pas d'approche reconnue pour sŽlectionner le meilleur le 
mod•le , notamment dans le cas des fonctions splines pour le choix du nombre et de la limite des 
intervalles et pour la forme de la modŽlisation au sein de chaque intervalle. Il est par ailleurs difficile (en 
particulier pour les mŽthodes lowess) d'appliquer la modŽlisation obtenue ˆ d'autres donnŽes en raison 
de l'absence de forme fonctionnelle globale. Enfin, il y a des risques de sur-ajustement, c'est le pendant 
de la flexibilitŽ. 

2.3. Ajustement global 
Il s'agit de reprŽsenter globalement la courbe par une seule fonction de X. Dans ce cas, une perturbation 
de la rŽponse Y en x0 se rŽpercute (Žventuellement modŽrŽment) sur l'ensemble de la courbe, mais a 
peu de rŽpercussion sur la valeur prŽdite en x0 lui-m•me.  

Les mŽthodes correspondantes sont : 
- l'utilisation de polyn™mes de degrŽ supŽrieur ˆ 1 
- les polyn™mes fractionnaires. On verra que c'est une extension de la mŽthode prŽcŽdente qui 
l'assouplit en autorisant que les degrŽs du polyn™me ne soient pas des nombres entiers positifs. 

Les avantages  des mŽthodes d'ajustement global sont leur simplicitŽ, et leur capacitŽ ˆ •tre exportŽes  
ˆ d'autres donnŽes . 

Les inconvŽnients  sont leur manque de flexibilitŽ (surtout vrai pour l'utilisation de polyn™mes, nettement 
moins pour les polyn™mes fractionnaires) et la possibilitŽ d'artefacts, c'est-ˆ -dire de formes de courbes 
s'Žcartant de la "vraie" courbe pour s'adapter de fa•on "abusive" aux donnŽes observŽes (c'est 
particuli•rement vrai lorsqu'on utilise des polyn™mes de degrŽ ŽlevŽ) ou ˆ celles correspondant aux 
valeurs extr•mes de X . 
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3. Exemple illustratif 
Pour prŽsenter les mŽthodes dŽcrites dans le paragraphe prŽcŽdent, nous nous appuierons sur un 
exemple tirŽ de donnŽes sur la fŽcondation in vitro (FIV) issues des tentatives rŽalisŽes entre 1998 et 
2002 dans deux centres fran•ais d'assistance mŽdicale ˆ la procrŽation.  
L'analyse, ainsi que les rŽsultats et graphiques donnŽs dans les exemples, ont ŽtŽ faits avec le logiciel 
Stata (version 15) (StataCorp, 2017). La plupart des graphiques, notamment lorsque les valeurs 
observŽes sont reprŽsentŽes, ne sont pas les graphiques par dŽfaut des commandes de Stata et ont ŽtŽ 
adaptŽs par programme. 

Les donnŽes portent sur 6400 tentatives et les variables considŽrŽes sont les suivantes : 

Y : rŽsultat d'une tentative de fŽcondation in vitro (FIV) : accouchement oui/non (variable dichotomique) 

3 variables quantitatives 

X1 : ‰ge de la femme (en annŽe) 
X2 : nombre d'ovocytes prŽlevŽs 
X3 : nombre d'embryons de bonne qualitŽ obtenus (c'est-ˆ -dire des embryons dont les cliniciens 
consid•rent qu'ils peuvent •tre rŽimplantŽs ou congelŽs)  
 
Parmi les 6400 tentatives, il y a eu 1070 succ•s (accouchements), soit 16,7%. La description des 
variables quantitatives est donnŽe dans le tableau 1. 
 
Tableau 1 : Description des 3 variables quantitatives de l'exemple illustratif 

CaractŽristiques des variables Histogramme 

Age (en annŽe) 
 
moyenne = 32,2 
Žcart-type = 4,36 
minimum = 16,4 
maximum = 46,4 

 

Nombre d'ovocytes prŽlevŽs 
  
moyenne = 9,33 
Žcart-type = 6,17 
minimum = 0 
maximum = 60 

 

Nombre d'embryons de bonne qualitŽ obtenus  
 
moyenne = 3,27 
Žcart-type = 2,54 
minimum = 0 
maximum = 23 
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Nous allons tout d'abord nous intŽresser ˆ la modŽlisation du taux de succ•s Y en fonction de l'‰ge X, 
avant de prendre en considŽration les autres variables, comme facteurs de risque concomitants ou 
comme facteurs de confusion dans le paragraphe 12 consacrŽ ˆ la stratŽgie de choix du mod•le.  
 
Il est toujours utile de reprŽsenter graphiquement les 
donnŽes observŽes dans le but de les confronter 
visuellement aux diffŽrentes modŽlisations de la 
relation entre X et Y.  
Comme cela a dŽjˆ ŽtŽ indiquŽ plus haut, il n'y a pas 
de graphique direct possible de Y en fonction de X 
puisque Y ne prend que les valeurs 0 ou 1. En 
groupant l'‰ge en classes d'un an, on peut faire une 
reprŽsentation de Logit P en fonction de X comme 
sur la figure 7 ci-contre.  

On se heurte alors ˆ un probl•me pour les classes 
de X pour lesquelles P=0 ou P=1 (uniquement des 
Žchecs ou uniquement des succ•s). En effet, Logit P 
n'est pas calculable (il serait Žgal ˆ ! "  ou +! ). On 
pourrait donc •tre tentŽ d'exclure ces classes du 
graphique. Le choix qui a ŽtŽ fait ici (et sera poursuivi 
dans la suite) est de reprŽsenter quand m•me ces cas en faisant figurer des losanges placŽs 
arbitrairement en bas (si P=0) ou en haut (si P = 1) du graphique et accompagnŽs du nombre de sujets 
correspondant.  
Notons cependant que ce n'est qu'un probl•me de reprŽsentation graphique.  Dans les analyses o• X est 
prise comme une variable quantitative, l'ensemble des donnŽes sont prises en compte (celles 
reprŽsentŽes par des losanges ne sont pas exclues). 

Ce choix pour reprŽsenter les donnŽes observŽes a le mŽrite de la simplicitŽ et d'une reprŽsentation 
facilement interprŽtable des donnŽes. Il a cependant l'inconvŽnient de ne pas compl•tement conserver 
la nature quantitative de X. Le logiciel Stata utilise une autre mŽthode (qui a ses propres avantages et 
inconvŽnients) pour les reprŽsentations graphiques des courbes obtenues par modŽlisation avec des 
polyn™mes fractionnaires. Elle est expliquŽe en annexe A. 

  

Figure 7 : ReprŽsentation des Logits observŽs 
par classe d'‰ge de 1 an 
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4. Mod•le linŽaire  
Comme on l'a dit plus haut, le mod•le linŽaire reste le mod•le de rŽfŽrence. On l'appellera dans la suite 
le Mod•le 1.  
Il s'Žcrit :  Logit P = !  + "  X Mod•le 1  
 
Les param•tres !  et "  sont estimŽs par la mŽthode du maximum de vraisemblance. Sur les donnŽes de 
FIV, on obtient : 

Logit P = !  + "  X  
 = 0,485 -0,0637 X  avec Ln V = -2855,03 

On peut reprŽsenter les rŽsultats graphiquement (voir Figure 8) o• la zone grisŽe reprŽsente l'intervalle 
de confiance ˆ 95% de la droite. 

Une des questions qui se pose est de savoir si on reprŽsente bien les observations avec une droite. 
C'est-ˆ -dire un test de linŽaritŽ. On verra plus loin plusieurs mŽthodes pour rŽaliser un tel test. 

 
 
Figure 8 : ReprŽsentation de la relation entre l'‰ge et le pourcentage P de succ•s en FIV par un  mod•le 
linŽaire 
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5. RŽgressions locales pondŽrŽes 
Il s'agit d'une mŽthode d'ajustement local des valeurs observŽes proposŽe initialement par Cleveland 
(Cleveland W, 1979; Cleveland W et al., 1988) et appelŽe lowess (locally weighted scatterplot 
smoothing). 
Le principe gŽnŽral est le suivant. Pour reprŽsenter la relation entre deux variables quantitatives X et Y ˆ 
partir d'observation (xi, yi) i=1,N, chaque valeur yi est remplacŽe par une valeur "lissŽe"  yi

s  calculŽe de la 

fa•on suivante :  
- on retient les observations (xk, yk) pour lesquelles xk est "proche" de xi 
- on calcule la rŽgression linŽaire de Y en X pour ces observations en pondŽrant les observations selon 
la distance entre xk et xi (les plus ŽloignŽes ayant une pondŽration plus petite) 
-  yi

s  est la valeur prŽdite par cette rŽgression en xi 

Lorsque Y est une variable dichotomique (0/1), le principe est le m•me de sorte qu'on obtient une valeur 

 yi
s  comprise en 0 et 1 qui est une estimation du pourcentage de succ•s ˆ X fixŽ et qu'on peut donc 

transformer en Logit si besoin. 

La commande Stata correspondante est lowess. Elle comprend une option bandwith qui permet de 
dŽterminer ce qu'on consid•re comme les observations proches de x i (celles qui doivent •tre retenues 
pour estimer  yi

s ). La valeur de bandwith doit •tre compris e entre 0 et 1 et reprŽsente le pourcentage de 

l'ensemble des observations qui sont retenues. Par exemple, bandwith=.8 veut dire qu'on prend les xk 
les plus proches de xi jusqu'ˆ ce que cela reprŽsente 80% de l'ensemble de l'Žchantillon.  

Plus la valeur de bandwith est petite, plus la courbe obtenue est proche des observations (moins le 
lissage est "efficace"). La figure 9 montre par exemple le rŽsultat obtenu avec les valeurs 0,8 et 0,1. 
M•me si le 2 •me  cas est clairement plus proche des donnŽes observŽes, on comprend bien qu'il 
modŽlise ˆ la fois la relation entre X et Y et les fluctuations d'Žchantillonnage. Le 1er cas semble donc 
prŽfŽrable. 

Figure 9 : ReprŽsentation de la relation entre l'‰ge et le succ•s en FIV par lowess avec deux choix de la 
valeur de bandwith  

  

On peut sophistiquer la mŽthode en rempla•ant la rŽgression linŽaire par une rŽgression avec un 
polyn™me de degrŽ p (Gutierrez R et al., 2003). La commande correspondante dans Stata est locpoly. 

L'avantage majeur de la mŽthode par rŽgressions locales pondŽrŽes est d'•tre une mŽthode non 
paramŽtrique. Il n'y a besoin de spŽcifier aucune formule ni forme de fonction pour reprŽsenter la 
relation entre X et Y.  
L'inconvŽnient principal de lowess est de ne pas •tre rŽellement une modŽlisation et de ne pas fournir 
une fonction de rŽgression de Y en fonction de X qui puisse •tre utilisŽe sur d'autres donnŽes ou m•me 
de tenir compte de covariables sur les donnŽes d'origine. Lowess demande par ailleurs des Žchantillons 
de taille suffisamment grande (ce qui est le cas de notre exemple). 
Au total, du fait notamment de sa simplicitŽ, cela fait de cette mŽthode un outil surtout utile d'un point de 
vue descriptif.  
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6. Transformation en fonction en escalier (variables indicatrices) 
Le principe gŽnŽral est de reprŽsenter la relation entre P (ou 
logit P) et X par une courbe en escalier (en noir sur la figure 
10 ci-contre) qui suit au mieux la courbe "vraie".  

C'est un procŽdŽ courant et tr•s gŽnŽral, qui revient ˆ 
dŽcouper X en classes au sein desquelles on consid•re que 
Logit P est constant. C'est donc la m•me chose que la 
catŽgorisation de X.  
En pratique, c'est une Žtape quasi obligatoire du dŽbut de 
l'analyse des relations entre X et Y. Elle permet une 
premi•re description quantitative de l'association entre X et 
Y qui va guider les Žtapes suivantes. 

Plus les classes sont Žtroites, plus l'escalier reste proche de la courbe initiale. La mŽthode est alors 
quasiment non paramŽtrique au sens o• aucune hypoth•se a priori n'est faite sur la forme de la relation 
entre X et Y, l'escalier se contentant de suivre l'Žvolution des observations faites sur l'Žchantillon. Le prix 
ˆ payer est une moins bonne prŽcision sur l'estimation de la hauteur de chaque marche de l'escalier (et 
des odds ratios correspondants) liŽe au petit nombre de sujets dans chaque classe. De plus, une trop 
grande adaptation aux donnŽes observŽes revient ˆ "modŽliser" les fluctuations d'Žchantillonnage. 
 
Reprenons l'exemple de l'‰ge X, variable continue. Rempla•ons X par une variable X' en classes, l'‰ge 
en annŽes rŽvolues (c'est-ˆ -dire arrondie ˆ l'annŽe comme on le fait dans la vie courante). Les effectifs 
par classe sont indiquŽs dans le Tableau 1, colonne de gauche. 
 
Tableau 1 : Histogramme de la variable ‰ge en classes de 1 an 

a. Histogramme original (X') b. Histogramme apr•s regroupement de classes (X")  

Classe d'‰ge Žchec     accouchement   Classe d'‰ge Žchec   accouchement 
17 1 0   18 3 1 
18 1 0   20 2 1 
19 1 1   21 7 4 
20 2 1   22 11 1 
21 7 4   23 27 5 
22 11 1   24 47 10 
23 27 5   25 74 20 
24 47 10   26 118 30 
25 74 20   27 177 49 
26 118 30   28 265 70 
27 177 49   29 325 73 
28 265 70   30 405 94 
29 325 73   31 404 103 
30 405 94   32 448 97 
31 404 103   33 446 122 
32 448 97   34 408 97 
33 446 122   35 400 83 
34 408 97   36 354 63 
35 400 83   37 323 39 
36 354 63   38 324 46 
37 323 39   39 254 26 
38 324 46   40 225 19 
39 254 26   41 151 11 
40 225 19   44 132 6 
41 151 11   Total 5330 1070 
42 98 6   
43 22 0   
44 9 0   
46 3 0   

Total 5330 1070   

Figure 10 : ReprŽsentation de la relation 
entre X et Y par une fonction en escalier 
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On note que pour les deux plus petites catŽgories d'‰ge et les trois plus grandes, il n'y a pas de succ•s. 
On a P=0, de sorte que Logit P ne peut pas •tre calculŽ. Si on garde les classes sous cette forme, les 
classes en question (et les sujets qui les composent) seront exclus des calculs qui seront donc faits sur 
un plus petit nombre total de sujets (6364 au lieu de 6400).  
 

Remarque : Stata signale ce fait par un message d'une clartŽ moyenne, mais somme toute 
comprŽhensible 

. logit acc i.agea  
 
note: 17.agea != 0 predicts failure perfectly  
      17.agea dropped and 1 obs not used  
........  
note: 46.agea != 0 predicts failure perfectly  
      46.agea dropped and 3 obs not used  

"predicts failure perfectly" se comprend en effet puisque tous les sujets de ces classes ont un Žchec. 
Savoir qu'un sujet est dans une de ces classes permet donc de prŽdire "parfaitement" qu'il a un Žchec ... 

 
 

Si on veut garder tous les sujets, on peut effectuer des regroupements qui donnent la variable X" dont la 
distribution est indiquŽe dans le Tableau 1b. C'est ce choix qui est fait dans la suite de fa•on ˆ pouvoir 
comparer les diffŽrents mod•les entre eux sur l e m•me Žchantillon.  
 
On peut envisager deux mod•les pour la relation entre ‰ge et accouchement avec la variable X' : 

- un mod•le A, linŽaire, semblable au mod•le 1 vu prŽcŽdemment, mais cette fois avec une variable ‰ge 
arrondie ˆ l'annŽe enti•re (c'est -ˆ -dire en fait en classes) au lieu d'une variable continue o• l'‰ge n'est 
pas un entier. Ce mod•le s'Žcrit de fa•on semblable au mod•le 1, mais avec X' ˆ la place de X : 

 Logit P = ! A + " AX'  

- un mod•le B o• l'‰ge en annŽes apr•s regroupement (X") est dŽcomposŽ en variables indicatrices : X"i   

avec i = 1 , 23. Ce mod•le s'Žcrit : 
 
Logit P = ! " + " iXi

"

i=1

23

#  

 
 
Les param•tres des diffŽrents mod•les sont estimŽs par la mŽthode du maximum de vraisemblance. Sur 
les donnŽes de FIV, on obtient : 
 
Mod•le 1 :  Logit P = !  + "  X  
  = 0,485 -0,0637 X  Ln V = -2855,03 
 
Mod•le A :   Logit P = ! A + " AX'  

  = 0,502 + 0,0642 X  Ln V = -2854,72 
 

Mod•le B :  
 
Logit P = ! " + " iXi

"

i=1

23

#   Ln V = -2832,54 

En prenant la classe 30 comme rŽfŽrence, les coefficients estimŽs sont les suivants : 
! 'A = -1.461 ; ! 1 = 0.362 ; ! 2 = 0.767 ; ! 3 = 0.901 ; ! 4 = -0.937 ; ! 5 = -0.226 ; ! 6 = -0.087 ; ! 7 = 0.152 ; ! 8 = 
0.091 ; ! 9 = 0.176 ; ! 10 = 0.129 ; ! 11 = -0.033 ; ! 12 = 0.094 ; ! 13 = -0.069 ; ! 14 = 0.164 ; ! 15 = 0.024 ; ! 16 = -
0.112 ; ! 17 = -0.266 ; ! 18 = -0.653 ; ! 19 = -0.492 ; ! 20 = -0.819 ; ! 21 = -1.011 ; ! 22 = -1.159 ; ! 23 = -1.630 ;  
 
 
Ces trois mod•les sont reprŽsentŽs sur la Figure 11. 
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Figure 11 : ReprŽsentation graphique des mod•les 1, A et B. L'‰ge est la variable X pour le mod•le 1 et 
la variable X' pour les mod•les A et B.  

 
 
Notons que les mod•les A et 1 ne sont pas embo”tŽs et donc pas non comparables par rapport des 
vraisemblances. 
 
On peut en revanche comparer les mod•les A et B (du moins parce qu'on a fait les regroupements 
conduisant ˆ la variable X" et qu'ils portent donc sur le m•me nombre de sujets). Cela revient en fait ˆ 
un test de linŽaritŽ puisque le mod•le A correspond ˆ une rela tion linŽaire entre X et Logit P, le mod•le 
B Žtant le mod•le alternatif en cas d'Žcart ˆ la linŽaritŽ. On obtient :  

 

! 0
2 = 2 ln

VB

VA

= 2 ln(VB) " 2 ln(VA)

= 2 " 2832,54 " (" 2854,72)( ) = 44,36 ˆ  22 ddl p<0,01

 

 
Les mod•les A et B sont significativement diffŽrents, et par consŽquent, le mod•le B est meilleur sur le 
plan statistique que le mod•le A. En conclusion, on rejette la linŽaritŽ et on retient le mod•le B. 
 
En pratique, le nombre de coefficients du mod•le B rend cependant les rŽsultats difficiles ˆ interprŽter et 
ˆ "communiquer". Il faudrait en effet donner un tableau de rŽsultats avec les 23 coefficients ou les 23 
odds-ratios et leur intervalle de confiance comme indiquŽ dans le tableau 2, ce qui est tr•s peu 
synthŽtique. 

On prŽf•re donc souvent considŽrer des classes plus larges, ce qui en diminue le nombre et permet de 
limiter les "ˆ -coups" (fluctuations d'Žchantillonnage) dus aux petits effectifs dans chaque classe. Le 
mod•le B n'aura alors servi qu'ˆ tester la linŽaritŽ.  
 
Par exemple, avec des classes de 5 ans (mod•le C), on obtient les odds ratios et le graphique du 
tableau 3. 
 
NB : le mod•le C est embo”tŽ dans le mod•le B, mais les mod•les A et C ne sont pas embo”tŽs.  On ne 
peut donc pas tester la linŽaritŽ en comparant les mod•les A et C.  
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Tableau 2 : Odds ratios (et intervalle de confiance) de succ•s associŽ aux classes d'‰ge de 1 an 
 

Age (X") OR 
18 1.436 [0.148 ;13.961] 
20 2.154 [0.193 ;24.007] 
21 2.462 [0.706 ; 8.583] 
22 0.392 [0.050 ; 3.071] 
23 0.798 [0.299 ; 2.126] 
24 0.917 [0.447 ; 1.880] 
25 1.164 [0.677 ; 2.003] 
26 1.095 [0.692 ; 1.734] 
27 1.193 [0.809 ; 1.758] 
28 1.138 [0.805 ; 1.609] 
29 0.968 [0.690 ; 1.358] 
30 1 
31 1.098 [0.804 ; 1.500] 
32 0.933 [0.682 ; 1.277] 
33 1.179 [0.872 ; 1.592] 
34 1.024 [0.747 ; 1.404] 
35 0.894 [0.645 ; 1.239] 
36 0.767 [0.541 ; 1.088] 
37 0.520 [0.348 ; 0.777] 
38 0.612 [0.418 ; 0.896] 
39 0.441 [0.278 ; 0.700] 
40 0.364 [0.216 ; 0.612] 
41 0.314 [0.164 ; 0.602] 
44 0.196 [0.084 ; 0.457] 

 
 
Tableau 3 : Odds ratios (et intervalle de confiance) 
de succ•s associŽ ˆ l'‰ge en classes de 5 ans 
 

Graphique permettant de comparer les 
modŽlisations avec l'‰ge en classes de 1 et 5 ans 

 
Age OR 
!  19 1,49 [0,15 - 15] 

20-24 1 
25-29 1,13 [0,69 - 1,9] 
30-34 1,09 [0,67 - 1,8] 
35-39 0,70 [0,43 - 1,1] 
"  40 0,32 [0,18 - 0,57] 
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7. Polyn™mes de degrŽ supŽrieur ˆ 1 
L'idŽe "naturelle" pour une modŽlisation s'Žcartant de la linŽaritŽ est d'Žtendre la fonction linŽaire en 
ajoutant des puissances successives de X. On obtient ainsi une modŽlisation avec un polyn™me de 
degrŽ m qui s'Žcrit :  Logit P = ! + " 1X +" 2X

2 + " 3X
3 +É +" mXm . 

Cette modŽlisation a l'avantage de la simplicitŽ et de permettre un test simple d'Žcart ˆ la linŽaritŽ en 
testant l'hypoth•se  H0 : ! 2 =É = ! m = 0  par la mŽthode du rapport de vraisemblances ou par un test 

global de l'ensemble de ces coefficients. C'est par ailleurs une modŽlisation frŽquemment rencontrŽe en 
pratique. 

En modŽlisant l'‰ge avec un polyn™me de degrŽ 3, on obtient ainsi la courbe reprŽsentŽe sur la 
Figure 12, plus satisfaisante qu'une droite ou qu'une fonction en escalier. Sur cette figure, le mod•le 
linŽaire est reprŽsentŽ en tant que mod•le "de rŽfŽrence" comme cela a ŽtŽ indiquŽ plus haut; cela 
permet de visualiser l'Žcart entre le mod•le retenu et une droite.  
L'Žquation de cette courbe donnŽe par Stata est Logit P = 8,978 + -1,177 x + 0,044 x2 -0,0005 x3. Le test 
global des deux derniers coefficients est significatif, ce qui montre que la relation entre X et Logit P 
s'Žcarte significativement de la linŽaritŽ. 
 
Figure 12 : ModŽlisation de la relation entre l'‰ge et le succ•s avec un polyn™me de degrŽ 3 
 

 

Test de comparaison 
au mod•le linŽaire  
 
p < 0,001 
 

 
L'inconvŽnient principal de la modŽlisation polyn™miale est son manque de souplesse. D'une part, les 
polyn™mes ne peuvent pas prŽtendre reprŽsenter certaines formes de relation entre Y et X car ils n'ont 
pas d'asymptote 2. Ils ne peuvent donc pas s'adapter ˆ une forme  de la courbe rŽelle qu serait linŽaire 
ou en plateau lorsque x tend vers ±! . D'autre part, l'augmentation du nombre de degrŽs du polyn™me 
pour une meilleure adŽquation avec les points observŽs peut conduire ˆ des artefacts, c'est -ˆ -dire ˆ des 
formes de relation entre X et Y qui s'Žloignent de la rŽalitŽ pour s'adapter aux fluctuations alŽatoires des 
observations. On constate ce phŽnom•ne avec un polyn™me de degrŽ 5 (et encore plus de degrŽ 7), 
voir Figure 13. Les "ondulations" dans la partie centrale de la courbe ont peu de chance de correspondre 
ˆ la rŽalitŽ, de m•me que  l'inversion de la tendance pour les ‰ges les plus petits.  

Cette opposition entre meilleure adŽquation et artefacts n'est pas propre ˆ cette mŽthode. On l'a dŽjˆ 
rencontrŽe avec les fonctions en escalier et elle sera de nouveau prŽsente avec les mŽthodes suivantes 

                                                
2 En langage non mathŽmatique, cela veut dire que leur courbe se rapproche de plus en plus de la verticale lorsque x tend vers 
+! ou vers ! " . 
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(splines et polyn™mes fractionnaires). Elle se traduit gŽnŽralement par une dŽgradation de la prŽcision 
de la courbe (augmentation de la largeur de l'intervalle de confiance) pour les valeurs extr•mes de X 
lorsque le degrŽ du polyn™mes augmente qui incite ˆ la prudence pour interprŽter les rŽsultats, bien sžr 
pour ces valeurs de X, mais aussi plus globalement puisque cela peut aller jusqu'ˆ une incapacitŽ ˆ 
reconna”tre l'Žcart ˆ la linŽaritŽ (test non significatif comme avec un polyn™me de degrŽ 7). 
 
 
Figure 13 : ModŽlisation de la relation entre l'‰ge et le succ•s avec un polyn™me 
 
a. de degrŽ 5 

 

Test de comparaison 
au mod•le linŽaire  
 
p < 0,001 

 
b. de degrŽ 7 

 

Test de comparaison 
au mod•le linŽaire  
 
p =0,79 
(ce qui s'explique par la 
grande imprŽcision des 
coefficients du 
polyn™me) 
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8. Fonctions splines 
Le mot anglais "spline" dŽsigne une latte flexible utilisŽe par les dessinateurs pour matŽrialiser des 
lignes ˆ courbure variable et passant par des points fixŽs a priori ou ˆ "proximitŽ" de ceux -ci. Le tracŽ 
ainsi rŽalisŽ minimise l'Žnergie de dŽformation de la latte. Par analogie, ce mot dŽsigne Žgalement des 
familles de fonctions permettant de reprŽsenter des courbes observŽes avec des propriŽtŽs "optimales" 
de rŽgularitŽ. L'idŽe originale date du dŽbut du 20•me  si•cle (Whittaker 1923) et elle connait ses 
premi•res applications en statistique dans les annŽes 1970. (TirŽ et adaptŽ de (Besse P et al., 1989)) 
 
Le principe gŽnŽral des fonctions splines en analyse statistique des donnŽes est rŽsumŽ par les Žtapes 
suivantes : 
¥ L'ensemble des valeurs de la variable X est dŽcoupŽ en (k+1) intervalles. On choisit pour cela k 
valeurs numŽriques (appelŽes "nÏuds") qui dŽfinissent les bornes des intervalles.  

¥ Au sein de chaque intervalle, la fonction spline est un polyn™me de degrŽ d (le plus souvent d=3, mais 
on verra aussi d=1). 

¥ Les coefficients des polyn™mes sont choisis de sorte que la courbe totale soit la plus rŽguli•re possible 
(c'est-ˆ -dire sans rupture et "lisse", ou encore "sans angle"), ce qui se traduit sur le plan mathŽmatique 
par le fait qu'elle doit •tre  continue, et dŽrivable (d-1) fois. 

¥ Les valeurs numŽriques des coefficients sont estimŽes pour que la courbe reprŽsente au mieux la 
relation entre X et Y. 
 
En pratique, on commence par construire des fonctions splines qui sont des polyn™mes de degrŽ d par 
morceaux avec la condition de rŽgularitŽ globale indiquŽe ci-dessus. Cette construction est faite 
indŽpendamment de la variable Y. Elle donne des variables qui sont ajoutŽes dans le fichier de donnŽes 
qui ne dŽpendent que des intervalles choisis et de leurs bornes. Ces variables sont ensuite incluses 
dans un mod•le de rŽgression (linŽaire, logistique ou Cox selon la nature de la variable Y) de fa•on ˆ 
estimer les coefficients qui ajustent le mieux la relation entre X et Y. 
 
Cette mŽthode est donc de nature locale et non paramŽtrique, puisqu'on ne cherche pas a priori une 
Žquation globale de la courbe, mais une succession d'ajustements locaux. Elle est souvent qualifiŽe de 
semi-paramŽtrique car les morceaux de courbe sont des polyn™mes et ˆ cause des contraintes globales 
de rŽgularitŽ qui rendent la courbe finale plus vraisemblable qu'une fonction avec des ruptures ou des 
angles.  

Remarque : On peut aussi noter qu'il est quand m•me possible de donner une Žcriture mathŽmatique 
globale de la fonction spline (voir plus bas). Pour cette raison, m•me si cette Žcriture reste complexe et 
peu interprŽtable en pratique, les fonctions splines peuvent aussi •tre classŽes dans les mŽthodes 
d'ajustement global. 

 
 
 
On peut constater empiriquement que les 
fonctions splines permettent de reprŽsenter 
ˆ peu pr •s toutes les formes de courbes. La 
figure 14 ci-contre montre une dizaine de 
fonctions splines cubiques (degrŽ d=3) 
obtenues ˆ partir d'une variable X dont les 
valeurs vont de 16 ˆ 46 (qui peut •tre l'‰ge 
par exemple) et diffŽrents coefficients pour 
les fonctions cubiques au sein de chaque 
intervalle. On a ici choisi de prendre 
5 nÏuds placŽs aux percentile s suivants de 
X : 5 ; 27,5 ; 50 ; 72,5 et 95 (Harrell FE, 
2001). 
 

Figure 14 : DiffŽrentes formes de courbes obtenues 
avec des fonctions splines cubiques et 5 nÏuds  
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8.1. Ecriture d'une fonction spline 
Il y a plusieurs fa•ons d'Žcrire une fonction spline qui satisfasse aux propriŽtŽs ŽnoncŽes ci-dessus. 
Nous en verrons des exemples plus loin, et il n'est pas toujours facile de s'y retrouver dans les diffŽrents 
articles, ni dans les diffŽrentes commandes des logiciels qui construisent ces fonctions (Smith PL, 1979; 
Wegman EJ et al., 1983). Nous allons prŽsenter une des Žcritures des fonctions splines qui est assez 
simple, m•me si ce n'est pas celle  qui est le plus largement utilisŽe aujourd'hui comme on le verra, 
notamment, avec les splines linŽaires (voir ¤ 8.4) ou les splines cubiques restreints (voir ¤ 8.6). 

Pour Žcrire de fa•on gŽnŽrale une fonction spline, on a besoin des notations suivantes : 

- les k nÏuds sont notŽs s 1, ..., sk  

- on dŽfinit la fonction "plus" par : 
 
(u)+ = u si u !  0

0 si u < 0

!
"
#

$#
  

- pour une valeur fixŽe s, on dŽfinit :  Pd(x;s) = (x ! s)+
d  

 
Une fonction spline S(x) de degrŽ d avec les nÏuds s1, ..., sk est alors dŽfinie par :  

 
S(x) = ! 0 + " jPd(x;sj)

j=1

k

#
      

 

Ce choix de la forme des fonctions  Pd(x;s)  permet que soient satisfaites les contraintes de rŽgularitŽs de 

S(x). Les (k+1) coefficients  ! 0  et 
 
! j  sont estimŽs ˆ partir des observations pour que l'adŽquation avec la 

relation entre X et Y soit la meilleure (vraisemblance maximum). S(x0) est alors la valeur "prŽdite" de Y 
pour X=x0 par la fonction spline. 

On montre que cette forme "simple" a des inconvŽnients de stabilitŽ des estimations des coefficients car

 
Pd(x;sj)  peut prendre des valeurs numŽriques tr•s grandes lorsque d et/ou x sont grands . On prŽf•re 

alors remplacer les Pd par d'autres fonctions appelŽes B-Splines 
 

S(x) = ! 0 + " jBd(x;sj)
j=1

k

#
$

%&
'

()
 dont 

l'Žcriture est plus compliquŽe (Newson R, 2012).  

8.2. Utilisation pratique avec des logiciels 
En pratique, il n'est pas nŽcessaire de programmer soi-m•me l'Žcriture des fonctions splines et la 
construction des nouvelles variables. Les logiciels d'analyse statistique ont une ou plusieurs commandes 
qui les crŽent. Selon la commande, ce sont les Pd qui sont crŽŽes ou des B-Splines, ou encore d'autres 
fonction comme pour les "restricted cubic splines" dont on parlera plus loin (voir en annexe les 
commandes pour le logiciel Stata). Ces variables sont ensuite incluses dans une rŽgression logistique 
pour estimer les coefficients 

 
! j  et 

 
! j . 

Il n'est donc pas nŽcessaire de savoir dans le dŽtail comment les variables qui constituent la fonction 
spline sont construites (la machine s'en charge ...). Ce qui compte en pratique, c'est le rŽsultat final, 
c'est-ˆ -dire la liste des variables crŽŽes qu'il faudra inclure dans le mod•le logistique et  les valeurs 
prŽdites obtenues qui permettent de tracer la courbe. 
Il est cependant utile de comprendre quel principe gŽnŽral a ŽtŽ suivi (il y des options des commandes 
pour cela et des choix par dŽfaut programmŽs dans les logiciels) : par exemple splines linŽaires ou 
splines cubiques restreints, nombre de nÏuds , et de savoir comment tester l'Žcart ˆ la linŽaritŽ. Cela 
nŽcessite parfois une lecture attentive et parfois pŽnible des modes d'emploi. 

8.3. Choix des nÏuds et du degrŽ des polyn™mes  
Une fonction spline S est donc dŽfinie par deux param•tres  : k, le nombre de nÏuds  dŽfinissent les 
(k+1) intervalles de X (il faut aussi fixer leur position), et d le degrŽ des polyn™mes au sein de chaque 
intervalle.  

En dehors des splines linŽaires (voir ¤ 8.4) qui reprŽsentent la relation entre X et Y par des segments de 
droite jointifs, la valeur de d est le plus souvent fixŽe ˆ 3 qui parait le meilleur compromis entre la 
flexibilitŽ de la courbe pour reprŽsenter la relation entre X et Y et sa complexitŽ (on parle alors de 
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splines cubiques). En pratique, les logiciels ne proposent que ces deux types de splines (linŽaires et 
cubiques). 

En ce qui concerne les nÏuds, leur position importe moins que leur nombre (Stone C, 1986), 
notamment dans le cas de splines cubiques restreints (voir la dŽfinition plus bas, ¤ 8.6). On consid•re 
gŽnŽralement qu'il n'est pas utile qu'il y en ait plus de 10 et que le bon compromis se trouve entre 3 et 5, 
le choix dŽpendant en partie de la taille de l'Žchantillon pour que les intervalles contiennent 
suffisamment d'observations.  
Les nÏuds sont souvent placŽs aux  percentiles de X, ce qui permet d'Žquilibrer les effectifs dans les 
intervalles. Ainsi, k nÏuds sont placŽs aux percentiles 100/k+1, 2*100/k+1, # , k*100/k+1. Pour k=3, 
cela donne les percentiles 25, 50 et 75. 
Dans le cas de splines cubiques restreints, F.E. Harrel (Harrell FE, 2001) recommande d'Žcarter de 
fa•on plus importante des nÏuds extr•mes de fa•on ˆ mieux modŽliser la courbe pour les petites et 
grandes valeurs de X. Les positions recommandŽes par F.E. Harrell sont indiquŽs dans le tableau ci-
dessous. 
 

Nombre 
de nÏuds  

Percentiles o• les nÏuds sont placŽs  

3   10 50 90   
4   5 35 65 95  
5  5 27,5 50 72,5 95  
6 5 23 41 59 77 95  
7 2,5 18,33 34,17 50 65,83 81,67 97,5 

 

8.4. Splines linŽaires 
Lorsque le degrŽ des polyn™mes est 1 (d = 1), leur reprŽsentation est une droite. La relation entre Y 
(Logit P) et X est donc modŽlisŽe par une fonction linŽaire par morceaux. Cela a l'avantage de la 
simplicitŽ (toujours la primautŽ donnŽe ˆ la droite par rapport aux autres formes de courbes) et peut 
permettre de repŽrer des ruptures de pentes. La courbe reste continue, mais n'est plus "lisse", elle a des 
angles ˆ chaque n Ïud.  
 
Si on prend l'exemple de 3 nÏuds a, b et c, la fonction spline s'Žcrit :  

 S(X) = ! 0 + ! 1X + ! 2(X " a)+ + ! 3(X " b)+ + ! 4(X " c)+  

Avec cette Žcriture, les coefficients 
 
! j  sont Žgaux aux changements de pente ˆ chaque nÏud : " 1 est la 

pente initiale et " j+1 est l'augmentation de pente apr•s le nÏud j. En effet, on peut Žcrire :  

 

S(X)

= ! 0 + ! 1X si X < a

= (! 0 " a! 2) + (! 1 + ! 2)X si a # X < b

= (! 0 " a! 2 " b! 3) + (! 1 + ! 2 + ! 3)X si b # X < c

= (! 0 " a! 2 " b! 3 " c! 4) + (! 1 + ! 2 + ! 3 + ! 4)X si c # X

$

%

&
&&

'

&
&
&

 

 
D'autres Žcritures sont possibles, notamment celle o• les coefficients des fonctions spline sont Žgaux 
aux pentes des droites au sein de chaque intervalle. 
Avec le logiciel Stata, cette derni•re possibilitŽ correspond ˆ l'option par dŽfaut de la commande 
mkspline, le choix prŽcŽdent (changements de pente) correspond ˆ l'option "marginal".  
 
Les exemples qui suivent ont ŽtŽ faits sur les donnŽes de FIV, en choisissant la r•gle des percentiles 
pour l'emplacement des nÏuds.  

1 nÏud (k=1; donc 2 droites)  
Le nÏud est placŽ au 50 •me  percentile, c'est-ˆ -dire la mŽdiane de l'‰ge qui est Žgale ˆ 33,1. Deux 
fonctions spline sont donc construites : X et (X - 33,1)+, reprŽsentŽes sur la figure 15a. 
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Figure 15a : Fonctions splines linŽaires crŽŽes avec 1 nÏud  (situŽ ˆ 33, 1) 

 
 
La relation entre X (‰ge) et le succ•s en FIV est reprŽsentŽe par deux droites (voir figure 15b).  
 
Attention : l'angle correspond ˆ l'emplacement choisi du nÏud qui est la mŽdiane de l'‰ge et qui est 
indŽpendante de la relation entre X et Y. On observe donc, par construction une rupture de pente ˆ cet 
endroit, mais elle ne correspond pas nŽcessairement ˆ une "vraie" rupture de pente.  
 
Figure 15b : Relation entre l'‰ge et le succ•s en FIV modŽlisŽe par des splines linŽaires avec 1 nÏuds  

 

4 nÏud s (k=4; donc 5 droites) 
On peut essayer de mieux reprŽsenter les donnŽes en prenant plus d'intervalles. Avec 4 nÏuds, 
toujours situŽs aux percentiles de l'‰ge de fa•on ˆ rŽpartir l'Žchantillon en 5  groupes de m•me effectif , 5 
fonctions splines sont crŽŽes reprŽsentŽes sur la figure 16a o• l'emplacement des nÏuds est indiquŽ 
dans la lŽgende. 
 



25 septembre 2019 RŽgression logistique Ñ  ModŽlisation des variables quantitatives 
 

 25 

Figure 16a : Fonctions splines linŽaires crŽŽes avec 4 nÏuds  

 
La modŽlisation de la relation entre l'‰ge et le succ•s en FIV  est reprŽsentŽe sur la figure 16b. On 
constate que la courbe passe effectivement plus pr•s des points observŽs, mais c'est au prix de 
changements de pente qui forment des "zigzags" peu crŽdibles. On constate par ailleurs une 
augmentation de la largeur de l'intervalle de confiance aux extrŽmitŽs de la courbe. De nouveau, et c'est 
une r•gle gŽnŽrale, on peut penser qu'en augmentant le nombre de nÏuds, on modŽlise ˆ la fois la 
"vraie" relation et le "bruit" des fluctuations d'Žchantillonnage. Dans le cas prŽsent, on peut 
raisonnablement conclure qu'on va trop loin en prenant 6 nÏuds.  
 
Figure 16b: Relation entre l'‰ge et le succ•s en FIV modŽlisŽe par des splines linŽaires avec 4 nÏuds  

 

RŽduction du nombre de nÏuds avec une procŽdure pas ˆ pas  
L'augmentation du nombre de nÏuds , si elle n'est pas utile ˆ la modŽlisation de  la relation entre X et Y, 
peut permettre de prŽciser l'emplacement de la (ou des) ruptures de pente en Žvitant l'arbitraire qui a ŽtŽ 
soulignŽ dans le cas d'un seul nÏud choisi a priori.  

Une mŽthode possible est de commencer avec un grand nombre k de nÏud s.  La fonction spline avec k 

nÏuds s 1 ... sk s'Žcrit : 
 
S(X) = ! 0 + ! 1X + ! j(X " sj" 1)+

j=2

k+1

# . (k+1) variables sont crŽŽes : X et les (X-sj)+ 

dont les coefficients dans une rŽgression logistique avec Logit P sont les modifications de la pente ˆ 
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chaque nÏud. Si un coefficient d'une variable 
 
(X ! sj)+

 
est non significatif, cela signifie donc que le 

changement de pente apr•s le nÏud s j est non significativement diffŽrent de 0. On peut alors considŽrer 
qu'il n'est pas nŽcessaire de la prendre en compte et qu'on peut rŽunir les deux intervalles de part et 
d'autre de sj de fa•on ˆ avoir un seul intervalle et une seule pente de droite. On peut y parvenir avec une 
procŽdure pas ˆ pas (stepwise) qui conduira ˆ retirer la variable 

 
(X ! sj)+  dont le coefficient est non 

significatif, ce qui revient ˆ supprimer le nÏud sj et donc ˆ rŽduire le nombre total de nÏuds  et 
d'intervalles.  

Remarque 
Il est prŽfŽrable que la 1•re  variable (X) reste dans le mod•le final de fa•on ˆ ce qu'il soit toujours une 
fonction spline. Cela Žvite aussi que la fonction retenue finalement commence par une droite horizontale 
jusqu'au premier nÏud, ce qui est une hypoth•se forte et non souhaitable . 
La procŽdure stepwise doit donc •tre Žcrite de sorte que la variable X ne puisse pas sortir. Avec Stata, un 
option "lockterm1" le permet. 

 
 
Prenons l'exemple de 11 nÏuds.  

La courbe initiale est reprŽsentŽe sur la figure 17. Cette modŽlisation n'a pas d'intŽr•t en elle -m•me, elle 
permet juste de choisir un ensemble initial de nÏuds suffisamment variŽ pour limiter l'arbitraire de celui 
(ou ceux) qui sera finalement retenu.  
 
Figure 17 : Relation entre l'‰ge et le succ•s en FIV modŽlisŽe par des splines linŽaires avec 11 nÏuds  

 
 
La procŽdure stepwise avec seuil d'Žlimination des variables ˆ 10% conduit ˆ ne retenir que 3 nÏuds 
(figure 18a) avec un zigzag peu interprŽtable entre les nÏuds 34,1 et 36,4.  

Si on baisse le seuil d'Žlimination ˆ 5%, un seul nÏud es t retenu (figure 18b) ˆ la valeur 36,4. C'est ce 
dernier rŽsultat qu'on retiendra. 
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Figure 18 : RŽduction du nombre de nÏuds en p artant de 11 nÏuds (cf figure 17 ) 
 
a. Seuil d'Žlimination des nÏuds : 0,10  b. Seuil d'Žlimination des nÏuds : 0,05  

  
 

8.5. Splines cubiques 
Les splines cubiques correspondent ˆ d = 3. Ils  modŽlisent la relation entre X et Y au sein de chaque 
intervalle par des polyn™mes de degrŽ 3, qu'on appelle des cubiques et qui permettent de mieux "coller" 
aux observations qu'une droite, tout en limitant le nombre de coefficients nŽcessaires par rapport ˆ des 
polyn™mes de degrŽ supŽrieur. 
 

L'Žcriture d'une fonction spline cubique avec k nÏuds est la suivante  : 
 
S(x) = ! 0 + " j(x # sj)+

3

j=1

k

$ ; (k+1) 

coefficients sont nŽcessaires pour modŽliser la relation entre X et Y et k variables 
 
(x ! sj)+

3  sont crŽŽes. 

 
Sur l'exemple du succ•s en FIV, avec la commande spbase de Stata, on obtient le rŽsultat de la figure  
19 avec 3 nÏuds.  
 
Figure 19 : Relation entre l'‰ge et le succ•s en FIV par des splines cubiques et 3 nÏuds  

 
 
On constate habituellement que les fonctions splines cubiques ont tendance ˆ •tre sensibles aux valeurs 
observŽes excentriques dans le premier et le dernier intervalle. "Sensibles" voulant dire ˆ la fois que 
leurs valeurs estimŽes aux extrŽmitŽs de la zone de variation de X sont tr•s (et peut-•tre trop) 
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influencŽes par des valeurs de Y qui peuvent correspondre ˆ un petit nombre d'observations, et que leur 
intervalle de confiance s'Žlargit dans ces intervalles. C'est ce qu'on voit sur la figure 19. 

8.6. Spline cubiques restreints 
Pour tenir de la sensibilitŽ des fonctions splines cubiques aux valeurs extr•mes de X , on utilise plut™t, 
les splines cubiques restreints ("rectricted cubic splines" en anglais). On dit aussi "natural splines". Ce 
sont les m•mes fonctions que prŽcŽdemment (d=3), mais auxquelles on ajoute la contrainte d'•tre 
linŽaires pour les deux intervalles extr•mes.  
 
Pour obtenir les fonctions splines cubiques restreints avec k nÏuds , on part d'une forme des fonctions 
splines cubiques un peu diffŽrente de la prŽcŽdente (Durrleman S et al., 1989) :  

 
S(x) = ! 00 + ! 01x + ! 02x

2 + ! 03x
3 + ! 1j(x " sj)+

3

j=1

k

#  

En ajoutant les contraintes de linŽaritŽ pour les deux intervalles extr•mes, on montre que cela introduit 
des contraintes sur les coefficients (Royston P et al., 2002; Royston P et al., 2007). Il n'y a plus alors 
besoin que de (k) coefficients (4 de moins) et la fonction s'Žcrit : 

 
S(x) = ! 00 + ! 01x + ! 1j" j(x)

j=2

k#1

$  

avec :  

 

! j(x) =
1

sk " s1( )2
x " sj" 1( )

+

3
" x " sk" 1( )

+

3 sk " sj" 1( )
sk " sk" 1( ) + x " sk( )

+

3 sk" 1 " sj" 1( )
sk " sk" 1( )

#

$

%
%

&

'

(
(

 pour j=2, ..., k-1 

D'autres paramŽtrisations sont possibles. Celle-ci a ŽtŽ retenue ici car les variables 
 
! j  sont celles qui 

sont crŽŽes par Stata avec la commande mkspline. Elle donne aussi un test simple de linŽaritŽ (en 
testant que les coefficients 

 
! 1j = 0  pour j=2, ..., k-1). 

 

Exemple avec 3 nÏuds  
Prenons l'exemple de 3 nÏuds, toujours avec les donnŽes de FIV.  
Deux fonctions sont crŽŽes : X et  ! 2  (figure 20a) 

 
Figure 20a : Fonctions splines cubiques restreints crŽŽes avec 2 nÏuds  

 
La relation entre l'‰ge et le succ•s en FIV est reprŽsentŽe sur la figure 20b. On voit que le gain est 
surtout dans la forme de la courbe et l'intervalle de confiance au deux extrŽmitŽs. 
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Figure 20b : Relation entre l'‰ge et le succ•s en FIV par des splines cubiques restreints et 3 nÏuds  

 
 

Exemple avec 7 nÏuds  
 
Si on prend 7 nÏuds (figure 21), 6 variables sont crŽŽes. On constate qu'on gagne peu pour la forme de 
la courbe elle-m•me, et qu'on a m•me tendance ˆ y "pe rdre", d'une part sur la rŽgularitŽ de la courbe, 
d'autre part sur sa prŽcision (largeur de l'intervalle de confiance). 
 
Figure 21 : ModŽlisation de la relation entre ‰ge et succ•s en FIV avec des splines cubiques restreints et 
7 nÏuds  
a. Fonctions splines cubiques restreints crŽŽes 

 

b. ReprŽsentation graphique de la relation 
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9. Polyn™mes fractionnaires 

9.1. DŽfinition 
Les polyn™mes fractionnaires ont ŽtŽ introduits dans les annŽes 1990 et largement dŽveloppŽs et 
popularisŽs par P. Royston, W. Sauerbrei et G. Altman. On en trouve une prŽsentation synthŽtique et 
pŽdagogique dans l'article de Royston et al de 1999 (Royston P et al., 1999), plus thŽorique dans 
Royston et al 1994 (Royston P et al., 1994) ou dans Sauerbrei et al 1999 (Sauerbrei W et al., 1999). 
Pour un dŽveloppement plus complet, voir l'excellent livre de Royston et Sauerbrei (Ambler G et al., 
2001; Royston P et al., 2008). 

Les polyn™mes fractionnaires sont une extension des polyn™mes ordinaires o• les exposants peuvent 
•tre nŽgatifs et/ou non entiers et sont pris dans l'ensemble prŽdŽfini de valeurs S = [ -2; -1; -0,5; 0; 0,5; 
1; 2; 3 ] avec, par convention, la valeur 0 correspondant ˆ  lnx. L'ensemble S peut para”tre restreint, mais 
l'expŽrience montre qu'il est suffisant pour la quasi totalitŽ des situations rencontrŽes en pratique 
(Royston P et al., 2008). 
Un polyn™me fractionnaire de degrŽ (ou ordre) m, notŽ PFm (ou FPm en anglais), comprend m termes, 
sachant qu'une puissance peut •tre rŽpŽtŽe m fois (en ajoutant des logarithmes). Par exemple, si la 
puissance p est rŽpŽtŽe 3 fois, les trois termes correspondant du polyn™me fractionnaire sont 

 
xp  , xp ln(x) et xp ln(x)( )2

. 

Un polyn™me fractionnaire de degrŽ m s'Žcrit donc 
 
PFm = ! 0 + ! jx

(pj )  o•  pj " S
j=1

m

# , avec les conventions 

suivantes : 
-  x

(p) = xp  si p$0 
-  x

(0) = ln(x)  

- si (p) est rŽpŽtŽ k fois, le 1er terme est xp et les suivants sont 
 
xp ln(x)( )j! 1

 pour j=2 ˆ k. 

Avec ces conventions, il y a donc 8 PF1 et 36 PF2. 

De fa•on conventionnelle, un polyn™me fractionnaire est notŽ (en particulier par Stata) avec la suite des 
puissances pj : fracploy p1 p2 ... pm. 

En pratique, on constate qu'il n'est pas nŽcessaire de considŽrer des degrŽs supŽrieurs ˆ 2 pour 
reprŽsenter de fa•on satisfaisante la relation entre Y et une variable continue X. On peut en effet  obtenir 
la plupart des formes de fonctions avec des polyn™mes PF2 comme le montre la figure 22 ci-dessous. 
 
Figure 22 : DiffŽrentes formes de courbes obtenues avec des polyn™mes fractionnaires de degrŽ 2 
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Les exemples du tableau 10 montrent aussi comment des changements de coefficients avec des 
puissances identiques peuvent conduire ˆ des courbes diffŽrentes . 
 
Tableau 10 : DiffŽrentes formes de courbes obtenues avec un polyn™me fractionnaire de degrŽ 2 selon 
les puissances utilisŽes. 
 
Polyn™me fractionnaire Forme des courbes 

Puissances : -2 ; -2 
Coefficients : -0,8 ; -2 
 

Equation : 
 
! 0,8

1
x2

! 2
1
x2

ln(x)  

 

Puissances : -2 ; -2 
Coefficients : 1 ; 1 
 

Equation : 
 

1
x2

+
1
x2

ln(x)  

 

Puissances : -0,5 ; 0 
Coefficients : 1 ; 1 
 

Equation : 
 

1

x
+ ln(x)  

 

Puissances : 3 ; 3 
Coefficients : 0,2 ; -0,6 
 
Equation :  0,2 x3 ! 0,6 x3 ln(x)  

 
 
Sur le plan logiciel, les polyn™mes fractionnaires ont surtout ŽtŽ dŽveloppŽs dans Stata, mais il existe 
une macro SAS et un package R (voir en annexe). Le processus d'estimation int•gre la crŽation des 
variables correspond aux puissances retenues et l'estimation de leur coefficients. En effet, les deux sont 
choisis en m•me temps pour obtenir la vraisemblance maximum (contrairement aux splines o• les 
fonctions splines sont construites indŽpendamment de la relation entre X et Y). 

Pour des raisons numŽriques, les options par dŽfaut sont de : 

- "redimensionner" la variable X (souvent en la divisant par 10) pour Žviter de dŽpasser les capacitŽs de 
la machine ou qu'il y ait trop d'erreurs d'approximation numŽrique  

- centrer les variables crŽŽes avec les puissances de X 
- changer l'origine de X si X peut prendre des valeurs nŽgatives ou nulles de fa•on ˆ ce que la nouvelle 
variable soit toujours positive et ˆ pouvoir utiliser lnX.  

Ces options sont rappelŽes dans les sorties du logiciel, encore faut-il penser ˆ les regarder ...  

9.2. Exemples 
En poursuivant l'exemple des donnŽes de FIV, on peut modŽliser la relation entre l'‰ge et le succ•s par 
des polyn™mes fractionnaires de degrŽ de plus en plus en plus ŽlevŽs. J'ai retenu ici les degrŽs 1, 2 et 4. 
La commande de Stata est fracoply (on verra aussi mfp plus bas). Elle peut •tre suivie de la commande 
fracplot qui permet de visualiser la courbe modŽlisant la relation entre X et Y. Comme pour les splines, 
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cette courbe est tr•s utile car il est quasi impossible de se rendre compte de l'allure de la courbe ˆ  partir 
de son Žquation.  

Attention 
Les figures donnŽes dans ce polycopiŽ ne sont pas celles donnŽes par fracpoly. La courbe et l'intervalle 
de confiance sont les m•mes, mais l' intitulŽ de l'axe Y est changŽ et les points observŽs ne sont pas 
reprŽsentŽs de la m•me fa•on (voir explication en annexe A). De plus les courbes du polycopiŽ, comme 
c'Žtait le cas dans les paragraphes prŽcŽdents, incluent le mod•le linŽaire en tant que mod•le de 
"rŽfŽrence".  

Polyn™me fractionnaire de degrŽ 1 
La puissance retenue est 3 (c'est celle pour laquelle la vraisemblance est maximum). Le mod•le est 
donc le suivant : Logit P = -0,81 - 0,021 x3   (o• x=‰ge/10). L'option a ŽtŽ prise ici de ne pas centrer les 
variables. Le graphique correspondant est donnŽ sur la figure 23. 
 
Figure 23 : Relation entre l'‰ge et le succ•s en FIV modŽlisŽe par un polyn™me fractionnaire de degrŽ 1 

 

Polyn™me fractionnaire de degrŽ 2 
Les puissances retenues sont 3 et 3. Cela signifie par convention que le mod•le est le suivant :  
Logit P = -2,56 + 0,21 x3 - 0,15 x3 ln(x) (avec toujours x=age/10). La figure correspondante est la figure 
24. 
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Figure 24 : Relation entre l'‰ge et le succ•s en FIV modŽlisŽe par un polyn™me fractionnaire de degrŽ 2 

 
Le polyn™me fractionnaire retenu, avec les puissances (3 3) est le meilleur au sens o• il a la plus grande 
vraisemblance. Mais, il n'y a pas de test statistique formel pour la comparaison aux autres FP2, et il se 
peut que d'autres puissances donnent des vraisemblances tr•s proches, et donc des modŽlisations 
quasiment identiques en pratique.  
L'option log de la commande fracpoly permet de visualiser les dŽviances (la dŽviance est Žgale ˆ -2 fois 
la vraisemblance) de tous les mod•les possibles pour Žventuellement en retenir un autre que celui qui a 
la vraisemblance la plus ŽlevŽe. 
 
. fracpoly logit acc agea, adjust(no) log  
 
Model #      Deviance  Power 1 Power 2  
 
    1        5732.988    - 2.0      .  
    2        5724.741    - 1.0      .  
    3        5720.735    - 0.5      .  
    4        5716.837     0.0      .  
    5        5713.068     0.5      .  
    6        5709.445     1.0      .  
    7        5702.703     2.0      .  
    8        5696.717     3.0      .  
    9        5699.433    - 2.0    - 2.0  
   10        5695.801    - 1.0    - 2.0  
   11        5694.056    - 0. 5    - 2.0  
   12        5692.373     0.0    - 2.0  
   13        5690.760     0.5    - 2.0  
   14        5689.226     1.0    - 2.0  
   15        5686.416     2.0    - 2.0  
   16        5683.983     3.0    - 2.0  
   17        5692.616    - 1.0    - 1.0  
   18        5691. 098    - 0.5    - 1.0  
   19        5689.641     0.0    - 1.0  
   20        5688.252     0.5    - 1.0  
   21        5686.938     1.0    - 1.0  
   22        5684.555     2.0    - 1.0  
 

 
 
 
 
   23        5682.517     3.0    - 1.0  
   24        5689.693    - 0.5    - 0.5  
   25        5688.348     0.0    - 0.5  
   26        5687.071     0.5    - 0.5  
   27        5685.866     1.0    - 0.5  
   28        5683.689     2.0    - 0.5        
   29        5681.842     3.0    - 0.5  
   30        5687.115     0.0     0.0  
   31        5685.946     0.5     0.0  
   32        5684.848     1.0     0.0  
   33        5682.874     2.0     0.0  
   34        5681.210     3.0     0.0  
   35        5684.885     0.5     0.5  
   36        5683.890     1.0     0.5  
   37        5682.111     2. 0     0.5  
   38        5680.623     3.0     0.5  
   39        5682.995     1.0     1.0  
   40        5681.404     2.0     1.0  
   41        5680.084     3.0     1.0  
   42        5680.161     2.0     2.0  
   43        5679.150     3.0     2.0  
   44        5678. 408     3.0     3.0  
 

 
Le mod•le retenu est le mod•le 44 (attention les mod•les ne sont pas classŽs dans l'ordre des 
dŽviances dŽcroissantes). On voit que les mod•les 41 et 43 sont pratiquement aussi bons que le mod•le 
44 et ont des puissances plus simples (notamment, pas de log dans l'Žcriture du mod•le) . On peut donc 
choisir de les prendre ˆ la place du mod•le retenu. On constate d'ailleurs sur la figure 25 qu'ils donnent 
quasiment la m•me modŽlisation.  
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Figure 25 : Relation entre l'‰ge et le succ•s en FIV modŽlisŽe par des polyn™mes fractionnaires de 
degrŽ 2 avec des puissances diffŽrentes 
 
Mod•le 44 :  
Logit P = -2,56 + 0,21 x3 - 0,15 x3 ln(x) 

 

Mod•le 41 :  
Logit P = -5,56 + 2,20 x Ð 0,088 x3  

 

Mod•le 43 :  
Logit P = -3,32 + 0,71 x2 Ð 0,16 x3 

 
 

Polyn™me fractionnaire de degrŽ 4 
Les puissances retenues sont (-2 -2 -2 -2). Le mod•le est donc le suivant :  
Logit P = -122,7 -105,6 x-2 + 1162,6 x-2 ln(x) - 1188,9 x-2 ln(x)2 + 954,5 x-2 ln(x)3   (avec x=‰ge/10) 
 
Il est reprŽsentŽ sur la figure 26. On peut noter que ce mod•le colle effectivement mieux aux 
observations. Mais, comme on a dŽjˆ eu l'occasi on de le remarquer, c'est au prix de variations difficiles 
ˆ interprŽter. On constate d'une part, une lŽg•re diminution de la probabilitŽ de succ•s entre 20  et 25 
ans qui est peu explicable et qui refl•te le faible taux de succ•s observŽ chez les femmes de 22 ans 
(voir tableau 1) qui peut n'•tre qu'une fluctuation d'Žchantillonnage. D'autre part, la forte diminution du 
taux de succ•s chez les plus jeunes s'ex plique principalement par la prŽsence de 2 femmes de 17 et 18 
ans ayant toutes connu un Žchec, lˆ aussi proche d'un phŽnom•ne alŽatoire. Il y a d'ailleurs une forte 
imprŽcision de la courbe pour ces catŽgories les plus jeunes. 
 
Figure 26 : Relation entre l'‰ge et le succ•s en FIV modŽlisŽe par un polyn™me fractionnaire de degrŽ 4 

 
 
Lorsqu'on confronte les courbes (figure 27), on voit que le gain en passant de FP2 ˆ FP 4 est modeste sur 
la majeure partie de la courbe. Il consiste essentiellement ˆ mieux repr Žsenter les observations pour les 
‰ges les plus petits, o• les effectifs sont faibles. On peut en fait se demander si •a ne revient pas ˆ 
mieux reprŽsenter les fluctuations d'Žchantillonnage ... 
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Figure 27 : Comparaison graphique des modŽlisations par des polyn™mes fractionnaires de degrŽ 2 et 4 

 
 
 
Remarquons pour finir que, cette fois-ci, avec des polyn™mes fractionnaires de degrŽ supŽrieur ˆ 2 , la 
possibilitŽ d'examiner les vraisemblances de tous les mod•les qui a ŽtŽ ŽvoquŽe avec FP2 pour 
Žventuellement en choisir un avec des puissances plus faciles ˆ manipuler devient peu praticable en 
raison du nombre de mod•les possibles  (494 pour des PF4 comme le montre le rŽsultat ci-dessous). 

 
. fracpoly logit acc agea, adjust(no) degre(4)  
- > ge n double Iage__1 = X^ - 2 if e(sample)  
- > gen double Iage__2 = X^ - 2*ln(X) if e(sample)  
- > gen double Iage__3 = X^ - 2*ln(X)^2 if e(sample)  
- > gen double Iage__4 = X^ - 2*ln(X)^3 if e(sample)  
   (where: X = age/10)  
 
Iteration 0:   log likelihood = - 2888.9503   
Iteration 1:   log likelihood = - 2839.7685   
Iteration 2:   log likelihood =  - 2837.686   
Iteration 3:   log likelihood = - 2837.6761   
Iteration 4:   log likelihood =  - 2837.676   
 
Logistic regression                             Number of obs     =      6, 400  
                                                LR chi2(4)        =     102.55  
                                                Prob > chi2       =     0.0000  
Log likelihood =  - 2837.676                     Pseudo R2         =     0.0177  
 
-------------- ----------------------------------------------------------------  
         acc |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval]  
------------- +----------------------------------------------------------------  
     Iage__1 |  - 105.6356   103.0 605    - 1.02   0.305    - 307.6304    96.35933  
     Iage__2 |   1162.508   584.0006     1.99   0.047     17.88746    2307.128  
     Iage__3 |  - 1188.917   606.8443    - 1.96   0.050     - 2378.31    .4754061  
     Iage__4 |   954.4871    385.3909     2.48   0.013     199.1348     1709.84  
       _cons |  - 112.7295   36.26258    - 3.11   0.002    - 183.8028   - 41.65614  
------------------------------------------------------------------------------  
Deviance:  5675.35. Best powers of age amon g 494 models fit: - 2 - 2 - 2 - 2.  
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Il y a 3 nÏuds. L e logiciel fabrique 
donc 2 variables Spage1 et 
Spage2 qui sont ensuite incluses 
dans un mod•le logistique  

Il y a un lien significatif entre X (‰ge) et Y 
(succ•s en FIV) puisque le test global des 
coefficients des 2 variables Spage1 et 
Spage2 est significatif avec p < 10-4 

2 variables Iage__1 et Iage__2 sont 
construites, Žgales ˆ age 3 et 
age3

*ln(age) et sont ensuite incluses 
dans un mod•le logistique  

10. PrŽsentation des rŽsultats 
Comme on a pu s'en rendre compte dans les prŽsentations des fonctions splines et des polyn™mes 
fractionnaires, les variables crŽŽes ne sont pratiquement pas interprŽtables. Dans le cas des fonctions 
splines, il est m•me souvent impossible d'Žcrire leur Žquation car les logiciels fonctionnent un peu 
comme des "bo”tes noires". Les coefficients associŽes aux variables crŽŽes apparaissent dans les 
sorties des logiciels sont eux aussi ininterprŽtables ainsi que les tests qui les accompagnent. Il est 
m•me difficile de se rendre compte de l'allure de la courbe au seul vu des variables et des coefficients 
(ne serait-ce que de savoir si elle croissante ou pas). 
Il n'y a gu•re que pour les  splines linŽaires, o•  ils sont Žgaux aux variations de pente d'un intervalle ˆ 
l'autre, que les coefficients et leur test peuvent avoir un sens. 

On ne peut donc pas se contenter de donner les sorties des logiciels en guise de rŽsultats. C'est en fait 
une r•gle gŽnŽrale, mais encore plus vraie ici si on peut dire ! 
Nous allons voir ci-dessous comment rŽpondre ˆ la question de l'existence d'une association entre X et 
Y, comment donner la forme de cette association et enfin comment donner des rŽsultats quantitatifs 
(pour mettre dans un tableau d'un article par exemple). 

10.1. Test de l'association entre X et Y 
Pour tester l'existence d'une association entre X et Y, l'hypoth•se nulle est que tous les coefficients des 
variables crŽŽes pour les fonctions splines ou pour les polyn™mes fractionnaires sont nuls. Il s'agit donc 
d'un test global, les tests sŽparŽs des coefficients ne servent ˆ rien (voire sont trompeurs).  

Prenons l'exemple de l'association entre l'‰ge de la femme et le succ•s en FIV modŽlisŽe d'une part par 
une fonction spline cubique restreint et d'autre part par un polyn™me fractionnaire de degrŽ 2.  

Les rŽsultats (commentŽs) sont les suivants : 

 

Fonction spline cubique restreint 
 
 
. mkspline Spage = age, cubic nknots(3)  
 
. logit acc Spage*  
 
Logistic regression                             Number of obs     =      6,400  
                                                LR chi2(2)        =     100.40  
                                                Prob > chi2       =     0.0000  
Log likelihood = - 2838.7478                     Pseudo R2         =     0.0174  
 
------------------------------------------------------------------------------  
         acc |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval]  
------------- +----------------------------------------------------------------  
      Spage1 |   .0219815   .0175041     1.26   0.209    - .0123259    .0562889  
      Spage2 |  - .1397477   .0253126    - 5.52   0.000    - .1893594    - .090136  
       _cons |  - 1.995347   .5236547    - 3.81   0.000    - 3.021691   - .9690028  
------------------------------------------------------------------------------  
 
. testparm Spage*  
 
 ( 1)  [acc]Spage1 = 0  
 ( 2)  [acc]Spage2 = 0  
 
           chi2(  2) =   84.43  
         Prob > chi2 =    0.0000  
 
 
 
Polyn™me fractionnaire de degrŽ 2 
 
. fracpoly logit acc age, adjust(no) degre(2)  
........  
- > gen double Iage__1 = X^3 if e(sample)  
- > gen double Iage__2 = X^3*ln(X) if e(sample)  
   (where: X = age/10)  
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Il y a un lien significatif entre X (‰ge) et Y 
(succ•s en FIV) puisque le test global des 
coefficients des 2 variables Iage__1 et 
Iage__2 est significatif avec p < 10-4 

 
 
Logistic regression                             Number of obs     =      6,400  
                                                LR chi2(2)        =      99.92  
                                                Prob > chi2       =     0.0000  
Log likelihood = - 2838.9885                     Pseudo R2         =     0.0173  
 
------------------------------------------------------------------------------  
         acc |      Coef.   Std. Err.      z     P>|z|     [95% Conf. Interval]  
------------- +----------------------------------------------------------------  
     Iage__1 |   .2085767   .0546516     3.82   0.000     .1014616    .3156918  
     Iage__2 |  - .1489945   .0354207    - 4.21   0.000    - .2184 178   - .0795712  
       _cons |  - 2.563884   .4265015    - 6.01   0.000    - 3.399811   - 1.727956  
------------------------------------------------------------------------------  
Deviance:  5677.98. Best powers of age among 44 models fit: 3 3.  
 
. testparm Iage*  
 
 ( 1)  [acc]Iage__1 = 0  
 ( 2)  [acc]Iage__2 = 0  
 
           chi2(  2) =   81.46  
         Prob > chi2 =    0.0000  
 
 

10.2. ReprŽsentation graphique de la relation entre X et Y 
Une reprŽsentation graphique est essentielle pour connaitre la forme de la relation entre X et Y que les 
Žquations des variables crŽŽes (quand on peut les avoir) ou leur coefficients ne permettent pas de 
deviner.  
Dans le cas des polyn™mes fractionnaires, la commande "fracplot" permet d'obtenir directement le 
graphe de la courbe. Sinon, il faut utiliser la commande "predict" qui donne la valeur de Logit P prŽdite et 
son intervalle de confiance. Les commandes de graphiques des logiciels permettent ensuite de tracer la 
courbe elle-m•me.  C'est cette 2•me  possibilitŽ qui a ŽtŽ utilisŽe dans ce chapitre de fa•on ˆ fournir des 
graphes plus complets que fracplot (ajout de la modŽlisation linŽaire et d'une lŽgende, modification de 
l'intitulŽ de l'axe des Y et de la reprŽsentation des observations, voir annexe A). 

Dans la production des courbes, on peut se poser deux questions : 

- Faut-il faire le graphe pour Logit P ou pour P ? 
A priori, on retient Logit P (comme cela a ŽtŽ fait pour toutes les courbes de ce chapitre) car c'est cette 
variable qui est modŽlisŽe. C'est la seule solution lorsque les donnŽes viennent d'une enqu•te cas-
tŽmoin o• la probabilitŽ P ne peut pas •tre estimŽ e. 
Lorsque les donnŽes viennent d'un Žchantillon reprŽsentatif, P peut •tre estimŽ et il peut •tre plus 
pertinent et plus "parlant" pour le lecteur de donner la relation entre X et P comme dans la figure ci-
dessous. 
 

 
 
- Faut-il faire figurer les points observŽs ? 
On a dit dans le paragraphe d'introduction qu'il Žtait souvent utile de voir le nuage de points qui peut 
constituer un garde-fou pour le choix de la modŽlisation. Dans le cas o• Y est une variable dichotomique 
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et que la modŽlisation porte sur Logit P, c'est plus discutable comme cela est dŽtaillŽ dans l'annexe A. 
Le choix qui a ŽtŽ fait dans ce chapitre pour reprŽsenter les observations est particulier, il n'est pas 
prŽsent dans les logiciels et doit donc •tre programmŽ, ce qui est un rŽel obstacle. Il est donc tout ˆ fait 
lŽgitime de reprŽsenter la courbe sans les points observŽs comme c'est fait ci-dessous. 
  

 
 

10.3. PrŽsentation des rŽsultats dans un tableau 
Les reprŽsentations graphiques ne rŽsolvent cependant pas la question de la publication des rŽsultats 
dans des tableaux avec un contenu quantitatif comme on le fait habituellement avec un odds ratio 
lorsque X est dichotomique.  
La communication des coefficients des variables est peu parlante pour le lecteur, qu'il soit 
ŽpidŽmiologiste ou non, alors que les valeurs des odds ratios par catŽgorie de la variable X sont, eux 
faciles ˆ interprŽter . C'est la raison principale pour laquelle une variable quantitative est souvent 
transformŽe en variables indicatrices apr•s avoir ŽtŽ dŽcoupŽe en classes (voir ¤ 6), malgrŽ les 
inconvŽnients que cela reprŽsente. 

Pour trouver un compromis entre la modŽlisation de X obtenue avec des splines ou des polyn™mes 
fractionnaires et une prŽsentation ÒlisibleÓ des rŽsultats, une bonne solution est de faire des classes de 
la variable X, d'en choisir une comme rŽfŽrence, et de calculer les OR des autres classes par rapport ˆ 
cette rŽfŽrence en se servant de la modŽlisation par splines ou polyn™mes fractionnaires (Royston P et 
al., 1999). 

Exemple 
Pour illustrer ce propos, prenons l'exemple de la relation entre l'‰ge et le succ•s en FIV modŽlisŽe par 
un polyn™me fractionnaire de degrŽ 2. 
ConsidŽrons des classes d'‰ge de 5 ans : 15-19 ; 20-24 ; ... ; 40-46 et prenons la classe 20-24 comme 
rŽfŽrence. L'odds ratio entre la classe 15-19 et cette classe de rŽfŽrence est obtenu en calculant les 
probabilitŽs de succ•s P 1 et P0 prŽdite par la modŽlisation aux centres des classes puis en calculant 

 
OR =

P1 / 1! P1

P0 / 1! P0

. 

Les centres des classes sont 17 ; 22 ; ... ; 42 (on peut discuter de prendre 17,5 ; 22,5 ... mais ce n'est 
pas la difficultŽ principale). 

Le mod•le retenu (voir ¤ 9.2) a les puissances (3 3) et s'Žcrit donc : Logit P = !  + " 1 x
3 + " 2 x

3 ln(x)   
(avec x=‰ge/10). Les centres des classes de X sont donc 1,7 ; 2,2 ; ... ; 4,2. 
On a donc : 
Logit P1 =  !  + " 1 (1,7)3 + " 2 (1,7)3 ln(1,7) 
Logit P0 =  !  + " 1 (2,2)3 + " 2 (2,4)3 ln(2,2) 
 
D'o• lnOR = Logit P 1 Ð Logit P0 = " 1 (1,73-2,23) + " 2 (1,73 ln(1,7) - 2,23 ln(2,2)) = -5,735 " 1 - 5,789 " 2. 
Puis OR apr•s avoir remplacŽ " 1 et " 2 par leur estimation (" 1 = 0,21 ; " 2 = -0,15).  
Pour avoir l'intervalle de confiance de OR, il faut utiliser les variances et covariance de " 1 et " 2 ou, ce qui 
est prŽfŽrable, recourir ˆ la commande lincom de Stata (voir annexe 6.2). 
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En faisant la m•me cho se pour les autres classes d'‰ge, on obtient les rŽsultats de la derni•re colonne 
du tableau 11. 
 
 
Tableau 11 : Odds ratios par classes selon la modŽlisation de X (variables indicatrices ou polyn™mes 
fractionnaires) 
 

Age OR "observŽs" * PF2** 
15-19 1,49 [0,15 - 15] 0,72 [0,58 Ð 0,90] 
20-24 1 1 
25-29 1,13 [0,69 - 1,85] 1,24 [1,02 - 1,51] 
30-34 1,09 [0,67 - 1,76] 1,19 [0,86 Ð 1,64] 
35-39 0,70 [0,43 - 1,14] 0,75 [0,53 Ð 1,04] 
40-44 0,32 [0,18 - 0,57] 0,25 [0,18 Ð 0,35] 

** c'est-ˆ -dire obtenus par transformation de X en classes et des variables indicatrices (sans modŽlisation donc) 
** Polyn™mes fractionnaires de degrŽ 2 (voir aussi sa reprŽsentation graphique sur la figure 24). 
 
Le tableau 11 permet de comparer les rŽsultats selon qu'on se contente de faire des classes de X et des 
variables indicatrices (1•re  colonne) comme on le fait tr•s souvent ou qu'on modŽlise la relation entre X 
et Y par un polyn™me fractionnaire (2•me  colonne). 

On constate que les rŽsultats sont diffŽrents avec des variables indicatrices et avec la modŽlisation par 
un polyn™me fractionnaire. Ils ne sont cependant pas tr•s ŽloignŽs, ce qui, d'une certaine mani•re, est 
rassurant. Sauf pour la 1•re  classe o• l' odds ratio donnŽ par la fonction indicatrice est si imprŽcis qu'il est 
en fait non informatif. 

On constate surtout que les intervalles de confiance sont plus petits avec la modŽlisation par polyn™mes 
fractionnaires, ce qui correspond au rŽsultat gŽnŽral que la puissance est meilleure avec une 
modŽlisation. 

Il est donc tout ˆ fait prŽfŽrable de garder les OR obtenus par modŽlisation et de les faire figurer dans un 
tableau de rŽsultats (m•me si cela demande un peu de calculs) plut™t que ceux obtenus apr•s avoir fait 
des classes d'‰ge. 
 
 
On peut bien sžr faire la m•me chose avec une modŽlisation par des fonctions splines, mais avec une 
mŽthode un peu diffŽrente parce qu'on ne connait pas l'Žquation de la fonction. 
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11. StratŽgie de choix du mod•le avec les polyn™mes fractionnaires 
Un des probl•mes importants qui se pose en utilisant les polyn™mes fractionnaires pour modŽliser la 
relation d'une variable quantitative X avec Y est le choix du meilleur polyn™me fractionnaire. Il faut en 
effet dŽterminer le degrŽ du polyn™me, puis les puissances qu'on va retenir. Il faut pour cela recourir ˆ 
une stratŽgie qui soit le plus "objective" possible et qui permette de contr™ler le risque d'erreur de 1•re  
esp•ce. C'est ce qu'ont proposŽ Royston et ses coll•gues, d'abord p our la modŽlisation d'une seule 
variable quantitative X, puis dans le cas de plusieurs variables X1, X2, ..., Xp ˆ modŽliser simultanŽment  
(Ambler G et al., 2001; Royston P et al., 2005). 

Le probl•me se pose bien sžr aussi pour la modŽlisation avec des fonctions splines (voir ¤ 12).  

11.1. Choix du meilleur polyn™me fractionnaire pour une variable 
La stratŽgie de choix du polyn™me fractionnaire pour modŽliser une seule variable quantitative X se 
dŽroule en 4 Žtapes dŽcrites ci-dessous. Les principes gŽnŽraux sont d'une part de privilŽgier le mod•le 
linŽaire s'il n'est pas significativement moins bon qu'un autre mod•le, d'autre part de considŽrer qu'il est 
inutile de prendre des polyn™mes fractionnaires de degrŽ supŽrieur ˆ 2. Ce 2•me  point, dont nous avons 
vu un exemple plus haut, a ŽtŽ confortŽ par l'expŽrience (Royston P et al., 2008).  
 
Les 4 Žtapes sont les suivantes : 

Etape 1. Choisir le meilleur mod•le FP 2 
Selon le principe indiquŽ plus haut, c'est le mod•le qui est le meilleur pour reprŽsenter  les 
donnŽes observŽes (mais peut-•tre pas significativement meilleur que des mod•les plus 
simples de m•me degrŽ).  
Le choix se fait en comparant entre eux les 36 mod•les FP 2 obtenus en faisant varier les 
valeurs des puissances. 

Etape 2. Comparer le mod•le obtenu avec celui n'incluant pas la variable X.  
Si la diffŽrence est non significative, X n'est pas significativement liŽ ˆ Y. Le processus de 
sŽlection s'arr•te lˆ et X  n'est pas inclus dans l'analyse. 

Etape 3. Sinon, comparer le meilleur FP2 avec le mod•le linŽaire . Si la diffŽrence est non significative, 
la linŽaritŽ est acceptŽe et le mod•le linŽaire retenu. 

Etape 4. Sinon : comparer le meilleur FP2 et le meilleur FP1. Si la diffŽrence est non significative, on 
retient le mod•le FP 1. Sinon le mod•le FP 2. 

 
 
Pour les Žtapes ci-dessus : 

- le meilleur polyn™me fractionnaire FPm est celui des FPm qui a la plus grande vraisemblance. 

- pour comparer deux polyn™mes fractionnaires de degrŽs diffŽrents, on utilise le test de #2 du rapport 
des vraisemblance en considŽrant (cela a ŽtŽ vŽrifiŽ par simulations) qu'un mod•le FP m a 2m ddl (1 pour 
chaque coefficient, et 1 pour le choix de chaque puissance) et que le mod•le linŽaire a 1 ddl.  
 
Il a ŽtŽ vŽrifiŽ par simulation que cette stratŽgie permet de contr™ler le risque d'erreur !  dans le choix du 
mod•le (Ambler G et al., 2001). 

Exemple 
La commande Stata qui correspond ˆ cette stratŽgie est  mfp. Elle est exŽcutŽe ci-dessous sur l'exemple 
de la relation entre l'‰ge et le succ•s (accouchement) en FIV avec les donnŽes dŽcrites prŽcŽdemment. 

 
 
. mfp logit acc agea , adjust(no) select(.05)  
 
Deviance for model with all terms untransformed =  5709.445, 6400 observations  
 
Variable     Model (vs.)   Deviance  Dev diff.   P      Powers   (vs.)  
----------------------------------------------------------------------  
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agea          null   FP2    5777.901    99.493  0.000*   .         3 3  
             lin.          5709.445    31.037  0.000+   1          
             FP1           5696.717    18.310  0.000+   3          
             Final         5678.408                     3 3  
 
 
Transformations of covariates:  
 
- > gen double Iagea__1 = X^3 if e(sample)  
- > gen double Iagea__2 = X^3*ln(X) if e(sample)  
   (where: X = agea/10)  
 
Final multivariable fractional polynomial model for acc  
--------------------------------------------- -----------------------  
    Variable |    ----- Initial -----           ----- Final -----  
             |   df     Select   Alpha    Status    df    Powers  
------------- +------------------------------------------------------  
        agea |    4     0.0500   0.05 00     in      4     3 3  
--------------------------------------------------------------------  
 
Logistic regression                               Number of obs   =       6400  
                                                  LR chi2(2)      =      99.49  
                                                  Prob > chi2     =     0.0000  
Log likelihood = - 2839.2039                       Pseudo R2       =     0.0172  
 
------------------------------------------------------------------------------  
         acc |      C oef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval]  
------------- +----------------------------------------------------------------  
    Iagea__1 |   .2044637   .0548088     3.73   0.000     .0970403     .311887  
    Iagea__2 |  - .1463993   .0355189    - 4.12   0.000     - .216015   - .0767836  
       _cons |  - 2.530316   .4279683    - 5.91   0.000    - 3.369119   - 1.691514  
------------------------------------------------------------------------------  
Deviance: 5678.408.  
 

 
L'option select(.05) est nŽcessaire pour que l'Žtape 1 soit rŽalisŽe, c'est-ˆ -dire que soit testŽ (au risque 
indiquŽ entre parenth•ses) s'il y a un lien entre X et Y. Si on 
souhaite de toutes fa•ons garder X dans l'analyse et 
modŽliser au mieux cette variable, il faut enlever cette option, 
l'Žtape 1 est alors sautŽe. 
 
Ici on retient le mod•le FP 2, avec la puissance 3 rŽpŽtŽe deux 
fois. Le mod•le final est donc :  
Logit P = -2,53 + 0,204 x3 - 0,146 x3 ln(x) (x=age/10). 
 
Si on exŽcute ensuite la commande fracplot, on obtient le 
graphique suivant qui est l'analogue3 de ce qui a ŽtŽ montrŽ 
plus haut.  

11.2. ModŽlisation simultanŽe de plusieurs variables quantitatives  
La stratŽgie de choix du meilleur mod•le lorsqu'on veut utiliser plusieurs variables quantitatives 
simultanŽment s'appuie sur le m•me principe  que le prŽcŽdent. 
 
Il faut commencer par le choix de l'ordre dans lequel les variables sont considŽrŽes. Pour cela, on les 
ordonne selon la valeur croissante du degrŽ de signification p de la pente de leur relation avec Logit P 
dans des mod•les linŽaires successifs o•  les variables sont considŽrŽes une par une.  

On choisit alors le meilleur mod•le pour la premi•re variable (les autres Žtant incluses dans le mod•le 
sous forme linŽaire) de la fa•on suivante :  

!  si X est qualitative : X est transformŽ en variables indicatrices et on utilise un test global de 
l'ensemble des coefficients pour dŽterminer si la variable X doit •tre  gardŽe. 

!  si X est quantitative : on utilise le m•me processus qu'avec une seule variable pour choisir le meilleur 

                                                
3 Voir annexe A 



25 septembre 2019 RŽgression logistique Ñ  ModŽlisation des variables quantitatives 
 

 42 

FP ou Žliminer la variable 
 
On recommence pour les variables suivantes en ajustant sur celles qui ont dŽjˆ ŽtŽ traitŽes avec la 
modŽlisation qui leur a ŽtŽ attribuŽe, et en continuant ˆ inclure celles qui n'ont pas ŽtŽ traitŽes sous 
forme linŽaire. 

Lorsque toutes les variables ont ŽtŽ traitŽes, on recommence en prenant les variables dans le m•me 
ordre, mais cette fois les variables sont incluses dans le mod•le avec la  modŽlisation obtenue dans le 
cycle prŽcŽdent (et non sous forme linŽaire). 

Le processus s'arr•te lorsque la modŽlisation des variables ne change plus entre deux cycles successifs 
(tr•s souvent un petit nombre de cycles suffit, parfois 2) . 
 
Comme dans le cas d'une seule variable quantitative, pour les Žtapes ci-dessus : 

- le meilleur FPm est celui des FPm qui a la plus grande vraisemblance 
- on consid•re  (vŽrifiŽ par simulations) qu'un mod•le FPm a 2m ddl (1 pour chaque coefficient, et 1 pour 
le choix de chaque puissance) 

Exemple 
Nous poursuivons l'exemple du succ•s en FIV avec, cette fois -ci, les variables suivantes : 
 
Y : rŽsultat d'une tentative de FIV (accouchement) 
 
X1 : ‰ge 
X2 : nombre d'ovocytes prŽlevŽs 
X3 : nombre d'embryons de bonne qualitŽ obtenus 
 
La modŽlisation de la relation entre Y et chacun des Xi pris sŽparŽment est indiquŽe sur la figure 28. Elle 
a ŽtŽ obtenue avec la commande mfp, c'est-ˆ -dire que, contrairement ˆ la commande fracpoly, elle n 'est 
pas limitŽe ˆ des polyn™mes fractionnaires de degrŽ 2, mais peut aussi •tre un polyn™mes fractionnaires 
de degrŽ 1, ou m•me une droite . 
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Figure 28 
 

Variable et modŽlisation Graphique 

Age 

Logit P = -2,56 + 0,21 x1
3 - 0,15 x1

3 ln(x1) 

 

 

Nombre d'ovocytes 

Logit P = -1,06 Ð 0,42 x2
-1 

 

 

Nombre d'embryons de bonne qualitŽ :  

Logit P = -1,05 Ð 0,056 x3
-2 

 

 

 
 
 
La commande pour sŽlectionner le meilleur mod•le est, comme dans le cas d'une variable, mfp  dont les 
rŽsultats sont les suivants. 
 
 
 
. mfp logit acc agea ovo emb, adjust(no) select(.05)  
 
Deviance for model with all terms untransformed =  5576.424, 6366 observations  
 
Variable     Model (vs.)   Deviance  Dev diff.   P      Powers   (vs.)  
----------------------------------------------------------------------  
emb          null   FP2    5665.052   278.870  0.000*   .         - 2 3  
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             lin.          55 76.424   190.242  0.000+   1          
             FP1           5386.574     0.392  0.822    - 2         
             Final         5386.574                     - 2 
 
agea         null   FP2    5432.668    73.865  0.000*   .         3 3  
             lin.          5386.574    27.771  0.000+   1          
             FP1           5376.162    17.359  0.000+   3          
             Final         5358.803                     3 3  
 
ovo          null   FP2    5360.290     3.847  0.427    .         - .5 0  
             Final         5360.290                     .  
 
----------------------------------------------------------------------  
End of Cycle 1: deviance =    5360.290  
----------------------------------------------------------------------  
 
emb          null   FP2    5660.015   299.874  0.000*   .         - 2 - .5  
             lin.          5548.133   187.993  0.000+   1          
             FP1           5360.290     0.150  0.928    - 2         
             Final         5360.290                     - 2 
 
agea         null   FP2    5432.741    72.450  0.000*   .         3 3  
             lin.          5388.179    27.889  0.000+   1          
             FP1           5378.125    17.835  0.000+   3          
             Final         5360.290                     3 3  
 
ovo          null   FP2    5360.290     3.847  0.427    .         - .5 0  
             Final         5360.290                     .  
 
 
Fractional polynomial fitting algorithm converged after 2 cycle s.  
 

 
 
Transformations of covariates:  
 
- > gen double Iagea__1 = X^3 if e(sample)  
- > gen double Iagea__2 = X^3*ln(X) if e(sample)  
   (where: X = agea/10)  
- > gen double Iemb__1 = X^ - 2 if e(sample)  
   (where: X = (emb+1)/10)  
 
Final multivariable fractional  polynomial model for acc  
--------------------------------------------------------------------  
    Variable |    ----- Initial -----           ----- Final -----  
             |   df     Select   Alpha    Status    df    Powers  
------------- +------------------------------------------------------  
        agea |    4     0.0500   0.0500     in      4     3 3  
         ovo |    4     0.0500   0.0500     out     0      
         emb |    4     0.0500   0.0500     in      2     - 2 
----- ---------------------------------------------------------------  
 
Logistic regression                               Number of obs   =       6366  
                                                  LR chi2(3)      =     398.73  
                                                  Prob > chi2     =     0.0000  
Log likelihood = - 2680.1452                       Pseudo R2       =     0.0692  
 
------------------------------------------------------------------------------  
         acc |      Coef.   Std. Err.      z    P>| z|     [95% Conf. Interval]  
------------- +----------------------------------------------------------------  
    Iagea__1 |   .2085374   .0556424     3.75   0.000     .0994802    .3175945  
    Iagea__2 |  - .1467792   .0360407    - 4.07   0.000    - .2174176   - .0761407  
     Iemb__1 |   - .053945   .0053169   - 10.15   0.000    - .0643659   - .0435241  
       _cons |  - 2.133261   .4364767    - 4.89   0.000     - 2.98874   - 1.277783  
------------------------------------------------------------------------------  
Deviance: 5360.290.  

 
La convergence est obtenue au bout de 2 cycles (en fait le rŽsultat est acquis d•s le 1 er cycle, mais on 
ne s'en rend compte qu'ˆ la fin du  2•me ). 

La modŽlisation finale est la suivante : 
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- ‰ge : polyn™me fractionnaire avec les puissances (3 3) 
- nombre d'ovocytes : non inclus dans le mod•le  
- nombre d'embryons de bonne qualitŽ : polyn™me fractionnaire avec la puissance (-2) 

12. StratŽgie de choix du mod•le avec des fonctions splines 
Lorsque la modŽlisation est faite avec des fonctions splines, le choix du mod•le est celui du nombre et 
de la position des nÏuds et du degrŽ des polyn™mes dans chaque intervalle.  

Pour le degrŽ des polyn™mes, le choix se limite en pratique ˆ degrŽ 1 (qui correspond au choix de 
privilŽgier une droite) ou degrŽ 3 (dont on a constatŽ qu'il permettait de reprŽsenter correctement 
pratiquement toutes les formes de courbes).  

Pour les nÏuds, la situation est plus compliquŽe car, contrairement  aux polyn™mes fractionnaires o• le 
nombre de puissances possibles est limitŽ ˆ 8, il n' y a pas de limite au nombre de nÏuds, m•me si on 
admet qu'il est rarement utile qu'il dŽpasse 5, ni ˆ leur emplacement . 

Royston et al (Royston P et al., 2007) ont proposŽ une stratŽgie de choix inspirŽe de celle que nous 
avons dŽcrite pour les polyn™mes fractionnaires dans le paragraphe prŽcŽdent, mais qui, en pratique, 
est limitŽe au choix des nÏuds . Nous allons la dŽcrire en commen•ant par le cas d'une seule variable, 
puis la modŽlisation simultanŽe de plusieurs variables. 

12.1. Choix d'une fonction spline pour modŽliser une variable 
Le processus proposŽ par Royston et al consiste ˆ commencer par fixer le degrŽ des polyn™mes. Le 
plus frŽquent est de prendre 3 et de considŽrer les splines cubiques restreints (voir ¤ 8.6). Mais on peut 
aussi prendre 1 pour que la modŽlisation soit une fonction linŽaire par morceaux ou m•me 0 qui 
correspond au fait que la fonction spline est constante au sein d'un intervalle, c'est-ˆ -dire une 
modŽlisation par des variables indicatrices.  
La mŽthode n'inclut pas de comparaison (et donc pas de choix) entre ces diffŽrentes puissances. 

On fixe ensuite le nombre maximum de nÏuds, m , et leur emplacement. Ils peuvent •tre placŽs tous les 
100/(m+1)•me percentiles ou ˆ des emplacements choisis, par exemple, en suivant la r•gle Harrel  
(Harrell FE, 2001). 

La suite du processus consiste ˆ rŽduire le nombre de nÏuds en ayant pour rŽfŽrence la modŽlisation 
linŽaire, comme pour les polyn™mes fractionnaires. 
En dŽsignant par Mm le mod•le le plus complet (avec l'ensemble de m nÏuds) et M 0 le mod•le linŽaire, 
les Žtapes sont les suivantes. 

Etape 1. Comparer Mm au mod•le ne contenant pas la variable X.  
Si la diffŽrence est non significative, X n'est pas significativement liŽ ˆ Y. Le processus de 
sŽlection s'arr•te lˆ et X  n'est pas inclus dans l'analyse. 

Etape 2. Sinon, comparer Mm ˆ M 0. Si la diffŽrence est non significative, la linŽaritŽ est acceptŽe et le 
mod•le linŽaire M0 retenu. 

Etape 3. Sinon, on consid•re les m fonctions splines possibles en utilisant un seul des m nÏuds et on 

retient celui qui est le plus adŽquat (c'est-ˆ -dire qui a la plus grande vraisemblance) notŽ :   M
!

1 . 

Si   M
!

1  n'est pas significativement diffŽrent de Mm, il n'y a pas d'Žvidence que le mod•le le plus 

complexe soit meilleur et on conserve   M
!

1 . 

Etape 4. Sinon, on augmente   M
!

1  successivement avec chacun des m-1 nÏuds  restant et on retient le 

mod•le   M
!

2  qui est le plus adŽquat que l'on comparer ˆ M m.  
La procŽdure se poursuit et s'arr•te lorsqu'un test non signi ficatif survient ou, si tous les tests 
sont significatifs, conduit ˆ choisir finalement M m. 

 
Tous les tests prŽcŽdents sont des  !

2  du rapport de vraisemblances. 



25 septembre 2019 RŽgression logistique Ñ  ModŽlisation des variables quantitatives 
 

 46 

Si X doit •tre "forcŽe" dans le mod•le, l'Žtape 1 doit •tre sautŽe.  
 
Cette mŽthode est programmŽe dans Stata avec la commande uvrs. 

Exemple 
. uvrs logit acc age, alpha(0.05) degree(3) df(4) trace  
  Knot    Deviance   Loss   P  
  All     5674.755   0.000   .  
Linear    5710.067  35.313  0.000  
-  
3 candidate knots considered  
  30. 08   5681.932   7.178  0.028  
  33.06   5679.962   5.208  0.074  
  36.40   5678.833   4.078  0.130  
-  
Adding knot at 36.4 and stopping search.  
 
Iteration 0:   log likelihood = - 2888.9503  
Iteration 1:   log likelihood = - 2841.6906  
Iteration 2:   log likelihood  = - 2839.4302  
Iteration 3:   log likelihood = - 2839.4164  
Iteration 4:   log likelihood = - 2839.4164  
 
Logistic regression                               Number of obs   =       6400  
                                                  LR chi2(2)      =      99. 07 
                                                  Prob > chi2     =     0.0000  
Log likelihood = - 2839.4164                       Pseudo R2       =     0.0171  
 
------------------------------------------------------------------------------  
         acc |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval]  
------------- +----------------------------------------------------------------  
       age_0 |  - .3304828   .0386539    - 8.55   0.000    - .4062431   - .2547224  
       age_1 |    .207445   .03896 72     5.32   0.000     .1310708    .2838193  
       _cons |  - 1.652334   .0351207   - 47.05   0.000    - 1.721169   - 1.583499  
------------------------------------------------------------------------------  
Deviance:  5678.833. Best knots:  36.4  
 

12.1. ModŽlisation simultanŽe de plusieurs variables avec des fonctions splines  
Lorsqu'on veut modŽliser plusieurs variables simultanŽment, la processus est similaire ˆ celui prŽsentŽ 
pour les polyn™mes fractionnaires. 
 
On choisit pour chaque variable le nombre maximum de nÏuds et leurs emplacements. Ce choix peut 
•tre diffŽrent d'une variable ˆ l'autre. Cela permet en particulier de choisir des fonctions indicatrices avec 
des nÏuds aux limites de classes pour les variables non quantitatives.  

On ordonne les variables selon la valeur croissante du degrŽ de signification p de la pente de leur 
relation avec Logit P dans des mod•les linŽaires successifs o•  les variables sont considŽrŽes une par 
une.  

On choisit alors la meilleure modŽlisation par fonction spline pour la premi•re  variable (les autres Žtant 
incluses dans le mod•le sous forme linŽaire)  en utilisant la mŽthode indiquŽe pour une seule variable. 
 
On recommence pour les variables suivantes en ajustant sur celles qui ont dŽjˆ ŽtŽ traitŽes avec la 
modŽlisation qui leur a ŽtŽ attribuŽe, et en continuant ˆ inclure celles qui n'ont pas ŽtŽ traitŽes sous 
forme linŽaire. 

Lorsque toutes les variables ont ŽtŽ traitŽes, on recommence en prenant les variables dans le m•me 
ordre, mais cette fois les variables sont incluses dans le mod•le avec la  modŽlisation obtenue dans le 
cycle prŽcŽdent (et non sous forme linŽaire). 

Le processus s'arr•te lorsque la modŽlisation des variables ne change plus entre deux cycles 
successifs. 

 
Cette mŽthode est programmŽe dans Stata avec la commande mvrs. 
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Exemple 
. mvrs logit acc age ovo emb,alpha(0.05) degree(3) select(0.05)  
 
Deviance for model with all terms untransformed =  5576.866, 6366 observations  
 
------------------------------------------------------------  
Variable  Final  Deviance   Dev.diff    P     Final knot  
             df             cf. null          positions  
------------------------------------------------------------  
emb           3  5394.698   270.731   0.000   2 3  
age           2  5367.248    72.767   0.000   36.4  
ovo           0  5369 .204     1.957   0.372    
------------------------------------------------------------  
End of Cycle 1: deviance =    5369.204  
------------------------------------------------------------  
 
emb           3  5369.204   291.343   0.000   2 3  
age            2  5369.204    70.811   0.000   36.4  
ovo           0  5369.204     1.957   0.372    
 
Regression spline fitting algorithm converged after 2 cycles.  
 
Transformations of covariates:  
 
 
Final multivariable spline model for acc  
----------------------- -----------------------------------------------------  
    Variable |    ----- Initial -----           ----- Final -----  
             |   df     Select   Alpha    Status    df    Knot positions  
------------- +------------------------------------------------------ --------  
         age |    4     0.0500   0.0500     in      2     [lin] 36.4  
         ovo |    4     0.0500   0.0500     out     0      
         emb |    4     0.0500   0.0500     in      3     [lin] 2 3  
--------------------------------------------------- -------------------------  
 
Logistic regression                               Number of obs   =       6366  
                                                  LR chi2(5)      =     389.82  
                                                  Prob > chi2     =     0.0000  
Log likelihood = - 2684.6022                       Pseudo R2       =     0.0677  
 
------------------------------------------------------------------------------  
         acc |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval]  
---------- --- +----------------------------------------------------------------  
       age_0 |  - .2786657   .0394025    - 7.07   0.000    - .3558932   - .2014382  
       age_1 |   .1984333   .0394864     5.03   0.000     .1210415    .2758252  
       emb_0 |   .6243414   .0524218    11.91   0.000     .5215965    .7270863  
       emb_1 |   .5552767   .0560337     9.91   0.000     .4454526    .6651007  
       emb_2 |  - .5310683   .0635433    - 8.36   0.000    - .6556109   - .4065257  
       _cons |  - 1. 883959   .0490448   - 38.41   0.000    - 1.980085   - 1.787833  
------------------------------------------------------------------------------  
Deviance: 5369.204.  
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13. Fonctions splines ou polyn™mes fractionnaires ? 
nb : la rŽdaction de ce paragraphe n'est pas finie 
Une comparaison par simulation assez exhaustive des modŽlisations par polyn™mes fractionnaires (PF) 
et par fonctions splines (Sp) a ŽtŽ faite par Binder et al (Binder H et al., 2013). Elle concerne une 
variable Y quantitative, mais les auteurs soulignent que ses rŽsultats s'appliquent aussi ˆ  des mod•les 
logistiques, de Poisson ou aux mod•le de Cox.  Plusieurs variables X, quantitatives ou qualitatives, ont 
ŽtŽ incluses dans les simulations. 

Les rŽsultats montrent que les deux mŽthodes ont des performances tr•s  proches pour la prŽdiction de 
Y : 

¥ Lorsque l'information apportŽe par les variables X pour expliquer Y (mesurŽe par le coefficient R2) est 
faible (R2 de l'ordre de 20%), aucun mod•le ne peut espŽrer prŽdire Y correctement, mais les PF et les 
Sp donnent des rŽsultats similaires (assez mauvais donc ...). 

¥ Lorsque l'information est modŽrŽe (R2 de l'ordre de 50%), la sŽlection des variables et la prŽdiction de 
Y est meilleure avec des PF et la procŽdure mfp qu'avec les fonctions splines. Il faut cependant noter 
que les fonctions splines peuvent modŽliser certaines fonctions qui ne peuvent pas l'•tre 
raisonnablement par les PF 
¥ Lorsque l'information apportŽe par les variables X est bonne (R2 de l'ordre de 80%), FP et Sp donnent 
en gŽnŽral des modŽlisations semblables. 
 
Les auteurs ajoutent que pour la sŽlection des variables ˆ inclure dans un mod•le, les deux mŽthodes 
sont aussi assez proches. La comparaison doit cependant •tre nuancŽe par le fait que la procŽdure mfp 
pour les PF comme les procŽdures utilisables pour les Sp peuvent •tre "rŽglŽes" pour fixer l'Žquilibre 
entre l'adŽquation du mod•le et le nombre de variables incluses . Mais les deux mŽthodes de sŽlection 
classent les variables ˆ inclure dans des ordres sembl ables. 
  
Au delˆ de ces considŽrations statistiques, o n peut ajouter quelques autres considŽrations plus 
"pratiques" qui diffŽrentient les polyn™mes fractionnaires des fonctions splines. 
 
1. PF imposent que X ait des valeurs > 0 
C'est tr•s souvent le cas e n sciences de la vie. Si ce n'est pas le cas, Royston et Altman (Royston P et 
al., 1994) ont proposŽ de dŽcaler l'origine de X de fa•on ˆ ce que la nouvelle variable soit positive. En 

pratique, X est remplacŽ par 
 
X ' = X ! x(1) + "  o• 

 
! = min x(i) " x(i" 1){ }  et 

 
x(i) est la i•me  valeur de X ordonnŽ. 

Et ce choix parait bien fonctionner, mais d'autres valeurs de $ pourraient poser des probl•es  (Ambler G 
et al., 2001).  
 
2. Plus de flexibilitŽ avec splines 
Mais, a priori pas tr•s important pour les situations rencontrŽes en ŽpidŽmio 
 
Polyn™mes fractionnaires Splines 
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3. Ecriture des fonctions facile avec PF, quasi impossible avec splines. 
pas faciles de calculer des OR et pas de transport sur d'autres donnŽes avec splines 
 
 
4. StratŽgie de sŽlection plus convaincante avec PF 
 
- est "constitutive" des polyn™mes fractionnaires 
 
- n'existe pas (ou mal) avec splines 
 
L'idŽe gŽnŽrale de ce paragraphe peut •tre rŽsumŽe en disant qu'on obtient (en gŽnŽral) des rŽsultats 
similaires avec les deux types de modŽlisation, mais que les polyn™mes fractionnaires sont plus faciles ˆ 
utiliser et que leurs rŽsultats peuvent s'exporter sur d'autres jeux de donnŽes. 
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14.  Annexes                  

 
 

14.1. A. ReprŽsentation graphique des donnŽes observŽes avec le mod•le 
logistique 

Comme on l'a dŽjˆ soulignŽ, il n'y a pas de solution qui s'impose pour reprŽsenter la relation entre X, 
variable quantitative, et Y, variable dichotomique. Nous avons choisi dans ce polycopiŽ de grouper X en 
catŽgories de petite amplitude (1 annŽe lorsque X est l'‰ge ou 1 semaine lorsque X est la durŽe de la 
grossesse) de fa•on ˆ avoir un nombre assez grand de catŽgories pour une reprŽsentation 
suffisamment prŽcise. On peut alors calculer la valeur de Logit P pour chaque, sauf celles pour 
lesquelles P=0 ou P=1. Pour ces classes, par convention les points sont reprŽsentŽs par des losanges 
en bas ou en haut du graphique accompagnŽs de la valeur du nombre de sujets correspondants (Figure 
A.1). 
Avec cette mŽthode, on ne peut pas Žviter la perte de la nature quantitative de X. Si on voulait la 
conserver en ne faisant pas de classes (et donc en gardant l'‰ge en jours), il n'y aurait quasiment que 
des observations avec P=0 ou P=1 car presque tous les sujets ont des ‰ges diffŽrents au jour pr•s. 
 
Figure A.1 

 
 
Stata proc•de autrement. Le principe est que le point qui figure sur le graphique pour la valeur x de X a 
pour ordonnŽe  ! (x) + d(x)  o•  ! (x)  est la valeur prŽdite de Y par le polyn™me fractionnaire et d(x) est le 
rŽsidu de la dŽviance. D'o• le titre de l'axe des ordonnŽes dans les figure A.2. 
Dans le cas de la rŽgression linŽaire (Y quantitative), le rŽsidu de la dŽviance est Žgal ˆ  y ! " (x) , de 
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sorte que  ! (x) + d(x) = y  et qu'on retrouve ainsi exactement le nuage de points des (xi,yi). 
Dans le cas de la rŽgression logistique, les choses sont plus compliquŽes en raison de l'expression du 
rŽsidu de la dŽviance. Pour le dŽfinir, on groupe ensemble par "profils" les sujets qui ont la m•me valeur 
de X. Le rŽsidu de la dŽviance pour le profil j est alors Žgal ˆ : 
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o• P j est le pourcentage prŽdit de succ•s pour le profil j avec le 

polyn™me fractionnaire et o• ± est le m•me signe que celui de 
!
"

#$
! %

$
&

$( ) , avec mj = nombre de sujets 

dans le profil j et n1j = nombre de succ•s.  

Pour les profils tels que n1j = 0 (uniquement des succ•s), on prend 
!
"

#
= ! $%

#
&' ( ! )

#( )  

Pour les profils tels que n0j = 0 (uniquement des Žchecs), on prend 
!
"

#
= $%

#
&' (

#( )  

 
Ce procŽdŽ a l'avantage de donner un nuage de points, m•me en gardant X sous forme quantitative. 
Cependant, dans ce cas, la plupart des profils ont un seul sujet et on a donc n1j = 0 ou n0j = 0 de sorte 
que le nuage de points ressemble ˆ deux lignes parall•les au polyn™me fractionnaire qui ne donne pas 
d'indication visuelle sur l'adŽquation de la courbe aux donnŽes. C'est ce qu'on voit sur la figure A.2 en 
prenant successivement un modŽlisation par FP2 et FP4. 
 

  
 
Si on prend l'‰ge arrondi en annŽes, c'est-ˆ -dire qu'on fait des classes comme prŽcŽdemment, on 
retrouve un nuage de points analogue ˆ celui de la figure A.1. On note que les catŽgories pour 
lesquelles P=0 ou P=1 sont reprŽsentŽes, mais on note aussi que les nuages de points sont (un peu) 
diffŽrents pour les modŽlisations avec FP2 et FP4. La reprŽsentation graphique des valeurs "observŽes" 
proposŽe par Stata avec la commande fracpoly dŽpend donc de la modŽlisation retenue.  
 
Figure A.3 
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14.2. C. Commandes Stata 
Splines (ˆ complŽter)  
- la commande "officielle" de Stata 15 qui donne des splines linŽaires et cubiques restreints est mkspline 
- pour les splines cubiques, il y a d'autres commandes d'utilisateurs ˆ tŽlŽcharger : bspline, spline, 
rc_spline, rcspline, spbase (voir aussi postrcspline, xbrcspline) 
bspline : gŽnŽre des B-Splines (voir le pdf) 
spbase semble crŽer les fonctions  Pd(x;s) = (x ! s)+

d  avec d=3 et "truncated power" 

spline crŽe des "natural cubic splines" en fait des restricted cubic splines 
rc_spline : similaire ˆ spline  sauf pour choix des noeuds et ne nŽcessite pas de spŽcifier y. A permis 
d'Žcrire la partie cubic de mkspline (doit donc faire la m•me chose ?)  
rcspline : se sert de mkspline, cubic et modifie les sorties, en particulier donne une courbe (donc 
nŽcessite de spŽcifier y) 
 
Polyn™mes fractionnaires (ˆ complŽter pour Stata  15) 
il y a 2 commandes : mfp et fracpoly (elles peuvent •tre suivies de fracplot pour avoir un graphe)  
 
 

14.3. D. Code SAS et R pour polyn™mes fractionnaires 
ˆ tŽlŽcharger sur  
http://www.imbi.uni-freiburg.de/biom/mfp/ 
(Sauerbrei W et al., 2006) 
 
le package R s'appelle mfp 

14.4. E. Programme Stata pour obtenir les courbes du poly 
ˆ mettre ˆ jour  
 
*** Mod•le linŽaire  
 
qui logit acc agea  
predict linear,xb  
label var linear "mod•le linŽaire"  
 
*** Polyn™mes fractionnaires  
fracpoly logit acc agea, adjust(no) degre(2)  
predict prob_fp2,xb  
label var prob_fp2 "fracpoly  `e(fp_pwrs)'"  
 
* calcul des proba observŽes d'accouchement pour chaque "pattern", ie c haque ‰ge  
predict pat,number  
egen p4=mean(acc), by(pat)  
replace p4=ln(p4/(1 - p4))  
label var p4 "probabilitŽs observŽes"  
 
* Calculs des bornes de l'intervalle de confiance de fracplot  
tempvar etahat  
fracpred `etahat', for(`e(fp_x1)')  
lab var `etahat' "Fitted  component"  
 tempvar se low high  
 fracpred `se', for(`e(fp_x1)') stdp  
 tempname z  
 gen `low'=`etahat' - 1.96*`se'  
 gen `high'=`etahat'+1.96*`se'  
 
 label var `low' "Borne infŽrieure"  
 label var `high' "Borne supŽriere"  
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* graphe des fracpoly et des proba  observŽes  
 
twoway  (rarea `low' `high' agea, sort bcolor(gs10) blcolor(gs12)) (scatter p4 agea) 
(line prob_fp2 linear agea, sort lpattern(solid dash)  lwidth(*2 *1) ), xlab(15 25 to 
45) l1title("Logit P")  xtitle("‰ge (annnŽe)") legend (order(2 4 3 1) label (1 
"Intervalle de confiance") pos(7) ring(0) size(small) symxsize(*.5) symysize(*.5))  
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10 Binder H, Sauerbrei W, Royston P . Comparison between splines and fractional polynomials for 
multivariable model building with continuous covariates: a simulation study with continuous response. 
Stat Med. 2013;32(13):2262-77. 
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this paper, we illustrate the order of magnitude of residual confounding that may occur with traditional 
approaches to control for continuous confounders in multiple logistic regression, such as inclusion of a 
single linear term or categorization of the confounder, under a variety of assumptions on the confounder-
risk association. We show that inclusion of the confounder as a single linear term often provides 
satisfactory control for confounding even in situations in which the model assumptions are clearly 
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using weighted least squares, where the weight for (x i , y i ) is large if x i is close to x k and small if it is 
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In many studies there is believed to be a trend in a categorical variate with a continuous variate. Often in 
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article is concerned with the grouping problem where the goal is essentially to maximize the asymptotic 
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