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Avant-propos

L’objectif de ce cours est d’introduire les outils nécessaires a la description du mouvement,
de la déformation et de la vitesse de déformation d’un milieu continu déformable au sens le
plus général du terme, c’est-a-dire en pratique les solides déformables, les liquides et les gaz.
Tous les concepts introduits dans ce cours sont valables pour I’un quelconque de ces milieux
continus.

Les développements qui suivent se placent résolument dans le cadre de la physique classique

(non relativiste et non quantique). Nous admettrons donc que

— I’espace dans lequel les mouvements de milieux continus se produisent est de dimension trois,

— le temps et la distance actuelle entre deux particules sont des grandeurs scalaires communes a
tous les observateurs du mouvement.

Contrairement a la plupart des cours traditionnels, les déformations présentées dans ce cours
sont sans aucune concession géomeétrigue ou cinématique. Les déformations ne sont ni « petites »
ni « grandes », elles sont tout simplement finies, et les mouvements envisageables ne sont pas
restreints. Les petites déformations n’apparaitront donc que comme un cas particulier.

La lecture de ce cours suppose une maitrise suffisante de I’algébre et de I’analyse tensorielles ) :
en effet, toutes les grandeurs physiques relatives aux milieux continus déformables sont repré-
sentées par des champs de tenseurs d’ordre 0 ou plus.

Dans la mesure du possible, on respectera les conventions typographiques suivantes :

— les nombres réels sont en minuscules italiques (exemple : a; m) ;

— les vecteurs sont en minuscules italiques grasses (exemple : v);

— les tenseurs sont en majuscules italiques grasses (exemple : T);

— les termes d’une matrice sont rangés dans un tableau entre crochets, a deux indices, I’indice
de gauche est I’indice de ligne, et I’indice de droite est I’indice de colonne :

2 3
M1 M2 M3

Amy My MmO = mij
M31 M3z2 M33

— la transposition est notée avec un ~ en exposant (exemple : T7);

— les ensembles d’entités mathématiques sont en majuscules doublées, en particulier :
R est I’espace des réels,
V3 est un espace vectoriel de dimension 3,
V, P est I’espace vectoriel des tenseurs d’ordre p construis sur V3 (de dimension 3P),
Qs+ est le groupe des rotations (Q3+  V, 2):

— le produit vectoriel de deux vecteurs de V3 est noté « ™ »;

— Le tenseur métrique est noté G ;

— Le tenseur d’orientation est noté H.

@ L’auteur propose un autre cours intitulé Algébre et analyse tensorielles pour I’étude des milieux continus :
, 0U bien
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Concepts fondamentaux

Avant d’aborder les chapitres traitant de la cinématique des milieux continus proprement dite,
on définit dans ce chapitre le concept de milieu continu puis on précise un certain nombre
de concepts fondamentaux sur lesquels s’appuie la cinématique dans le cadre de la physique
classique. On supposera donc que I’espace dans lequel les milieux matériels évoluent, est
mathématiquement représentable par un espace affine de points, de dimension 3, noté Ez, muni
de la distance euclidienne.

Modeéle continu de la matiére
Milieu matériel continu

Définition 1.1 — Milieu continu. Soit D un domaine volumique de E3. On dit que le domaine D
est rempli d’un milieu matériel continu si, a tout instant t et en chaque point M du domaine, on
peut définir des grandeurs physiques relatives a ce milieu matériel.

Les grandeurs physiques d’un milieu continu sont donc décrites par des champs (distribution
spatiale) variables avec le temps. En mécanique des milieux continus, les grandeurs physiques
peuvent étre mathématiquement représentées par :

— des champs scalaires (masse volumique, température, pression, etc) ;

— des champs vectoriels (vitesse, accélération, etc) ;

— des champs tensoriels (déformations, contraintes, etc).

Remarque — Les lecteurs qui connaissent la mécanique des solides indéformables ont déja pratiqué
la mécanique sur des milieux continus : ils ont considéré des champs scalaires (masse volumique,
énergie cinétique massique) et des champs vectoriels (vitesses, accélérations) définis en tout point
du domaine D occupé par le solide. Les solides indéformables sont des cas particuliers de milieux
continus.

Une vision continue de la matiére (il existe quelquechose de matériel en tout point géométrique M
d’un domaine D) est assurément une idéalisation. Nos connaissances en physique atomique sont
en flagrante contradiction avec cette affirmation : en un point géométrique M et a un intant t
choisis arbitrairement, il n’y a qu’une tres faible probabilité d’y trouver un corpuscule (atome,
noyau, électron, ...) et bon nombre de grandeurs physiques macroscopiques perdent leur sens a
cette échelle d’observation.

Exemples — Des grandeurs macroscopiques telles que la pression, la température ou la vitesse, qui
semblent naturellement descriptibles par des champs mathématiques p(M;t), T(M;t) ou v(M;t),
perdent de leur sens au niveau microscopique : la probabilité est grande pour qu’il n’y ait que du vide
au point M et a I’instant t, auquel on ne peut associer aucune de ces grandeurs physiques.
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Le modéle continu de la matiére présente néanmoins une grande utilité pratique car les vérifi-
cations expérimentales des prédictions de ce modéle se font macroscopiquement : lorsque I’on
veut vérifier une pression, une température ou une vitesse prédite par la théorie en un point et
a un instant donnés, on effectue une mesure avec un appareil macroscopique dont le « point
de mesure » est en fait un petit volume contenant un tres grand nombre de corpuscules. La
mesure effectuée est donc une moyenne statistique, sur un petit volume de mesure et sur un petit
intervalle de temps, des interactions des corpuscules microscopiques avec la zone sensible de
I’appareil de mesure (.

La mécanigue des milieux continus, ignorant délibérément la structure corpusculaire de la
matiére, ne peut fournir aucun renseignement sur les mouvements individuels des corpuscules
microscopiques qui la constituent.

Remarque — Les prédictions d’un modéle continu de la matiére ne sont pas fiables si le volume
du « point de mesure » ne contient pas suffisamment de corpuscules pour que la moyenne mesurée
soit statistiquement significative. Par exemple, dans les hautes couches de I’atmosphére terrestre, le
libre parcours moyen des corpuscules est de I’ordre du métre. Si I’on veut que les prédictions d’un
modéle continu de la matiére dans cette région corroborent correctement des mesures, il faudrait un
instrument dont le « point de mesure » ait un volume d’au moins 1 km?!

Particule en mécanique des milieux continus

Définition 1.2 — Point et particule. L’espace E3 est constitué de points géométriques (concept
mathématique). Un milieu matériel continu est constitué de points matériels que 1’on appel-
lera particules. A un instant t, chaque particule P du milieu continu coincide avec un point
géométrique M de Es.

Par définition, les particules sont donc des entités matérielles de volume nul.

\ocabulaire — Dans des contextes autres que la mécanique des milieux continus, le mot « particule »
est employé pour désigner des objets de volume non nul, comme des grains de poussiére, des
molécules, des atomes, etc. Dans ce cours, pour éviter toute ambiguité, on désignera ces objets de
petit volume par le mot « corpuscule ».

Remarque — Beaucoup d’auteurs tiennent a attribuer aux particules de la mécanique des milieux
continus un « petit volume » quelquefois aussi appelé « volume élémentaire représentatif », dont
la taille n’est jamais clairement définie et a I’intérieur desquels on suppose parfois de plus que
les grandeurs physiques sont uniformes. Ces considérations, censées étre une aide pédagogique,
paraissent nuisibles a I’auteur : elles empéchent de définir correctement des concepts mathématiques
tels que des gradients ou des limites. La suite du cours montre qu’il n’est pas nécessaire de considérer
des « petits volumes » pour développer la théorie des milieux continus.

Champ matériel

Définition 1.3 — Champ matériel. SoitD  E3 un domaine contenant un milieu continu, de
particule générique P, et soitY une grandeur physique macroscopique (scalaire, vectorielle ou
tensorielle). On appelle champ matériel toute application définie par :

fPRtg2D R Y1 Y(Pt)2V P ouV Pestl’espace vectoriel des tenseurs d’ordre p.

@ On rappelle qu’une mole de gaz parfait (22,4 litres dans les conditions normales de pression et de température)
contient 6;02102% molécules. Combien y a-t-il de molécules dans un « point de mesure » de 1 mm?3 ?
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Un champ matériel est la description de la grandeurY pour toute particule et a tout instant.

Hypothése 1.4 — Différentiabilité des champs. En mécanique des milieux continus, on sup-
pose que les champs matériels sont a tout instant t différentiables presque partout sur D.

Précision — Le sens de la locution « presque partout » est celui que I’on définit dans la théorie de
la mesure : une propriété est vraie presque partout dans un domaine D si I’ensemble des points
de D ou la propriété est fausse est de volume nul. On admet donc la possibilité d’existence de points
isolés, de lignes et de surfaces ou les champs ne sont pas différentiables. On n’exclut donc pas a
priori I’existence de phénoménes physiques tels que la cavitation, la fissuration ou les ondes de choc.
A strictement parler, les champs matériels sont donc des distributions, et les intégrales qui seront
écrites dans la suite sont a prendre au sens de Lebesgue.

Dans une premiére lecture, on peut ignorer cette extension en supposant que les champs sont partout
différentiables et que les intégrales sont au sens classique de Riemann. En mécanique des milieux
continus, on peut traiter les discontinuités simples en considérant des domaines différentiables par
morceaux, avec des conditions de raccord aux frontiéres entre les morceaux.

On peut considérer I’hypothése 1.4 comme un axiome de la mécanique des milieux continus.
Elle permet I’existence d’un gradient de la grandeur physique Y, ainsi que I’existence de tous
les opérateurs différentiels qui en découlent (divergence, rotationnel, laplacien), a chaque instant
et en (presque) tout point de D.

Mouvement par rapport a un observateur
Observateurs en physique classique

La notion d’observateur, appelé aussi référentiel ou encore solide de référence ), est normale-
ment définie dans les cours de mécanique générale. On en rappelle ici la définition :

Définition 1.5 — Observateur. On appelle observateur (ou référentiel ou solide de référence)
un ensemble de trois points A; B;Cg non colinéaires dont les distances sont constantes dans le
temps, sur lesquels on a construit, par un procédé quelconque, un repére cartésien orthonormé di-
rect.

Remarques — Les trois points a distance constante fA;B;Cg forment un « solide de référence » ;
le repére cartésien orthonormé construit sur ces trois points est un « référentiel » ; le tout est
un « observateur ». 1l existe une infinité de maniéres pour contruire un repére orthonormé direct
TO; w1 ;W2;Ws3g a partir de 3 points TA; B;Cg; on en donne quelques exemples :
1. Les trois vecteurs liés ) fwy;w,;Wsg unitaires, othogonaux et d’origine A définis par :

AB . W1 ~AC

W= ——

W= iABK kw; ~ACK

W3 =W1 "W,

définissent un repére orthonormé direct fA; wq;Wy;Wsg.

@ 11 n’y a aucune différence conceptuelle entre ces trois dénominations. Les termes référentiel et solide de référence
sont plutdt employés dans les cours francais de mécanique générale. Le mot observateur a été remis a la mode
dans la seconde moitié du XXe siecle par des mécaniciens américains (TRUESDEL, NoLL, COLEMAN et autres),
se revendiquant de la « mécanique rationnelle ». L auteur a choisi d’utiliser le mot « observateur » en raison de
sa connotation anthropomorphe : il lui semble que I’on imagine mieux les différences dans I’observation d’un
mouvement lorsque I’on parle d’un changement d’observateur plut6t que d’un changement de référentiel.

@) C’est a dire des bipoints ordonnés. Plus loin, on les notera fA; Bg.
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2. Les trois vecteurs liés fwq;Wy;Wsg unitaires, orthogonaux et d’origine A définis par :

AB AC | _ upgtupc Uag  Uac

u = ] u = ] - ] w = ; w =w /\w
AB ™~ KABK AC ™ KACK 1™ kuag +unck 27 kuag  Uack s~ T2

définissent un repére orthonormé direct fA; wy;Wy;Wsg.

3. On prend comme origine le centre de gravité du triangle ABC et on construit un repére orthonormé
direct ¥G;wy;Wo;wsg sur les directions principales d’inertie du triangle ABC (on sait de la
géométrie que I’on peut toujours trouver trois directions principales d’inertie orthogonales).

Un observateur R étant choisi, on peut associer a tout point M de E3, par projection orthogonale
sur son repére cartésien orthonormé direct fO; w1 ;W»;Wsg, le triplet de coordonnées cartésiennes
orthonormées fay;; a?; adg 2 R3. Cette association est une bijection :

fM 2E3;Rg $ fal;a;a392R® (1.1)

Vocabulaire — Ces trois nombres réels sont habituellement appelés I’abscisse, I’ordonnée et la cote
du point M pour I’observateur R.

Soit un autre observateur F€ défini par les trois points a distance constante f&;B;€g sur lesquels
on a construit, par un procédé quelconque, son repére orthonormé direct O;w, ;w,; Wsg qui per-
met d’associer bijectivement a tout point M de Ej le triplet de coordonnées fay; &Z; 859 :

fM 2E3; Rg $ fal;a;8392R? (1.2)

Chaque observateur associe donc a un méme point M (ou a la particule qui s’y trouve) son propre
triplet de réels. En général, on a I’inégalité : fal;aZ;adg & fal;as;edg

Espace vectoriel de calcul

La représentation des points M de E3 par un triplet de réels propre a chague observateur n’est
pas la représentation la plus commode. En effet, il est difficile d’établir des comparaisons
ou des relations entre les représentations d’objets (géométriques ou matériels) issues de deux
observateurs différents. Pour pallier cet inconvénient, on définit une autre bijection :

Définition 1.6 — Espace de calcul. On appelle espace vectoriel de calcul, noté V3 un espace
vectoriel mathématique de dimension 3 dans lequel on se donne une base orthonormée fe g.

A tout triplet de réels fx';x?;x3g on peut alors associer bijectivement un vecteur v de Vs :
L2392 R B v=xle; +x%e; +x%e; 2Vs (1.3)

L’espace vectoriel de calcul V3 est un espace de vecteurs (dits « libres », aucune origine n’est
associee aux éléments de V3).

Vecteur position d’un point pour un observateur

Soit un observateur R. En combinant les bijections (1.1) et (1.3), on construit la bijection
suivante :

fM 2E3;Rg $ faj;af;aq92R® $ xvy =alei+aje,+aje; 2Vs

On peut alors poser la définition suivante :
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Définition 1.7 — Vecteur position. On appelle vecteur position du point M (ou de la particule P
qui s’y trouve) pour I’observateur R, le vecteur Xy 2 V3 défini par la bijection :

fM 2 Es; Rg Y =a,%,|e1+a,\2,|e2+a,3v,e3 2 V3

En appliquant cette définition avec un autre observateur P, le vecteur position du méme point M
pour I’observateur R est un autre vecteur &y de Vs :

fM2E;; Ry b &y =ale;+aje,+a5e32V; (1.4)

Les vecteurs position Xy et By, attribués au méme point M respectivement par deux observateurs
R et R, sont en général des vecteurs différents de Vs car leur triplet de composantes sur la base
orthonormée fe g de V3 est en général différent.

Cette méthode d’identification d’un point de E3 par son vecteur position pour un observateur R,
présente I’avantage de ne pas avoir a se soucier de systémes de coordonnées. Quel que soit le
point et quel que soit I’observateur, les vecteurs position sont des éléments de I’espace vectoriel
de calcul V3, dans lequel on dispose de tous les outils de I’algébre et de I’analyse.

Pour alléger le langage, le vecteur position d’un point M (ou de la particule P qui s’y trouve)
pour un observateur R sera simplement appelé « position de M (ou de P) pour I’observateur R »
(il est sous-entendu que les positions de particules sont des vecteurs de V3).

Mouvement par rapport a un observateur

Définition 1.8 — Mouvement d’une particule. On dit qu’une particule P est en mouvement
par rapport a un observateur R si sa position pour cet observateur est fonction du temps.

En particulier, un observateur PR est dit en mouvement par rapport a I’observateur R si au moins
I’un des points T&; B;€g définissant I’observateur F€, est en mouvement pour I’observateur R.
Dans ce cas, on dit que I’observateur F€ est en mouvement par rapport a I’observateur R (on dit
aussi que les deux observateurs sont en mouvement relatif).

Définition 1.9 — Position actuelle. La position d’une particule P pour un observateur R a un
instant t est appelée position actuelle de la particule P pour I’observateur R.

Dans la suite, on aura parfois besoin de choisir ) un instant particulier to qui sera appelé instant
de référence. On pose donc la définition suivante :

Définition 1.10 — Position de référence. La position d’une particule P pour un observateur R
a I’instant de référence tg est appelée position de référence de la particule P pour I’observateur R.

Notations 1.11 — Dans la suite du cours, on utilisera les notations suivantes :

— la position actuelle d’une particule P pour un observateur R est notée X,

— la position de référence d’une particule P pour un observateur R est notée x5,
— la position actuelle d’une particule P pour un observateur R est notée Etp,

— la position de référence d’une particule P pour un observateur F® est notée Eg

) Les motivations de ce choix seront précisées plus loin.
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L’indice ; rappelle que, contrairement aux positions de référence, les positions actuelles sont
a priori fonction du temps. D’autre part, lorque la particule P est générique, I’indice supérieur ”
pourra étre omis.

Définition 1.12 — Vitesse actuelle d’une particule. On appelle vitesse actuelle d’une parti-
cule P pour un observateur R, la dérivée temporelle de sa position actuelle pour cet observateur.

Avec les notations 1.11 [p. 13], les vitesses d’une particule P s’écrivent :
— pour un observateur R : v(P;t) = $xP 2 V3

— pour un observateur R : @(P;t) = aretp 2V,

Les vitesses v(P;t) et @(P;t) d’une méme particule P pour deux observateurs R et R sont
généralement des vecteurs de V3 différents.

Lors de I’étude du mouvement d’un milieu matériel, toute liberté est laissée au scientifique ou a
I’ingénieur qui fait cette étude, dans le choix d’un observateur. Le choix d’un observateur est
arbitraire. En cinématique, il n’y a aucune raison de privilégier un observateur plutét gu’un
autre ©). Dire qu’une particule est en mouvement (ou fixe) sans préciser I’observateur utilisé
pour observer ce mouvement, n’a aucun sens.

Universalité et objectivité
Universalité d’une relation

Définition 1.13 — Universalité d’une relation. On dit qu’une relation est universelle si elle est
identique pour tous les observateurs.

L’universalité est une propriété attribuable a une relation. En particulier, toute définition d’une
grandeur physique se doit d’étre une relation universelle.

Exemples — Quelques définitions qui sont donc des relations universelles :

— Ladéfinition de la distance actuelle entre deux particules P et P’ est : d(P;P';t) = kxP k Cette
définition est universelle ; pour un autre observateur, la deflnltlon s’écrit : &P; P, t) kE[ B k.

— Ladéfinition de la vitesse actuelle d’une particule est : v(Pt) = dtxt Cette relation est universelle ;
pour un autre observateur, la définition s’écrit : @(P;t) = dtgt

— La définition de I’énergie cinétique actuelle d’un point matériel P de masse mest : e. = 5 mv(Pt)2
Cette définition est universelle ; pour un autre observateur, la définition s’écrit : e, = ruau'(Pt)2

— La loi de comportement d’un matériau doit étre une relation universelle : on ne con<;0|t pas que le
comportement d’un matériau puisse varier suivant I’observateur utilisé pour I’observer © ; si s est
un tenseur des contraintes et X un tenseur de déformation :

s =f(X) et s =f(X) avec la méme fonction f.

Objectivité d’une grandeur physique

Définition 1.14 — Objectivité d’une grandeur physique scalaire. On dit qu’une grandeur
physique scalaire est objective si elle a la méme valeur actuelle pour tous les observateurs.

() Mais on peut étre motivé, afin de simplifier des calculs, de choisir un observateur pour lequel un maximum
d’entités sont fixes (par exemple une frontiére ou une partie de frontiere du domaine d’étude D  Ej3).
®) Luniversalité des lois de comportement est souvent appelée « principe de I’indifférence matérielle ».
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L’objectivité est une propriété attribuable a une grandeur physique scalaire (I’objectivité de
grandeurs physiques non scalaires sera définie au chapitre 3 [p. 39]). Certaines grandeurs
physiques scalaires sont objectives, d’autres ne le sont pas.

Exemples — En physique classique,

— le temps est une grandeur scalaire objective par principe ; il est supposé identique pour tous les
observateurs (") :e=t:

— lamasse d’un objet matériel est une grandeur scalaire objective par principe; elle est supposée
identique pour tous les observateurs : @ =m;

— la distance actuelle entre deux particules est une grandeur salaire objective par principe ; elle est
supposée identique pour tous les observateurs : d(P; P’;t) = &P;P’;t) (ici, on a utilisé €=1).

En revanche, I’énergie cinétique actuelle d’un point matériel P de masse m n’est pas une grandeur
scalaire objective. Sa définition universelle est le scalaire :

ec(Pt) =, mPIV(P,LY
L’application de cette définition universelle pour un observateur R conduit au scalaire :
1 1
e(P = Sr(P)e(Pe” = Sm(P)e(P)* (car(P)=m(P)ete=1)

En général on a donc ec(P;t) & e(P;t) car en général v(P;t)? & e(P;t)?.

Pour deux observateurs quelconques en mouvement relatif quelconque, les valeurs actuelles de
I’énergie cinétique d’un point matériel sont des scalaires généralement différents. Parler de I’énergie
cinétique d’un objet matériel sans préciser I’observateur utilisé n’a donc aucun sens.

Confusion courante — Dans la littérature spécialisée, on constate souvent un certain flou dans
I’emploi du qualificatif « objectif » : ou bien il n’est tout simplement pas défini ©), ou bien il qualifie
des grandeurs physiques, ou bien il qualifie des relations. La confusion entre I’universalité de
relations et I’objectivité de grandeurs physiques est a I’origine de bien des incompréhensions et des
malentendus.

1.4 Tenseur de changement d’observateur

Puisque I’on peut utiliser des observateurs arbitrairement choisis pour décrire les mouvements de
milieux continus, il est utile de se demander si des relations existent entre les grandeurs attribuées
par chaque observateur a un méme objet matériel.

Le choix des observateurs étant arbitraire, il n’existe a priori aucune relation « intéressante »
entre les positions x et & d’une méme particule P pour deux observateurs R et R © car la
différence entre les deux vecteurs position de la méme particule P dépend du choix arbitraire des
observateurs [déf. 1.7 p. 13].

Toutefois, on va montrer qu’une relation existe entre les positions attribuées par des observateurs
différents a des objets matériels appelés biparticules. Cette relation est une conséquence de
I’objectivité de la distance actuelle entre deux particules; elle permettra d’affirmer I’existence
d’un tenseur orthogonal appelé tenseur de changement d’observateur.

() Autrement dit : « tous les observateurs utilisent la méme horloge ».

®) Et on lui fait alors dire ce que I’on veut suivant les circonstances.

© En mécanique générale, on sait toutefois écrire cette relation si I’on connait la position relative actuelle des deux
observateurs.
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Biparticule

Définition 1.15 — Biparticule. On appelle biparticule, un ensemble ordonné de deux particules,
noté fP,P'g. La particule P est appelée origine de la biparticule, la particule P’ est appelée
extrémité de la biparticule.

Définition 1.16 — Position actuelle d’une biparticule. On appelle position actuelle d’une
biparticule pour un observateur R, la différence entre la position actuelle de I’extrémité et la
position actuelle de I’origine pour cet observateur.

En utilisant les notations 1.11 [p. 13], les positions d’une biparticule P, P'g sont :

— pour un observateur R, la position actuelle de la biparticule est le vecteur : xtPO xP 2 V3,
L. . . 0

— pour un observateur R, la position actuelle de la biparticule est le vecteur : Etp EtP 2 Vs.

Attention! — Une biparticule est parfois appelée « vecteur matériel ». Cette appellation est dan-
gereuse car une biparticule n’est pas un élément d’espace vectoriel. Seul le vecteur position de
la biparticule pour un certain observateur est un élément de V3. La locution « considérons le vec-
teur PP” » n’a pas de sens vectoriel si I’on omet de préciser I’observateur utilisé car chaque observateur
associe  la biparticule P, P’g un vecteur position de V3 en général différent (1%, Ce malencontreux
raccourci de langage est a I’origine de bien des malentendus voire des erreurs.

Définition 1.17 — Distance actuelle entre deux particules. On appelle distance actuelle entre
deux particules la longueur actuelle de la biparticule fP; P'g (ou celle de fP'; Pg) :

d(P,P;t) =d(P’;Pt) =k xPk

Existence du tenseur de changement d’observateur

Bien que ce soit non exprimé explicitement dans la définition 1.17, la distance actuelle entre
deux particules est apparemment différente d’un observateur a I’autre puisqu’elle est définie a
partir de positions qui sont propres a chaque observateur. Un principe de la physique classique
permet d’affirmer qu’elles ne le sont pas :

Principe 1.18 — Obijectivité des distances. La distance actuelle entre deux particules est une
grandeur scalaire objective (elle est la méme pour tous les observateurs, [déf. 1.14 p. 14]) :

8t8P8P'8R 8R; d(P.P';t) = &P, P";t)

On en déduit que si R et R sont deux observateurs quelconques, alors :
8t8P8P'8R8R; k' xk=ke' &k (15)

Remarque — Le principe de I’objectivité des distances n’est valable que dans le cadre de ce qu’il
est convenu d’appeler la « physique classique ». Ce principe est contredit en mécanique relativiste :
un observateur constate une contraction de certaines dimensions d’un objet en mouvement par
rapport lui. En mécanique relativiste, on remet aussi en question I’objectivité du temps et celle de la
masse [exemples p. 15]. Tant que les vitesses envisagées en mécanique des milieux continus restent
négligeables devant la vitesse de la lumiére, les principes d’objectivité du temps, de la masse et des
distances restent valables.

(10) On verra dans suite que ces deux vecteurs généralement différents ont néanmoins le méme module.
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Théoréeme 1.19 — Tenseur de changement d’observateur. Soient deux observateurs R et ¢
a priori en mouvement relatif quelconque. Si la distance actuelle entre deux particules est
une grandeur objective, alors il existe un tenseur orthogonal appelé tenseur de changement
d’observateur actuel de R a ¢, noté Qi e(t), tel que :

8t; 8P 8P"; & B =Que® (¢ xP) (1.6)

Démonstration — Considérons quatre particules A, B, C et D non coplanaires. On note :

- p*8=xB x{ 2V; laposition actuelle de la biparticule fA; Bg pour I’observateur R,

- p"®=#® & 2V; laposition actuelle de la méme biparticule A; Bg pour I’observateur Fe.
Chaque observateur représente les quatre biparticules fABg, FACg et FADg dans V3 par son propre
triedre de vecteurs :

— pour I’observateur R : T = fp”8; pA¢; pAPg

— pour I’observateur @ ; = £p"8; p*°; p"°g

Les distances actuelles entre particules étant objectives, les deux triedres ont les mémes longueurs, les
mémes angles et les deux trigdres constituent des bases de V3 de méme orientation (). Autrement
dit, les deux triedres T et T sont superposables.

On sait de la géométrie algébrique dans V3 qu’il existe une rotation unique Q 2 Qs+ telle que :
AB _ Y o . aAD _ . aBC _ .

pP=Q p*® ; p=Q p* ; pP=Q p ; pT=Q p* ;
En utilisant les triedres T et T construits avec les particules (A; B;C; D) comme bases dans V3, le
lecteur vérifiera aisément que I’objectivité des distances actuelles implique que, quelle que soit la
biparticule fM; Ng, la rotation Q qui a été définie avec les quatre particules fA; B;C; Dg pour passer
de T a1F, permet de passer de la position actuelle de la biparticule ¥M;Ng pour I’observateur R a
celle pour I’observateur R par la relation :

sfM;Ng; p"M=Q p™ ,  8fM;Ng; & &' =Q ' xM)

La rotation actuelle Q qui permet de passer de la position actuelle de toute biparticule pour un
observateur R a celle de la méme biparticule pour I’observateur F est notée Qrre®.

Le tenseur de changement d’observateur Q, (t) est donc un endomorphisme orthogonal de
I’espace vectoriel V3 qui permet d’écrire la relation entre la position actuelle de toute biparticule
TP; P'g pour un observateur P et la position actuelle de cette méme biparticule pour I’obser-
vateur R. L’équation (1.6) est la formule de changement d’observateur pour les positions de
biparticules.

Commentaires — En cinématique élémentaire, on sait écrire la relation entres les positions ac-
tuelles x{ et EtP d’une particule P attribuées par deux observateurs R et F® quelconques quand on
connatt la position relative actuelle des deux observateurs 2. 11 en est de méme pour la relation
entre les vitesses d’une particule vues par deux observateurs (formule dite de « composition » des
vitesses 19). Afin de rassurer le lecteur et le convaincre que cette présentation tensorielle de la
cinématique est non seulement équivalente mais algébriquement plus simple que la présentation
classique, on donne en section 1.4.3 [p. 18] les relations entre le vecteur rotation (W _) €t le vecteur
vitesse de rotation (W _ ) introduits en cinématique élémentaire, avec le tenseur (orthogonal) de
changement d’observateur Q,  (t) et sa dérivée temporelle.

(1) Car tous les observateurs construisent une base orthonormée directe [déf. 1.5 p. 11].

(12 C’est-a-dire le vecteur position de @ pour I’observateur R et le « vecteur rotation » de € par rapport a R (on
peut aussi bien échanger les roles de R et R).

(13) Cette formule requiert la connaissance de la vitesse de @ pour I’observateur R ainsi que la vitesse de rotation de
F® par rapport a R (ou les inverses).
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Si I’on ne connait pas le mouvement relatif des deux observateurs, la valeur actuelle du tenseur or-
thogonal Q, (1) est certes inconnue, mais son orthogonalite est certaine ; c’est cette seule qualite
qui sera utilisée dans les démonstrations qui évoquent des changements d’observateur.

Notation 1.20 — Dans la suite, les deux observateurs R et F€ seront a priori quelconques et en
mouvement relatif quelconque, le tenseur de changement d’observateur actuel Qp, (t) sera noté
plus simplement Q; (on conserve I’indice ; pour rappeler qu’il s’agit d’une valeur actuelle).

Propriété 1.21 — Les propriétés algébriques des rotations impliquent que :

— les angles non orientés formés par les positions actuelles de trois particules sont les mémes
pour tous les observateurs : les angles actuels sont des grandeurs scalaires objectives ;

— I’aire du triangle formé par les positions actuelles de trois particules est la méme pour tous les
observateurs : les aires actuelles sont des grandeurs scalaires objectives;

— le produit mixte formé par les positions actuelles de quatre particules est le méme pour tous
les observateurs : les volumes actuels sont des grandeurs scalaires objectives.

1.4.3 Correspondances avec la cinématique traditionnelle

Rappels d’algébre sur les rotations — L’angle g et I’axe w; d’une rotation Q; sont 14 :

ter 1 . . _ H :Qt _ H :Qt
5 ou G 2[0;p] et w= sing. . kH QK .7)

cosq; =

La relation inverse (q;;w;) ¥ Qg est:
Qi =cosqiG+ (1 cosqg)w: Ww; singtH w; (1.8)

Il y a donc une bijection entre les rotations géométriques (q;w;) et les tenseurs orthogonaux de
déterminant 1. La rotation du vecteur X par la rotation d’angle q; autour de I’axe unitaire orienté w;
s’écrit simplement : y = Q; x

En dérivant temporellement I’identité Q7" Q; =G on trouve :

th @ th

Q= Q Q (1.9)

Les deux tenseurs 99C Qt et Q7 dQ‘ sont donc opposés et antisymeétriques.
On note w; le vecteur adjoint au tenseur antisymetrique =3 de Q::

1 daQ;y” d
thEH: %Qt - Qt Qi =H w;

Il découle des propriétés des tenseurs antisymétriques que :

dQr — wn Ay
e Q X= wi™X; 8x2Vj3 (1.10)
Dans les cours de cinématique élémentaire, on n’introduit pas le tenseur de changement d’obser-
vateur, car la bijection entre un tenseur rotation et une rotation géométrique n’est pas supposée
connue. La rotation Q; y est donc définie comme une rotation géométrique d’axe unitaire w;
etd’angle g; 2 [0;p]. Le vecteur g:w, souvent note W _o, est appelé vecteur rotation de R
par rapport a R (valeur actuelle). La seule nouveauté ici est donc de représenter la rotation
géométrique actuelle (q¢;w;) par un tenseur de changement d’observateur orthogonal Q; de

(14 \Voir le cours Algébre et analyse tensorielles pour I’étude des milieux continus, du méme auteur [note 1 p. 3].
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déterminant +1, qui se préte mieux au calcul tensoriel : le tourné y d’un vecteur X par la rotation
(O¢; W) s’écrit simplement : y = Q; x (1), Les relations d’équivalence entre le couple (q:; W) et
le tenseur rotation Q; ont été rappelées dans les équations (1.7) et (1.8) [p. 18].

En appliquant la définition du tenseur de changement d’observateur, donnée en (1.6) [p. 17], &
deux points & et B choisis parmi ceux qui définissent un observateur R, il vient :

B 2f=Q o x) (L12)

Par définition, les points & et B sont fixes pour I’observateur F€, c’est-a-dire que leur vecteur
position Ef et Etg sont des vecteurs de V3 temporellement constants :

dg_ d g_
EE‘ =0 et &E‘ =0

En dérivant par rapport au temps I’égalité (1.11), il vient :

ou le tenseur du second ordre Q;” % est antisymétrique [éq. (1.9) p. 18].

Si on note wy = %H Q7 %Qt) le vecteur adjoint au tenseur antisymétrique Q;” %Qt, alors,
en vertu de la relation (1.10) [p. 18], on a I’identité :
dQ

Q& O xD= WA XD e (L10)p. 1

L’équation (1.12) s’écrit alors :
B R — B (A B_ A B (A
Ve Ve =W N X)) - VP =Ve WM X X))

On reconnait la formule habituellement donnée dans les cours de cinématique élémentaire pour
décrire le champ des vitesses d’un solide (ici le solide est constitué des points a distance constante
(K; B;©) définissant I’observateur F®) ol le vecteur wy, généralement noté W, est le vecteur
vitesse de rotation actuelle de I’observateur F pour I’observateur R habituellement introduit en
cinematique élémentaire. La relation entre W _, et Q; est donc :

1 dQ: : dQ . dQp
We o =W=-H: QO —= =adj Qf — )= adj —-
R=R t 2 Qt dt ] Qt dt J dt

La connaissance des valeurs actuelles du tenseur de changement d’observateur Q; permet donc de

retrouver la vitesse de rotation de P par rapport a R introduite en cinématique élémentaire.

Q (1.13)

Changement d’observateur inverse — De I’équation (1.6) p. 17] il vient :
x2 x'=Q7 (& &) ouAetB sontdeux des points définissant I’observateur R.

En dérivant temporellement (les points A et B sont fixes pour I’observateur R), il vient :
dQ;y dQr
0= @ g)rer @ ¥ . @ ¥= o X @

(15 Dans les cours de cinématique élémentaire, pour calculer le tourné d’un vecteur x par la rotation géomé-
trique (gt;Wt), on est amené a construire une « matrice de rotation » construite avec g et we, ce qui revient a exprimer
I’expression tensorielle intrinséque Q X dans une base contenant I’axe de rotation.
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> - 7 - - -
ou le tenseur Q; % est antisymétrique de vecteur adjoint w’. On a alors :

B

& @ :WOA(EtB EtA) . & :eA_'_wO/\(gtB EtA)
Le vecteur w' est donc le vecteur vitesse de rotation de R pour I’observateur F® :

. dQr . dQ
0 — — t — >
W =W__.=adj Q ot adj e (1.14)

Noter que les deux vecteurs W _, 2 V3 et W _, 2 V3 ne sont pas opposes, le premier étant defini
par ses composantes dans le repere de I’observateur R et le second par ses composantes dans le
repere de I’observateur R,

En utilisant I’identité (Q; Q¢ Qt)*3H =H, on montre la relation entre W, _, etWg_o

Wo o= Qi We = RoWer) (rotation par Q; de W g_o) (1.15)

1.5 En bref...

Le modele milieu continu est une idéalisation de la matiere. Ses prévisions ne peuvent corroborer
que des vérifications macroscopiques.

Pour décrire le mouvement d’un milieu continu, il faut choisir un observateur.

Pour décrire des grandeurs associées a des particules a tout instant, on utilise des champs
matériels scalaires, vectoriels ou tensoriels, (presque partout) différentiables et dérivables par
rapport au temps.

Une relation est universelle si elle est la méme pour tous les observateurs. Toute définition se
doit d’étre universelle.

Une grandeur physique scalaire est objective si sa valeur est la méme pour tous les observateurs.
L’ objectivité des grandeurs physiques non scalaires sera définie au chapitre 3 [p. 39].

L’universalité de la définition des distances, ainsi que les principes d’objectivité du temps
et de la distance entre deux particules, impliquent I’existence d’un tenseur de changement
d’observateur actuel Qn (t) plus simplement noté Q; qui est une rotation (tenseur orthogonal
de déterminant +1). Le tenseur de changement d’observateur est la représentation tensorielle
équivalente au classique vecteur rotation d’un observateur par rapport a un autre défini en
cinématique élémentaire.



2.1
211

212

2

Description des champs et du
mouvement

Dans ce chapitre, on présente les deux méthodes couramment utilisées en mécanique des milieux
continus pour identifier les particules : la méthode de Lagrange et la méthode d’Euler. Chacune
de ces deux méthodes conduit & sa propre maniére de décrire les champs matériels ainsi que le
mouvement pour un observateur. On présente ensuite quelques outils (trajectoires, lignes de cou-
rant, lignes d’émission, dérivée particulaire) qui aident a visualiser les mouvements d’un milieu
continu et a appréhender les évolutions des grandeurs physiques liées aux particules.

Descriptions des champs matériels
Description de Lagrange d’un champ matériel
Soit t un instant de référence un instant arbitrairement choisi.

Dans la description de Lagrange, les particules sont identifiées par leur position de référence,
c’est-a-dire qu’on les désigne par la position Xg (pour un observateur R) qu’elles occupent a
I’instant de référence tg.

Définition 2.1 — Description de Lagrange d’un champ matériel. Soit un champ maté-
riel Y (P;t) (scalaire, vectoriel ou tensoriel). Sa description de Lagrange est la fonction Y
définie par :

*i)2Vs R YE Y (o)=Y (P 2V,"

ol Xg est la position de référence de la particule P pour un observateur R.

Le domaine de définition de la fonction Y | est donc le domaine occupé par les particules a
I’instant de référence tg, mais la valeur du champ est sa valeur actuelle.

Vocabulaire — Quand on a choisi un quelconque systeme de coordonnées, I’argument vectoriel xg de
la fonction Y, peut étre remplacé par 3 réels (x3; x3;x3) qui sont les coordonnées des points occupés
par les particules a I’intant ty. Dans ce cas, les quatre arguments réels (xé;xg;xg;t) de la fonction Y |
sont appelés variables de Lagrange.

Description d’Euler d’un champ matériel

Dans la description d’Euler, les particules sont identifiées par leur position actuelle, ¢’est-a-
dire qu’on les désigne par la position X; (pour un observateur R) qu’elles occupent & I’instant
actuel t.
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Définition 2.2 — Description d’Euler d’un champ matériel. Soit un champ matériel Y (P;t)
(scalaire, vectoriel ou tensoriel). Sa description d’Euler est la fonction'Y g définie par :

®;)2Vs R T Yexst) =Y (P 2V,°

ol X; est la position actuelle de la particule P pour I’observateur R.

Le domaine de définition de la fonction Y g est donc le domaine actuellement occupé par les
particules et la valeur du champ est la valeur actuelle.

Vocabulaire — Quand on a choisi un quelcongue systéme de coordonnées, I’argument vectoriel
x; de la fonction Y g peut étre remplacé par 3 réels (x¢; x?; x3) qui sont les coordonnées actuelles
des points occupés par les particules. Dans ce cas, les quatre arguments réels (xt; xZ; x3; t) de la
fonction Y ¢ sont appelés variables d’Euler.

Descriptions du mouvement
Transformation entre deux instants

Définition 2.3 — Transformation. Soit un milieu continu en mouvement pour un certain
observateur R, et soit P I’une quelcongue de ses particules. On note X; et Xy les positions,
pour I’observateur R, de la particule P aux instants t et t”. On appelle transformation entre les
instants t et t’ I’application fis : V3 ¥ V3 qui & toute position d’une particule & I’instant t fait
correspondre sa position & I’instant t” :

f
Xt 2 V3 | Xp = (X)) 2 V3 (pour un observateur R) (2.1)

Hypothése 2.4 — Dans un mouvement de milieu continu, on fait les hypothéses suivantes :

1. toute particule dont la position & I’instant t est X; a une position Xy & I’instant t’;

2. deux particules distinctes P et Q dont les positions a I’instant t sont x{ & x?, ne peuvent
occuper la méme position & un autre instant t’ (autrement dit, les X n’ont qu’un seul antécédent
dans la transformation fy).

Dans ces conditions, la fonction fy est a la fois surjective et injective, donc bijective. La
transformation inverse existe donc :

e = fd (%) . fl = fu (2.2)

Remarque — Dans un mouvement de milieu continu, il est envisageable que I’inversibilité de la
transformation f;p ne soit vraie que presque partout [Précision p. 11]. Par exemple, si une cavitation
se produit dans le mouvement entre les instants t et t” > t, il existe une particule de position x; (le
« germe » de la cavitation) qui a une infinité de positions & I’instant t’ : ce sont tous les points de la
surface délimitant la bulle de cavitation qui existe & I’instant t'. Dans le cas d’une fissuration, il existe
toute une surface de positions X; qui ont deux positions Xy : une sur chaque lévre de la fissure ouverte.

Le lecteur établira aisément les deux propriétés :

fit =1 (identité) et fiw = fuw  fip (transitivité)
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Description de Lagrange du mouvement

Définition 2.5 — Description de Lagrange du mouvement. On appelle description de La-
grange du mouvement pour un observateur R, la description de Lagrange du champ matériel des
positions actuelles x;(P;t) pour cet observateur :

Xo;t1)2V3 R ¥ f(Xo;t) =% 2 V3 [notations 1.11 p. 13] (2.3)

ol Xg est la position de référence d’une particule P et ou X; est sa position actuelle.

Décrire le mouvement par la méthode de Lagrange est donc donner la transformation entre les
instants ty et t [déf. 2.3 p. 22].

Remarque — La notation f, qui devrait étre notée fyy, est traditionnelle. Elle pourrait aussi bien étre
notée : ;| (description de Lagrange des positions actuelles).

Equations développées — Quand on a choisi un systéme de coordonnées, la fonction vectorielle
f (xo;t) est & remplacer par la fonction vectorielle f(x3;x3;x3;t) ol x3, x3 et x3 sont les coordonnées
d’une particule a I’instant de référence to (« variables de Lagrange »). Quand on a choisi une base fe g,
la fonction vectorielle f est décrite par les trois fonctions réelles 1, f2 et f3 suivantes :

O x8,x3;1) = FR(xd 3 x3; 1) er + F206; %8x8 1) e + F3(xg; %3 x3; 1) €3 (2.4)

Description d’Euler du mouvement

Définition 2.6 — Description d’Euler du mouvement. On appelle description d’Euler du
mouvement pour I’observateur R, la description d’Euler du champ matériel des vitesses ac-
tuelles v(P;t) pour cet observateur :

;) 2Vs R T ve(xgt) =v(Pt) 2 V3 (2.5)
ou X; est la position actuelle d’une particule P.

Illustration — On peut considérer la description d’Euler du mouvement comme la donnée de la
collection des « photographies » du champ des vitesses a tous les instants.

Equations développées — Quand on a choisi un systéme de coordonnées, la fonction vectorielle
VE (X¢;t) est a remplacer par la fonction vectorielle Ve (x{; xZ; x3;t) ol xt, x2 et x? sont les coordon-
nées actuelles d’une particule (« variables d’Euler »). Quand on a choisi une base fe g, le champ
vectoriel Ve est décrit par les trois fonctions réelles v, vZ et v suivantes :

Ve xS t) = VE (xS 1) eg + V2 O xS ) en + V3 (k)2 x3it) es

Equivalence des descriptions
Equivalence des descriptions de champs matériels

Tout champ matériel Y (P;t) peut étre décrit aussi bien par la méthode de Lagrange que par la
méthode d’Euler. Pour une particule P, de position de référence X; et de position actuelle x;, on a
les égalités :

Y (Pt) =Y (Xo;t) =Ye(Xi;t) (2.6)
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Les deux fonctions Y | et Y g sont deux applications différentes (leur domaine de définition est

différent), mais leur valeur actuelle pour une particule est la méme. La transformation f étant

inversible, on passe d’une description a I’autre de la maniere suivante :

— si le champ matériel Y (P;t) est connu par sa description de Lagrange Y | (Xo;t), alors sa
description d’Euler est :

YeX;t) =YL (f 1(x;t):1) (2.7)

— si le champ matériel Y (P;t) est connu par sa description d’EulerY g (x;;t), alors sa description
de Lagrange est :

YL(XO;t)ZYE(f(Xo;t);t) (28)
On voit donc qu’il suffit de connaitre la description de Lagrange du mouvement f pour passer
d’une description a I’autre d’un champ matériel Y .

Equivalence des descriptions du mouvement

La description de Lagrange du mouvement [déf. 2.5 p. 23] décrit les positions actuelles des
particules alors que la description d’Euler du mouvement [déf 2.6 p. 23] décrit les vitesses
actuelles des particules. La question se pose de savoir si elles sont équivalentes.

Passage de la description de Lagrange du mouvement a celle d’Euler

Supposons que I’on connaisse la description de Lagrange du mouvement f d’un milieu matériel
continu. La position actuelle des particules est donnée par :

X = f(Xo;t) [déf. 2.5 p. 23]

La vitesse d’une particule, identifiée ici par sa position de référence Xq, est par définition la
dérivée par rapport au temps de sa position actuelle :

dx: _ Tf(Xo;t)
R T:
Le champ vectoriel v (Xo;t) défini dans I’équation (2.9) est la description de Lagrange du champ

des vitesses. On abtient la description d’Euler des vitesses, ¢’est-a-dire la description d’Euler du
mouvement [déf. 2.6 p. 23], en utilisant I’équation (2.7) :

Tf(f 1(x;t);t)
Mt

Equations développées — La traduction de I’équation vectorielle (2.10) en un systéme de trois
équations réelles portant sur des coordonnées dépend a la fois du systéme de coordonnées utilisé
(signification géométrique des trois variables réelles de position actuelle) et de la base sur laquelle on
projette cette égalité vectorielle en trois équations réelles.

VL (Xo;t) = (dérivée a particule constante, ¢’est-a-dire a Xo constant) (2.9)

VE(est) =vi(f Hxst)it) = (2.10)

Passage de la description d’Euler du mouvement a celle de Lagrange

Inversement, supposons que I’on connaisse la description d’Euler du mouvement vg d’un milieu
matériel continu :

V(Pt) =VE(X:;t)  [éq. (2.5) p. 23]
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Trouver la description de Lagrange du mouvement, ¢’est trouver la description de Lagrange des
positions actuelles x; des particules, ¢’est-a-dire trouver la fonction f telle que x; = f(Xo;t).

La description de Lagrange des vitesses est la vitesse de la particule identifiée par X :

f(Xo:t
i) =D e eoyp 0 211)
D’aprés I’équation (2.8) [p. 24], elle est aussi :
VL(Xo;t) = Ve (Xt;t) = Ve (f (X0 1);1) (2.12)

Des équations (2.11) et (2.12), on déduit que la fonction inconnue f est solution de I’équation
différentielle vectorielle :
11 (xo;1)
Mt

La solution de cette équation différentielle vectorielle en f, satisfaisant les trois (@) conditions
initiales est la description de Lagrange du mouvement.

=ve (f(Xo;1);1) avec les conditions initiales : f(Xo;tp) =Xo (2.13)

Equations développées — La traduction de I’équation différentielle vectorielle (2.13) en un systéme
de trois équations différentielles portant sur des coordonnées dépend a la fois du systéme de coordon-
nées utilisé (signification géométrique des trois variables réelles de position de référence) et de la
base sur laquelle on projette cette équation vectorielle en trois equations réelles. Ces choix peuvent
rendre la résolution de I’équation différentielle vectorielle en f plus ou moins aisée.

Les deux descriptions du mouvement sont donc équivalentes : a partir de I’une on peut trouver
I’autre, et inversement.

Comparaison des deux méthodes de description

Les deux méthodes de description présentent chacune leurs commodités suivant le type de

milieux continus que I’on étudie :

— Les mécaniciens spécialisés dans les solides déformables préferent souvent la description de
Lagrange, car ils peuvent donner un sens physique a I’instant de référence to (par exemple, un
instant ou le solide déformable n’a jamais été sollicité, il a sa forme « naturelle »). En outre, ils
peuvent aisément matérialiser des particules en marquant des points sur le solide déformable
dans sa position de référence. La description de Lagrange leur semble la plus naturelle pour
suivre I’évolution des champs matériels dans un solide déformable au cours de sa déformation.

— Les mécaniciens spécialisés dans les fluides (liquides ou gaz) préferent généralement employer
la description d’Euler car la position individuelle des particules a un instant arbitraire to leur
est de peu d’intérét. Ils préférent donc la description d’Euler qui n’utilise pas de concept de
position de référence. En outre, la description d’Euler donne directement les indications d’un
instrument de mesure placé en un certain point d’observation de I’écoulement.

Exemple — Si I’on observe I’écoulement d’une riviere avec un capteur de vitesse situé en un point
géomeétrique M fixe pour I’observateur utilisé, la fonction vg (Xu;t) pour xy fixé, est la vitesse a
I’instant t de la particule dont la position actuelle est le point M. Si I’on regarde I’évolution de cette
mesure au cours du temps, la fonction vg (Xp;t) donne les vitesses des différentes particules qui
passent au point d’observation fixe M.

@ Les conditions initiales de I’équation (2.13) sont une égalité vectorielle.
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La différence essentielle entre les deux modes de description est que la description de Lagrange
d’un champ matériel Y (P;t) décrit la distribution spatiale des valeurs actuelles de la grandeur
physique Y sur des positions a un instant différent : I’instant de référence ty ; alors que la
description d’Euler du méme champ matériel décrit la distribution spatiale des valeurs actuelles
de la grandeur physique Y sur les positions actuelles. On préte généralement une plus grande
signification physique a cette derniére. Quoi gu’il en soit, les deux descriptions étant mathé-
matiquement équivalentes, toute discussion supplémentaire ne serait qu’affaire de traditions ou
d’habitudes.

Champ des déplacements

Cette méthode de description du mouvement n’est traditionnellement employée que par les méca-
niciens des solides déformables. Dans la suite, elle ne sera évoquée qu’occasionnellement.

Définition 2.7 — Déplacement. On appelle vecteur déplacement d’une particule P pour un
observateur R, la différence entre sa position actuelle et sa position de référence :

uPt)=x" x§ (2.14)

Comme tout champ matériel, le champ matériel u(P;t) peut étre décrit par la méthode de
Lagrange ou la méthode d’Euler :

)2V R M u(xoit) =% Xo=f(Xo;t) Xo 2V3

x6D2Vs R " ue(xgt)=x Xo=x f '(x;t) 2V3
La description du mouvement au moyen de la description de Lagrange du champ des déplace-

ments u,_ est évidemment équivalente a la description de Lagrange du mouvement f. On passe
de I’une a I"autre par :

f (Xo;t) = Xo +u(Xo;t) - uL(Xo;t) = f(Xo;t) Xo

Opérateurs différentiels lagrangiens et eulériens
Rappels d’analyse tensorielle

Soit un observateur R. Pour cet observateur, les points de E3 sont représentés par un vecteur
position x [déf. 1.7 p. 13]. Le gradient au point x d’un champ Y (x) d’ordre p pour cet observateur
est I’application linéaire notée grad'Y définie par :

YX) YX)=(radY)x) & x)+kd xkOX x) (2.15)

o O(X" x) est une fonction quelconque (& valeur tensorielle d’ordre p) tendant vers 0 2 V, P
quand le point x tend vers x.

L’ opeérateur linéaire tangent grad'Y est une application linéaire V3 ¥ V, P définie en chaque
point X ou la fonction Y (x) est différentiable. Les regles de I’algébre tensorielle impliquent que
si la grandeur Y est un champ de tenseurs d’ordre p, alors gradY est un champ de tenseurs
d’ordre p+1.
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Soit un changement de point arbitraire X' X. On peut toujours poser :

0
. X X .
X' x=k« xki olul=_—— estun vecteur unitaire.
kx! xk
Lorsque x? ¥ x en suivant un certain chemin, le vecteur unitaire U tend vers un vecteur uni-
taire u.

Définition 2.8 — Dérivée directionnelle. On appelle dérivée au point X de la grandeur Y dans
la direction unitaire u, la limite suivante :

0
Y= lim Yi(ﬁx?] :k(x)
Exay

L’équation (2.15) [p. 26] montre que cette limite est :
Y =gradY u

Le tenseur grad¥Y, d’ordre p+ 1, permet d’évaluer la dérivée de la grandeur tensorielle Y
(d’ordre p) dans toutes les directions unitaires u autour du point x.

Remarque — Parmi toutes les directions u autour du point X, il existe en général des directions u
pour lesquelles KY |k est extrémal et d’autres pour lesquelles KY Lk = 0.

Gradients lagrangien et eulérien

Soit un milieu continu en mouvement pour un observateur R, sur lequel est défini un champ
matériel [déf. 1.3 p. 10] Y (P;t) tensoriel d’ordre p > 0. On note Y |_ sa description de Lagrange
etY g sa description d’Euler. On rappelle que

YP)=YL(Xot) =Ye(X;t) 2V,P  [éq.(2.6)p. 23]

Définition 2.9 — Gradient lagrangien. On appelle gradient lagrangien en Xg et a I’instant t du
champ matériel Y, noté grad, Y, le gradient de sa description de Lagrange :

grad, Y =grad(Y )

Définition 2.10 — Gradient eulérien. On appelle gradient eulérien en x; et a Iinstant t du
champ matériel Y, noté grad; Y, le gradient de sa description d’Euler :

gradgY =grad(Ye)

Les deux gradients grad, Y etgradgY sont des champs tensoriels d’ordre p+ 1 définis par :
Y(P5t) Y(Pt)=grad Y (& xo)+kx) XokO(X) Xo)

_ 0 0 0 (2.16)
=gradgY (X Xi)+kx xKOX Xi)
Interprétations — Le gradient eulérien (gradg Y )(X:;t) décrit les variations des valeurs actuelles du
champY au voisinage des positions actuelles x; (c’est une description d’Euler) ; alors que le gradient
lagrangien (grad, Y )(Xo;t) décrit les variations des mémes valeurs actuelles du champ Y, mais
rapportées aux positions de référence, c’est-a-dire a des positions a un instant to différent de t (c’est
une description de Lagrange). On préte généralement plus de sens physique au gradient eulérien d’un
champ matériel. Le seul gradient lagrangien physiquement significatif est le gradient lagrangien des
positions actuelles [section 2.5.3 p. 28] en raison de son utilité pour étudier la déformation (variation
des distances entre particules) entre les instants tg et t.
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Notation 2.11 — Dans la suite du cours, on utilise fréqguemment la notion de gradient qui a été
rappelée en section 2.5.1 [p. 26] :

YX) YX)=(radY)Xx) & x)+k<¢ xkOX' x)  [éq. (2.15) p. 26]
Pour alléger les écritures, on écrira :
YX) YX)=gradY K x)+

sans détailler les termes qui disparaissent lorsque X ¥ x.

Gradient de la transformation

Considérons le champ matériel des positions actuelles x;(P;t). Sa description de Lagrange est la
description de Lagrange du mouvement [déf. 2.5 p. 23] :

X = f(XE;t) [notations 1.11 p. 13] (2.17)

Définition 2.12 — Gradient de la transformation. On appelle gradient de la transformation
entre I’instant de référence tg et I’instant actuel t, le gradient lagrangien du champ des positions
actuelles.

Vocabulaire — Puisque le champ des positions actuelles x;(P;t) est donné par la description de
Lagrange du mouvement f [éq. (2.17)], qui n’est autre que la transformation entre les instants tg et t,
ce gradient porte le nom traditionnel de gradient de la transformation bien que la notion de gradient
ne soit définie que pour des champs. On devrait I’appeler gradient lagrangien des positions actuelles.

Notation 2.13 — Le gradient de la transformation, qui devrait étre naturellement noté grad, X;
ou grad, f, est traditionnellement ) noté F.

On écrit donc :
X' x=grad x & x)+ =F () xo0)+ [notations 2.13 et 2.11 p. 28] (2.18)

Les regles de I’algebre tensorielle impliquent que le champ tensoriel F est du second ordre. Ce
gradient est défini pour toute particule et a tout instant, c’est-a-dire que c’est un champ matériel
[déf. 1.3 p. 10] tensoriel du second ordre, dont F (Xo;t) est la description de Lagrange.

Interprétation cinématique — Comme tout gradient lagrangien, le gradient lagrangien des positions
actuelles F décrit les variations des positions actuelles en fonction des écarts de positions de référence.
C’est en analysant les changements de longueur d’une biparticule P, P’g en comparant sa position
de référence X}  Xo et sa position actuelle x!  x; dans I’équation (2.18) que I’on pourra définir au
chapitre 4 [p. 49] ce qu’est une déformation entre les instants ty et t.

Remarque — Le gradient eulérien des positions actuelles x; est a tout instant le tenseur métrique G.
En effet, par définition du gradient eulérien d’un champ, on a la relation :

8 x); X x=gradgx X x)+ D) gradg X =G (2.19)

(@ Bien que ne lui paraissant pas vraiment nécessaire, I’auteur se conforme a cette tradition universellement adoptée.
Le lecteur devra garder a I’esprit que le tenseur F est le gradient lagrangien des positions actuelles.
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Propriété 2.14 — A I’instant t = tg, la valeur du gradient de la transformation F est le tenseur
métrique G.

Démonstration — A I’instant de référence t = to, les positions des particules sont les positions de
référence. On déduit de I’équation (2.18) [p. 28] qu’a I’instant ty on a I’égalité :

8(Xy Xo); Xy Xo=F(Xo;to) (X3 Xo)+ D>  F(xt)=G

Théoréme 2.15 - Dans tout mouvement de milieu continu, en toute particule et a tout instant
le déterminant du gradient de la transformation est strictement positif :

8P 8t; detF(Xo;t)>0 (2.20)

Démonstration — La transformation f étant inversible [éq. (2.2) p. 22], le déterminant de son gradient

(appelé aussi jacobien de la transformation) n’est jamais nul : 8t detF (Xo;t) & 0. Il est donc de signe

constant au cours du temps. Puisqu’a I’instant de référence tg, ce gradient prend pour valeur le tenseur

métrique G [prop. 2.14] dont le déterminant est +1, detF reste donc toujours positif et F 1 existe.
On peut donc écrire :

8fP,P'g; x x=F (X} Xo)+ et xj Xo=F ! & x)+ (2.21)

ol F ! est le gradient eulérien des positions de référence.

Relation entre gradient lagrangien et gradient eulérien

Pour tout champ matériel Y (P;t), on a I’égalité :

grad Y (& Xo)+ =gradeY (& x)+ [éq. (2.16) p. 27]
=gradgY (F (x) Xo)+ )+ [éq. (2.18) p. 28]
grad Y (x5 xo)=gradeY F & xo)+ ; 8 xo)

Larelation entre les gradients lagrangien et eulérien d’un champ matériel tensoriel Y est donc :
grad, Y =grad:Y F \ gradgY =grad Y F ! (2.22)
En particulier, si le champ matériel Y (P;t) est le champ des vitesses v(P;t), il vient :

grad,v=gradzv F . gradev=grad v F ! (2.23)

Autres opérateurs différentiels lagrangiens et eulériens

Puisque I’on a défini un gradient lagrangien et un gradient eulérien pour décrire les variations
locales d’un champ matériel, on définit par conséquent une version lagrangienne et une version
eulérienne des opérateurs différentiels définis a partir du gradient © :

div,Y =grad, Y :G DY =div_ grad, Y rot Y = grad Y :H (2.24)
diveY =grad:Y : G DeY =divegradgY roteY = grad:Y :H (2.25)

ou G est le tenseur métrique et H le tenseur d’orientation.

©) On rappelle que divT =gradT : G, rotT = gradT :H etDT =divgradT.
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On déduit de I’équation (2.22) des relations utiles entre opérateurs lagrangiens et eulériens :

div,Y =grad Y :G=(gradgY F):G=gradcY :F~ (2.26)
diveY =gradcY :G=(grad,Y F '):G=grad Y :F ~ (2.27)
rottY = grad Y :H= (gradcY F):H= asym(gradcY F):H (2.28)

roteY = gradgY :H= (grad,Y F !):H= asym(grad, Y F ):H (2.29)

Dérivée particulaire d’un champ matériel

Définition 2.16 — Dérivée particulaire. Soit un champ matériel Y (P;t) défini sur un milieu

continu en mouvement pour un observateur R. On appelle dérivée particulaire du champ

matériel Y, notée Y, la dérivée temporelle de la grandeur Y a particule constante :
1 Y(RL) YY)

Y(Pt)= ﬁY(P,t) =lim 1

(2.30)

Vocabulaire — Dans certains ouvrages, la dérivée particulaire est appelée dérivee temporelle « quand
on suit la particule dans son mouvement ».

La dérivee particulaire d’un champ matériel tensoriel d’ordre p est donc un champ matériel
tensoriel du méme ordre. Comme tout champ matériel, la dérivée particulaire peut étre décrite
par la méthode de Lagrange, aussi bien que par celle d’Euler.

Description de Lagrange de la dérivée particulaire d’un champ matériel
Théoréeme 2.17 — Description de Lagrange de la dérivée particulaire. SoitY | la description
de Lagrange d’un champ matériel. La description de Lagrange de sa dérivée particulaire est :

YL (xoit) = :T‘tYL(xo;t) (2.31)

Démonstration — La dérivée particulaire est une dérivée temporelle a particule constante, c’est-a-dire
a Xo constant. C’est donc la dérivée partielle par rapport au temps de sa description de Lagrange.

En particulier, siY | =F on a le résultat suivant :

Théoréme 2.18 — La dérivée particulaire du gradient de la transformation F est le gradient
lagrangien du champ des vitesses actuelles :

F =grad, v
Démonstration — La dérivée particulaire du champ F est :

F= %F [éq. (2.31) avec Y | =F]

= %grad,_xt [déf. 2.13 p. 28]

= % grad, (f(xo;1)) [def. 2.5 p. 23]

1
=grad_ ﬂf(xo;t)

F=gradv  [déf. 29p.24]
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On peut donc récrire la relation entre le gradient lagrangien et le gradient eulérien du champ des
vitesses [éq. (2.23) p. 29] de la maniére suivante :

F=gradzv F . gradev=F F ! (2.32)

Description d’Euler de la dérivée particulaire d’un champ matériel

Théoréme 2.19 — Description d’Euler de la dérivée particulaire. Soit Y g la description
d’Euler d’un champ matériel et soit P une particule dont la position actuelle est x;. La description
d’Euler de la dérivée particulaire du champ matériel Y est :

Ye=gradcY vg+ %YE (2.33)

Démonstration — La position de la particule P & un instant t” est notée xy. La valeur de la grandeur’Y
pour cette particule & I’instant t est : Y g (xp; t%). La variation de la grandeur Y pour la particule P
entre les instants t et t” s’écrit donc :

YP) YPH=Yekest) Yet)
Par définition, la dérivée particulaire du champ Y est :
C YeXt) YeX;t)

Ye =lim ’ [déf. 2.16 p. 30]
0t ot
_"mYE(XtOJtO) Ye(;t)+YeX;t) YeXot)
BT th ot
.40 .40 .10 .
i YEGED) Yeat) | L Yebut) Ye@at)
U th ot that ot
—im 9dYE (o x)+kw xkO(w x) . YeOwt) Ye(;t)
that th ot tnt th ot
Xyt Xt)+“mkxt0 Xtk O (xy Xt)+|imYE(Xt;t0) Ye(Xit)

—oradYe I e o i 0t ol 0t
Ye=gradYe ve +kvek limO (x; xt)+%YE
}

L{z_
0

Vocabulaire — Dans certains ouvrages de mécanique des fluides, la description d’Euler de la dérivée
particulaire Y ¢ est appelée « dérivée totale » de la fonction Y g (X;t) (on considére son argument X,
comme une fonction du temps). Le terme %YE est appelé « dérivée propre » et le terme gradg Y Vg
est appelé « dérivée convective ».

Remarque — Si'Y est le champ des positions actuelles (Y =x;), sa description d’Euler est évi-
demment X¢e (X¢;t) = X;. On a donc %xtE = 0. D’autre part, gradg x; = G [éq. (2.19) p. 28]. L’équa-
tion (2.33) conduit a X; = vg. La vitesse actuelle d’une particule est la dérivée particulaire de sa
position actuelle.

Champ des accélérations

Définition 2.20 — Accélération. Le champ des accélérations actuelles d’un milieu continu en
mouvement pour un observateur R est la dérivée particulaire du champ des vitesses actuelles
pour cet observateur.
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Si le champ des vitesses actuelles est décrit par la méthode de Lagrange, en utilisant (2.31) [p. 30],
on trouve la description de Lagrange du champ des accélérations actuelles :

Tvi(xo;t) _ 1°F

1t qt2
Si le champ des vitesses actuelles est décrit par la méthode d’Euler, en utilisant (2.33) [p. 31], on
trouve la description d’Euler du champ des accélérations actuelles :

gL(Xo;t) = (2.34)

ge(Xt;t) = ﬂ;tE +gradgV Vg (2.35)

Autre forme — En utilisant I’identité gradu u = % grad(u u)+ (rotu)™u 8u 2 V3, on obtient
une autre forme de la description d’Euler des accélérations :

ve 1
e (xit) = '0E -+ 2 grade () + (rote V) ~ve (2.36)
On laisse le soin au lecteur de vérifier, a titre d’exercice, que pour le champ des accélérations, on

a bien les changement de description suivants [éq. 2.7 et 2.8 p. 24] :

ge(xo) =g (f '(xat)it) et gL(Xo;t) =ge(f(Xost);t)

2.8 Outils d’analyse du mouvement
2.8.1 Trajectoire d’une particule

Définition 2.21 — Trajectoire d’une particule. La trajectoire de la particule P pour un obser-
vateur R est I’ensemble des positions (pour cet observateur) occupées par la particule au cours
du temps.

Rappel — On sait de la cinématique élémentaire, qu’a chaque instant, le vecteur vitesse actuelle
d’une particule pour un observateur R est tangent a la trajectoire au point de sa position actuelle x;.

Si le mouvement est décrit par la méthode de Lagrange, la description de Lagrange du
mouvement donne directement la trajectoire. En effet, I’équation vectorielle x; = f(Xo;t) pour Xg
donné et pourt 2] ¥;+¥[ définit I’ensemble des positions de la particule identifiée par Xo,
c’est-a-dire la trajectoire de la particule Xo.

Equations développées — Lorsque I’on a choisi un systéme de coordonnées, I’équation vectorielle
des trajectoires se traduit par 3 équations réelles qui sont les équations paramétriques des trajectoires

[ég. (2.4) p. 23] :
8
<x{ = f1(x3;x3;x3;1)
xe=fot) . _x2=f2xgxgx0
“xg = 3(xg: x5 x5 t)

ou t est le parametre et ou xé, xg et xg identifient la particule par sa position de référence.
Si le mouvement est décrit par la méthode d’Euler, puisque la recherche des trajectoires

revient a rechercher la description de Lagrange du mouvement, il suffit d’intégrer I’équation
différentielle vectorielle (2.13) [p. 25].
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Lignes de courant actuelles

Définition 2.22 — Lignes de courant actuelles. On appelle lignes de courant actuelles pour
un observateur R, les lignes de champ du champ des vitesses actuelles pour cet observateur,
c’est-a-dire les courbes L qui sont tangentes aux vitesses actuelles, en chacun de leur point.

Les lignes de courant visualisent donc, par leur tangente, la direction des vitesses actuelles.
A un autre instant t', elles sont généralement de forme différente car le champ des vitesses a un
instant t” est généralement différent.

Si le mouvement est décrit par la méthode d’Euler, on connait le champ des vitesses ac-
tuelles ve (X¢;t) et on en cherche les lignes de champ L. La maniére la plus générale de décrire
toute courbe L. de I’espace E3 est d’en donner des équations paramétriques, c’est-a-dire de
donner une fonction vectorielle g(m) qui définit le point courant x de la courbe L par I’équation
vectorielle x =g(m) (m est le paramétre).

Rappel — Equations paramétriques : Lorsqu’on a choisi un systéme de coordonnées, la définition
paramétrique de la courbe L est donnée par trois équations réelles :

8

== g'(m)
x=gm) . _x¢=gim)

“x¢ =g(m)

ol m est le paramétre et ot x, x? et x3 sont les coordonnées du point courant de L . La recherche de
la fonction vectorielle g(m) se raméne donc & la recherche des trois les fonctions réelles g, g2 et g°.

Pour certaines courbes, il est possible de prendre comme paramétre 1’une des coordonnées (par
exemple m = x1), la définition d’une courbe se raméne alors & deux équations. Cependant, puisque
I’on ne connait pas a priori les particularités des lignes de courant recherchées, il est prudent d’utiliser
un paramétrage général.

On sait de I’étude des courbes paramétriques, que le vecteur g°(m) est tangent a la courbe L au
point g(m). Il découle de la définition des lignes de courant que I’on recherche des courbes L. de
point courantx =g(m) telles que la tangente en x a L soit colinéaire a la vitesse actuelle vg (X;t).
On cherche donc la fonction vectorielle g(m) telle que :

ve(@(m);t) k g'(m) > ve(@(m);t)~g’(m) =0 (2.37)

La résolution de I’équation différentielle vectorielle (2.37), d’inconnue g(m) et ou t est I’instant
actuel, donne les lignes de courant & I’instant t.

Remarque — L’écriture du parallélisme de deux vecteurs a et b sous la forme vectoriellea”™~b =0
est une écriture redondante. Si I’on projette cette équation vectorielle sur une base, on obtient un
systéme de seulement 2 équations réelles indépendantes (). L’équation (2.37) est donc équivalente
a un systeme de 2 équations différentielles réelles (et non 3). Il n’y a donc que deux constantes
d’intégration C; et C,. Les lignes de courant actuelles sont donc une famille de courbes a deux
parameétres C; et Cs.

®) L’une d’entre elles est une combinaison linéaire des deux autres.



2.8.3

34 Chapitre 2. Description des champs et du mouvement

Si le mouvement est décrit par la méthode de Lagrange, on cherche la description d’Euler
du mouvement suivant la méthode donnée en section 2.3 [p. 23] et on est ramené au probléme
précédent.

Définition 2.23 — Nappe de courant, tube de courant. L’ensemble des lignes de courant
s’appuyant sur une courbe C donnée engendre une surface appelée nappe de courant. Si la
courbe C est fermée la surface engendrée est appelée tube de courant.

Ligne d’émission actuelle d’un point fixe

Définition 2.24 — Ligne d’émission. Soit N un point géométrique fixe pour un observateur R.
On appelle ligne d’émission actuelle du point N, I’ensemble des positions actuelles des particules
dont la trajectoire passe par N.

Les particules P dont la trajectoire passe par N sont celles qui sont passées ou qui vont passer
par le point fixe choisi N. Puisqu’a tout instant actuel t, il existe toujours une particule qui se
trouve en N, la ligne d’émission actuelle du point N contient toujours le point fixe N.

Illustration — Imaginons que dans un mouvement de milieu continu, il existe au point N « pinceau
ponctuel » qui colore les particules qui y passent. Si I’on photographie le milieu continu a I’instant t,
les particules colorées de la photographie dessinent la ligne d’émission actuelle de N.

Si le mouvement est décrit par la méthode de Lagrange, on connait la fonction f. On
note Xy la position (pour un observateur R) du point d’émission fixe N. Les particules dont la
trajectoire passe par N sont les particules (c’est-a-dire les Xg) qui sont solutions de :

xn = f(Xo:t1) (t1 est I’instant ou la particule Xo passe au point N) (2.38)

En résolvant en X, I’équation vectorielle (2.38), on trouve : Xg = f 1(Xn;t1). Les Xo trouvés
identifient les particules qui sont au point N a un instant t;. On sélectionne donc I’ensemble
des particules dont la trajectoire passe par N en faisant varier le parametre t; dans I’inter-
valle] ¥;+¥.

Par définition [déf. 2.24 p. 34], I’équation de la ligne d’émission actuelle est la position actuelle
de toutes ces particules. C’est donc la courbe définie par I’équation vectorielle paramétrique de
parametre t; :

xzf(f 1(¥y;tl);t; olit; 2] ¥;+¥[ etout est Iinstant actuel.

g(ty:xn;t)

La fonction g(t:;xn;t) = f(f 1(xn;t1);t) est I’équation paramétrique, de paramétre ty, de la
ligne d’émission actuelle du point fixe N.

Equations développées — Lorque I’on a choisi un systéme de coordonnées, I’équation paramétrique
vectorielle (de parameétre t;) x =g(t1;xn;t) de la ligne d’émission actuelle (c’est-a-dire a I’instant t)
de N, se traduit par trois équations réelles :

<x! =gl (t i xRt
Xx=g(txnit) . =GR
" x3 = g3t Xy XA X )

ol (x;x2;x3) sont les coordonnées du point courant de la ligne d’émission, ou (x&;x&;x3) sont les
coordonnées du point d’émission fixe N, ou t est I’instant actuel et ou t; est le paramétre de la courbe.
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Si le mouvement est décrit par la méthode d’Euler, on cherche la description de Lagrange
du mouvement et on est ramené au cas précédent.

Débits a travers une surface

Définition 2.25 — Débit volumique. Soit S une surface immatérielle ©), fixe pour un obser-
vateur R, bornée, orientable ©), orientée (") et traversée par un milieu continu en mouvement.
On note n la normale unitaire en un point courant N de S . On appelle débit volumique actuel a
travers la surface fixe S, le flux du champ des vitesses actuelles a travers la surface S :

Z
av(t) = SvE(N;t) n(N) ds (2.39)

L’unité légale de débit volumique est le m3.s 1.

Définition 2.26 — Débit massique. Soit S une surface immatérielle, fixe pour un observa-
teur R, bornée, orientée, et traversée par un milieu continu en mouvement. On note n la normale
unitaire en un point courant N de S . On appelle débit massique actuel a travers la surface fixe S

le flux de la quantité de mouvement par unité de volume rv atravers la surface S :

z
Om(t) = s re(N;t)ve(N;t) n(N) dS (2.40)

ou rg est la description d’Euler de la masse volumique du milieu continu.

L’unité légale de débit massique est le kg.s 1.

Le signe d’un débit (massique ou volumique) dépend du sens de n choisi pour la surface S .

Remarques — La définition du débit massique est prématurée, la masse volumique n’étant pas encore
définie. Elle est néanmoins présentée ici pour bien souligner la distinction entre les deux concepts.

Dans les intégrandes des équations (2.39) et (2.40), les champs de vitesse et de masse volumique sont
nécessairement décrits par la méthode d’Euler : il faut intégrer les valeurs actuelles de ces champs
pour les particules qui se trouvent actuellement au point courant N de la surface S .

Si la surface S n’est pas fixe (mais reste indéformable), on définit le débit qui la traverse de la méme
maniére, mais en prenant le flux de la vitesse relative du milieu continu par rapport a S ; ce qui
revient a calculer le débit a travers une surface fixe mais avec les vitesses vues par un observateur
Rs lié a la surface indéformable S . On peut définir de la méme maniére des débits a travers des
surfaces déformables si on connait la vitesse des points N de la surface S .

Vocabulaire — Le scalaire vg n est parfois appelé vitesse débitante a travers la surface. Par ailleurs,
dans la littérature scientifique, il régne un certain flou dans I’emploi du mot « flux » : en matgématiques,
le flux d’un vecteur w a travers une surface S est le scalaire défini par I’intégrale : F = g w nds;
c’est la définition qui sera utilisée dans ce cours. Toutefois, chez certains auteurs, notamment les
thermodynamiciens, le mot « flux » désigne parfois I’intégrande w n (un scalaire) ou parfois encore
le vecteur w lui-méme.

©) C’est-a-dire géométrique.

) C’est-a-dire que I’on peut y définir une normale. Toutes les surfaces ne sont pas orientables ; par exemple, une
bande de Mdbius n’est pas orientable car elle n’a qu’une face.

() On a choisi une face positive et une face négative parmi les deux choix possibles.
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2.9 Mouvement stationnaire

Définition 2.27 — Mouvement stationnaire. On dit qu’un mouvement est stationnaire (ou
permanent) pour un observateur R, si les descriptions d’Euler de tous les champs matériels sont,
pour I’observateur R, indépendantes du temps :

LYE(xt;t) =0; quelle que soit la grandeur physique Y observée et 8x; (2.41)

Illustration — Soit M un point fixe pour un observateur R. La description d’Euler du champY g (Xm;t)
donne la valeur actuelle de la grandeur Y (par exemple une vitesse) pour la particule dont la position
actuelle est M. Dans un écoulement stationnaire, cette valeur est indépendante du temps, c’est-a-dire
que toutes les particules qui passent par M ont la méme valeur de la grandeur Y . En un autre point
d’observation fixe M?, la mesure de la grandeur physique Y (X ;t) est différente, mais toujours
constante dans le temps.

Propriété 2.28 — Dans un mouvement stationnaire pour un observateur R, les trajectoires, les
lignes de courant et les lignes d’émission sont des courbes qui se superposent.

Démonstration — Dans un mouvement stationnaire, le champ des vitesses est un champ vectoriel
indépendant du temps. Les lignes de courant sont par définition les lignes de champ de ce champ
vectoriel permanent. Ce sont donc des courbes identiques a tout instant. Par ailleurs, les trajectoires
sont tangentes en chaque point a la vitesse de la particule qui s’y trouve. Dans un mouvement
stationnaire, ces deux familles de courbes ont donc la méme définition géométrique : ce sont les
lignes de champ d’un champ vectoriel fixe dans le temps. Bien que leur signification physique soit
completement différente, dans un mouvement stationnaire, les courbes trajectoires et courbes lignes
de courant sont des courbes confondues. Ainsi, contrairement a un mouvement général, dans un
mouvement stationnaire, en un point géométrique fixe M, il ne passe donc qu’une seule trajectoire.
On en déduit que la ligne d’émission de M est confondue avec la trajectoire qui passe par M.

Vocabulaire — En mécanique des milieux continus fluides (liquides et gaz), I’étude des mouvements
stationnaires est un cas particulier important : elle consiste a étudier les écoulements en régime établi
(s’il existe). Les écoulements non stationnaires sont aussi appelés écoulements transitoires ou régimes
transitoires (par exemple, les phases de démarrage ou d’arrét d’un écoulement).

En présence d’écoulements fluides turbulents, le sens du mot « stationnaire » est réduit a la stationnarité
de la seule vitesse moyenne. Les fluctuations autour de la vitesse moyenne ne sont pas stationnaires.

En dynamique des solides déformables (vibrations) et en acoustique, on donne un sens différent
a I’adjectif « stationnaire » : on parle de « vibrations stationnaires ». Dans un tel mouvement, la
description d’Euler des vitesses n’est pas indépendante du temps, ce sont seulement I’amplitude et la
fréquence de vibration des grandeurs qui sont constantes dans le temps.

Le sens du mot « stationnaire » peut donc varier donc suivant le contexte.

2.10 Changements d’observateur

Notation 2.29 — Dans les changements d’observateurs, on considére deux observateurs quel-
conques R et R, a priori en mouvement relatif quelconque. On convient de surmonter d’un e
les grandeurs physiques observées par I’observateur FR.

Toutes les définitions des concepts développés dans ce chapitre reposent sur la représentation
des positions des particules P par un vecteur position x 2 V3. Or, le vecteur position (de réfé-
rence ou actuelle) d’une particule P est un vecteur généralement différent d’un observateur a
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I"autre :
X; 68 et X' &R

I1 s’ensuit que les dérivées temporelles des vecteurs positions sont généralement différentes. Les
vitesses et les accélérations mesurées par deux observateurs différents ne sont en général pas les
mémes, ni en direction, ni en module :

v(Pt) Ee(Pt) et g(Pt) &Eg(RL)

Remarque — En mécanique générale, on sait écrire les relations de changement d’observateur pour
les vitesses et les accélérations, & condition de connaitre le mouvement relatif des deux observateurs.
Ce sont des relations compliquées faisant intervenir a la fois la vitesse relative des origines, la vitesse
de rotation relative des observateurs ainsi que leurs dérivées temporelles. Il est inutile de les détailler
ici (voir n’importe quel cours de cinématique du point), ces relations ne seront pas utiles dans la suite.

La description de Lagrange du mouvement est une fonction différente pour les deux observateurs :
f & € car ces deux fonctions n’ont pas le méme domaine de définition (xg & E(F;) et leur valeur
actuelle pour une particule est un vecteur différent : (x” & EetP). De méme, le champ des vitesses
actuelles utilisé dans la description d’Euler du mouvement est différent pour les deux observateurs
(ve & e). Les trajectoires et les lignes de courant sont donc en général des courbes de formes
différentes pour des observateurs différents.

Exemple — Soit une particule P en mouvement pour un observateur R. Si I’observateur F€ est
choisi tel que son origine est toujours confondue avec la particule P (on peut dire que « I’origine de
I’observateur F® est liée & la particule P » ), la trajectoire de la particule P pour I’observateur F€ se
réduit a un point alors que la trajectoire de la méme particule pour I’observateur R est une courbe.

Par ailleurs, si un mouvement est stationnaire pour un observateur, il ne I’est généralement pas
pour un autre observateur ; la « définition » de la stationnarité (;Y g (X;;t) = 0) n’est pas une
relation universelle.

En bref...

La mécanique des milieux continus se consacre & I’étude de champs matériels, c’est-a-dire des
fonctions Y (P;t) qui associent une valeur de la grandeur physique Y (scalaire, vectorielle ou
tensorielle) a toute particule et a tout instant. L’application de la définition (universelle) de la
grandeur'Y par deux observateurs peut conduire a des valeurs différentes ou non. L’étude de ces
changements de valeur est I’objet du chapitre suivant.

Les descriptions de Lagrange Y | (Xo;t) et d’EulerY g (X;;t) (pour un observateur R) d’un champ
matériel Y (P;t) sont équivalentes. Le gradient de chacune de ces descriptions conduit & une
version lagrangienne et a une version eulérienne des opérateurs différentiels gradient, divergence,
rotationnel et laplacien.

Le champ matériel des dérivées particulairesY (P;t) d’une grandeurY peut, comme tout champ
matériel, &tre décrit par la méthode de Lagrange ou celle d’Euler. On en a donné les expres-
sions.

®) Pour préciser complétement le mouvement relatif des deux observateurs, il faudrait aussi préciser la vitesse de
rotation relative entre R et R
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Pour visualiser le mouvement d’un milieu continu pour un observateur R, on peut observer les
trajectoires des particules, les lignes de courant actuelles, les lignes d’émission actuelles issues
d’un point fixe.

Les mouvements stationnaires pour un certain observateur ont la méme apparence a chaque
instant pour cet observateur. Dans le cas d’une définition stricte de la stationnarité, les trajectoires,
les lignes de courant et les lignes d’émission sont des courbes confondues pour cet observatedur.
Un mouvement stationnaire pour un observateur ne I’est généralement pas pour un autre obser-
vateur : la stationnarité n’est donc pas une caractéristique universelle d’un écoulement.
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Objectivite

L’objectivité est une propriété de certaines grandeurs physiques. Aprés un rappel de la définition
de I’objectivité pour des grandeurs physiques scalaires, on définit dans ce chapitre I’objectivité
pour des grandeurs physiques vectorielles ou tensorielles. On termine le chapitre avec des
exemples de grandeurs physiques non scalaires qui sont objectives ou non.

Notations 3.1 — Dans la suite, on considére deux observateurs quelconques R et FZ, en mou-
vement relatif quelconque. Soit une grandeur physique (scalaire, vectorielle ou tensorielle,
c’est-a-dire a valeur dans V, P, p>0); ’application de sa définition (universelle) pour un
observateur R conduit a une valeur actuelle qui sera notée Y (t) ; I’application de cette méme
définition pour un autre observateur P conduit a une valeur actuelle qui sera notée ¥ (t).

Dans les sections 3.1 a 3.4 qui définissent I’objectivité pour des grandeurs physiques scalaires,
vectorielles ou tensorielles, on ne se préoccupe pas de savoir si la valeur actuelle de cette grandeur
physigue est un champ matériel (valeur en une particule) ou une valeur globale pour tout un
domaine. Le seul aspect important est qu’il s’agit de valeurs actuelles. Il se peut que les valeurs
actuelles Y (t) soient des valeurs en une particule, auquel cas Y (t) est a remplacer parY (P;t),
ou des valeurs globales pour un domaine, auquel cas Y (t) est a remplacer par Y (D;t). Pour
désigner les positions de particules, on emploiera les notations 1.11 [p. 13].

En général, Y (t) & ¥ (t). On passe de I’une a I’autre de ces valeurs actuelles par une formule dite
formule de changement d’observateur, qui est a priori particuliére a chaque grandeur physique :
on trouve cette formule en appliquant la définition (universelle) de la grandeur pour chaque
observateur. Dans les sections 3.1 a 3.4, on donne une définition physique de I’objectivité pour
des grandeurs non scalaires et on montre que la formule de changement d’observateur est la
méme pour toutes les grandeurs objectives de méme ordre de tensorialité, ce qui constitue une
caractérisation des grandeurs objectives.

On rappelle [section 1.4 p. 15] que, quel que soit le mouvement d’un milieu continu, il existe
une rotation M, fonction du temps, appelée tenseur de changement d’observateur actuel de R
a R, noté QRF%(t) ou plus simplement Q, tel que la relation entre la position actuelle de toute
biparticule FP(); P@)g [déf. 1.16 p. 16] pour deux observateurs R et F€ est :

st8fPM;pAg; &? gV=Q ? x);  [a.@E)p.17] (3.1)

Cette équation est la formule de changement d’observateur de la position actuelle d’une bipar-
ticule. Géométriquement, elle signifie qu’a un instant actuel quelconque, la position relative
actuelle entre les particules (distances, angles, etc.) d’un milieu continu en mouvement est la
méme pour tous les observateurs. Autrement dit : la matiére a actuellement la méme forme pour
tous les observateurs.

(@) C’est-a-dire un tenseur du second ordre orthogonal de déterminant +1.
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Objectivité des grandeurs scalaires

L’ objectivité d’une grandeur physique scalaire a déja été définie en section 1.3 [p. 14], on la
rappelle ici pour mémoire :

Définition 3.2 — Grandeur scalaire objective. On dit qu’une grandeur scalaire est objective si
sa valeur actuelle est la méme pour tous les observateurs :

8t8R 8FE; Y (1) =¥ (1) (3.2)

Il existe des grandeurs scalaires qui sont objectives (par principe ou par conséquence de leur
définition) et d’autres qui ne le sont pas.

Exemples — Le temps, la distance actuelle entre deux particules, la masse actuelle d’un domaine, la
température actuelle en une particule sont des grandeurs scalaires objectives par principe. On déduit
aisement de leur définition que les grandeurs volume actuel d’un domaine et masse volumique actuelle
d’une particule sont des grandeurs scalaires objectives.

En revanche, la norme de la vitesse actuelle d’une particule n’est pas une grandeur scalaire objective
car dans un mouvement relatif quelconque entre deux observateurs R et F, on sait de la cinématique
élémentaire qu’en général kv(P;t)k & ke(P;t)k. On en déduit que I’énergie cinétique volumique d’une
particule n’est pas une grandeur scalaire objective : rv(P;t)? & re(P;t)2.

Obijectivité des grandeurs vectorielles

Définition 3.3 — Grandeur vectorielle objective. On dit qu’une grandeur vectorielle est ob-
jective si le produit scalaire de sa valeur actuelle avec la position actuelle de toute biparticule
d’un milieu continu en mouvement est une grandeur scalaire objective :

st 8fPW;P@gsr 8R; ¥(t) ®? )=Y@®) @ x) (3.3)

Interprétation — L’équation (3.3) exprime le fait que si une grandeur vectorielle Y est objective
alors, a tout instant t, tous les observateurs s’accordent sur la « position relative » de la valeur
vectorielle actuelle Y (t) par rapport aux positions actuelles x; des particules du milieu continu en
mouvement. Les vecteurs Y (t) et ¥ (t) sont des vecteurs différents de V3, de méme les positions
d’une biparticule xt( X, et &~ & sont différentes, mais leurs positions relatives sont les
mémes pour les deux observateurs. On peut résumer littérairement cette définition en disant qu’une
grandeur vectorielle est objective si, a tout instant, sa valeur actuelle a « la méme orientation par
rapport a la matiere actuelle » pour tous les observateurs.

Illustration — Soit'Y (t) grandeur vectorielle objective. Alors, les « photographies » de la matiére et
du champ vectoriel prises a un instant t par tous les observateurs sont des images superposables.

Exemples — La vitesse actuelle d’une particule n’est pas une grandeur vectorielle objective car son
module actuel ainsi que son angle actuel avec des biparticules different d’un observateur a I’autre.
Il en est de méme pour I’accélération. On donne plus loin [section 3.5.2 p. 44] des exemples de
grandeurs vectorielles objectives. On peut en citer un pour les lecteurs déja initiés a la mécanique
des milieux continus : la contrainte actuelle s’exercant sur une facette matérielle est une grandeur
vectorielle objective.

Théoréeme 3.4 — Caractérisation. Une grandeur vectorielle Y est objective si et seulement si
la formule de changement d’observateur de sa valeur actuelle est :

¥t)=Q Y(t)=Rg, Y() (Rq :rotation par Q) (3.4)
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Démonstration — Pour toute grandeur'Y vectorielle objective, on par définition :

8t 8FPMW;P@g 8R 8RE; o) @ B)=y® x? xP) [def.33p.40]
8t8fP®:P@gsr 8R:; ¥() O P xP)=y®) ? xP) [éq. @1 p 39]
8t 8R 8R; ¥t) Q=Y

On en déduit la formule de changement d’observateur de toute grandeur vectorielle objective :
8t8R8R;, ¥(M)=Y(®) Q7 =Q: Y()
Inversement, si la formule de changement d’observateur d’une grandeur vectorielle Y est :

8t 8R 8F; Y=Y Q
818PM; Py B8R BR; PO @ m)=Yo o @ &)
8t 8tPW;P@g 8R 8R; ) @ e)=y@r) x? xP)

D’apreés la définition 3.3 [p. 40], la grandeur Y est donc une grandeur objective.

Ainsi, pour savoir si une grandeur vectorielle est objective, il suffit d’écrire sa formule de
changement d’observateur. Si la formule est de la forme (3.4) [p. 40], alors la grandeur vectorielle
est objective, sinon elle ne I’est pas.

Illustration — La formule (3.4) [p. 40] montre que la formule de changement d’observateur de la
grandeur vectorielle actuelle Y (t) est une rotation identique a celle du changement d’observateur des
positions actuelles des biparticules [éq. (3.1) p. 39]. Leurs orientations relatives sont donc identiques
pour les deux observateurs. On peut donc dire que I’orientation d’une grandeur vectorielle objective
par rapport a la position actuelle de la matiére est la méme pour tous les observateurs.

Exemple — On sait de la cinématique élémentaire que la formule de changement d’observateur de la
vitesse actuelle d’une particule est :

V(L) =P ) +V(B;t) + W X" X®) 0liW , =adj QF % [69. (1.13) p. 19]

La formule de changement d’observateur des vitesses actuelles d’une particule n’est pas conforme
a la formule (3.4) [p. 40] (@(P;t) & Q: v(P;t)), ce qui prouve & nouveau, si besoin en était, que la
vitesse actuelle d’une particule n’est pas une grandeur vectorielle objective.

Théoreme 3.5— SiY est une grandeur vectorielle objective, alors sa norme est une grandeur
scalaire objective.

Démonstration — Soit'Y est une grandeur vectorielle objective. Sa formule de changement d’obser-
vateur est donc :
¥(t)=Rg Y() [th. 3.4 p. 40]
K¥ (t)k =kRgq, Y (t) k=KY ()k (la rotation d’un vecteur ne change pas sa norme)
ce qui est la formule de changement d’observateur d’une grandeur scalaire objective.

3.3 Objectivité des grandeurs tensorielles du second ordre

Définition 3.6 — Grandeur tensorielle du second ordre objective . On dit qu’une grandeur
tensorielle du second ordre est objective si sa valeur actuelle appliquée a la position actuelle de
tout couple de biparticules d’un milieu continu en mouvement est un scalaire objectif :

sterOsrer &’ &?) P & £")=0" x?) Yo @ x?) @5)
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Interprétation — Par cette définition, il s’agit d’exprimer, comme pour les grandeurs vectorielles
objectives, que la « I’orientation relative » de la valeur actuelle (propre a chaque observateur) de la
grandeur tensorielle du second ordre par rapport aux positions actuelles (propres a chaque observateur)
des biparticules, est la méme pour tous les observateurs. On peut résumer littérairement cette définition
en disant qu’une grandeur tensorielle d’ordre 2 est objective si a tout instant elle a « la méme
orientation par rapport & la matiére » pour tous les observateurs. Les propriétés 3.8 [p. 42] illustrent la
signification de « I’orientation par rapport & la matiére actuelle » de la grandeur tensorielle du second
ordre objective en analysant I’orientation de ses directions propres par rapport a la position actuelle
des biparticules.

Théoréme 3.7 — Caractérisation. Une grandeur tensorielle du second ordre Y est objective si
et seulement si la formule de changement d’observateur de sa valeur actuelle est :

¥t)=Q Y() Qt> =Rg, Y() (Rg, : rotation par Q) (3.6)

Démonstration — Comme pour les vecteurs objectifs, on deduit de I’équation (3.5) [p. 41] la formule
de changement d’observateur de toute grandeur tensorielle du second ordre objective par la suite

d’équivalences suivantes, toutes valables 8t 8P() 8R 8F® :
2 3 2 3
@ =) PO @ )= X)) YO « x)

. e ) e o X)) = ) Yo & )

] «? x) Q tm @ ¢ xN=¢" ) vyo «© x) @
] QT FM A=Y@

] PO=Q YWV Q

Propriété 3.8 — On laisse le soin au lecteur de vérifier, en utilisant la caractérisation (3.6) et
les propriétés algébriques des tenseurs orthogonaux, que si'Y est une grandeur tensorielle du
second ordre objective, alors on a les propriétés suivantes :

— les valeurs propres actuelles des tenseurs du second ordre ¥ (t) et de Y (t) sont les mémes, ce
sont donc des grandeurs scalaires objectives; il en est de méme pour les invariants;

— les vecteurs propres unitaires des tenseurs du second ordre ¥ (t) et de Y (t) sont liés par la
relation a(t) = Q; u(t), ce sont donc des grandeurs vectorielles objectives [th. 3.4 p. 40];
I’angle des directions propres actuelles avec la direction actuelle de toute biparticule est donc
le méme pour tous les observateurs ;

— si on représente les directions propres non orientées par les tenseurs uniaxiaux unitaires
U=u uet@ =g a, leurrelation de changement d’observateur est: 8(t) =Q; U(t) Q7,
ce sont donc des grandeurs tensorielles du second ordre objectives.

Définition 3.9 — Définition équivalente. Une grandeur tensorielle du second ordre est objective
si et seulement si sa valeur actuelle simplement contractée a toute position actuelle de biparticule
est une grandeur vectorielle objective :

8fPW:pAg: Y x@ x®) objectif - Y objectif

Démonstration — Pour abréger les notations, on posew =x@  x@ etw =g® g®.
¥ w= Rog Y w (objectivité du vecteur Y w, [th. 3.4 p. 40])
=Rg Y Rqg W (propriété des rotations)
=Rg Y w (objectivité du vecteur w, [éq. (3.1) p. 39])
¥ = Rqg Y (I’égalité précédente est vraie 8w)
La grandeur tensorielle du second ordre Y est donc objective [th. 3.7 p. 42].
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3.4 Objectivité des grandeurs tensorielles d’ordre p

La définition équivalente [déf. 3.9 p. 42] de I’objectivité des grandeurs tensorielles du second
ordre permet de généraliser par récurrence la définition de I’objectivité des grandeurs tensorielles
de tous ordres :

Définition 3.10 — Grandeur tensorielle objective. Une grandeur tensorielle d’ordre p est une
grandeur objective si le produit contracté simple de sa valeur actuelle avec la position actuelle de
toute biparticule est une grandeur tensorielle d’ordre p 1 objective :

Y objectif . 8t 8fPW;P@ggR 8RR Y (x? x®) objectif (3.8)
Le vecteur vérifiera aisément que cette définition généralise les cas particuliers p=1et p=2
précédemment étudiés.

Théoréeme 3.11 — Caractérisation. Une grandeur tensorielle d’ordre p est objective si et
seulement si sa formule de changement d’observateur est :

Y objectif . ¥ (t) = R (Y (1)) (3.9)
Démonstration — Soit une grandeur tensorielle d’ordre p.
Y objectif . sfP®:PAg: v (1) x? xP)objectif  [déf. 3.8p. 43]
. 8fPWPAg 1) @ E)=Ro YO ¥ x7)
. 8POPOg PM) Q X)) =Ro Y (1) R x)
. 8fPPMPAg FM) Q (7 xP)=Ro(Y®) @ ¢ x)
- ¥ (1) =Ro (Y (1)

On laisse le soin au lecteur de veérifier que la caractérisation [th. 3.11] est bien valable dans les
cas particuliers p=0, p =1 et p = 2 envisagés précédemment. Elle est donc valable pour tout
tenseur d’ordre 0 ou plus si pour les tenseurs d’ordre O (scalaires ou invariants) on pose :

Ro, (X) =x

Rappels d’algebre — La rotation par Q; d’un tenseur T d’ordre p > 1 s’écrit avec le produit tensoriel
de Kronecker

RoeM=Q_, T o @ Q) P =QM, QP
p termes

Pour p = 2, on Vérifie aisément que Ro (T) =(Q: Q):T=Q T Qf

3.5 Exemples de changement d’observateur
3.5.1 Changement d’observateur du gradient de la transformation

Théoréme 3.12 — Non objectivité du gradient de la transformation. Le gradient de la trans-
formation est un champ matériel tensoriel du second ordre non objectif. Sa formule de change-
ment d’observateur est :

F(Pt)=Q F(Pt) Qp (3.10)
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Démonstration — Considérons une biparticule P, P'g quelconque. La formule de changement d’ob-
servateur de sa position actuelle est :

0 0 ,
B & =Q (& x{) [6q.(16)p.17] (3.11)
En particulier, pour t =ty il vient :
0 0
B B =Q (G Xp) (312)

ou Qg est la valeur du tenseur de changement d’observateur a I’instant tp.
La définition du gradient de la transformation en &y pour un observateur F® est :
B =P & )+ Hko@ =)
Q & x)=F Q F x)+kQ ( XKkO@o &5 xB) [éa. (31D)et(312)]

=B Q o x))+kd xbkO'(E  xP) (Qo orthogonal)
X' X=Q7 F Qo (6 x6)+ixd xbkQy 0" xb)
X' X =Q7 F Qo 06 x)+kd xbk0"0G  x5) (3.13)
Or la définition du gradient de la transformation pour I’observateur R est :
X =F 5 xB)+keE xEkOKE xD) (3.14)

En comparant les équations (3.13) et (3.14) [p. 44], on trouve la relation :
F=Q P Qo - F=Q F Qg

qui est la formule de changement d’observateur du gradient de la transformation. Cette formule est
différente de la caractérisation d’une grandeur tensorielle du second ordre objective [th. 3.7 p. 42].

3.5.2 Opérateurs différentiels eulériens sur des champs objectifs

Théoréme 3.13 — Objectivité du gradient eulérien d’un champ objectif. Le gradient eulé-
rien d’un champ matériel tensoriel d’ordre p > 0 objectif est un champ matériel tensoriel d’ordre
p + 1 objectif :

Y (P;t) objectif D gradg Y (P;t) objectif
Démonstration — SoitY (P;t) un champ matériel objectif. Sa formule de changement d’observateur

est donc :
¥ (Pt) = R, (Y (Pt) [th. 3.11 p. 43] (3.15)
La variation de'Y pour deux particules P et P’ est :
Y5 FRH=Ro Y(Pt) Ro YR [ (315)]
=Rq Y (PO;t) Y (Pt) (propriété des rotations)
gradc ¥ ® &)= Rg, gradeY (¢ x) (déf. du gradient eulérien)
=Rq, gradeY Rg, (XE Xt) (propriété des rotations)
gradc ¥ (® ®)=Rq gradcY (& ®)  [éq.(1.6)p.17]
Cette égalité étant vraie quelle que soit la biparticule fP;P'g, et donc 8 (EE ®), il vient :
grade ¥ = Rg, gradgY
ce qui est la formule de changement d’observateur d’une grandeur objective [éq. (3.9) p. 43].

La version eulérienne des opérateurs différentiels divergence, rotationnel et laplacien a été définie
dans les équations (2.25) [p. 29]. A partir de I’objectivité du gradient eulérien de tout champ
matériel objectif [th. 3.13 p. 44], on en déduit facilement I’objectivité des opérateurs différentiels
qui en dérivent :
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Théoréme 3.14 — Objectivité des opérateurs différentiels eulériens de champs objectifs.
L application des opérateurs différentiels eulériens a des champs matériels objectifs engendre
des champs matériels objectifs.

Démonstration —
dive' ¥ =grad: ¥ : G = Rq,(gradgY) : G =dive Y (car Rg,(G) =G)

On procede de méme pour le rotationnel eulérien car Rg, (H) =H.
L’ objectivité du laplacien eulérien DY = dive grad: Y se déduit de I’objectivité de la divergence
eulérienne d’un champ objectif.

3.5.3 Opérateurs différentiels eulériens sur des champs matériels non objectifs

Contrairement aux grandeurs objectives, la formule de changement d’observateur des grandeurs
non objectives n’est pas connue a priori : elle est spécifique a chaque grandeur non objective.
Il faut donc établir la formule de changement d’observateur au cas par cas en appliquant la
définition universelle de la grandeur non objective pour chaque observateur. On peut alors vérifier
si la formule de changement d’observateur du gradient eulérien de ces champs est conforme ou
non a celle d’une grandeur objective. Il se peut que I’application d’opérateurs eulériens a des
champs matériels non objectifs conduise a un champ matériel objectif. Par exemple, on montrera
plus loin que, bien que le champ des vitesses ne soit pas objectif, sa divergence eulérienne
[th. 5.9 p. 86] et son laplacien eulérien [th. 5.24 p. 96] sont neanmoins des champs matériels
respectivement scalaire et vectoriel objectifs .

3.5.4 Opérateurs différentiels lagrangiens sur des champs matériels objectifs

Théoréme 3.15 — Non objectivité du gradient lagrangien d’un champ objectif. Le gradient
lagrangien d’un champ matériel tensoriel d’ordre p objectif est un champ matériel tensoriel
d’ordre p+ 1 non objectif :

Y (P;t) objectif D gradg Y (P;t) non objectif
Démonstration — Soit'Y (P;t) un champ matériel objectif. Sa formule de changement d’observateur
est:
¥ (Pt) = Rg, (Y (P1)) [th. 3.11 p. 43] (3.16)
La variation de'Y pour deux particules P et P’ est :
¥(Pt) ¥(Pt)=Rg Y(P5t) Rgq Y(P1) [é. (3.16)]
=Rq Y (P:t) Y (Pt) (propriété des rotations)
grad, ¥ (E% By) = Rq, grad Y (X% Xo) (déf. du gradient lagrangien)
=Rq grad Y Rg, (XOO Xo) (propriété des rotations)
grad, ¥ (EOO B)) = Rg, grad Y Ry, RQ? (EOO Bp) (ch. obs. a I’instant de référence)
6 Rq grad Y Rg (&) &)

Théoreme 3.16 — L’application des opérateurs différentiels lagrangiens a des champs matériels
objectifs engendre des champs matériels non objectifs.

(@ En revanche, on verra aussi que le rotationnel eulérien des vitesses n’est pas objectif [th. 5.22 p. 95].
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Démonstration — La non objectivité du gradient lagrangien d’un champ objectif entraine celle des
versions lagrangiennes de la divergence, du rotationnel et du laplacien qui en découlent [éq.(2.24) p. 29].

Exemple — La divergence lagrangienne d’un champ objectif Y (scalaire, vectoriel ou tensoriel)
s’écrit : div,Y =gradgY : F~ [éq. (2.26) p. 30]. Pour un observateur 2, elle s’écrit :
div, ¥ =grad: ¥ : B (définition de la divergence lagrangienne pour F®)
=(Q gradeY Q7):F~ (Y objectif > gradgY objectif)
=(Q grad:Y Q7):(Q: F Q) (changement d’observateur de F)
=(Q gradeY Q):(Qo F~ Q)

& gradeY (F~ =div Y (a cause de la présence de Qg dans la ligne précédente)

3.5.5 Opérateurs lagrangiens appliqués a des champs non objectifs

On ne peut rien dire de général sur les opérateurs lagrangiens appliqués a des champs (scalaires,
vectoriel ou tensoriels) non objectifs, car contrairement aux champs objectifs, la formule de
changement d’observateur des champs non objectifs n’est pas connue a priori. Il faut donc
vérifier au cas par cas.

3.5.6 Changement d’observateur de la dérivée particulaire d’un champ objectif
Rappel — La définition de la dérivée particulaire d’un champ matériel Y (P;t) est [déf. 2.16 p. 30] :

Y = %Y (P;t) (dérivée a P constant)

Théoreme 3.17 — Objectivité de la dérivée particulaire d’un champ scalaire objectif. La
dérivée particulaire d’un champ matériel scalaire objectif est un champ matériel scalaire objectif.

Démonstration — Soit Y (P;t) un champ matériel scalaire objectif. Sa formule de changement d’ob-

servateur est donc : ¥ (P;t) =Y (P;t) [déf. 3.2 p. 40]. La dérivée particulaire pour un observateur R
s’écrit :

PEO= PR = LY P =V (P (317)

ce qui est la formule de changement d’observateur d’une grandeur scalaire objective [déf. 3.2 p. 40].

Théoréme 3.18 — Non objectivité de la dérivée particulaire d’un champ objectif non sca-

laire . La dérivée particulaire d’un champ matériel objectif non scalaire est un champ matériel
non objectif.

Démonstration — La formule de changement d’observateur d’une grandeur vectorielle objective est :
¥YP1)=Q; Y(P1) [th. 3.11 p. 43]
La dérivée particulaire du champ Y (P;t) pour un observateur R s’écrit :

, _ 1 R | _ dQ; 1Y _ dQ: - .
‘?—ﬂ‘?(l},t)—ﬂ(Qt Y)_W Y +Q oot Y+QY EQ Y
La dérivée particulaire d’un champ matériel vectoriel objectif est donc un champ vectoriel non

objectif.

Il en est de méme pour la dérivée particulaire de tout champ matériel objectif Y non scalaire, car
la formule de changement d’observateur des champs non scalaires objectifs contient toujours la
rotation Q. 1l s’ensuit que la relation entre les dérivées particulaires du champ non scalaire pour deux
observateurs contient nécessairement des dérivées %Qt du tenseur de changement d’observateur.
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Remarque réservée aux lecteurs initiés a la MMC — La non objectivité de la dérivée particulaire
de grandeurs vectorielles ou tensorielles objectives a troublé certains auteurs, qui pensaient (a tort)
que cette dérivée particulaire devait I’étre pour que les « lois tangentes » ou « lois incrémentales » de
la forme $ = f(X) o0 X est un tenseur de déformation, soient universelles ®). On peut écrire sans
inconvénient des relations universelles entre grandeurs non objectives. Un exemple de loi incrémentale
universelle qui est une relation entre dérivées particulaires (donc non objectives) de tenseurs objectifs
est donné dans le cours Comportement élastique (), du méme auteur.

3.6 En bref ...

L’objectivité est une propriété de certaines grandeurs physiques scalaires vectorielles ou ten-
sorielles. La valeur actuelle des grandeurs objectives non scalaires a la méme orientation par
rapport a la position actuelle de la matiére pour tous les observateurs.

Si Qq est le tenseur de changement d’observateur actuel entre deux observateurs quelcongues R
et R en mouvement relatif quelconque, la formule de changement d’observateur des valeurs
actuelles de toute grandeur objective est :

¥ (t) = Ro, (Y (t)) ot Rg,(Y (t)) est larotation par Q; du tenseur Y (t).

Si la grandeur est un tenseur d’ordre zéro (un scalaire) alors Rq, (Y (t)) =Y ().

Le changement d’observateur de la valeur actuelle d’une grandeur physique objective, revient
donc a la faire tourner par la méme rotation que les positions actuelles des biparticules. Les
« positions relatives » de la grandeur physique actuelle et de la matiere actuelle sont donc les
mémes.

On a donné quelques exemples de grandeurs objectives et non objectives :

— les opérateurs différentiels eulériens appliqués a des champs matériels objectifs engendrent
des champs matériels objectifs ;

— il se peut aussi que des opérateurs eulériens appliqués a certains champs matériels non objectifs
engendrent des champs objectifs;

— enrevanche, les opérateurs différentiels lagrangiens appliqués a des champs matériels objectifs
n’engendrent pas des champs matériels objectifs ;

— seules les dérivées particulaires de champs matériels scalaires sont des champs matériels
scalaires objectifs.

@) Ces auteurs disent « lois objectives » a la place de « lois universelles » [remarque Confusion courante p. 15].
Cette confusion améne certains auteurs a inventer des « dérivées objectives » qui sont bien des quantités objectives
mais qui ne sont en aucun cas des dérivées particulaires de tenseurs.

@) Disponible a , Ou bien
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Déformation

4.1 Introduction

Un solide, tel qu’il est défini en mécanique générale, est un milieu continu indéformable : la
distance entre tout couple de particules est constante dans le temps. Pour analyser la déformation
a un instant t dans un mouvement de milieu continu déformable, il faudrait a priori comparer la
longueur actuelle et la longueur a un instant de référence ty arbitrairement choisi de toutes les
biparticules du milieu continu. A I’instant de référence to, le milieu continu est déclaré comme
non déformé.

Remarques — Le choix d’un instant de référence est arbitraire mais important car la valeur de la
grandeur tensorielle déformation actuelle qui va étre définie dans ce chapitre dépend évidemment du
choix de cet instant de référence. Le concept de déformation actuelle n’a de sens que lorsque I’on
a choisi un instant de référence to, la forme de la matiére a cet instant servant de référence pour la
comparaison des longueurs actuelles et des longueurs de référence de biparticules.

Pour I’étude des mouvements de milieux continus solides déformables, on choisit normalement un
instant de référence to physiquement significatif ; le plus souvent, I’instant de référence est un instant
ou le solide déformable n’a jamais été sollicité par le milieu extérieur : on décide donc qu’a cet instant
le solide déformable est considéré comme non déformé.

En revanche, en mécanique des milieux continus fluides (liquides ou gaz), le choix d’un instant de
référence est plus difficile a motiver physiquement : un milieu continu fluide n’a pas de forme propre
particuliére a laquelle on puisse se référer. Méme si la déformation actuelle par rapport a la forme du
fluide & un instant de référence arbitrairement choisi peut parfaitement étre définie pour un fluide (il
s’agit bien d’un milieu continu), le concept de déformation par rapport a cette forme de référence
arbitraire et sans motivation physique n’a que trés peu d’intérét pour les mécaniciens des fluides.

Observer les changements de longueur de toutes les biparticules d’un milieu continu en mouve-
ment est redondant : certains changements de longueurs peuvent se déduire geométriquement
d’autres changements de longueur. Pour prouver qu’un milieu continu en mouvement se déforme,
il suffit logiquement de trouver une biparticule dont la longueur varie dans le temps. Cependant,
cette information ne donne aucun renseignement sur la variation de longueur des autres bipar-
ticules. Pour donner une description compléte de la déformation, on procédera de la maniéere
suivante : pour chaque particule, on n’observe les variations de distance qu’avec les particules voi-
sines. L’idée, pour I’instant floue, de « particule voisine » dans un milieu continu en mouvement
sera précisée rigoureusement et aboutira a la notion de direction matérielle aprées un certain pas-
sage a la limite. La déformation actuelle d’un milieu continu par rapport a sa forme de référence
dans une direction matérielle se décrira avec un champ matériel tensoriel du second ordre.

Rappel — Tous les vecteurs et tenseurs évoqués dans la suite sont relatifs & un certain observateur.
Leur valeur est définie dans I’espace vectoriel de calcul V3 défini en section 1.2.2 [p. 12]. Le
changement d’observateur de chaque notion introduite sera précise.
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Direction matérielle
Chemin matériel

Définition 4.1 — Chemin matériel. On appelle chemin matériel C, un ensemble de particules
dont les positions actuelles (pour I’observateur utilisé) forment une courbe C; réguliére (),

Proposition 4.2 — Si les positions actuelles des particules d’un chemin matériel C forment une
courbe réguliere C; et si la transformation fy [déf. 2.3 p. 22] est différentiable, alors la courbe
des positions & un autre instant t’ est une autre courbe réguliére Cp. En particulier, la courbe Cq
des positions de référence des particules du chemin matériel C est une courbe réguliére.

Démonstration — Soit C un chemin matériel dont les positions actuelles x; forment la courbe
réguliére C;. Soit x; = g¢(m) I’équation paramétrique, de paramétre m, de la courbe C;. Le paramétre m
identifie les particules du chemin matériel. La régularité de la courbe C; signifie que la fonction g;(m)
est continue et dérivable. La position de référence des particules du chemin matériel C est donnée par
la description de Lagrange du mouvement [déf. 2.5 p. 23] :
xo=f ') ="f @m)t)=(f ' g)(m)=go(m) otigo=(f * @)

La transformation f étant inversible et différentiable en X, la fonction f 1 I’est aussi en ;. Puisque
la fonction g est continue et dérivable en m, alors la fonctiongo = (f 1 @;) I’est aussi. L’équation
paramétrique go de la courbe Cy est donc une fonction continue dérivable en m, la courbe Cy est
donc réguliére. On en déduit, avec un raisonnement analogue, qu’a tout instant t” les positions des
particules d’un chemin matériel C forment une courbe réguliére Cyo.

Définition 4.3 — Chemin matériel issu d’une particule. On appelle chemin matériel issu
d’une particule P un chemin matériel contenant la particule P.

Proposition 4.4 — Soit CP un chemin matériel issu de la particule P. Alors la courbe C,” des
positions actuelles contient la position actuelle x; de la particule P. De méme, la courbe C{* des
positions de référence contient la position de référence Xo de la particule P. Si P’ est une particule
de CP, de position actuelle ! et de position de référence x, on a I’équivalence suivante :

X2cPvx , xy2cf ¥xy; cequelonécrira:P'2CP 1 p (4.1)

Démonstration — Cette propriété est une conséquence directe de la régularité des courbes position
d’un chemin matériel [proposition 4.2] et de la différentiabilité de la description de Lagrange f du
mouvement.

Attention! — La locution « P’ tend vers P » ne doit pas étre comprise comme un mouvement de P’
vers P en suivant le chemin matériel CP. On ne fait que considérer la suite des différentes particules
génériques P’ constituant le chemin matériel CP sans présupposer quoi que ce soit sur la vitesse
actuelle des particules génériques P".

Direction matérielle

Définition 4.5 — Direction actuelle d’une direction matérielle. Soit CP un chemin matériel
issu d’une particule P et soit C,” I’ensemble des positions actuelles de ses particules. On appelle
direction actuelle u; de la direction matérielle issue de P, la tangente unitaire a la courbe CtF> en
la position actuelle x; de la particule P.

— i X X .

= Pozcl:rg’]! plod  xKk [ea. (4.1)]

(@) C’est-a-dire une courbe continue et ayant une tangente unique en chaque point.
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Définition 4.6 — Direction de référence d’une direction matérielle . Soit C” un chemin
matériel issu d’une particule P et soit COP I’ensemble des positions de référence de ses particules.
On appelle direction de référence ug de la direction matérielle issue de P, la tangente unitaire &
la courbe COP en la position de référence X, de la particule P.

X} Xo

Up = m ————r
0 p2cPapkx)  Xok

[é9. (4.1) p. 50]

Proposition 4.7 — Soit une direction matérielle issue d’une particule P dont la direction de
référence est ug et dont la direction actuelle est u;. La relation entre sa direction de référence et
sa direction actuelle est :

F ug = F1lu
KF ugk > T kF T uk

U = (4.2)

Démonstration — La définition de la tangente unitaire en x; & la courbe C,” est :
u= lim ﬁ [déf. 4.5 p. 50]
xi2cP 1y kod - Xk
fod;t)  f(xo;
= X%ZEE‘! . kaX%;g fgngk [déf. 2.5 p. 23, éq. (4.1) p. 50]
- grad, f (¢ Xo)+kx) xXokO(kx) Xok)
xi2c” 1x, kgrad, f (x)  xo) +k  xokO(kxy  Xok)k

(gradient de la transformation)

X X
! F ek +O KRG Xok)
TX2S o kE B0 ot xokk
02Co B0 kF bk Ok Xok)

[notation 2.13 p. 28]

F lim X %o
_ x)2CF Ixg KXok
x! xo

kF |imx%2COP!XO ‘Uikxg XoK
F ug
= déf. 4.6 p. 51
KE uk  [oer4opsll
On obtient la relation inverse, ug en fonction de u;, en multipliant ce résultat a gauche par F 1 :
=kF ukF ! u=
A Uo )<U0 lejf Ut )u_Flut
t = = _ _ 0= =7
kF ugk - kF ! uk = kF]i.lok > kF uik

Notation 4.8 — Lorsque I’on voudra désigner une direction matérielle sans préciser si on I’iden-
tifie par sa direction actuelle u; ou par sa direction de référence ug, on la notera simplement u.

Changement d’observateur d’une direction matérielle

Une direction matérielle u est un objet matériel défini par un chemin matériel C P issu d’une
particule P [déf. 4.3 p. 50] dont la direction actuelle u; et la direction de référence ug sont propres
a chaque observateur. On établit leurs formules de changement d’observateur.

Théoréme 4.9 — Les formules de changement d’observateur de la direction actuelle u; et de la
direction de référence ug d’une direction matérielle u sont :

& =Q et B =Qp Up (4.3)
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Démonstration — La définition (universelle) de la direction actuelle u; d’une direction matérielle u
pour un observateur F® est :
)

. BB .
&= lim —F—— [déf. 4.5 p. 50]
piacPup ki, Rk
Q (X X) )
= m —0V éq. (1.6) p. 17
proale p KO (X[t] xOk [éa. (1.6) p. 17]
_ QX X) : ,
= P02ICIP . kx° XK (Qt est orthogonal, il ne change pas la norme d’un vecteur)
=Q lim M (Qq est le méme pour toutes les biparticules)
CpacPupld Xk t P P
& =Q u [déf. 4.5 p. 50] (44)
En particulier, & I’instant to il vient :
8 =Qo Up (4.5)

Remarque — Bien qu’une direction matérielle ne soit a pas, a proprement parler, une grandeur
physique associée & une particule, la formule de changement d’observateur de sa direction actuelle
est la méme que celle d’une grandeur physique vectorielle objective [th. 3.4 p. 40].

4.3 Dilatation linéique dans une direction matérielle
4.3.1 Définition

Si les particules sont identifiées par leur position de référence :

La différence entre les positions actuelles de deux particules P et P’ est :

X ox=Ff0;t) f(Xo;t)  [déf. 2.5p. 23]
=F(Xo;t) (x% Xo) + [notations 2.13 p. 28 et 2.11 p. 28] (4.6)

Pour savoir s’il y a déformation, il faut comparer la longueur actuelle “; = kx!  xk avec la
longueur de référence ‘o = kx},  Xok des biparticules fP;Pg :

ke xk?= F (x) Xo)+ F ) xo)+ [éq. (4.6)]
=y %) F7 F X xo)+ (identité (T v) (T V)=v T T v)
k! x;k? _ X} Xo > F X} Xo N
kX% Xok2 kXOO Xok kXOO Xok
2
S =0y F* F tp+ (4.7)
0

0
ou le vecteur Uy = @—0 est unitaire. Lorsque la particule P tend vers la particule P sur un
certain chemin matériel CP , les deux longueurs “; et “( tendent vers 0, et le vecteur unitaire Uy
tend vers la direction de reference Up d’une direction matérielle [déf. 4.6 p. 51].

Définition 4.10 — Dilatation linéique actuelle dans une direction matérielle. Soit CP un
chemin matériel issu d’une particule P, définissant en P une direction matérielle u. On appelle
dilatation linéique actuelle dans la direction matérielle u issue de P, la limite suivante :

K-(u) = (4.8)

t
POZC 1P
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L’équation (4.7) [p. 52] montre que cette limite est :

Keu)= up F> F up 2= (F up) (F up) 2 =kF ugk (4.9)
= (F" F): (W u):= (F> F):Ug ? (4.10)

ou le tenseur du second ordre (F~ F) est symétrique défini positif et ot Ug =ug Uup estun
tenseur du second ordre uniaxial unitaire représentant la direction de référence non orientée de
la direction matérielle. Le sens d’une direction matérielle est sans importance :

Kc(u) =K<( u)

La dilatation linéique dans une direction matérielle est un scalaire sans dimension strictement
positif :

— si0<K-(u) <1,ilyacontraction de la direction matérielle u;

— si K<(u) =1, il y a élongation de la direction matérielle u.

La dilatation linéique dans une direction matérielle dépend de la direction matérielle u considérée
(ici elle est identifiée par sa direction de référence up). On ne peut donc pas parler de dilatation
linéique en une particule sans préciser de quelle direction matérielle il s’agit. Autour d’une
particule, il peut y avoir élongation dans une certaine direction matérielle et contraction dans une
autre. Pour décrire toutes les dilatations linéiques actuelles dans toutes les directions matérielles
issues d’une particule P identifiées par leur direction de référence, il faut un tenseur du second
ordre (ici le tenseur symétrique défini positif F~ F).

Si les particules sont identifiées par leur position actuelle :

La différence entre les positions de référence de deux particules P et P’ est :

X, xo=1f 10dt) f Y(xgt)  ([déf. 2.5 p. 23] et f inversible [éq. (2.2) p. 22])
=F x;t) ¢ x)+ [notations 2.13 p. 28 et 2.11 p. 28] (4.11)

Avec un calcul similaire au cas précédent, on évalue la dilatation linéique actuelle d’une direction
matérielle u identifiée par sa position actuelle u :

=uw (FF) Yy z=kF !uk'! (4.12)

Ku)= lim
pi2cPEp

t
0

=FF)Lw w 2= F F) Ly ? (4.13)
ou le tenseur du second ordre (F F~) est symétrique défini positif et ol Uy =u; U est un
tenseur du second ordre uniaxial unitaire représentant la direction actuelle non orientée de la
direction matérielle.

Remarque — Que la direction matérielle u soit identifiée par sa direction de référence up ou par sa
direction actuelle u;, on retrouve bien que K-(u) = K<( u).

Pour évaluer la dilatation linéique actuelle dans des directions matérielles u issues de P iden-
tifiées par leur position actuelle u;, il faut utiliser le tenseur du second ordre symétrique défini
positif F F~.
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Changement d’observateur des dilatations linéiques

Théoréeme 4.11 — Objectivité des dilatations linéiques. La dilatation linéique actuelle d’une
direction matérielle est une grandeur scalaire objective.

Démonstration — La définition (universelle) de la dilatation linéique d’une direction matérielle pour
un observateur F€ est :

R-(u)= lim i [déf. 4.10 p. 52]
pl2cP 1P §
= lim —t (les longueurs des biparticules sont des grandeurs objectives)
Pi2cPEpP o
=K-(u) [déf. 4.10 p. 52] (4.14)

ce qui est la formule de changement d’observateur d’une grandeur scalaire objective [déf. 3.2 p. 40].

Quelques tenseurs de déformation

Définitions

Suivant que I’on identifie les directions matérielles par leur direction de référence ou par leur
direction actuelle, on trouve dans la littérature deux classes de tenseurs de déformation :

— les tenseurs de déformation basés sur le tenseur F~ F ;

— les tenseurs de déformation basés sur le tenseur F F~.
On en cite quelgues uns dans le tableau suivant :

Tenseurs basés sur F~ F : Tenseurs basés sur F F~ : Propriétés :
C= If)i F (Cauchy-Green droit) B= IF:D F~ (Cauchy-Green gauche) (sym. déf. positifs)
u= ¢C V=B (sym. déf. positifs)
L=InU M =InV (symétriques)
E =35(C G) (Green-Lagrange droit) = %(B G) (Green-Lagrange gauche)  (symétriques)
eY=U G V=V G (symétriques)

La liste ci-dessus n’est pas exhaustive : on trouve dans la littérature spécialisée des tenseurs de
déformation de Hill, de Finger, d’Euler-Almansy, de Hencky, de Piot, etc.

Remarque sur les noms propres — Dans la littérature les noms propres attribués a certains tenseurs
de déformation sont sujets a variations. Ceux qui sont proposés dans le tableau précédent semblent
faire consensus. Dans la suite du cours, pour éviter tout malentendu, les tenseurs de déformation
seront désignés par les symboles qui sont utilisés dans le tableau.

Vocabulaire — Les tenseurs de déformation basés sur F~ F sont souvent qualifiés de « lagrangiens »
et les tenseurs de déformation basés sur F F~ sont souvent qualifiés d’« eulériens ». Ces qualificatifs
semblent inadéquats a I’auteur : un champ matériel ne peut étre qualifié de lagrangien ou d’eulérien
puisque tout champ matériel peut étre décrit par les deux méthodes de description [section 2.1.2 p. 21].
Les tenseurs de déformation sont des champs matériels [déf. 1.3 p. 10], c’est-a-dire des grandeurs
tensorielles qui ont une valeur en toute particule et a tout instant : C(P;t), B(P;t), etc. Comme tout
champ matériel, ils peuvent étre décrits par la méthode de Lagrange ou par celle d’Euler :

C(Pt) =CL(xo;t) =Ce(x;;t)  B(Pt) =Br(Xo;t) = Be(x:;t) [éq. (2.6) p. 23]

On montre en section 4.4.2 [p. 55] que les tenseurs de déformation basés sur F~ F ne sont pas
objectifs alors que les tenseurs de déformation basés sur F F~ sont objectifs. Dans la suite on les
distinguera donc par leur objectivité.
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Remarque — Le champ tensoriel F(P;t), non symétrique en général, permet aussi d’évaluer les
dilatations linéiques actuelles dans toutes les directions matérielles issues de P :

K:(u) =kF ugk=kF * uk '  [éq. (4.9)p. 53 etéq. (4.12) p. 53]
Cependant, pour une déformation actuelle donnée (@), la valeur de F n’est pas unique car
K<) =kF upk=kQ F upgk 8Q orthogonal (8Q orthogonal; kQ vk = kvk)

Quelle que soit la valeur du tenseur orthogonal Q, tout tenseur F' = Q F donnerait la dilatation
linéique actuelle dans une direction matérielle avec la méme formule. De plus, quand il n’y a pas
de déformation, la valeur de F est un tenseur orthogonal indéterminé. L’utilisation du gradient de
la transformation F comme tenseur de déformation n’est donc pas recommandable car il existe une
infinité de gradients de transformation qui conduisent a la méme déformation avec les mémes formules.
Autrement dit, le tenseur F n’est pas une bonne variable pour caractériser I’état de déformation actuelle
d’une particule.

Tous ces tenseurs de déformation sont légitimes en ce sens qu’ils permettent tous d’évaluer la di-
latation linéique dans une direction matérielle, mais chacun avec des formules différentes :

Ke(u) = (o C Ug)? = (up U2 ug)z = (up €2 up)?  [éq. (4.10) p. 53] (4.15)
= (o (G+2E) up)? = (uo (G+e!)?) up)? (4.16)
=B u) iU V2w i=ue™Mu)i [q@pse  (417)
=@ G+2)) T u) P=(u G+e') 2u) i (4.18)

Pour calculer la dilatation linéique K- (u) d’une direction matérielle u issue d’une particule P,
les tenseurs de déformation basés sur F~ F identifient la direction matérielle par sa direction
de référence ug [éq. (4.15) et (4.16)], alors que les tenseurs de déformation basés sur F F~
identifient la direction matérielle par sa direction actuelle u; [ég. (4.17) et (4.18)].

Lorsqu’il n’y a pas de déformation (c’est-a-dire 8u; K<(u) = 1), les tenseursC, B,U etV prennent
la valeur G (tenseur métrique), les autres prennent la valeur 0 (tenseur nul d’ordre 2).

4.4.2 Changement d’observateur des tenseurs de déformation

Théoréeme 4.12 — Obijectivité des tenseurs de déformation basés sur F F~. Les tenseurs
de déformation basés sur F F~ sont des grandeurs tensorielles du second ordre objectives.

Démonstration — La définition (universelle) du tenseur de déformation B, en une particule P, pour
un observateur F€ est :

B=F B~ (valeurs actuelles)
=@ F Q) (@ F Q7)™  [¢a. (3.10) p. 43]
=Q F Q7 Q F~ Q
=Q F F~ Q (4.19)
B=Q: B Q7 =Rq(B) (4.20)
Le tenseur de déformation B est donc une grandeur du second ordre objective [th. 3.7 p. 42].

@ Ce qui est différent de « pour un mouvement donné ». Des mouvements différents peuvent aboutir a une méme
déformation actuelle.
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En utilisant les propriétés des rotations de tenseurs du second ordre ), le lecteur montrera aisément
que la formule changement d’observateur de tout tenseur de déformation basé sur F F~ est :

X=Q X Q =Rg,((X) (ils sont donc objectifs [th. 3.7 p. 42]) (4.21)

Théoréme 4.13 — Non objectivité des tenseurs de déformation basés sur F~ F. Les ten-
seurs de déformation basés sur F~ F sont des grandeurs tensorielles du second ordre non
objectives. Leur formule de changement d’observateur est :

X(Pt)=Qo X(Pt) Qy =Rgq, X(P;t) (4.22)

Démonstration — En utilisant la méme méthode que précédemment, le lecteur montrera aisément la
formule de changement d’observateur du tenseur de déformation actuelle C :

€=Qo C Q7 =Rq,(C)
Contrairement au tenseur de déformation B, le tenseur de déformation actuelle C n’est pas une
grandeur tensorielle du second ordre objective [th. 3.7 p. 42].

En utilisant les propriétés des rotations de tenseurs du second ordre, le lecteur montrera aisément que
la formule changement d’observateur de tout tenseur de déformation basé sur F~ F est :

X =Qo X Qy =Rg,(X) (ils ne sont donc pas objectifs [th. 3.7 p. 42])

4.4.3 Relations entre tenseurs de déformation objectifs et non objectifs

Rappel d’algébre — Tout tenseur inversible du second ordre est susceptible d’une décomposition po-
laire. Pour le gradient lagrangien des positions actuelles (gradient de la transformation [déf. 2.12 p. 28])
noté F [notation 2.13 p. 28], il vient: F =R U =V R ou R est une rotation (tenseur orthogonal de
déterminant +1), et ou les parties symétriques définies positives de la décomposition sont :
pP_ _
Uu=(F~ F)% (= C) et V=(F F>)% (= IOB)

On trouve ici une autre maniére de définir les tenseurs de déformation U etV : ils sont les parties
symétriques définies positives de la décomposition polaire du gradient de la transformation F.

Les propriétés des tenseurs orthogonaux ) permettent d’écrire les relations suivantes :

V=RU R =RgU) B=RC R =Rg(C) M=RL R”=Rg(L)

4.23
J=RE R =RR(E) e'=Re’ R"=RpEY) (4.23)

ou R est la rotation de la décomposition polaire du gradient de la transformation F.

En résumé, dans le tableau page 54 chaque tenseur de déformation objectif (colonne de droite)
est le tourné par la rotation R du tenseur de déformation non objectif (colonne de gauche) situé
sur la méme ligne.

Théoréme 4.14 — Non objectivité de la rotation R. La partie orthogonale de la décomposition
polaire du gradient de la transformation est un tenseur orthogonal non objectif. Sa formule de
changement d’observateur est :

R=Q: R Q (4.24)

P — _
©) Par exemple : 8Q orthogonal; Q T Q= =Q IDT Q7 etc.
@) \oir la section 1.6.13 du cours Algebre et analyse tensorielles pour I’étude des milieux continus, du méme auteur
[note 1 p. 3].
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Démonstration — L’application de la définition (universelle) de la décomposition polaire du gradient
de la transformation pour un observateur F conduit a :

RU=F

RQ U Q=Q F Q7 [éa (422)etéq. (3.10)p.43]
=Q: RU Qg (décomposition polaire de F)

R=Q:RUQ; QU 'Q=QRQ;

Pseudo « rotation de la matiere » — On lit souvent une interprétation douteuse a propos de la partie
orthogonale R des décompositions polaires F =V R =R U : le tenseur orthogonal R est quelquefois
appelé « rotation locale de la matiére » avant ou aprés une « déformation pure »V ouU.

— Dans un mouvement de milieu continu entre les instants ty et t;, le mouvement n’est pas une
succession de deux mouvements 1’un rigide et I’autre déformant.

— Pendant un mouvement entre tg et t, pour tout t 2 [tg;t1], on peut faire toutes les décompositions
polaires locales intermédiaires : F(P;t) =V (P;t) R(P,t) =R(P;t) U(P;t), mais la rotation
finale R(P;t1) n’est pas une combinaison des seules rotations intermédiaires R(P;t), de méme la
déformation finale n’est pas une combinaison des seules déformations intermédiaires.

— La «rotation homogene locale » R, parfois évoquée, n’existe pas car le champ matériel R(P;t) est
en général un champ non uniforme.

— Dans un mouvement déformant, toutes les directions matérielles issues d’une particule P ont en
général une déviation différente [déf. 4.31 p. 66].

— Enfin, les directions matérielles qui sont principales a un instant t [déf. 4.18 p. 58] ne restent pas
principales & un autre instant t’.

Quelle que soit I’interprétation que I’on tente de donner a la rotation R, il semble difficile de parler

d’une «rotation locale de la matiére ». Dans un mouvement de milieu continu, la rotation R issue

de la décomposition polaire du gradient de la transformation actuel F permet simplement de passer
des tenseurs de déformation objectifs aux tenseurs de déformation non objectifs et inversement

[ég. (4.23) p. 56].

4.4.4 Propriétés spectrales

Notation 4.15—- Onnote fl; > I, > 13> 0g = fl g les valeurs propres ordonnées du tenseur
de deformation U (symétrique défini positif).

On note feV g une base propre orthonormée du tenseur de déformation U.

On note fe" g une base propre orthonormée du tenseur de déformation V.

Les rotations par R dans les équations 4.23 [p. 56] permettent d’affirmer que :

— les valeurs propres des tenseurs de déformation U etV sont identiques ; il en est de méme
pour les couples de tenseurs de déformation (C;B), (L;M), (E;J) et (eV;e") qui sont sur la
méme ligne dans le tableau p. 54 ;

— larelation entre les directions propres des tenseurs de déformation objectifs et les directions
propres des tenseurs de déformation non objectifs est :

e/ =Rr(@EY)=R &Y ; etc. (4.25)

Il découle de la définition de la puissance d’un tenseur du second ordre symétrique et du
logarithme d’un tenseur du second ordre symétrique défini positif ®) que :

— les valeurs propres de C et B sont fl 2g;

— les valeurs propresde L etM sont finl g;

©) Voir le cours Algébre et analyse tensorielles pour I’étude des milieux continus, du méme auteur [note 1 p. 3].
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les valeurs propres de E etJ sont fl 2 1g;

les valeurs propres de eV eteV sont fl  1g;

les directions propres des tenseurs non objectifs sont les mémes, on les note feVq;
les directions propres des tenseurs objectifs sont les mémes, on les note fe¥g.

Théoréme 4.16 — Les valeurs propres fl g (communes aux tenseurs de déformationU etV)
sont les dilatations linéiques dans les directions matérielles uP" qui sont actuellement confondues
avec les directions propres des tenseurs de déformation (c’est-a-dire : uf' =eV et uf' =eV).

Démonstration — Soit uP" une direction matérielle telle que u§’ =eV. La dilatation linéique de cette
direction matérielle est :

K@) = Ce')t  [éq (4.10)p.53]

= U U &)
=( ¢) U ¢ ))% (U est symétrique)
=((1;eY) (I;eV ))% (eV est un vecteur propre de U)
= (Iiz)% (e¥ est un vecteur unitaire)
=1 (car 1; >0)

Par ailleurs, si la direction de référence de uP" estuf’ = eV alors sa direction actuelle est :
Fuf

u'=——3%—  [é0.(4.2) p.51]
kF ul'k
= M (décomposition polaire de F)
kR U ek
= 7“ R eiU (¥ est vecteur propre de U)
~ kIR ePk i
Re/ ReY U_ Vv o
=R eéJk = keiUIk =R e =e/ [éq.(4.25)p.57]

La direction actuelle uf" de la direction matérielle propre uP" est donc une direction propre du tenseur
de déformationV.

On peut donc poser les définitions suivantes :

Définition 4.17 — Dilatations linéiques principales actuelles. On appelle dilatations linéiques
principales actuelles d’une déformation, les valeurs propres actuelles 1 (t)g, communes aux
tenseurs de déformation actuelle U etV.

Définition 4.18 — Directions matérielles principales actuelles. On appelle directions ma-
térielles principales actuelles d’une déformation, les directions matérielles uP" actuellement
confondues avec les directions principales des tenseurs de déformation (c’est-a-dire que sa
direction de référence estuf’ =eY et sa direction actuelle est uf’ =eV).

Théoréeme 4.19 — Objectivité des dilatations linéiques principales actuelles. Les dilatations
linéiques principales actuelles f1 (t)g d’une déformation sont des grandeurs scalaires objectives.

Démonstration — Les dilatations linéiques principales sont les valeurs propres communes aux ten-
seurs de déformation U etV, dont les formules de changement d’observateur sont :

8 =Rq,(U) [éq. (4.22) p. 56] et ¥ =Rq/(V) [th.4.12p.55]

La rotation d’un tenseur du second ordre ne change pas ses valeurs propres. Onadonc§ =1 .
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Dilatation volumique

Définition

Considérons quatre particules P, P, P" et P™. Les trois biparticules P, P'g,fP; P"g et P, PXg,
issues de la particule P, ont respectivement les positions de référence suivantes :

X xo 5 X8 % ; x0 x

En utilisant la notation 2.11 [p. 28], leurs positions actuelles sont [éq. (4.11) p. 53] :

0 000

X x=F & x)+ ; X' x=F 0 x)+ ; X x=F ¥ xo)+

Le volume du parallélépipéde défini par les positions de référence des quatre particules P, P?, PY
et P™ (supposées non coplanaires) est le produit mixte noté vg :

Tyl o0 30
Vo=[Xg Xo:Xp Xo;Xg Xo]

Le volume du parallélépipéde défini par les positions actuelles de ces quatre particules est le
produit mixte :

Ty oy 0 .« 0
Vi =X Xe;Xe Xe;Xp o Xl

=[F Xt Xo)+ ;F (x§ X))+ ;F X3 Xo)+ 1]
= (detF)[X) xo;X) xo;x¥ xo]+ (identité [F u:F u;F w]= (detF)[u:v;w])

= (detF)vo +
Le rapport de ces deux volumes est donc :

Ve = BEOoxox® XX xi
Vo X Xoix) Xo;x¥ Xo]

= detF + (4.26)

Attention! — Les particules dont la position de référence appartient au parallélépipede défini par les
quatre positions initiales fxo;x};x¥;x%'g n’ont pas nécessairement leur position actuelle dans le paral-
Iélépipede défini par les quatre positions actuelles fx;;x!;x{";x¥g. Autrement dit : un parallélépipéde
initial ne se transforme généralement pas en parallélépipéde. Ce n’est qu’aprés la définition correcte
d’une limite que I’on pourra parler de dilatation volumique.

Lorsque les trois particules P’, P" et P™ tendent vers la particule P, chacune sur son propre
chemin matériel C!, C¥ et C™, les deux volumes vq et v; tendent vers 0.

Définition 4.20 — Dilatation volumique actuelle. Soient trois chemins matériels distincts C°,
CUet C™ jssus d’une particule P. On appelle dilatation volumique actuelle en P, notée K, la
limite suivante :
. v
KeP)= lim —
P2c’ip Vo

pr2c® s p
plioc®up

(4.27)

L’ équation (4.26) montre que cette limite est indépendante des trois chemins matériels. Cette
limite est :

Ky(P;t) = detF (4.28)

La dilatation volumique est un nombre sans dimension positif car detF > 0 [éq. (2.20) p. 29] :
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— pour 0 <K, <1, ily a contraction volumique en la particule P;
— pour Ky > 1, il y a extension volumique en la particule P.

La dilatation volumique actuelle en une particule P peut s’exprimer aussi bien avec les tenseurs
de déformation objectifs ou non objectifs :

K, = detF = detU = detV = det(G +eV) = det(G +e") (4.29)
= (detC)? = (detB)? = '™ = e™ = (det(G + 2E)) 2 = (det(G +2J))? (4.30)

Changement d’observateur de la dilatation volumique

Théoréme 4.21 — Objectivité de la dilatation volumique actuelle. La dilatation volumique
actuelle en une particule est une grandeur scalaire objective.

Démonstration — La dilatation volumique est le déterminant commun des tenseurs de déformation
U etV [éqg. (4.29)], dont les formules de changement d’observateur sont :

8 =Rq,(U) [éq. (4.22) p. 56] et ¥ =Rg/(V) [th.4.12p.55]
La rotation d’un tenseur du second ordre ne change pas son déterminant. On a donc :

K, =det Ro,(U) =det8 =detU =K,

On obtient le méme résultat en partant de la définition &, = det'¥?.

Dilatation surfacique
Facette matérielle

Définition 4.22 — Facette matérielle. On appelle facette matérielle en une particule P le plan
engendré par deux directions matérielles issues de P non colinéaires. Une facette matérielle est
identifiée par la normale commune aux deux directions matérielles.

Soient deux directions matérielles u’ et u” issues d’une particule P, non colinéaires. La normalen
a cette facette matérielle peut étre désignée aussi bien par sa normale de référence que par sa
normale actuelle :

0 A0 0 A g0
Up U _ Wy

Ak T kel Ak (4-31)

Ng =

Proposition 4.23 — Les relations entre la normale actuelle et la normale de référence d’une
facette matérielle sont :
F ~ ng F~ n

o= ——— (4.32)

MTE = nk 7 KF> nik

Démonstration — La relation entre la direction de référence et la direction actuelle d’une direction
matérielle a été donnée en (4.2) [p. 51]. On a donc :
0 0
ol = Fu | ol = F u
YUkFoulk T K oulk
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On en déduit que
(F u)~(F ud)
kF ulkkF ulk
_ (detF)F > Wl ~u®
kF ulkkF ulk
_ (detF)kuj ~ugk
kF ulkkF ufk

WAl =

(identité algébrique : (T )~ (T v) = (detT)T = U~v))

(F ~ no) [éq. (4.31) p. 60]

_ > . (detF)ku} ~ulk
=kE 7m0 EUk= e ik 0
wAul _ kF T ng _ F 7 ong

= = = k>0
MZ AU T KKE S nok KB = ok K0

On trouve la relation inverse en multipliant a gauche par F~, on obtient :
8 o
n <ng =kF = nokF> Ni= F> n
s et > np=_

D - i
kF = ngk - kF = nok = k|:>lntk > kF= nik

>
F Nt

La relation entre la normale actuelle et la normale de référence d’une facette matérielle est diffé-
rente de la relation entre la direction actuelle et la direction de référence d’une direction matérielle
[ég. (4.2) p. 51]. La normale a une facette matérielle n’est pas une direction matérielle.

4.6.2 Changement d’observateur de la normale a une facette matérielle

Théoreme 4.24 — Les formules de changement d’observateur de la normale actuelle et de la
normale de référence sont :

B =Q n et Bo=Qp No

Démonstration — La définition (universelle) de la normale actuelle d’une facette matérielle pour un
observateur F® est :

HQAEQO
B = ————  [6q.(4.31) p.60
O gl (430 P60
_ (Qu)~ @ u) )
TkQ WAQ upk @9
uUI\UOO
- M (propriété des rotations)
AT
Ui MU
- W (propriété des rotations)
=Qc M [€q. (4.31) p.60] .
En particulier, a I’instant de référence, il vient :
e (4.34)

Remarque — Bien qu’une facette matérielle ne soit a pas, a proprement parler, une grandeur physique
associée a une particule, la formule de changement d’observateur de sa normale actuelle est la méme
que celle d’une grandeur physique vectorielle objective [th. 3.4 p. 40].
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Dilatation surfacique actuelle dans une facette matérielle

Soient trois particules P, P’ et PY. Les deux biparticules fP; P'g et P, P"g, issues de la particule P,
ont les positions de référence X  Xo etxy  Xo. Leurs positions actuelles sont :

X x=F & x)+ et x¥ x=F ¥ xo)+ [éq. (4.11) p. 53]

Les trois particules P, P’ et P" définissent, par leur position de référence et par leur position
actuelle, deux parallélogrammes d’aire positive sy et s, de normales unitaires Ny et n; :

Mso=0) X)~0& x) et ms=0 X)) X) (4.35)

Attention! — Les particules dont la position de référence est intérieure au parallélogramme (plan)
defini par les positions initiales fxo;x?);x‘)o‘]g n’ont pas nécessairement leur position actuelle dans
le plan du parallélogramme défini par les trois positions actuelles x;;x{;x'g. Autrement dit : un
parallélogramme initial ne se transforme généralement pas en parallélogramme. Ce n’est qu’apres la
définition correcte d’une limite que I’on pourra parler de dilatation surfacique.

De I’équation (4.35) il vient :

mse= F () Xo)+ ~NF (XY x)+ [éq. (4.35) p. 62]
=(detF)F = () Xo)~0O¥ xo) + (car (T W)~ (T v) = (detT)T = (u~v))
m st = (detF) (F ~ ng)so+ [69. (4.35) p. 62] (4.36)

En prenant la norme de I’égalité (4.36), il vient :

s = (detF) kF > fiokso+ ] z—tz(detF) KF > figk+ (4.37)
0

Lorsque les deux particules P’ et PY tendent vers la particule P, chacune sur son propre chemin
matériel, elles définissent deux directions matérielles dont les directions de référence sont ul
etul. La normale unitaire ip commune aux deux vecteurs X}  Xo etx% o tend vers la normale
unitaire ng commune aux deux directions de référence u et ul ; enfin, les deux aires s et s
tendent vers 0. L’équation (4.37) [p. 62] montre que le rapport j—; ne dépend pas explicitement de
x)  Xonidex¥ Xo, mais seulement de leur normale commune fy. On pose donc la définition
suivante :

Définition 4.25 — Dilatation surfacique actuelle. Soient deux chemins matériels C° et C%
issus d’une particule P, définissant en P une facette matérielle n de normale de référence ng. On
appelle dilatation surfacique actuelle en P dans la facette matérielle, la limite suivante :
. St
Ksm)= lim — (4.38)

Pl2ctEP Sp
pr2ctEp

L’équation (4.37) montre que cette limite est :
Ks(n) = (detF)kF = ngk (4.39)

La dilatation surfacique actuelle dans une facette matérielle est un scalaire sans dimension
strictement positif car detF > 0 [éq. (2.20) p. 29] :
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— pour 0 < Kg <1, il y a contraction surfacique dans la facette matérielle ;
— pour Ks > 1, il y a extension surfacique dans la facette matérielle.

La dilatation surfacique actuelle dans une facette matérielle peut s’exprimer aussi bien avec les
tenseurs de déformation objectifs ou non objectifs :

Avec un tenseur de déformation non objectif :

Ks(n) = det(R U)k(R U) ~ nok (éq. (4.39) p. 62 et décomposition polaire F =R U)
= (detU)kR™ (U ~ ng)k = (detU)kU ! nok (R orthogonal et U symétrique)
Ks() =K, kU ! nok=K,kC ? nok = K,k(G+eY) 1 nok = (4.40)

Avec un tenseur de déformation objectif :

Ks(n) =det(V R)k(V R) ~ ngk (éq. (4.39) p. 62 et décomposition polaire F =V R)

R™ V n detV
—_ > — et
= (detV) kv R RV k< WV ik (R orthogonal etV symétrique)
Ks(n) =K,KV nik 1=K,kBz nk 1=K/k(G+eV) ! nk= (4.41)

Les tenseurs de déformation non objectifs identifient la facette matérielle par sa normale de
référence ng [éqg. (4.40)] alors que les tenseurs de déformation objectifs I’identifient par sa
normale actuelle n; [éqg. (4.41)].

Changement d’observateur des dilatations surfaciques

Théoreme 4.26 — Objectivité de la dilatation surfacique dans une facette matérielle. La
dilatation surfacique dans une facette matérielle est une grandeur scalaire objective.

Démonstration — L’application de la définition (universelle) de la dilatation surfacique dans une
facette matérielle pour un observateur F€ conduit a :

M= lim X [éq (4.38)p.62]
placiep &
pl2ctup
lim —
Pl2cep S
pr2ctup

=Ks(n)  [éq.(4.38)p. 62]

(les aires sont des grandeurs scalaires objectives)

Distorsion stérique de trois directions matérielles initialement orthogonales
Définition

Considérons trois directions matérielles initialement orthogonales issues d’une particule P. Le
produit mixte de leurs directions de référence est donc [ug; u ;u%o] = 1.

Rappel — Le produit mixte de trois vecteurs unitaires reflete 1I’angle solide formé par les trois
vecteurs unitaires.

On note uy, u et u? les directions actuelles de ces directions matérielles, et on note K-, K! et K¥
les dilatations linéiques respectives. En utilisant la relation entre les directions de référence
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et actuelle d’une direction matérielle [éq. (4.2) p. 51] et la définition de la dilatation linéique
[ég. (4.9) p. 53], il vient :

Fu Fu Ful' [FugF ul;F ul]  detF [uo;ul;ul]
K! D KD KIm T K. KIKY T KKIKE
[usubull  detF Ky
[ug;ul;ul]  K-KIKE — K-KIKY

h
[ug;ug;uf] =

>0 (car les dilatations lin. et vol. sont positives) (4.42)

L’équation (4.42) montre que dans toute déformation les signes des produits mixtes [ug; ul ;u%’]
et [ug; ul;u¥] sont les mémes. Puisque les valeurs extrémales du produit mixte [ug;u!;u¥] sont 1,
on a donc toujours :

Ky

0<_—V
K KTKP

61
Définition 4.27 — Distorsion stérique actuelle. On appelle distorsion stérique actuelle de trois
directions matérielles initialement orthogonales la quantité notée ds définie par :

K-KIK® _ [ugsud;ul] _ 1

dS(u;u’;u?) = = =
( ) Ky [u;udud]  [ugud;ul

(4.43)

La distorsion stérique est un scalaire sans dimension compris entre 1 (pas de distorsion stérique)
et I’infini (les directions matérielles deviennent coplanaires ou confondues). Elle refléte la diminu-
tion de I’angle solide formé par les trois directions matérielles initialement orthogonales.

Puisqu’elle s’exprime en fonction de la dilatation volumique K, et des trois dilatations linéiques
Ki, K et KT, elle peut &tre calculée avec n’importe quel tenseur de déformation.

Contrairement a la dilatation volumique, la distorsion stérique actuelle en une particule P dépend
du choix des trois directions matérielles initialement orthogonales issues de P. On montre en
annexe [ég. (A.13) p. 106] que pour une déformation donnée en une particule, il existe une
infinité de triplets de directions matérielles initialement orthogonales dont la distorsion stérique
actuelle est maximale. Le maximum de distorsion stérique en une particule est :

5 _ 3z
max g 11,15

(4.44)

ou les I sont les dilatations linéiques principales actuelles. On peut les évaluer avec tout tenseur
de déformation.

Remarque — En chaque particule et a chaque instant, il existe aussi des triplets de directions
matérielles initialement orthogonales sans distorsion stérique (d° = 1) : ce sont les triplets de directions
matérielles principales actuelles [déf. 4.18 p. 58]. En effet, les dilatations linéiques dans ces directions
matérielles sont les dilatations linéiques principales 1; dont le produit est Ky ; I’équation (4.43) [p. 64]
montre qu’on a alors d® = 1. La démonstration donnée en annexe A.3 [p. 106] montre accessoirement
gu’il n’en existe pas d’autre.

4.7.2 Changement d’observateur des distorsions stériques

Théoréme 4.28 — Objectivité des distorsions stériques. La distorsion stérique actuelle de
trois directions matérielles initialement orthogonales est une grandeur scalaire objective.
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Démonstration — L’application de la définition (universelle) de la distorsion stérique de trois direc-
tions matérielles initialement orthogonales pour un observateur R conduit a :

1]
& u;u’;u") = < }QOVIQOU [déf. (4.43) p. 64]
NN
Kv o _ : -
= KKK (objectivité des dilations volumique et linéiques)
TR Ry

=dSu;uu®)  [déf. (4.43) p. 64] (4.45)
ce qui est la formule de changement d’observateur d’une grandeur scalaire objective.

4.8 Distorsion angulaire de deux directions matérielles initialement orthogonales
4.8.1 Définition

Considérons deux directions matérielles initialement orthogonales issues d’une particule P . Ces
deux directions matérielles déterminent une facette matérielle dont la normale de référence est
Ng = Ug ’\u%. Les deux directions matérielles étant initialement orthogonales, les trois vecteurs
fuo; ul;nog forment un triédre orthonormé.

L’angle actuel a; de ces deux directions matérielles est :

- _ g — (F U™ (F up) ,
sinay iy = U M= (e e e [éq. (4.2) p. 51]
_ (detF) F > (ug”up)
KF uokkF ulk

_ (detF)F > ng

(identité : (T W)~ (T v) = (detT)T ~ (U”V))

[€g. (4.10) p. 53]

KK’
detF kF = nokn; )
= K Kl [éa. (4.32) p. 60]
. Ks
sinagny = K n [éq. (4.39) p. 62]

Définition 4.29 — Distorsion angulaire actuelle. On appelle distorsion angulaire actuelle de
deux directions matérielles initialement orthogonales la quantité :

K. K! 1 p
= — ou 0<a;6 - 4.46
Ks sinat t ( )

af-nly —
d?(u;u’) = >

La distorsion angulaire est un scalaire sans dimension compris entre 1 (pas de distorsion an-
gulaire : u; ? ul, a; = p=2) et I'infini (u; confondu avec W}, a; = 0). La distorsion angulaire
traduit la diminution de I’angle entre les deux directions matérielles u et u’ initialement orthogo-
nales.

Puisqu’elle s’exprime en fonction de la dilatation surfacique K et des deux dilatations linéiques
K- et K!, elle peut étre calculée avec n’importe quel tenseur de déformation.

Contrairement a la dilatation surfacique, la distorsion angulaire actuelle de deux directions maté-
rielles initialement orthogonales dépend du choix des deux directions initialement orthogonales
issues d’une particule P. On montre en annexe [ég. (A.11) p. 105] que pour une déformation
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donnée en une particule, il existe un couple unique © de directions matérielles initialement
orthogonales dont la distorsion angulaire est maximale. La distorsion angulaire maximale en une
particule vaut :

1 15 L
a —=- 83,71
Omax > L (4.47)

ou I, et I3 sont les dilatations linéiques principales actuelles extrémes.

Remarques — En chaque particule et a chaque instant, il existe aussi des couples de directions
matérielles initialement orthogonales sans distorsion angulaire (d2 = 1). Par exemple les couples de
directions matérielles principales actuelles [déf. 4.18 p. 58] restent orthogonaux car leur direction
de référence sont des directions propres de U (donc orthogonales) et leur direction actuelle sont les
directions propres de V (aussi orthogonales). La démonstration en annexe [section A.2.1 p. 103]
montre accessoirement qu’il existe d’autres couples de directions matérielles initialement orthogonales
dont la distorsion angulaire actuelle est 1.

Par ailleurs, on entend parfois parler de « distorsion dans un plan ». 1l est facile de vérifier que la
distorsion angulaire de deux directions matérielles initialement orthogonales dépend du choix de
ces deux directions matérielles initialement orthogonales dans le plan (initial). Il semble difficile de
parler de la distorsion angulaire dans un plan initial sans préciser de quelles directions initialement
orthogonales du plan il s’agit.

4.8.2 Changement d’observateur des distorsions angulaires

Théoréme 4.30 — Objectivité des distorsions angulaires. La distorsion angulaire actuelle de
deux directions matérielles initialement orthogonales est une grandeur scalaire objective.

Démonstration — L’application de la définition (universelle) de la distorsion angulaire de deux
directions matérielles initialement orthogonales pour un observateur € conduit a :

[
§uu)y = — déf. (4.46) p. 65
(usu) X [def. (4.46) p. 65]
= K7IV<U (objectivité des dilations volumique et linéiques)
(A
=d3u;u’)  [déf. (4.46) p. 65] (4.48)

ce qui est la formule de changement d’observateur d’une grandeur scalaire objective.

4.9 Déviation d’une direction matérielle

Définition 4.31 — Déviation actuelle. Soit une direction matérielle u. Sa direction de référence
est Ug et sa direction actuelle est u;. On appelle déviation actuelle d’une direction matérielle,
I’angle entre sa direction de référence et sa direction actuelle :

b (u) = Arccos(u; Up) (b 21[0;pD

En utilisant les relations (4.2) [p. 51], on peut calculer la déviation actuelle d’une direction
matérielle entre les instants ty et t en identifiant la direction matérielle aussi bien par sa direction

®) Ce sont les deux directions matérielles dont les directions de référence sont les deux bissectrices des directions
matérielles principales extrémes.
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de référence que par sa direction actuelle :

uw Flu u RV tu
L= U = Arccos % (4.49)
Uup R U ug

K«

b (u) = Arccos(u; ug) = Arccos

UOFUO

= Arccos = Arccos (4.50)

On constate que chaque direction matérielle issue d’une particule P a sa propre déviation (7).

Remarque — Pour un mouvement donné, il existe en une particule, une ou trois directions matérielles
qui ne dont pas déviées : ce sont les directions matérielles dont la direction de référence est confondue
avec une direction propre réelle de F ©® (ou dont la direction actuelle est confondue avec une direction
propre de F 1).

Par ailleurs, pour déterminer la déviation actuelle d’une direction matérielle issue d’une par-
ticule P, on constate dans les éq. (4.49) et (4.50) que la seule connaissance d’un tenseur de
déformation actuelle (objectif ou non) en P est insuffisante : il faut connaitre en plus le champ de
rotations R(P;t) (non objectif) de la décomposition polaire de F.

Théoreme 4.32 — Non objectivité de la déviation actuelle. La déviation actuelle d’une direc-
tion matérielle est une grandeur scalaire non objective.

Démonstration — La définition (universelle) de la déviation d’une direction matérielle pour un
observateur R est :

cosk =gy & [déf. (4.31) p. 66]
=(Qo Up) (Qt u)  [éq. (4.5)p. 52 et éq. (4.4) p. 52]

=U Q7 Qt
6 cosb (4.51)

Décomposition des déformations
Déformation sphérique

Définition 4.33 — Déformation sphérique. On dit que la déformation en une particule P est
une déformation sphérique si les dilatations linéiques de toutes les directions matérielles issues
de P sont identiques.

En particulier, les dilatations linéiques principalessont: I, =1, =13=1
Dans une déformation sphérique, tous les tenseurs de déformation sont sphériques :
Uu=v=IG C=B=1°G L=M=InlG

1
ol I =K (4.52)
eV=e'=(1 16 E:%(IZ 1)G '

Propriété 4.34 — Le lecteur vérifiera aisément que, dans une déformation sphérique en une
particule P, on a les propriétés suivantes :

(™ Voir la remarque Pseudo « rotation de la matiére » [p. 57].
®) On rappelle que le tenseur F est en général non symétrique. Il peut donc avoir une ou trois valeurs propres réelles.
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la dilatation volumique est I 3,

la dilatation surfacique de toute facette matérielle est 1 2

la distorsion stérique de tout triplet de directions matérielles initialement orthogonales est 1,
la distorsion angulaire de tout couple de directions matérielles initialement orthogonales est 1.

Déformation isovolume

Définition 4.35 — Déformation isovolume. On dit que la déformation en une particule P est
une déformation isovolume si la dilatation volumique Ky en P vaut 1.

D’aprés I’équation (4.30) [p. 60], on en déduit que toute déformation isovolume, est caractérisée
par I’une des relations suivantes :

detU = detC =detV =detB=¢"- =e™M =1 (4.53)

Dans une déformation isovolume, les tenseurs de déformation U, C, V et B sont de déterminant
unité, alors que les tenseurs de déformation L et M sont de trace nulle ©,

Si on utilise les tenseurs de déformation E et J, une déformation isovolume est caractérisée par
une relation entre leurs invariants fondamentaux :

l=detC=det(2E+G) ) E,+2E,+4E;;; =0
1 =detB =det(2J +G) D J+23+43,,=0

On laisse le soin au lecteur de Vérifier, a partir de I’égalité detU =detV =1, que la caractérisation
d’une déformation isovolume avec les tenseurs de déformation eV eteV est :

el +ell +ell =0 et e} +e) +e),;=0 (4.54)

Décomposition des déformations

Théoréme 4.36 — Décomposition des déformations. Toute déformation peut étre interprétée
de maniére unique comme la composition commutative d’une déformation sphérique et d’une
déformation isovolume. La représentation tensorielle de cette décomposition commutative des
déformations varie selon le tenseur de déformation utilisé.

Démonstration — On envisage différents tenseurs de déformation :
Avec le tenseur de déformationV. La décomposition commutative est :

V= (dety) _%\f& i@)llz)%_% = (K, 3V) (K,3G) (4.55)

\ isov v sph
Le tenseur de déformation Vs est de déterminant unité, il mesure donc une déformation
isovolume [q. (4.53) p. 68] ; le tenseur de déformation V' SP" est sphérique, il mesure donc une
déformation sphérique [éq. (4.52) p. 67]. De plus, le tenseur VSP" étant sphérique, toutes les
bases sont des bases propres. Il a donc une base propre commune avec le tenseur V5%V, le produit
simplement contracté V'SP VsV est donc commutatif.

©) On rappelle que les tenseurs du second ordre de trace nulle sont traditionnellement appelés « déviateurs », bien
qu’ils ne dévient pas tous les vecteurs.
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Avec les tenseurs de déformation U, C et B. On laisse le soin au lecteur de vérifier que la décompo-
sition commutative de la déformation s’écrit aussi sous forme de produit simplement contracté
commutatif :

U=(K ‘U) (K/G) C=(K C) (K{G) B=(K 'B) (KiG)

Avec le tenseur de déformation M. Quand on utilise le tenseur de déformation M, la décomposition
commutative de la déformation en déformation sphérique et déformation isovolume est une
somme de tenseurs :

M =In VPN ViSOV —|nysPh 4 |pyisov (V'SP et VsV ont une base propre commune)

=In (detV)3G +In

(detV)3
1 G
=In detV)3G +In V T
(detV)3
| Vv | Vv
= ndet G+ InVv ndet G (G etV ont une base propre commune)
m="Me. m ™Mg - InSKVG+(M '“SKVG)
132} | —2
Msph Misov

On reconnait dans cette somme la décomposition en partie sphérique et partie de trace nulle du
tenseur de déformation M. On vérifie aisément que la partie sphérique de M mesure une défor-
mation sphérique [éq. (4.17) p. 55] et que la partie de trace nulle de M mesure une déformation
isovolume [éq. (4.30) p. 60].
Avec le tenseur de déformation L. On laisse le soin au lecteur de vérifier avec une démarche identique
que la décomposition commutative de la déformation s’écrit aussi sous forme d’une somme :
InKy InKy
3 G+ (L 3

Avec le tenseur de déformation e¥. La décomposition commutative d’une déformation en déforma-
tion sphérique et déformation isovolume s’écrit de la maniére suivante :
eV =V G :Visov vsph G= (eVisov+G) (eVsph+G) G
eV — eV isov+eVsph +eV isov eVsph (4.56)

L= Lsph + LiSOV — G)

ou eVsph:(Kv% 1)G et eVisov:KV %ev+(K\,% )G

Cette composition est bien commutative car eV SPh = (K\,fl? 1) G est sphérique [éqg. (4.52) p. 67],
il commute donc avec tout tenseur. Le tenseur eV 5% n’est ni de déterminant unité, ni de trace
nulle [ég. (4.54) p. 68].

Avec le tenseur de déformation eV. On laisse le soin au lecteur de vérifier que I’on obtient une
formule semblable :

eU =eUisov+eUsph+eUisov eUsph (4_57)
ol eV =(K,3 1)G et eVV=K, 3eV+(K, I 1)G

Avec les tenseurs de déformation E et J. On montre de la méme maniére que la décomposition d’une
déformation en déformation sphérique et déformation isovolume est :

E = ES%Y 4 ESPh 4 Eisov gsph (4.58)
N sph _ 1 2z isov — 2 1 2

ou EF'=2(KS 1)G et EFV=K, SE+5(K, 5 1)G

J = Jisov 4 gsph_ pisov psph (4.59)

1 : 1
ol Jsphzi(Kv% NG et JSV=K, %J+§(KV% )G
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Petites déformations

En mécanique des milieux continus solides déformables, il arrive souvent que les déformations
soient « petites ». En effet, dans beaucoup de dimensionnements d’objets solides déformables,
le souci de I’ingénieur concepteur est que I’objet qu’il concoit ne se déforme pas beaucoup 7).
En revanche, en mécanique des milieux continus fluides (liquides ou gaz), cette hypothese
est a rejeter car la variation de la distance entre deux particules peut étre trés importante au
cours du mouvement. Cette section ne concerne donc que les mécaniciens des solides peu
déformables.

Tous les tenseurs de déformation, les dilatations linéique, surfacique et volumique, les distorsions
angulaire et stérique et la déviation définis précédemment ont été établis sans aucune hypothése
sur I’amplitude des déformations. Ces concepts sont donc parfaitement utilisables quand les
déformations sont faibles. Toutefois, il est de tradition de considérer le cas particulier des « petites
déformations » en vue d’obtenir des formules un peu plus simples mais approchées.

Définition

Définition 4.37 — Petite déformation. On dit que la déformation est petite si les dilatations
linéiques dans toutes les directions matérielles sont des infiniments petits d’ordre 1. On écrira :

8u; Kiu 1 (x  1signifie : x est un infiniment petit d’ordre 1)

Remarques — L’hypothese de petite déformation développée dans cette section est distincte de
I’hypothese de petites « perturbations » présentée dans les cours traditionnels d’élasticité. L’hypothese
de petites « perturbations » sera analysée dans la section suivante.

L’hypothése de petite déformation peut étre posée a priori dans les études de solides peu déformables.
Toutefois, il est indispensable de vérifier a posteriori que les déformations trouvées en utilisant les
formules simplifiées entrent bien dans le cadre de cette hypothése.

Théoréme 4.38 — Les dilatations linéiques principales I g en une particule P sont des extre-
mums des dilatations linéiques dans toutes les directions matérielles issues de P.

Démonstration — La démonstration est donnée en annexe A.1 [p. 101].

Pour s’assurer que toutes les dilatations linéiques des directions matérielles issues de P des
infiniment petits d’ordre 1, il suffit donc donc de poser :

I,=1+h; I,=1+h, l3=1+hs avec jhyj letjhyj letjhsj 1

Dans leurs bases propres respectives feV g et feF g, les tenseurs de déformationeV ete s’écrivent :

3 3 3
eY=U G= (I DeY e'= hiel & K@)=ueuy= hip e’)?
i=1 i=1 i=1
3 3 3
eV=vV G= (I; e’ e = hel e’ Kiu)=u ' u= hiu e)?
i=1 i=1 i=1

19 11y a aussi des cas ou on désire qu’il se déforme beaucoup comme par exemple quand on veut modéliser une
mise en forme (pliage, emboutissage, forgeage, extrusion...). Dans ce cas I’hypothése des petites déformations n’est
évidemment pas admissible.
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Les valeurs propres communes fh g de ces deux tenseurs ainsi leur norme sont donc des
infiniment petits d’ordre 1 :

P—_
keYk=keVk=h;2+h,2+hg2=h 1

Théoréme 4.39 — Si S est un tenseur symétrique du second ordre tel que kSk  h et siv est un
vecteur unitaire, alors :

vSv h (x v signifie : x est du méme ordre que y)
Démonstration — Soit S un tenseur d’ordre 2 symétrique, de valeurs propres fh g 1 et soit fe g

une de ses bases propres orthonormées. Enfin, soit v un vecteur unitaire. Le tenseur S s’écrit donc :
3

S= hje; € oulesh sontsesvaleurs propres.
i=1
On adonc
3 3 3
vSv=v hiei & v= hiv (& €)v= hi(v &)’
i=1 i=1 i=1

Les vecteursv ete étant unitaires, on a nécessairement les inégalités : 06 (v €;)? 6 1.
Siksk= 3,h2? h,alorsh  h.
Onendéduitque06v Sv6 £ h; hetdonc:

vSv h

Toutes les approximations qui suivent sont fondées sur le méme principe : les infiniments petits
d’ordre 2 sont négligés devant 1. On obtient ainsi des formules dites « linéarisees ».

4.11.2 Approximation des dilatations linéiques

La dilatation lineique exacte dans une direction matérielle u avec les tenseurs de déformation non
objectifs (la direction matérielle est donc identifiée par sa direction de référence) s’écrit :
Ke(u) = (uo U? wp)?  [éq. (4.15) p. 55]
= (o (G+e")? uy)?
= (uo (G+2e" +(")?) up)?
* (Up (G+2eY) uo)% (k(eY)?k = keYk? est négligé devant kGk = 3)
7 (1+2ug eV uo)% (le vecteur ug est unitaire)

7 1+ug eV Ug (développement en série de p1+2h 7 1+h)

En petites déformations, on définit traditionnellement I’allongement relatif dans une direction
matérielle u :

Keu) 1=Ilim=L 1=1im~—2~uy eY up
0

0

On laisse le soin au lecteur d’établir une formule similaire avec le tenseur de déformation
objectif eV en partant de I’égalité K-(u) = (u¢ V 2 uy) 2 [éq. (4.17) p. 55] et en négligeant les
termes de I’ordre de h? devant 1. Il trouvera I’allongement relatif dans la direction matérielle u
exprimé avec le tenseur de déformation objectif eV :

Keu) 17w eY u
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Bien noter que la direction matérielle u est identifiée par sa direction de référence ug si on utilise
le tenseur de déformation non objectif eV et par sa direction actuelle u; si on utilise le tenseur de
déformation objectifeV.

Approximation de la dilatation volumique
La dilatation volumique exacte en une particule est :
Ky = detU

= det(G +eY)

=1+e’ +ef +e],

7 1+e’ =1+tre"
En petites déformations, on définit traditionnellement la dilatation volumique relative en une
particule :

.V ViV
K, 1=lim— 1=Ilim——2 = treV

Vo Vo
On laisse le soin au lecteur de vérifier que la dilatation volumique relative s’exprime aussi avec

le tenseur de déformation eV :
K, 17~treV

tre

Approximation des dilatations surfaciques
La dilatation surfacique exacte dans une facette matérielle de normale n est :
Ks(n) =K,kU ! ngk  [éq. (4.40) p. 63]

> (1+treY)(ng U 2 np)z
> (1+treY)(ng (G+eY) 2 ng)?
> (1+treY)(ng (G eY)? ng)z  (rappel: (G+S) 1=G+ ¥( 1)Kk si kSk < 1)
- (1+treY)(mo (G 2eY) no)? <
> (1+treY)(1 2ng eV no)% (ng est unitaire)
- @+treV)(L ng eV ng)  (rappel: "1 2h 71 hsikhk 1)
> 1+tre¥ ng eY ng

En petites déformations, on définit traditionnellement la dilatation surfacique relative dans une
facette matérielle n :

St So , U

s .
Ks(n) 1:I|ms—t 1=lim tre¥ ng eY ng
0

So
On laisse le soin au lecteur de vérifier que la dilatation surfacique relative dans une facette
matérielle s’exprime aussi avec le tenseur de déformation eV :

Ksn) 1~treV n e¥ n

Bien noter que la normale a la facette matérielle est identifiée par sa normale de référence nq si
on utilise le tenseur de déformation non objectif eV et par sa normale actuelle ny si on utilise le
tenseur de déformation objectifeV.
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4.11.5 Approximation de la distorsion stérique

La distorsion stérique exacte de trois directions matérielle initialement orthogonales est :

K. KIKY
ds(u;u’;u®) = — [éq. (4.43) p. 64]
'
, (L+ug eY up)(1+uf eY ul)(1+ul eV ud)
1+treY
. 1+ug eV up+ul eV ul+ull eV ¥
1+treY
, 1+treY . ) _ o
W (fup; up; Ugg est une base orthonormée, les dir. mat. sont initialement orthogonales)
> 1+0(h)?

En petites déformations, la distorsion stérique actuelle de trois directions matérielles initialement
orthogonales est 1 au second ordre prés. Il n’est donc pas possible de I’évaluer dans le cadre de
I’approximation des petites déformations.

4.11.6 Approximation de la distorsion angulaire

La distorsion angulaire exacte de deux directions matérielles initialement orthogonales est :
0

K-K
d?(u;u’) =
S
, (L+up eV up)(1+u) eV u)
1+treVY ng eY ng
. 1+ug eV up+ul eV u
1+treY ng eV ng
, 1+ug eV ug+ul eV uf
] 0 aU )
1+up eY ug+u; e uy
* 1+0(h)?
En petites déformations, la distorsion angulaire actuelle de deux directions matérielles initia-
lement orthogonales est 1 au second ordre prées. 1l n’est donc pas possible de I’évaluer dans le
cadre de I’approximation des petites déformations.

[éq. (4.46) p. 65]

(ot ng = up ™ ul) ; fug;ud; ngg est donc orthonormeé)

(treY =ug eV up+ul) eY uh+ny eV np)

4.11.7 Approximation de la déviation d’une direction matérielle

o 6q. (4.2) p. 51
KE ok [€g. (4.2) p. 51]

_WRUUW uRUuU u R G+eY) u
kF uok K- 1+up eY up

(1 uo e’ u)uo (R+R e”) ug)

>up R+Re” eY R) up

On laisse le soin au lecteur de montrer que si on utilise le tenseur de déformation objectif eV, on
obtient la relation :

cosb Zu; R™+e' R~ R™ eY) u

cosb =ug u; =ug
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Petites « perturbations »
Utilisation du champ de déplacement

Historiquement, les déformations d’un milieu continu solide déformable ont d’abord été étudiées
en décrivant le mouvement des particules du solide déformable avec le champ des déplace-
ments u(P;t) [déf. 2.7 page 26] dont la description de Lagrange est :

u (Xo;t) =% Xo - X; = Xo +UL(Xo;1) (4.60)
On en rappelle ici la démarche. Soit une biparticule £P; P'g. La relation entre sa position actuelle
et sa position de référence est :

0
XX

= P +u Cit) b +u bt [éq. (4.60) p. 74]
0 0
=X5 X +uL(xg:t) uL(xg:t)

0 0
=x5 xj+grad u (x; x5)+ [déf. 2.9 p. 27, notation 2.11 p. 28]

0 0 0
Pour étudier les variations de distance, on calcule ‘> =kx{" xPk?=x{ x) xF xP):

0 0 0
‘P=(G Xg+gradu (6 X))+ ) (6§ xf+gradiu (f x§+ )

:kxo xgk2+(x5’0 x0) (grad, u+grad; u+grad:u grad, u) (xg’ﬂ x0) +

=2+ x°) (grad u+grad”u+grad”u grad,u) (¢ x5)+

On en déduit la variation relative du carré des longueurs :

‘tz ‘02 XSO xg - XP” Xo
= rad, u+grad_ u+ rad; u grad, u
‘02 kxgﬂ xgk (g L g g L g L ) kxp[] pk
=Up (grad u+gradu+grad;u grad u) Uy + (4.61)
oulp = kxx" est un vecteur unitaire.

Lorsque P ¥ P en suivant un certain chemin matériel C P [déf. 4.3 p. 50], le vecteur unitaire

Up tend vers la direction de référence uy d’une direction matérielle et les deux longueurs “; et

‘o tendent vers 0. On note k la limite de la variation relative du carré des longueurs lorsque
Pl2CcP rPp:
c 2 c 2
k=_lim ———
pi2cPEp 0
L’équation 4.61 montre que cette limite est :
k=up (grad, u+grad;u+grad;u grad, u) up

On note E le tenseur du second ordre défini par :
1
E= é(gradLu+gradfu+gradfu grad, u) (4.62)
La variation relative du carré des longueurs s’écrit alors :

k=2ug E ug
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Remarque — Le tenseur E défini dans I’équation (4.62) [p. 74] est exactement le tenseur de Green-
Lagrange droit qui a été défini en section 4.4 [p. 54]. En effet :

1 1.
SC G)=F" F G
ol F = grad, x{ = grad, (x§ +u(P;t)) = grad, x§ +grad, u =G +grad,_u. On adonc:

%(C G)=% (G+grad u)” (G+grad,u) G

= % (grad, u+grad; u+grad; u grad,_u)

A ce stade, aucune approximation n’a encore été commise.

4.12.2 Tenseur des petites « perturbations »

En élasticité traditionnelle, on tient a construire une théorie qui soit « linéaire en déplacement ».
On pose traditionnellement I’hypothése simplificatrice suivante :

Hypothése 4.40 — Hypothese de petite « perturbation ». On suppose que kgrad, uk est un
infiniment petit d’ordre 1 : kgrad, uk 1.

Non équivalence avec les petites déformations — L’hypothése de petite « perturbation » est dif-
férente de I’hypothése de petite déformation posée dans la section précédente [déf. 4.37 p. 70].
L’équation (4.62) [p. 74] montre que kgrad,uk 1 ) KEk 1, c’est-a-dire qu’une petite « per-
turbation » implique bien une petite déformation ; en revanche la réciproque est fausse : une petite
déformation n’implique pas une petite « perturbation ». Pour s’en convaincre, le lecteur est invité a
considérer le contre exemple suivant (*!) : dans un mouvement de rotation de solide indéformable (la
déformation est donc petite puisque inexistante), le gradient lagrangien du déplacement n’est pas un
infiniment petit d’ordre 1 (pour un mouvement de rotation d’angle &, les calculs sont simples et on
trouve kgrad, uk = 2).

Signification physique de I’hypothése — Une petite « perturbation » (kgrad, uk 1) signifie que
le gradient lagrangien du champ de déplacement est proche de 0, c’est-a-dire que le champ de
déplacement est quasi-uniforme. L’hypothése de petite « perturbation » implique donc non seulement
que les déformations sont petites, mais aussi une condition sur le mouvement qui est rarement
soulignée : le mouvement du milieu continu est une quasi-translation pour I’observateur utilisé.
L’hypothése de petite « perturbation » est parfois imprudemment postulée dans des problemes ou le
mouvement vu par I’observateur utilisé est loin d’étre un mouvement de translation (notamment dans
des mouvements de flexion ou de torsion).

Par ailleurs, on dit parfois que I’hypothése de petite « perturbation » signifie a la fois petite déformation
et petit déplacement. Cette affirmation est incorrecte car les déplacements ne sont pas limités : on peut
ajouter au champ de déplacement un champ de déplacement uniforme (un mouvement de translation)
aussi grand que I’on veut sans changer la valeur de grad, u.

Hypothese 4.41 — Approximation traditionnelle. On suppose que le terme grad u grad, u
de I’équation 4.62 [p. 74] est négligeable devant grad, u+grad; u.

Pseudo-linéarisation abusive — L’approximation traditionnelle présentée ici est « motivée » par la
disparition du terme gradi”u grad, u, qui rend non linéaire la relation entre la déformation et le
gradient lagrangien du déplacement grad, u. Toutefois, elle consiste a négliger un terme de I’ordre

(1) ’exhibition d’un contre exemple suffit a démontrer la fausseté de la récipropque.
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de kgrad, uk? devant un terme de I’ordre kgrad, uk, ce qui revient a négliger kgrad, uk devant 1!
Dans une linéarisation correcte on ne néglige que les infiniments petits d’ordre 2 devant 1 et on garde
les infiniment petits d’ordre 1.

Définition 4.42 — Le tenseur de déformation traditionnel e. Sous réserve d’acceptation des
deux hypothéses 4.40 et 4.41, on aboutit a la définition d’un tenseur de déformation simplifié
traditionnellement noté e :

e= %(gradLu +grad; u) =symgrad, u (4.63)

Relations avec les tenseurs de déformation

On rappelle que F =G +grad, u.

e=% grad, u+grad; u :%((F G)+(F G))=symF G

=symR U) G=sym(V R) G (décomposition polaire de F)

Le tenseur e est donc différent des tenseurs de déformation eV et eV introduits en section 4.4.1
[p. 54], sauf si le mouvement est un mouvement trés particulier tel que R = G, c’est-a-dire dans
le cas ou le gradient de la transformation F est symétrique défini positif.

Par ailleurs, la décomposition de grad,_ u en partie symétrique et antisymétrique permet d’écrire :

grad, u =symgrad, u+asymgrad, u
=e+A (4.64)

Puisque kgrad, uk 1 ) kek 1 [éq. (4.63) p.76], I’équation 4.64 implique que la partie
antisymétrique de grad, u est aussi telle que kasymgrad, uk = kAk 1.

Sous I’hypothese de petites « perturbations », le gradient de la transformation F s’écrit donc :

F=G+grad u=G+e+A ou kek 1 et kAk 1 (4.65)

Formules simplifiées en petites « perturbations »

La dilatation linéique dans une direction matérielle u [éq. (4.10) p. 53] est :

p—— 4
KW= up F> Fu= uy (G+2e+e A A e+e2 A?) uy [éq. (4.65)]

P P
7 U (2e+G) up? 1+2up e ug”1l+ug e Uy (carkek 1letkAk 1)
Kcu) 17uge u

La dilatation surfacique d’une facette matérielle de normale normale unitaire n [éq. (4.39) p. 62] est :
q
Ks(n) = (detF)kF = ngk ~ det(G+e+A) ng (G+2e) ! ng
P P
Z(1+tre) ng (G 2e) ng” (L+tre) 1 2ng e ng
Z(1+tre)(1 np e ng) > 1+tre ng e ng
Ksn) 1~7tre np e ng
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La dilatation volumique en une particule [déf. 4.20 p. 59] est :

Ky =detF ” det(G+e+A) ” 1+tre (trA=0)
Ky 17tre

La distorsion stérique de trois directions matérielles initialement orthogonales [déf. 4.27 p. 64] est :

KKIKY | (L+ug e up)(1+u)) e ul)(Ll+ul

e ul) 2
7 1+ 0(kek
Ky 1+tre O (kek)

dS(u;u’;u?) =

Sous I’hypothése de petites « perturbations », il n’est pas possible de déterminer la distorsion
stérique de trois directions matérielles initialement orthogonales.

La distorsion angulaire de deux directions matérielles initialement orthogonales [déf. 4.29 p. 65] est :

KkK!, (1+up e up)(1+u} e W)
Ks 1+tre np e ng

d3(u;u’) = > 1+0(kek)?

Sous I’hypothése de petites « perturbations », il n’est pas possible de déterminer la distorsion
angulaire de deux directions initialement orthogonales.

La déviation d’une direction matérielle u [éqg. (4.50) p. 67] est :

U F u _, u (G+e+A) ug , 1+ug e ug+ug Aup , 1+ug e up
K<(u) 14+uy e ug 14+ug e ug 1+up e ug

> 1+ 0(kek)?

cosb =

On retrouve le fait que I’hypothése de petites « perturbations » implique une quasi-translation.

Remarque — On peut retrouver les formules simplifiées en petites « perturbations » en posantR * G
etdoncF > U ~V ~ G+eV ” G+eV dans les formules linéarisées en petites déformations de la
section 4.12 [p. 74]. On retrouve encore une fois que I’hypothese de petite « perturbation » n’est
acceptable que dans des mouvements particuliers tels que R = G. Si tel n’est pas le cas, le tenseur e
est une mauvaise mesure des petites déformations.

Conditions de compatibilité en petites « perturbations » — Pour résoudre analytiquement certains
problemes en petites « perturbations » (élasticité traditionnelle), on est parfois amené a formuler des
hypothéses sur le champ inconnu des petites « perturbations » e. Ces hypothéses ne peuvent pas étre
quelconques, elles doivent satisfaire des conditions dites de compatibilité (ou d’intégrabilité) pour
qu’il existe un champ de déplacements u (Xo;t) tel que e soit la partie symétrique de son gradient
lagrangien (2

O=rot rotTe , O=2symgrad, div,e grad, grad, tre D_.e (4.66)

La démonstration de cette condition ™ fournit la méthode pour trouver le champ de déplacement u,
quand le champ e satisfait a la condition (4.66). On en rappelle les deux étapes :

(12) Ces conditions de compatibilité ne sont donc utilisables que si I’on admet les restrictions inhérentes a I’hypothese
des petites « perturbations ». Fort heureusement, les équations de compatibilité ne sont d’aucune utilité dans les
résolutions numériques car il n’est pas nécessaire d’y faire des suppositions sur la distribution du champ des
déformations.

(13 On trouvera une démonstration des conditions d’intégrabilité dans le dernier chapitre du cours Algebre et analyse
tensorielles pour I’étude des milieux continus, du méme auteur [note (1) p. 3]. Dans les cours d’élasticité traditionnelle,
on rencontre 1’une ou I’autre des formes (équivalentes) données dans I’équation (4.66).
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1. Intégrer I’équation grada = rot™ e, ce qui donne toutes les parties antisymétriques possibles
de grad, u : ces sont les tenseurs A=H a. Les solutions a sont donc déterminées a un champ
vectoriel uniforme ag pres. 11y a donc 3 « petites » constantes d’intégration, car I’hypothése de
petite « pertubation » implique kAk 1 , kak 1. Dans ces conditions, le tenseur G +A qui
apparait dans I’équation (4.65) [p. 76] peut &tre interprété comme une petite rotation (1.

2. Intégrer I’équation grad, u =e +A. Les champs de déplacement u_ sont déterminés & un champ
de déplacement uniforme ug prés (les trois constantes d’intégration sont des translations arbitraires
non nécessairement petites).

Tous les champs de déplacement solutions différent donc d’un champ de déplacement de solide

restreint (translation quelconque mais petite rotation).

4.12.5 Changement d’observateur du tenseur des petites perturbations

Théoréme 4.43 — L’hypothése kgrad, uk 1 utilisée dans la définition du tenseur des petites
perturbations e n’est pas une hypothése universelle.

Démonstration — L’hypothése simplificatrice kgrad, uk 1, qui définit le tenseur des petites
perturbations e [éq. (4.63) p. 76], n’est pas consistante vis a vis de I’universalité. En effet, si cette
hypothése est vraie pour un observateur R, elle est en général fausse pour un autre observateur FR :

grad e=F G=Q F Qf G=Q: (gradu+G) Q7 G
=Q gradu Q7 +Q: Q5 G
kgrad, Bk 6 kQ; grad, u Qyk+kQ; Q7 Gk  (carkT +T’k 6 kTk+KkT'k)
kgrad, Bk 6 kgrad, uk+kQ; Q7 Gk

L’hypothese simplificatrice kgrad, uk 1 faite par un observateur R n’implique pas kgrad, @k 1
pour I’observateur R, sauf si kQ; Q7 Gk 1, c’est-a-dire sauf si le mouvement relatif des deux
observateurs est trés particulier : il doit &tre proche d’une translation (Q; * Qo au second ordre pres).

Théoréme 4.44 — Non objectivité du tenseur des « petites perturbations » e. La partie
symétrique du gradient lagrangien des déplacements est une grandeur tensorielle non objective.

Démonstration — La relation de changement d’observateur entre les parties symétriques du gradient
lagrangien du champ de déplacement est :

symgrad,@=sym(F G)=symF G=sym(@Q; F Q;) G [é9.(3.10) p. 43]
=sym(Q: (grad u+G) Qz) G  [éq. (4.65)p. 76]
=sym(Q: grad u Qg)+sym(Q: Q;) G (4.67)

On a donc symgrad, @ & Q; symgrad, u Q. La partie symétrique du gradient lagrangien des
déplacements actuels n’est donc pas une grandeur tensorielle objective [th. 3.7 p. 42].

4.13 En bref...

L’étude des déformations d’un milieu continu est I’étude de la variation des distances entre
particules pendant un mouvement : on compare les distances entre les particules a un instant t
(distances actuelles) aux distances entre les mémes particules a un instant de référence arbitraire tg
(distances de référence).

(14 \Voir le cours Algébre et analyse tensorielles pour I’étude des milieux continus, du méme auteur [note 1 p. 3].
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On a défini différents tenseurs de déformation, tous susceptibles d’évaluer en chaque particule P
et a tout instant, la dilatation linéique actuelle dans une direction matérielle. Les tenseurs de dé-
formation non objectifs identifient la direction matérielle issue de P par sa direction de référence,
alors que les tenseurs de déformation objectifs I’identifient par sa direction actuelle.

Avec ces tenseurs de déformation (objectifs ou non), on peut évaluer les grandeurs scalaires
objectives suivantes :

la dilatation linéique dans une direction matérielle,

la dilatation surfacique actuelle dans une facette matérielle,

la dilatation volumique actuelle en une particule,

la distorsion stérique actuelle de trois directions matérielles initialement orthogonales issues
d’une particule,

la distorsion angulaire actuelle de deux directions matérielles initialement orthogonales issues
d’une particule.

En revanche, la déviation d’une direction matérielle entre les instants tp et t est une grandeur
scalaire non objective.

La définition du tenseur traditionnel des petites « perturbations » e n’est valable que pour des
observateurs (s’ils existent) pour lesquels le mouvement du solide déformable est voisin d’une
translation de solide rigide. Sa définition n’est donc pas universelle. De plus, cette définition
implique une pseudo linéarisation simplificatrice en grad, u abusive.

Remarque personnelle de I’auteur — En raison des incorrections commises dans la construction
du tenseur des petites « perturbations » e (non universalité de la définition d’une petite « perturbation »,
restriction sur les mouvements envisageables et pseudo-linéarisation), I’auteur espére qu’a plus ou
moins long terme ce tenseur disparaitra des cours et des logiciels, en dépit de I’inertie de la tradition.
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5.2
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Vitesse de déeformation

Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la vitesse actuelle de déformation d’un milieu continu en
mouvement, ¢’est-a-dire que I’on étudie la dérivée temporelle actuelle des concepts qui ont été
définis dans le chapitre des déformations. Comme pour les déformations, on va définir un tenseur
du second ordre appelé tenseur des taux de déformation qui permettra de calculer la vitesse de
déformation dans toutes les directions matérielles issues d’une particule P.

On peut définir le tenseur des taux de déformation de deux maniéres : suivant un point de vue
eulérien en évaluant les vitesses de déformation actuelles par I’analyse du champ des vitesses
actuelles, ou bien suivant un point de vue lagrangien en envisageant les vitesses de déformation
comme des dérivées temporelles de déformations actuelles mesurées par rapport a une forme de
référence. Quel que soit le point de vue envisagé, on aboutit a la définition du méme tenseur des
taux de déformation. Pour satisfaire les préférences ou les habitudes de tous les lecteurs @ on
envisagera systématiquement les deux points de vue.

Notation 5.1 — Dérivées temporelles. Dans ce chapitre on utilisera abondamment des dérivées
temporelles de quantités ou d’expressions. La dérivée particulaire d’un champ matériel Y (P;t) a
été notée Y [ég. (2.30) p. 30]. Pour toute autre quantité Y qui n’est pas un champ matériel (par
exemple un tenseur de changement d’observateur Q; actuel entre deux observateurs quelconques
ou bien une quantité relative a un domaine Y (D;t)), la dérivée temporelle devrait étre notée %Y.
Néanmoins, afin d’améliorer la concision et la lisibilité des formules, on écrira :

day . . d _ .
E_Y ou bien a( )= ) ; par exemple

dQ:

sera noté G
o Q:

Cette convention n’induit pas de confusion : si la quantité dérivée temporellement est un champ
matériel Y (P;t), il s’agit d’une dérivée particulaire (), dans le cas contraire il s’agit d’une dérivée
temporelle ordinaire.

Taux de dilatation linéique dans une direction matérielle
Point de vue eulérien

Considérons une particule P, un chemin matériel CP issu de P [déf. 4.3 p. 50] et une particule
générique P’ de ce chemin matériel.

@ C’est-a-dire ceux qui sont plutot orientés « fluides » qui préféreront le point de vue eulérien et ceux qui sont
plutdt orientés « solides déformables » qui préféreront le point de vue lagrangien.
() On dérive temporellement « en suivant la particule dans son mouvement ».
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La position actuelle de la biparticule fP;P'g est : X! x; et sa longueur actuelle est “y = kx!  x¢k.
Sa dérivée temporelle est :

0
. Xi X
- 0 R t t 0 . .V
t—kxt th—ig %K (Xt Xt) (kvk——kv

=t (v(P't) v(P) =0 (ve®d) Ve(x)) (nF%estunnaire)
t t

)

=U; (gradgv (Xg X)+ ) (définition du gradient eulérien des vitesses)

© (x? Xt)
_ +
=U; gradgv 7€ Xk

¢ gradgv Ui+

=U; symgradgVv U; + (w asymgradgVv w =0; 8uy) (5.1)

Lorsque P! ¥ P en suivant un certain chemin matériel CP issu de la particule P, alors “; ¥ O,
“t 1 0etle vecteur unitaire O; tend vers la direction actuelle u; d’une direction matérielle u.

Définition 5.2 — Taux de dilatation linéique. Soir CP un chemin matériel issu d’une parti-
cule P, définissant en P une direction matérielle u de direction actuelle u;. On appelle taux de
dilatation linéique actuel en P dans la direction matérielle u la limite suivante :

t-(u) = o lim - (limite de la dérivée temporelle logarithmique de kx} ~ x¢k) (5.2)

2CPEP ¢
L’équation (5.1) montre que cette limite est :
t-(u) =u; symgradgVv U

Le taux de dilatation linéique actuel t- en une particule P dans une direction matérielle u de
direction actuelle ug, est un scalaire de la dimension d’une fréquence (unité légale : s 1) :

— si t- <0, la direction matérielle est en cours de contraction,

— si t- >0 la direction matérielle est en cours d’extension.

Pour donner la valeur de t- en une particule P dans toutes les directions matérielles issues
de P, il faut un tenseur symétrique du second ordre : symgradg v. On pose donc la définition
suivante :

Définition 5.3 — Tenseur des taux de déformation. On appelle tenseur des taux de déformation
actuel, noté D, la partie symétrique du gradient eulérien des vitesses :

D(P;t) = (symgradg v)(P;t) (5.3)

Le taux de dilatation linéique actuel t- en une particule P dans une direction matérielle u de
direction actuelle u; est évalué par :

t<(u)=u; D u;=D:Uq; (Ui =u; u, direction matérielle actuelle non orientée) (5.4)

Le taux de dilatation linéique t- dans une direction matérielle est indifférent a I’orientation de la
direction matérielle :

tc(u)=t( v



5.2.2

5.2 Taux de dilatation linéique 83

Point de vue lagrangien

On calcule la dérivée temporelle de la dilatation linéique actuelle K- (mesurée par rapport a une
forme de référence) dans une direction matérielle u de direction de référence ug, issue d’une
particule P. La dilatation linéique dans cette direction matérielle est :

K«(u) =kF ugk [€9. (4.9) p. 53]

La dérivée temporelle de cette dilatation linéique est :

F Ug
kF ugk
=w FF'Fu [6(42)p.51]

=u gradgv (F up) [é9. (2.32) p. 31]

(F Up) (kvk = Y Vet ug indépendant de t)

K:(u) = kF upk = K

——— =W gradgV U [€9. (4.9) p. 53 et éq. (4.2) p. 51]

=U symgradgVv uy=u; D ui=t- [ég. (5.4) p. 82]

Le tenseur des taux de déformation D introduit dans le point de vue eulérien [déf. 5.3 p. 82]
apparait aussi naturellement dans le point de vue lagrangien. Le taux de dilatation linéique dans
une direction matérielle est aussi la dérivée temporelle logarithmique de la dilatation linéique
dans cette méme direction matérielle :

K- (u)

O = 1w (5.5)

Démonstration alternative — Le calcul qui précede a été fait dans I’intention d’étudier directement
la dérivée temporelle de la dilatation linéique actuelle par rapport a une forme de référence arbitraire-
ment choisie [éq. (4.8) p. 52]. Le calcul précédent montre que sa dérivée temporelle logarithmique
est, quant a elle, indifférente au choix de la forme de référence. La démonstration qui suit montre
mieux pourquoi le taux de dilatation linéique actuel est indifférent a la longueur de référence.

La définition de t- [déf. 5.2 p. 82] est :

t

tu)= Ilim - [déf. 5.2 p. 82]
pi2CcP P ¢
. (%)' (limpiocrap Tt))
= lim an 2 (“o temporellement constant)
P2CPEP o limpoace up
K- (u)
t-(u)=——-—7~ déf. 4.10 p. 52
W)= m [ p.52]

Compatibilité des taux de déformation — Si I’on se donne a priori un champ de tenseurs symé-
triques D comme champ de tenseurs des taux de déformation dans un milieu continu, il doit satisfaire
a des équations de compatibilité @) pour qu’il soit la partie symétrique du gradient eulérien d’un
champ de vitesses. On peut écrire ces conditions de deux manieres :

rote rot D=0 ” 2symgradg dive D gradg gradg trD DD =0

La recherche des champs de vitesses solutions se fait en deux temps :

©) Voir la note 13 [p. 77]
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1. On cherche d’abord le champ des vecteurs wg solution des 9 équations aux derivées partielles :
gradew=rotZD.
Les solutions wg sont définies & un champ wg uniforme pres, c’est-a-dire & un champ de vitesses
a rotationnel uniforme prés ). Contrairement aux conditions de compatibilité pour le tenseur des
petites « perturbations » [item 1 p. 78], il n’y aucune restriction sur kwgk.

2. On cherche ensuite le champ de vecteurs ve solution des 9 équations aux dérivées partielles :
gradev=D+H wg =D+W.
Les solutions sont a un champ de vitesses uniforme vq pres, c’est-a-dire a un champ de vitesses de
translation de solide prés.

5.2.3 Changements d’observateur

Théoréme 5.4 — Non objectivité du gradient eulérien des vitesses. Le gradient eulérien du
champ des vitesses actuelles est un champ tensoriel du second ordre non objectif. Sa formule de
changement d’observateur est :

gradce=Q; gradcv Q7 +Q, Q7 (5.6)

Démonstration — Pour tout observateur on a la relation gradg v = F F 1[éq.(2.32) p. 31].

gradee=F B '=(Q F Q3) (@ F Q) ! [6 (310)p.43]
=Q FQU+QAF Q) QF'Q) (arQ=0)
=Q FF'Q+Q FF'Q

gradge=Q, Q7 +Q: gradzv Q7 [éq. (2.32) p. 31]

ce qui est différent de la formule de changement d’observateur des grandeurs tensorielles du second
ordre objectives [th. 3.7 p. 42].

Théoreme 5.5 — Objectivité du tenseur des taux de déformation. Le tenseur des taux de
déformation est une grandeur tensorielle symétrique du second ordre objective.

Démonstration — Le définition (universelle) du tenseur des taux de déformation pour un observa-
teur R est :

B =symgradg e
=sym(@Q; Q) +sym(Q: gradev Q)  [éq. (56) p. 84]
=Q; symgradev Q; = Rgq,(D) (Q: Q7 est antisymétrique) (5.7)

ce qui est la formule de changement d’observateur des grandeurs tensorielles du second ordre
objectives [th. 3.7 p. 42].

Remarque — Contrairement a ce que I’intuition pourrait suggérer (et qui est parfois affirmé), le
tenseur des taux de déformation D n’est pas la dérivée particulaire d’un tenseur de déformation
(objectif ou non) car la dérivée particulaire d’une grandeur non scalaire (méme objective) n’est jamais
objective [th. 3.18 p. 46] alors que le tenseur des taux de déformation D est objectif.

On donne en annexe B [p. 111] les dérivées particulaires (non objectives) de quelques tenseurs de
déformation et aussi les dérivées particulaires (objectives) de leurs invariants.

@) Contrairement a ce qui est parfois affirmé, ce n’est pas nécessairement un champ de vitesses de solide en rotation.
Par exemple, le champ donné en coordonnées cartésiennes orthonormées : v=2x(y+z)ex+ (z+ x2)ey +x%e; aun
rotationnel uniforme (rotv = ey) mais n’est pas pour autant un champ de vitesses de solide : par exemple, le taux de
dilatation linéique dans la direction ey est 2 (y +z) & 0.
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Théoréme 5.6 — Objectivité du taux de dilatation linéique. Le taux de dilatation linéique est
une grandeur scalaire objective.

Démonstration — La définition (universelle) du taux de dilatation linéique actuel dans une direction
matérielle de direction actuelle u; est: t- =u; D u [éq. (5.4) p. 82]. Pour un observateur R elle

s’écrit :
eu=a B a&a=(Q: u) (Qt D Q) (Q w) [éq. (4.4) p. 52 et éq. (5.7)]
eUu)=u; D u =t(u) [ég. (5.4) p. 82] (5.8)

ce qui est la formule de changement d’observateur d’une grandeur scalaire objective.

5.3 Taux de dilatation volumique
5.3.1 Point de vue eulérien

Considérons une particule P, et trois particules P', P¥ et P® chacune sur son propre chemin
matériel issu de P. Pour alléger les écritures, on pose provisoirement :
dl=x x ; d"=x¥ x ; d%=x" x
Le volume actuel du parallélépipéde défini par les trois biparticules fP;P'g, fP;P%g et P, PVg
est le produit mixte :
vy =[d"d";d"] (5.9)
Sa dérivée temporelle est :
Vi =[do;doo;dooo]+[do;doo;dooo]_,_[do;doo;dm]
=[gradgv d"+ ;d";d™+[d"gradev d¥+ ;d™ +[d%d%gradev dP+ ]
=[gradgv d%;d%;d™]+[d";gradev d";d™] +[d%d"; gradev d™] +

=d"d"d"™ tr gradz v+ car 1T = [T _ULiU2Us]+ Ui upius]+ugup T us]
[ug;uz;us]

%z trgradg v+ [é9. (5.9) p. 85] (5.10)
t

Lorsque les trois particules P, P¥ et P™ tendent vers P, chacune sur son propre chemin matériel,
les deux termes v; et v; tendent vers 0.

Définition 5.7 — Taux de dilatation volumique. On appelle taux de dilatation volumique
actuel en une particule P la limite suivante :

. Vi
t,= Ilim — 5.11
! Pl2cl P Vi ( )
pr2clap
POOO 2Ct000 1p
L’équation (5.10) [p. 85] montre que cette limite est indépendante des chemins matériels :
ty=trgradgv=trD (=divgv) (5.12)

Le taux de dilation volumique actuel en une particule est un scalaire de la dimension d’une
fréquence (unité légale : s 1) :

— sit, <0, la particule est en cours de contraction volumique,

— sit, >0, la particule est en cours d’expansion volumique.
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Point de vue lagrangien

La dilatation volumique actuelle (mesurée par rapport a une forme de référence) est : K, = detF
[ég. (4.28) p. 59]. Sa dérivée temporelle est :

Ky = (detF) = (detF)F ~:F (identit¢ Tyy =Ty T ~:T)
=Kytr(F F ) =K, trgradev =K, trD
Sa dérivée temporelle logarithmique est donc :
K
?V =trD=t,

\

Démonstration alternative — Comme pour la dilatation linéique, la valeur de la dilatation volu-
mique actuelle dépend du choix de la forme de référence, mais sa dérivée temporelle logarithmique
n’en dépend pas. On retrouve aussi bien ce résultat en utilisant la définition de K, [déf. 4.20 p. 59] et
la définition de t, [déf. 5.7 p. 85] :

KV _ (limdvt !0\\,%)- _ (”I’l’]d\,t voVt) lim Vi

Ky Iimd\,t!o\‘j—g liMmgy soVi  dv 10V

:tv

Changement d’observateur

Théoréme 5.8 — Objectivité du taux de dilatation volumique. Le taux de dilatation volu-
mique actuel en une particule est une grandeur scalaire objective.

Démonstration — Le tenseur des taux de déformation D est objectif. Ses invariants (et en particulier
sa trace) sont donc des scalaires objectifs [prop. 3.8 p. 42].

De I’égalité trD = divg v, on déduit un corollaire :

Théoréme 5.9 — Objectivité de la divergence eulérienne des vitesses. La divergence eulé-
rienne du champ des vitesses est une grandeur scalaire objective.

Remarque — Bien que le champ des vitesses actuelles soit un champ matériel non objectif, sa
divergence eulérienne est objective [sec. 3.5.3 p. 45].

Taux de dilatation surfacique
Point de vue eulérien

Considérons une particule P, et deux particules P® et P? chacune sur son propre chemin matériel
issu de P. Pour alléger les écritures, on pose provisoirement :

d'=x x ; d"=x' x
Laire actuelle s; du parallélogramme défini par les deux biparticules fP; P'g et P, P"g est :
s =d’~d" > s =kd'~d%% =[n;d";d"] (5.13)

ou n; est la normale au parallélogramme.
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Sa dérivée temporelle est :
dO/\dUO
kd" ~d "k

_ 0 - - 00
n d AC’OO +N; dOAd

@d"~d% (car kvk = Yoy 8v)

: 1 d' Al —
s =kd" UK = vk

=m  (VeOht) ve(t)Md” +me (vet)  ve(xt))~dY

$=[n;gradev d'+ ;d")+[n;d% gradev d"+ ] [notation 2.11 p. 28]
La dérivée temporelle logatithmique de s; est donc :

S _ [n;gradev d%d")+[m:d" gradev d"]

[ég. (5.13) p. 86]

St [;d%d%]
radzv n;d’dY - T oy -
=trgradg v 9 [ﬁE_dU_téOO]’ ]+ wr="1 ul,Uz,U3]+[u[tju:2l;:]3]+[u1,uz,T us]
tY b ’ ’
d’~d") (gradgv n

=trgradz v ( kzio(’?dOOkE W, [éq. (5.13) p. 86]

=trgradgv n; gradgv n;+
?ztrD M D M+ (5.14)
t

Lorsque les deux particules P° et P” tendent vers P, chacune sur son propre chemin matériel, les
deux termes s; et S; tendent vers O et le vecteur unitaire n; tend vers la direction unitaire n.

Définition 5.10 — Taux de dilation surfacique. On appelle taux de dilatation surfacique
actuel dans une facette matérielle de direction actuelle n;, la limite de la dérivée temporelle
logarithmique suivante :
. S
t;= lim > (5.15)

Pl2ctE0 St
pl2c®ro

L’équation (5.14) montre que cette limite ne dépend que de la direction actuelle n; de la normale
a la facette matérielle :

ts=trD n; D n; (516)
Le taux de dilation surfacique ts dans une facette matérielle est un scalaire de la dimension d’une
fréquence (unité légale : s 1) :

— si t; <0, la facette matérielle est en cours de contraction surfacique,
- si t; > 0, la facette matérielle est en cours d’expansion surfacique.

5.4.2 Point de vue lagrangien

La dilatation surfacique actuelle K dans une facette matérielle de normale de référence ng est :

Ks(n) = (detF)KF ~ nok [69. (4.39) p. 62]
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Sa dérivée temporelle est :

Ks(n) = (detF) kF = nok+detFkF ~ nok

=(detF)(F >F)kF = n0k+detF ngk (F ~ nO). (T|||:T|||T >:T)

kF = n
=detFkF ~ nok tr(F F Y)+detFn; (F ) ng  [éq. (4.32) p. 60]

=Kstrgradev detFn, (F > F° F ) ng  [éq. (4.39) p. 62, éq. (2.32) p. 31]

Sa dérivée temporelle logarithmique est :

Ks(n) _ detF - - ,
K<() =trgradgv re n. gradgv F ng [€9. (2.32) p. 31]
=trgradzv n; gradZv n [é9. (4.39) p. 62]
=trD n D n
Ks(n) _ )
K<() = t5(n) [ég. (5.16) p. 87] (5.17)

Démonstration alternative — Comme précédemment, bien que la valeur actuelle de la dilatation
surfacique K d’une facette matérielle dépende du choix de la forme de référence, sa dérivée temporelle
logarithmique n’en dépend pas. On laisse le soin au lecteur de retrouver le résultat 5.17 a partir de
la définition de K [déf. 4.25 p. 62] et de la définition de ts [déf. 5.10 p. 87], en suivant la méme
démarche que dans les démonstrations alternatives p. 83 et p. 86.

5.4.3 Changement d’observateur

Théoréme 5.11 — Obijectivité du taux de dilatation surfacique. Le taux de dilatation surfa-
cique actuel dans une facette matérielle est une grandeur scalaire objective.

Démonstration — La définition (universelle) du taux de dilatation surfacique actuel pour un observa-
teur F® est :

en)=trB B B m [é9. (5.16) p. 87]
=trD ((Q: n) (Q: D Q) (Q: n) [th. 5.8 p. 86, th. 5.5 p. 84 et th. 4.24 p. 61]
=trD n D n=ts(n) [éq. (5.16) p. 87]
ce qui est la formule de changement d’observateur d’une grandeur scalaire objective.

5.5 Taux de distorsion stérique
5.5.1 Point de vue lagrangien

Le taux de distorsion stérique n’a de sens a priori que d’un point de vue lagrangien. En effet, la
distorsion stérique n’est définie que pour trois directions matérielles initialement orthogonales .
Sa valeur est :

K KIKE 1
Ko jlusubuflj

ds(u;u’;u™ = 2[1:¥  [éq. (4.43) p. 64]
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Le taux de distorsion stérique de trois directions matérielle u, u’ et u? est donc :

ds K K9 K90 KV 0 0
=+ 2+ Yo+ttt ¢ 5.18
ds ~ K. K! KV K, Y (5.18)

=u D ug+u! D ul+u? D U’ trD  [éq. (5.4)p. 82etéq. (5.12) p. 85] (5.19)

On peut évaluer la dérivée temporelle logarithmique du produit mixte actuel de trois directions ma-
térielles initialement orthogonales, en utilisant la définition ds = m [déf. 4.27 p. 64] :

. 1 ’ 1 -
d° _ Juowwn _ jlususuli
¢ jlug;ug;ufj

On en déduit la dérivée temporelle logarithmique du produit mixte actuel de trois directions
matérielles initialement orthogonales :

jugud:ulj ds
Mz EztrD u Du W DUW u'Du’ [gG19pss  (5.20)
y Ut , Ut

Remarque — En particulier, si les trois directions matérielles sont non seulement initialement
orthogonales mais aussi actuellement orthogonales (j[ug;uf;u¥]j = 1), alors la distorsion stérique
actuelle de ces trois directions matérielles vaut 1. Elle est donc actuellement & un minimum et sa
dérivée temporelle doit étre nulle. On retrouve bien ce résultat avec I’équation (5.20). En effet, dans
ce cas le triedre fu;u!;ug est actuellement orthonormé, ce qui implique :

u D w+u D ul+u’ D u=trD
Onaalors:

ds . jlugul;ulfy
— =0 [éq.(5.19 et s
[€g. (5.19)] U ul:uflj

0 =0 [éq. (520)]

5.5.2 Point de vue eulérien

Sans parler de distorsion stérique de directions matérielles initialement orthogonales, on peut
toujours évaluer la dérivée temporelle du produit mixte de trois directions matérielles actuelles
sans se soucier si elles sont orthogonales a un quelconque instant de référence.

Soient trois directions matérielles de direction actuelles ug, u! et u¥. La dérivée temporelle de
leur produit mixte est :

0T = ;g5 0]+ e ;0] + g g, 6
=[gradeVv u t-u;ul;ull+[u;gradev ul  thuluf+
[u;ugradev o t0uf]  [ea. (5.27)p. 92]
= [ug;ul;ul) trgradg v ugul;u?] (6 +tf+ 1)
[ug; ul; ul]

U D uy Du u DU u D WY 5.21
[ut;ug;ugo] t t t t t t ( )

Remarques — Le résultat de I’équation (5.21) est identique a celui obtenu dans le point de vue
lagrangien [éqg. (5.20) p. 89], ou les directions matérielles étaient initialement orthogonales. Lorsque
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I’on observe le produit mixte actuel de trois directions matérielles, on peut toujours imaginer qu’il
existe un instant ou elles sont orthogonales et considérer la distorsion stérique par rapport a cet instant.

Par ailleurs, la dérivée temporelle du produit mixte de trois directions matérielles actuellement
orthogonales est nécessairement nulle car [ug;ul;ul] = 1 est un extremum pour le produit mixte de
trois vecteurs unitaires. On peut le vérifier avec un calcul analogue a celui de la remarque p. 89.

Changements d’observateur

En utilisant les définitions universelles éqg. (5.18) [p. 89] et éqg. (5.21) [p. 89], on laisse le soin au
lecteur de veérifier les deux résultats suivants :

Théoréme 5.12 — Obijectivité du taux de distorsion stérique. Le taux actuel de distorsion
stérique de trois directions matérielles initialement orthogonales est une grandeur scalaire
objective.

Théoréme 5.13 — Objectivité de la dérivée temporelle du produit mixte actuel de trois
directions matérielles. La dérivée temporelle du produit mixte actuel de trois directions maté-
rielles est une grandeur scalaire objective.

Taux de distorsion angulaire
Point de vue lagrangien

Le taux actuel de distorsion angulaire n’a de sens a priori que d’un point de vue lagrangien.
En effet, la distorsion angulaire actuelle n’est définie que pour deux directions matérielles
initialement orthogonales . Sa valeur est :

K- K?
)= L =

T sina, | Ks 2[1;¥[  [éq. (4.46) p. 65]

Le taux de distorsion angulaire actuel est donc :

da K‘ Kg KS 0
=4+ Z=t+t' t 5.22
da Ko K! K S (622)
_ 0 0 o wtup
=uw Du+u Du trD+nt Dny oun= i [€q.(5.16) p. 87] (5.23)
ku; Murk

On peut évaluer la dérivée temporelle de I’angle actuel a; entre deux directions matérielles

initialement orthogonales, en utilisant la définition d2 = sinla [déf. 4.46 p. 65] ; il vient :
t

da_ (sinay) = &

da sinay tana

=u D u+u Du trD+n D n [éq. (5.23) ]

On en déduit une expression de la dérivée temporelle de I’angle actuel des directions matérielles
initialement orthogonales :

u M

a=tana;(trdD uyDu uUDU nDNn) olin=— -
¢ ¢ ( ; ¢ U i M t) TN Y

(5.24)
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Remarque — Si les directions matérielles u et u’ sont non seulement initialement orthogonales mais
aussi actuellement orthogonales, alors le triédre fug;u!; n¢g est orthonormé, ce qui implique :

u D u+u D u+n D n=trD

Dans ce cas, I’équation (5.24) ne permet pas déterminer la valeur actuelle de a; car elle conduit a une
forme indéterminée ¥ 0. Le point de vue eulérien qui suit permettra d’établir une expression de ay
qui évite cet écueil [ég. (5.26) p. 91].

5.6.2 Point de vue eulérien

Sans parler de distorsion angulaire de deux directions initialement orthogonales, on peut néan-
moins évaluer la dérivée temporelle de I’angle actuel a; de deux directions matérielles sans se
soucier de savoir si elles étaient orthogonales a un quelconque instant de référence.

Soient deux directions matérielles u et u’ dont les directions actuelles sont u; et u{. Leur angle
actuel ay est défini par © cosay = u u?. La dérivée temporelle est :

(cosay) =u! 0 +u; 0
=u (gradgv u; ut:)+u (gradgv W ult))  [éq (5.27)p.92]
=u gradgv ul+u gradzv u! (t-+t)) cosa

sinaga; =2u; D ! (t-+t!) cosa

2u; D uE+ut D u+ul D U

sinag tan ay

a = [éq. (5.4) p. 82] (5.25)

En particulier, pour deux directions matérielles actuellement orthogonales (a; = %), il reste :

a = 2u; (sphD+devD) uf (sin%zlettan%:¥)
trD
= Z%UI u  2u; devD u!
= 2u devD U} (@ W =0) (5.26)

Remarques — Contrairement a I’équation (5.24) [p. 90], I’équation (5.25) ne conduit a aucune
indétermination dans I’évaluation de &; quand les deux directions matérielles sont actuellement
orthogonales (a; = %). L’équation (5.25) [p. 91] est évidemment préférable car elle ne fait pas
intervenir la normale commune aux deux directions matérielles actuelles u; et u!

On peut vérifier & la suite d’un calcul pénible ©), que les deux évaluations de &; données dans les
équation (5.25) et (5.24) [p. 90] sont égales quand a; & 5. Ce résultat signifie que lorsque I’on observe
la dérivée temporelle de I’angle actuel de deux directions matérielles, on peut toujours imaginer qu’il
existe un instant ot ces directions matérielles sont orthogonales et considérer une distorsion angulaire
par rapport a cet instant.

5.6.3 Changements d’observateur

Théoréme 5.14 — Objectivité du taux de distorsion angulaire. Le taux de distorsion angu-
laire actuel de deux directions matérielles initialement orthogonales est une grandeur scalaire
objective.

©) On rappelle que, dans I’espace E3, I’angle entre deux vecteurs est toujours dans I’intervalle [0;p]; il est donc
complétement défini par son cosinus.
®) 11 vaut mieux s’aider d’un logiciel ce calcul formel.
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Démonstration — L’équation (5.22) [p. 90] montre que ce taux est la somme de grandeurs scalaires
objectives.

Théoréme 5.15 — Objectivité de I’angle actuel de deux directions matérielles. L’angle ac-
tuel a; de deux directions matérielles est une grandeur scalaire objective.

Démonstration — L’angle entre les directions actuelles pour un observateur F€ est :
cos&; = B Bg = (Qt Ut) (Q[ Ug) = Ut Ug = COSat [th. 4.9 p. 51]

Théoréme 5.16 — Objectivité de la dérivée temporelle de I’angle actuel de deux directions
matérielles. La dérivée temporelle de I’angle actuel a; de deux directions matérielles est une
grandeur scalaire objective.

Démonstration — La définition (universelle) de a; [éq. (5.25) p. 91] appliquée pour I’observateur R
conduita:

23t932+at93t+82932_ 2u, D uf  u D u+u Dy
sin &y tan&; sinay tana;

(il suffit d’utiliser les formules de changement d’observateur éq. (4.3) [p. 51] et th. 5.5 [p. 84])

=a

a; =

5.7 Vitesse de rotation d’une direction matérielle

Pendant un mouvement, les directions matérielles [déf. 4.5 p. 50] sont en mouvement car les
chemins matériels sont en mouvement. Les directions actuelles des directions matérielles issues
d’une particule P sont des vecteurs unitaires et on peut définir leur vecteur vitesse actuelle de
rotation (7).

5.7.1 Point de vue eulérien

Soit un chemin matériel C® issu d’une particule P définissant une direction matérielle u issue
de P, de direction actuelle u;. La dérivée temporelle de sa direction actuelle u; est :

0

U lim Xt [déF. 4.5 p. 50]
P = _— éf. 4.5 p.
p2cPap kx) Xk
0 . 0 .
— lim (Xt Xt) o x) kxg XK
pocPap kdd  xgk kx!  x¢k?
— 4 Vet ve(xot) X xe k¢ xK
Pi2cP 1P kX? Xk kx? Xk kx? Xk
. radev (¢ x)+ k! xk
= lim grade 0( LX) U B ! [notation 2.11 p. 28]
pI2cP up ki Xk kxi Xk

= lim gradgVv Uy UOi—+
pl2cP 1P t

U =gradgVv Uy U t-(u) [déf. 5.2 p. 82] (5.27)

Remarque — La dérivée de tout vecteur unitaire lui est orthogonale ). On vérifie bien que :

U U =u gradzv uy t(u)=t(u) t@u)=0

(™ Un vecteur unitaire en mouvement peut étre vu comme un solide indéformable en mouvement.
®) Pour s’en convaincre, il suffit de dériver I’égalité uy u; = 1.
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Le vecteur vitesse de rotation actuel de la direction matérielle u est donc :

w(u) =u; N (définition de la vitesse de rotation d’un vecteur unitaire)
=u M (gradgv ur  ugt-(u)) [éq. (5.27) p. 92] (5.28)
=uw N (gradg v u)
=u; gradZv H u (5.29)

Remarques — Le tenseur gradZ v H est d’ordre 3. La vitesse angulaire actuelle et I’axe de rotation
actuel de la direction matérielle u sont :

kwi(U)k = (U gradZv gradgv u; t-(U)?)Z  (algebre) (5.30)
wi(u) ur gradgv H u
kwi(Wk  (u, gradZv gradgv u; t-(u)2)2

(5.31)

On constate que chaque direction matérielle issue de P a sa propre vitesse de rotation (axe et module) ;
on ne peut donc pas parler, comme on le lit parfois, de « vitesse de rotation locale de la matiere ».
En particulier, il existe a chaque instant au moins une direction matérielle issue de P dont la vitesse de
rotation est nulle : ce sont la (les) direction(s) matérielle(s) qui sont actuellement confondues avec une
direction propre du tenseur gradg v ©). En effet, si uy est une direction propre de gradg v de valeur
propre associée k, I’équation (5.30) montre que la norme de sa vitesse de rotation est nulle :

kw;(u)k?> =u; (gradgv gradgVv) U ?rad u}) (?ra v u}) (u ?rad u})Z:O

kug kug kug

5.7.2 Point de vue lagrangien

La direction actuelle d’une direction matérielle en fonction de sa direction de référence est :

F ug

U= F uok

[éq. (4.2) p. 51]

Sa dérivée temporelle est :

F Up F Up kF Uok.

YT IF Uk  KF ok KF Uok

_FF!'Fuy F u, v
=T uk Y ke F U (k= vetio=0)
_FF!Fu , Fu FF'Fu

E Wk " KF uk  KF uok
=gradgVv u; u;(u; gradgv up) [€9. (2.32) p. 31]
U; =gradgVv u; ugt-(u) [€q. (5.4) p. 82]

On retrouve bien le résultat donné dans I’équation (5.27) [p. 92].

©) Le tenseur du second ordre gradg v est réel non symétrique en général, il a une ou trois valeurs propres réelles et
donc une ou trois directions propres réelles.
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5.7.3 Changements d’observateur

Théoréme 5.17 — La formule de changement d’observateur de la dérivée temporelle de la
direction actuelle d’une direction matérielle est :

B =Q U+Q u (5.32)

Démonstration — La dérivée temporelle de la direction actuelle d’une direction matérielle pour un
observateur F® est :

B =gradce & e©U)8  [6q. (5.27) p. 92]
= Q gradev Q7 +Q; Q7 (Q u) t-(U)(Q W)  [éq. (5.6)p. 84 et éq. (5.8)]
B =Q ogradev u tuu +Q u=Q +Q u [ (527)p.92]

On peut retrouver ce résultat en dérivant temporellement la formule de changement d’observateur de
la direction actuelle d’une direction matérielle [th. 4.9 p. 51].

Théoréme 5.18 — Non objectivité de la vitesse de rotation d’une direction matérielle. La
vitesse de rotation actuelle d’une direction matérielle est une grandeur vectorielle non objective.
Sa formule de changement d’observateur est :

W) =Q We(u)+Qr UM (Q Q W)

Démonstration — La vitesse de rotation de la direction actuelle d’une direction matérielle pour un
observateur F® est :

W) =a e = (Q u)”™ Q U+Q U [éa. (5.29) p. 93]
=@Q u)™ Q w+Q7 Q u
= (detQ)Qr  w ™ U +Q7 Q U (identité (Q¢ V)™ (Qr W) = (detQ) Qr (v w))
=Q u +Q wN QT Q up) (detQc =1)
=Q W) +Q uN@Q7 Q w) (=Q wi(u) Q u MW MU [éq. (1.13)])

ce qui est différent de la formule de changement d’observateur d’une grandeur vectorielle objective
[th. 3.4 p. 40].

5.8 Tenseur tourbillon

Contrairement aux autres concepts cinématiques définis précédemment, I’introduction de ce
tenseur n’a pas de motivation cinématique mais seulement algébrique.

Définition 5.19 — Tenseur tourbillon. On appelle tenseur tourbillon actuel la partie antisyme-
trique du gradient eulérien du champ des vitesses actuelles :

W =asymgradgVv (5.33)
Le tenseur tourbillon étant antisymétrique, on peut considérer son vecteur adjoint :
. 1 1 1 1
w=adJW=§H:W= EW:H: EasymgradEv:Hz EgradEv:H
1
w= 5 rotev (5.34)
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Définition 5.20 — Vecteur tourbillon. Le vecteurw = % rotgVv est appelé vecteur tourbillon.

On appelle lignes tourbillons a I’instant t, les lignes de champ du champ des vecteurs tourbillons
a I’instant t. On appelle tube tourbillon a I’instant t, la surface engendrée par les lignes tourbillon
a I’instant t s’appuyant sur une courbe fermée Cy donnée.

Remarques — Le tenseur tourbillon W = asym gradg v est souvent improprement appelé tenseur
des « taux de rotation » ou des « vitesses de rotation ». Ces dénominations (voire interprétations) sont
injustifiées : le vecteur vitesse de rotation des directions matérielles est :

wi(u)=u; gradev H uy=u (D W) H u [éq. (5.29) p. 93]

Comme on peut le constater, la seule connaissance de W est insuffisante pour déterminer la vitesse de
rotation actuelle des directions matérielles.

Par ailleurs, on montre ci-dessous [th. 5.21] que, contrairement au tenseur des taux de déformation D,
le tenseur tourbillon W n’est pas objectif.

Théoréme 5.21 — Non objectivité du tenseur tourbillon. Le tenseur tourbillon est une gran-
deur tensorielle du second ordre non objective. Sa formule de changement d’observateur est :

W=Q W Q+Q Q (5.35)
Démonstration — La définition du tenseur tourbillon est : W = asym gradg v [déf. 5.19 p. 94]. Pour
un observateur R, elle s’écrit :
W =asymgradze=asym Q gradev Q7 +Q; Q7 [éq. (5.6)p. 84]
=asym(Q: gradeV Q7)+Qi Q7 =Q: asymgradev Q7 +Q; Q7
=Q W Q7 +Q QF

ce qui est différent de la formule de changement d’observateur d’une grandeur tensorielle du second
ordre [th. 3.7 p. 42].

Théoréeme 5.22 — Non objectivité du vecteur tourbillon. Le vecteur tourbillon actuel en une
particule est une grandeur vectorielle non objective. Sa formule de changement d’observateur
est:

w=Q w+adj Q Q7 =Q W Wgp [ (113)p.19) (5.36)

Démonstration — La définition (universelle) du vecteur tourbillon est:w = 5 rotg v [éq. (5.34) p. 94].
Pour un observateur FR elle s’écrit :

w=adjW =adj Q W Q7 +Q, Q [éq. (5.35) p. 95]
=adj(Q W Q)+adj Q Q

=Q adjW +adj Q QF =Q W Wgp  [é0.(113)p.19]

ce qui est différent de la formule de changement d’observateur d’une grandeur vectorielle objective
[th. 3.4 p. 40].

On démontre dans la suite quelques théoremes d’objectivité qui peuvent s’avérer utiles en
mécanique des fluides :

Théoreme 5.23 — Objectivité de gradg gradgv. Le gradient eulérien du gradient eulérien du
champ des vitesses est un champ tensoriel d’ordre 3 objectif.
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Démonstration — La définition du gradient eulérien pour un observateur F® est :
grad:¥ ® &)+ =¥(@P%t) ¥(Pt) [notation 2.11 p. 28]
Pour¥ = gradg @il vient :
gradg grade (8 ®)+ =gradce(P';t) gradce(Pt) (f =gradz®)
=Q gradgv(P;t) Q7 Qt gradeV(Pt) Q7  [¢a. (5.6) p. 84]
=Q (gradev(P';t) gradgv(Pt)) QF
=Q gradegradev (¢ x)+  Q
grade grade (8 ®)=Q; gradzgradcv (X x) Q7 +
=Rgq, gradggradsv (¢ x;) +
= Rq,(gradg gradgv) Ro, (X! X))+
(car Ro(T v) = Rq(T) Rq(V))
= Rq, (gradg gradg v) (EE B)+
gradg gradg @ = R, (gradg gradg V) (I’égalité précédente est vraie 8 (&) &)
ce qui est la formule de changement d’observateur d’un tenseur objectif [th. 3.11 p. 43].

Remarque — Bien que le gradient eulérien du champ des vitesses ne soit pas objectif [th. 5.4 p. 84],
son gradient eulérien (tenseur d’ordre 3) est objectif [sec. 3.5.3 p. 45].

Théoréeme 5.24 — Objectivité du laplacien eulérien des vitesses. Le laplacien eulérien du
champ des vitesses est un champ vectoriel objectif.

Démonstration — On déduit de I’objectivité de gradg gradg v celle du laplacien eulérien du champ
des vitesses :

Dee =dive grad: e (définition du laplacien eulérien)
= (gradg gradg @) : G (définition de la divergence eulérienne)
= Rq,(gradg gradev) : G (objectivité de gradg gradg v)
= Rq,(gradg gradg v : G) (propriété des rotations)
= Rq, (divg gradg v) (définition de la divergence eulérienne)
= Rg,(DeV) (définition du laplacien eulérien) (5.37)
ce qui est la formule de changement d’observateur d’une grandeur vectorielle objective [th. 3.4 p. 40].

Remarque — Bien que le champ des vitesses ne soit pas objectif, son laplacien eulérien est un champ
vectoriel objectif [sec. 3.5.3 p. 45].

Théoréme 5.25 — Objectivité de gradg rotgv. Le gradient eulérien du rotationnel eulérien du
champ des vitesses est un champ tensoriel du second ordre objectif.

Démonstration — La définition du gradient du rotationnel eulérien des vitesses pour FR est :
gradg rotg @ (E? g)+ =rotce(P’;t) rotze(Pt) (définition du gradient pour FR)
=Q rotev(P;t) Q: rotev(Pt)  [éq. (5.36) p. 95]
=Q; rotev(P%t) rotev(Pt)
=Q: gradgrotgv (x{) Xi) + (définition du gradient pour R)
grade rotce (8 B)=Rgq, (gradg rotev) Ro (¢ X))+
= Rq (gradg rotev) (& &)+
gradg rote @ = R, (gradg rotg v) (I"égalité précédente est vraie 8 (&) &)
ce qui est la formule de changement d’observateur d’un tenseur du second ordre objectif.
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Remarque — Bien que le rotationnel eulérien des vitesses ne soit pas objectif [th. 5.22 p. 95], son
gradient eulérien est objectif [sec. 3.5.3 p. 45].

Théoréme 5.26 — Obijectivité de rotg rotg v. Le double rotationnel eulérien du champ des
vitesses est un champ vectoriel objectif.

Démonstration — Par définition du rotationnel eulérien [éq. (2.25) p. 29],
rote rotev=gradg(gradg rotev) : H

ou gradg rotg v est objectif [th. 5.25 p. 96]. Or un opérateur différentiel eulérien appliqué & un champ
objectif est objectif [th. 3.14 p. 45]. Le résulat est donc objectif.

Remarque — Bien que le rotationnel eulérien des vitesses ne soit pas objectif [th. 5.22 p. 95], son
rotationnel eulérien est un champ vectoriel objectif [sec. 3.5.3 p. 45].

Ecoulements « irrotationnels » — En mécanique des fluides, on considére parfois des écoulements
particuliers dits « irrotationnels » tels que rotgv =0. La formule de changement d’observateur de
rote v [ég. (5.36) p. 95] montre que si un écoulement est irrotationnel pour un observateur, il n’est
pas irrotationnel pour un autre observateur. Cette caractéristique d’un écoulement n’est donc pas une
caractéristique universelle.

En revanche, le gradient eulérien du rotationnel eulérien des vitesses (gradg rotg V) est un champ
tensoriel d’ordre 2 objectif [th. 5.25 p. 96]. Ce gradient, ses opérateurs différentiels dérivés ainsi que
leurs parties symétriques ou antisymétriques, sphériques ou de trace nulle voire leur décomposition
polaire pourraient éventuellement servir a la définition universelle d’une « vorticité », pourvu que
cette définition soit cinématiquement motivée.

Enfin, il se trouve que les deux grandeurs objectives construites a partir du tenseur tourbillon W
(non objectif) [th. 5.25 p. 96] et [th. 5.26 p. 97] peuvent s’exprimer avec des opérateurs différentiels
eulériens appliqués au seul tenseur des taux de déformation objectif D avec les identités suivantes :

gradg rotev=rotD ; rotgrotev=2H :asymrote D

Ces identités prouvent a nouveau que ces quantités sont bien objectives car rotg D est un tenseur
du second ordre objectif [th. 3.14 p. 45]. Il semble donc a I’auteur que la « définition » du tenseur
tourbillon [déf. 5.19 p. 94], non cinématiquement motivée, ne soit pas indispensable.

5.9 En bref...

Le tenseur des taux de déformation D = sym gradg v est un champ tensoriel du second ordre
objectif qui permet de calculer :

le taux de dilatation linéique actuel d’une direction matérielle,
le taux de dilatation surfacique actuel d’une facette matérielle,
le taux de dilatation volumique actuel,

le taux de distorsion angulaire actuel,

le taux de distorsion stérique actuel.

Toutes ces grandeurs scalaires sont objectives.

En revanche, le vecteur vitesse de rotation d’une direction matérielle est une grandeur vectorielle
non objective. De méme, le tenseur tourbillon W = asym gradg v et son vecteur adjoint le
vecteur tourbillonw = % rotg v sont des grandeurs non objectives.

Bien que le champ des vitesses ne soit pas objectif, sa divergence eulérienne et son laplacien
eulérien sont des champs respectivement scalaire et vectoriel objectifs.
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Synthese de la cinématique des
milieux continus

La cinématique des milieux continus est I’analyse les mouvements d’un milieu continu par
rapport a un observateur. On y a défini des grandeurs cinématiques scalaires vectorielles ou
tensorielles dont on a pu analyser les changements lorsque I’on change d’observateur. Les
grandeurs vectorielles ou tensorielles objectives sont celles dont la valeur actuelle a la méme
disposition par rapport a la position actuelle de la matiére pour tous les observateurs ; leur formule
de changement d’observateur est la méme que celle de la position actuelle de toute biparticule,
c’est-a-dire la rotation par Q; (valeur actuelle du tenseur de changement d’observateur) :

¥(t)=Rq, Y() (siY estscalaire, Rg, Y(t) =Y (@) D ) =Y(®)

La position actuelle d’une particule, la vitesse actuelle d’une particule, I’accélération actuelle
d’une particule sont des champs vectoriels non objectifs. Les trajectoires, lignes de courant,
lignes d’émission sont donc des courbes différentes d’un observateur a I’autre.

L’analyse des déformations entre un instant de référence et un instant actuel, qui n’intéresse
a priori que les mécaniciens des solides déformables, a conduit a la définition de tenseurs de
déformations (certains objectifs et d’autres non) permettant de calculer en une particule (chacun
avec des formules différentes) les grandeurs cinématiques scalaires suivantes :

la dilatation linéique actuelle dans une direction matérielle,

la dilatation surfacique actuelle dans une facette mateérielle,

la dilatation volumique actuelle en une particule,

la distorsion stérique actuelle de trois directions matérielles initialement orthogonales,

la distorsion angulaire actuelle de deux directions matérielles initialement orthogonales.
Toutes ces grandeurs scalaires sont objectives.

A chaque instant il existe en toute particule P des directions matérielles orthonormées qui sont
principales. Les dilatations linéiques dans ces directions matérielles sont dites principales : elles
sont des extrémums des dilatations linéiques actuelles dans toutes les directions matérielles
issues de la particule P.

Dans le cas de petites déformations, il est possible d’écrire des expressions simplifiées, mais
approximatives, pour les dilatations linéique, surfacique et volumique actuelles.

L’analyse des vitesses de déformation a conduit a la définition d’un tenseur des taux de défor-
mation objectif qui permet d’évaluer en une particule les grandeurs cinématiques scalaires
suivantes () :

(@) Dans la liste qui suit, le mot « taux » signifie : dérivée temporelle logarithmique.
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le taux de dilatation linéique actuel dans une direction matérielle,

le taux de dilatation surfacique actuel dans une facette matérielle,

le taux de dilatation volumique actuel en une particule,

le taux de distorsion angulaire actuel de deux directions matérielles initialement orthogonales,
la dérivée temporelle de I’angle actuel de deux directions matérielles,

le taux de distorsion stérique actuel de trois directions matérielles initialement orthogonales,
la dérivée temporelle actuelle du produit mixte de trois directions matérielles actuelles.
Toutes ces grandeurs scalaires sont objectives.

En revanche, la vitesse de rotation des directions matérielles n’est pas une grandeur objective.

La cinématique des milieux continus ne fait que décrire les mouvements, les déformations et les
vitesses de déformation, sans se préoccuper des causes qui les provoguent. La relation entre le
mouvement et les sollicitations extérieures fait I’objet du cours suivant : Equations générales des
milieux continus @, du méme auteur.

@ Disponible a , Ou bien



Al

A

Dilatations et distorsions
maximales

Dans cette annexe la déformation en une particule est représentée par le tenseur de déformation
actuelle non objectif U car il donne lieu & des écritures un peu plus simples dans les démonstra-
tions. On verra dans la suite que ce choix est sans aucune importance, car les extremums que 1’on
va calculer s’expriment en fonction des dilatations linéiques principales £l g de la déformation,
lesquelles peuvent se calculer a partir de n’importe quel tenseur de déformation.

Le tenseur de déformation U étant symétrique, on peut toujours écrire :

ou les valeurs propres ordonnées I; > 1, > I3 > 0 sont les dilatations linéiques principales de
cette déformation et oul les trois vecteurs fe¥ g sont une base propre orthonormée directe des
tenseurs de déformation non objectifs [sec. 4.4.4 p. 57].

Dilatations linéiques extrémales
Soit une direction matérielle u dont la direction de référence est le vecteur unitaire ug. La
dilatation linéique actuelle dans cette direction matérielle est :
1
Ke(u) = up U? ug 2 [éq. (4.15) p. 55]
= (U u) U upy) (U est symétrique)
=kU upk

On se propose de rechercher quelles sont les valeurs extrémales de la dilatation linéique actuelle
sur I’ensemble des directions matérielles issues de la particule P, et accessoirement dans quelles
directions matérielles on atteint cette dilatation linéique extrémale.

Pour envisager toutes les direction matérielles up, on pose :

uo =Q(m) €Y

ou Q(m) est une rotation, fonction quelconque d’un paramétre m. Les propriétés des tenseurs
orthogonaux nous assurent que 8Q(m); kugk = 1. La dilatation linéique dans la direction
matérielle u s’écrit donc :

K:u) =kU Q(m) ek (A.1)
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Pour rechercher les dilatations linéiques extrémales, il suffit d’annuler la dérivée %K‘(u) :
HKe(u) 4Lk Q(m) ek
K-(u) kU Q(m) eYk

U Qe) U Qe Ak _ v
KU Q ellez (rappe Cam T vk d—m)
_ef Q7 L% {Q ¢
T kU QYK
_ Y QT U2 Q Q7 Qe
B kU Q eVk?
ey TAe) e/ TAGE
= = K->0 A.2
ou on a posé dans la derniére ligne :
T=Q” U? Q=Ry-(U? symétrique défini positif (A.3)
A=Q d(:nQ antisymétrique quelle que soit la fonction Q(m) (A.4)

Lorsque la rotation Q(m) varie, le tenseur A prend une valeur antisymétrique quelcongue. La
dilatation linéique est donc extrémale quand :

el T A el =0, 8Aantisymétrique  [éq. (A.2)] (A.5)
On définit les composantes des tenseurs T et A sur la base propre de U :
T=Tijef e o0Tj=Tj, composantesdeT sur labase propre orthonormée fe g de U ;
A=H a tenseur antisymétrique quelconque otla = a;e} est un vecteur quelconque.
L’équation scalaire (A.5) s’écrit alors ) :
asTip+a,Ti3=0; 8a; 8ap 8as

dont la solution est : T;o =0 et T3 = 0. La matrice des composantes du tenseur T est donc de
la forme :

3
Tn O 0
[T]1=40 Typ Ts°
0 Ty Ta3

et la dilatation linéique extrémale est [éq. (A.1) p. 101] :
Ke=kU Q(m) ek D K2=e¢! QP U? Qe =¢eY T e&/=Ty
ol Ty; est une valeur propre du tenseur T.

Les valeurs propres de U2 sont: (12; 12; 12). Les propriétés des rotations impliquent que les
valeurs propres de T et U2 sont les mémes, mais dans un ordre éventuellement différent.

Les dilatations linéiques extrémes sont donc les valeurs propres de U, c’est-a-dire les dilatations
linéiques principales de la déformation. La plus grande est I, et la plus petite est 13. Ces valeurs
sont atteintes quand la direction matérielle u coincide avec les directions matérielles principales
actuelles de la déformation.

@) Pour I"écrire, on peut s’aider d’un logiciel de calcul formel.
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Distorsion angulaire maximale

Soit un couple de deux directions matérielles initialement orthogonales fuél);uéz)g. La distorsion
angulaire actuelle de ce couple de directions matérielles est :

KO KO

dd = — 2 [1;,¥] [6q. (4.46) p. 65]
S

Chague couple de directions matérielles initialement orthogonales a sa propre distorsion angu-

laire, car les dilatations linéiques K et k@ dépendent des directions matérielles et la dilatation
surfacique Ks dépend de la normale unitaire au plan des deux directions matérielles :

KO=kU Pk ; K@=k uPk g @.15)p.55

Ks=detUkU ‘! (uél) ’\uéz))k ([éq. (4.40) p. 63]; u(()l) et ugz) orthogonaux)

On se propose de rechercher quelle est la valeur maximale de la distorsion angulaire dans cette
déformation sur I’ensemble des couples de directions matérielles initialement orthogonales, et
accessoirement pour quels couples de directions matérielles on atteint cette distorsion angulaire
maximale. Pour envisager tous les couples de vecteurs orthogonaux fu(()l);ugz)g, on pose :

1 2
u=Q(m) & et uP =Q(m) e

ou Q(m) est une rotation, fonction quelconque d’un paramétre m et ou ef et e‘zJ sont les deux
premiers vecteurs de base d’une base propre orthonormée de U. Les propriétés des tenseurs
orthogonaux garantissent que ugl) et ugz) sont orthogonaux quelle que soit la rotation Q(m).

La distorsion angulaire du couple de vecteurs (u(()l);u(()z)

._ KU Q(m) ekku Q(m) efk kU Q(m) eYkku Q(m) eYk
~detUkU 1 (Q(m) eY ~Q(m) eY)k  detUKU I Q(m) (Y ~eY)k
. kKU Q(m) eYkkU Q(m) eYk

~ detUkU 1 Q(m) eYk

) s’écrit donc :

(A.6)

Comme on peut le constater, la distorsion angulaire du couple de vecteurs (ugl);ugz)) dépend de
la rotation Q(m).

Recherche de la distorsion angulaire maximale

Pour rechercher les distorsions angulaires extrémales, il suffit d’annuler la dérivée d%d a.

&da _ SKU Q(m) elfk_'_a%ku Q(m) ek Lku 1 Q(m) eYk
da KU Qm) e’k kU Q(m) eYk kU 1 Q(m) Yk
_UQd) U fiQe) UQeH U HQed) U Qe U Qe
kU Q efk? kKU Q eJk? kU 1 Q ek
& Q7 U2 foel o QTUZ S0 & QU2 HQe
kU Q eYk? kKU Q eJk? kU 1 Q eJk?
& Q" U’ Q Q" fQef ¢ Q" U2QQ” 3Qe) e QU 2QQ” Qe
ey Q> U2 Q ey ey Q> Uz Q ey ey QU 2Qey
ey TA & TAe e/ TLAE

= +
U U U U UT 1gU
e; T ej e5 T e e; T *e3
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ou, comme dans la section prévédente, on a posé dans la derniére ligne :
T=Q U? Q=Ry-(U?% symétrique défini positif (A.7)
d C . .
A=Q %Q antisymétrique quelle que soit la fonction Q(m) (A.8)
Lorsque la rotation Q(m) varie, le tenseur A prend une valeur antisymétrique quelconque. La

distorsion angulaire d2 est donc extrémale quand :

ey TAe! e TAe) e T1AGE o
=0; 8Aantisymétrique A.9
e T €Y ey T eY ey T 1eY y a (A9)

On définit les composantes des tenseurs T et A sur la base propre deU :

T=Tijef e o0Tj=Tj composantesdeT sur labase propre orthonormée fe g de U ;

A=H a tenseur antisymétrique quelconque ou a = a;u; est un vecteur quelconque.
L’équation scalaire (A.9) s’écrit alors @ :

azT (T Ta2) L 2T (Tuir Tog T12Tiz)  arTio (Tis Tz T12T2s)
Ti1 T2 T TuTe T35 T TuTe T5

=0; 8a; 8ay 8as

La résolution de ces trois équations a 6 inconnues T implique que la matrice des composantes
de T dans la base propre de U est de I’une des deux formes suivantes :

2 3 2 3
Tu 0 T3 Tu T2 O
M]=40 Ty T ou [M]=4T; Ty 09
Tiz Tz Ts3 0 0 Ts3

On calcule les distorsions extrémales dans ces deux cas.

Cas [M;] Ladistorsion angulaire des deux directions initialement orthogonales uél) =Q e} et
u®) =Q ey est [éq. (A.6) p. 103] :

2 _ kU Q efkku Q eVk
detUKU * Q eJk

T11 T _
det(My) (M, Das

wUl=QT Q> D> di=

Dans ce cas, il n’y a donc pas de distorsion angulaire (les deux directions u(()l) et u§,2> restent

orthogonales aprées déformation). Cet extrémum est un minimum de la distorsion angulaire.

Cas [My] Les valeurs propres de T =Q~ U? Q, c’est-a-dire celles de [M,], sont :
(Tir+T12; T Ti; Taa)

Les valeurs propres de U2 sont: (12; 12; 12). Les propriétés des rotations impliquent que les
valeurs propres de T et U? sont les mémes, mais dans un ordre éventuellement différent :

Tu+Te=17; Tu Tz=17; Ts=17 ol (i j;k) est une permutation de (1;2;3),

@) Pour I’écrire, on peut s’aider d’un logiciel de calcul formel.
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ce qui entraine :

. I EEd . 12
11-7 , 12 — 2

Les extremums de la distorsion angulaire des deux directions orthogonales uél) et uéz) sont donc

[éq. (A.6) p. 103] :

._ kKU Q eYkku Q €Yk
detUkU T Q eVk

> d¥2= TuTe  _ T3 _ (12 +17)?
detM)M, Loy (T +Ti2) (Tn Ti2) 41217

Les distorsions extrémales sont donc :

2 2
. I+,
AR

LY - .
+— + - ou(i; j;k) est une permutation de (1;2;3).

N -
-

Le tenseur de déformation U étant symétrique défini positif, les valeurs propres I; et I sont
strictement positives. On verifie aisément que si les valeurs propres sont distinctes, alors

3 |L}+ 1. >1. Ces extremums sont donc des maximums relatifs de distorsion angulaire.

Les trois maximums relatifs de distorsion angulaire sont donc :

1 |1 |2 1 |2 |3 1 |3 Il
2=z + codid=Z L+ 2 dE=Z 2+ = A.10
8 172 15 1, 272 11 13 (A-10)

2 I Iy

Sionpose 11 = 1, > I3 >0, on vérifie aisément que la distorsion angulaire maximale est celle
calculée avec les valeurs propres extrémes :

1 13 1
_ s I

> L (A.11)

difax =
La distorsion angulaire maximale d3,, en une particule est une fonction des dilatations linéiques
principales extrémes. Elle peut étre évaluée avec n’importe quel tenseur de déformation.

Recherche des couples de directions de distorsion angulaire maximale

On peut préciser quelles sont les rotations Q qui définissent les couples fugl); ugz)g de distorsion
angulaire extrémale. Les composantes dans la base feYg des vecteurs propres unitaires du
tenseur T sont les vecteurs propres de la matrice [M5] :

eU 4+ U eU U
t:;%% ; t|j=%9§—2 ot =us

Les propriétés des rotations impliquent qu’elles sont aussi t;, =Q~ e}j [éq. (A.7) p. 104].
On a donc I’égalité :

U — U > U _~A> —
e; b, =e; Q7 e =Qp = Qy;
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Les composantes ) de Q dans la base orthonormée e g sont donc : Q i=t, eLJ-J. Pour toutes
les permutations de (i; j; k), on obtient les six matrices de rotation suivantes :

2 3 2 3 2 3
2 #0 F F 0 9 91
§ P2 P L 80 0 1% §2 2 of
2 2 P. P. b, B
0 0 1 2 20 2 £ 0
I {z } I {z } | {z }
(123) (231) (312)
2o ¥p 3 2 p % 3 2 ° 3
7 2o 7 & 0 %, 8 1
5 5 2 2
o g 1 2% 2 o8 2.7 & 06
2 20 0 0 1 2 20
217 2__g7
I { } I z } | { }
Q32 Q13 QG2

Ces six rotations s’interprétent geometriquement de lagnaniere suivante :
(on pose gy =arccos( 3 —2)etgp =arccos( 3+ ) :
- est une rotation d’angle £ autour de &Y, les vecteurs ug” et us”’ sont des bissectrices
(123) gst tation d’angle 2 autour de €Y, les vecteurs u$” etul® sont des bissect
du plan (e7;eY); b
- est une rotation d’angle g; autour de 2)eY Y €Y, lesvecteursug’ etu
(231) st tation d’ang| tourde (1  2)eY Y eV, lesvecteursul) etul?
sont des bissectrices du plan (eY;e¥);
1) @)

. pP_
— QG2 est une rotation d’angle g, autour de e + (1+ 2)eY +eY, les vecteurs uy” et ug
sont des bissectrices du plan (e5;eY);

. P
~ QU est une rotation d’angle g, autour de (1+" 2)ef +ej e, les vecteurs ul? etul®
sont des bissectrices du plan (eY;e¥);
O o)

. P
— Q@ est une rotation d’angle p autour de ( 1+ 2)eY +eY, les vecteursug”’ etug” sont
des bissectrices du plan (&Y ;eg) ;
1) &)

. P_
— QG2Y est une rotation d’angle g, autour de ey (1+ 2)eY €Y, les vecteurs uy” et ug
sont des bissectrices du plan (e};€Y).

Les rotations Q qui définissent les vecteurs initialement orthogonaux u(()') conduisant a la distor-
sion angulaire maximale sont les deux rotations Q3 ou Q132 et les directions de distorsion
angulaire maximale sont les bissectrices du plan (eY ;eg).

Distorsion stérique maximale
La distorsion stérique de trois directions initialement orthogonales est :

_ KOS
==

d® 2[1;¥  [éq. (4.43) p. 64]

Chaque triplet de directions matérielles initialement orthogonales a sa propre distorsion stérique
car les trois dilatations linéiques K.(l), K@ etk® dépendent des directions matérielles. En
revanche, la dilatation volumique K, n’en dépend pas [éq. (4.29) p. 60]. La recherche de la

distorsion stérique maximale en une particule revient donc a rechercher la valeur maximale du
produit KOKPK®,

@) La variance est sans importance dans une base orthonormée.
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Comme dans la section précédente, on utilise le tenseur U pour évaluer les dilatations linéiques,
et on utilise une rotation Q(m) quelconque pour engendrer tous les triplets de directions maté-
rielles initialement orthogonales a partir d’une base propre orthonormée du tenseur de déforma-
tionU :

ug’ =Q(m) e/
La distorsion stérique est alors :

_ KU Q(m) eYkkU Q(m) eYkkU Q(m) eYk

S
d detU

Recherche de la distorsion stérique maximale

Pour rechercher la distorsion stérique maximale, il suffit d’annuler la dérivée %ds.

d d U d U d U
ds kU Q ek kU Q eyk kU Q eyk

dm dm 1 dm 2 dm 3 o
g5 = efk + eg K + eg K (detU est indépendant de m)

Avec des calculs similaires a la section précédente, on obtient :

d

amd® ey TAe e/ TAe) e/ TAE
s @U U U U U U
d e; T ej e; T e e; T e;

ol on a posé comme dans la section précédente :
T=Q  U? Q=Rg-(U?)  symétrique défini positif,
d o . .
A=Q” %Q antisymétrique quelle que soit la fonction Q(m).
Lorsque la rotation Q(m) varie, le tenseur A prend une valeur antisymétrique quelconque. La
distorsion stérique d* est donc extrémale quand :

U (V] U U U U
e; TAe] e TAe; e TAe;
U U U U U (V]
e; T e e; T e e; T e

=0; 8Aantisymétrique (A.12)

En écrivant les composantes de T et de A=H a sur la base propre orthonormée de U, il
vient :

azTi2 (T T22) L 22T (Taz Ti1) L T (Tzz Ta3) _
Ti1 T2 Tz Tia T2 Ts3

0; 8a;8ay8as

ou les termes diagonaux Tyq, T2 et T3 sont respectivement les carrés des dilatations linéiques
dans les directions u(()l), ugz) et ugz). IIs ne sont donc jamais nuls. La résolution de ce systeme
de trois équations a six inconnues implique que la matrice des composantes de T dans la base
propre orthonormée de U a I’une des cing formes suivantes :

32 32 32 32 3
T1 O 0 X T O X 0 T3 T1 O 0 X T Ti3

40 Tp 054T, x 0540 Tp 09540 x Tu54Tn x  Txd

0 0 T33 0 0 T33 T13 0 X 0 T23 X T13 T3 X
—{z— 23 | {z Fl—F— "3

casn 1 casn 2,3,4 casn 5
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Casn 1 LestenseursT etU? ont la méme base propre. On a donc :
Tu=17 ; Tp=17 ; Ta=IZ ou(];k) estune permutation de (1;2;3).

L1

= 1. Cet extrémum est donc
IR PYE

La distorsion stérique pour cet extremum est alors : d° =
un minimum de la distorsion stérique.

Casn 2,3et4 Ces trois cas sont similaires : le tenseur T a une direction propre commune
avec U2, Par exemple, pour la matrice n 2, les valeurs propres de T (x+Ty2;x  Ty2; Ta) sont
aussi celles de U2 :

x+Tp =17 ; x T=017 ; Ts=17 ou(;];k) est une permutation de (1;2;3),
ce qui implique :

2 2
1+ 1
2

La distorsion stérique pour cet extrémum est donc :

X =

o KTy _ (IZ+ID?12 _ P+ K

d> = = ds =
k- arziziz 2 201, 1

Pour toutes les permutations de (i; j; k) on obtient :

(Z+1H1_1 L1

d; = =2 =+ =di>1
SARY P PY PR R PUM PR
2. 12
211,13 2 I Iy
2. 12
dlS=(I2+|3)|1:} PINILE —di>1

21113 2 TS TZ

Pour les matrices n 3 et 4, les calculs sont semblables et conduisent aux mémes maximums
relatifs. Ainsi, pour ces cas 2, 3 et 4, I’extrémum de la distorsion stérique est un extrémum de
la distorsion angulaire [éqg. (A.10) p. 105]. On sait des distorsions angulaires que d est la plus
grande. d3 est donc (pour I’instant) la plus grande distorsion stérique.

Remarque — Il n’est pas étonnant de retrouver que les extrémums relatifs de la distorsion stérique
trouvés ici soient aussi des extrémums de la distorsion angulaire : les extrémums de la distorsion
angulaire sont obtenus quand les directions u(i)l) et ugz) sont les bissectrices des plans (eiU;eLjJ
[section A.2.2 p. 105]. La troisiéme direction u03) est donc la direction propre ek’. On trouve donc
ici un maximum relatif de la distorsion stérique lorsque I’une des trois directions initialement

orthogonales est une direction principale de U.

Casn 5 Dans ce dernier cas, le tenseur T et le tenseur U2 n’ont aucune direction propre

commune. En revanche, les dilatations linéiques des trois directions initialement orthogonales

ugl), u§,2> et u63)sont égales :

P

KO=k ulk=( T e¥)i="x D> KPKOPk®=x}
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D’autre part, les propriétés des rotations impliquent que trT = tr (U?), ce qui implique :

2412412
_ I+
3

La distorsion stérique de cet extrémum est donc :

i KOKAOK® _x3 _ (12+17+12)% _ P3 2+ 12+12)}
4 Kv Kv 3P§|1|2|3 9 |1|2|3

Conclusion

Sion pose 13 > 1, > 13 >0, on peut prouver ® que d§ > d$. La distorsion stérique maximale
est donc :

Io§(|12+|22+|32)%

9 11,105

(A.13)

S
dmax -

La distorsion stérique maximale en une particule est une fonction des dilatations linéiques princi-
pales actuelles. Elle peut donc étre évaluée avec n’importe quel tenseur de déformation.

Recherche des triédres des directions de distorsion stérique maximale

Il existe une infinité de rotations Q définissant les ué') et conduisant a la distorsion stérique
maximale ®), On laisse le soin au lecteur de vérifier ®) que I’une des solutions est le tenseur Q
dont les composantes dans la base propre orthonormée feV g sont :

2r r r 3
12+12 212 212 12 12 12+12 212
6(12 12 312 1) 6%12 12)

2 0 2

r 2 r 2
212 12 12 12417 212 212 12 12
6(17 12) 317 1) 6(17 12)

Afin d’illustrer I’existence d’une infinité de rotations Q conduisant
a la distorsion stérique maximale, la figure ci-contre montre, sur
une demi-sphére unité, la trace des axes des rotations Q conduisant
a un triédre fué')g de distorsion stérique maximale (cette figure
a été calculée avec un logiciel de calcul formel pour les valeurs :
I, =1:25 1, =1 et I3 =0:75). A chaque axe de rotation est
associe un certain angle de rotation compris entre 0 et p.

@ 11 vaut mieux s’aider d’un logiciel de calcul formel, en montrant que d§? d32 >0

) En interprétant les composantes de Q dans la base fe¥ g comme une matrice de changement de base entre
deux bases orthonormées, on en déduit un corollaire : pour tout tenseur symétrique, il existe une infinité de bases
orthonormées dans laquelle la matrice des composantes a ses termes diagonaux égaux.

©) 11 est préférable de s’aider d’un logiciel de calcul formel.
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B

Dérivées particulaires utiles

Les dérivées particulaires des tenseurs de déformation (objectifs ou non) ont des relations avec
le tenseur des taux de déformation objectif D. Comme on va le voir, ces relations ne sont pas
triviales. En mécanique des milieux continus, on aura surtout besoin de la dérivée particulaire
des invariants (scalaires) des tenseurs de déformation.

Rappels

Dans cette annexe, on ne donnera que les dérivées particulaires des trois invariants fondamentaux
(S1;S1; Sin), c’est-a-dire les coefficients du polynéme caractéristique d’un tenseur de déformation
symétrique S. S’il plait au lecteur (notamment pour des raisons d’interprétation physique des
invariants) dutiliser un autre triplet équivalent (Y) d”invariants définis par :

£SO = tO(S;;S;Sm) ; $@ = 1O(S;;Su;8m) 5 S© = 1O(S);Su;Sm)g
il est facile de trouver les dérivées particulaires de ces nouveaux invariants par les formules :

SW =08+ fWs, + 505,
SO =1 fDS +9,1@s, + 13t @y,
SO =1 {8 + 1,15, + 13O gy,

Par ailleurs, on rappelle un résultat d’algébre tensorielle : pour tout tenseur symétrique S, les
dérivées particulaires des invariants fondamentaux s’écrivent :

$=G:S (B.1)
Si=(56 9):S (B.2)
S||| =G S8 +SZ) 'S =SS 1.8 siS existe (B.3)

Pour évaluer les dérivees particulaires des trois invariants fondamentaux de S, il suffit donc
de savoir évaluer les trois produits scalaires (S :S), (S?:S) et éventuellement (S ! :S)
siS I existe.

. . . — P
Enfin, on rappelle que les tenseurs de deformation objectifs B,V = B et M = LnV, leurs
puissances, leur exponentielle et leur logarithme ont leurs directions propres communes, les
produits contractés simples de deux d’entre eux sont donc commutatifs.

@ Pour que ce changement d’invariants soit valide, il faut s’assurer que le jacobien de la transformation
£5:51:Simg B 5O 5@ 5G)g soit non nul.
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B.2 Tenseurs de déformation objectifs
B.2.1 Tenseur de déformationB=F F~

Sa définition est : B=F F~ [section 4.4.1 p. 54]. Sa dérivée particulaire est donc :

B=FF+FF =FFYFF)+FF)FTF)
=(D+W) B+B (D+W)~
B=(D+W) B+B (D W) (B.4)

ol on a utilisé la relation : F F 1= gradgev=D+W [éq. (2.32) p. 31 et ég. (5.3) p. 82],
et oUW = asymgradgv.

Remarque — Bien que le tenseur de déformation B soit un tenseur objectif, le lecteur veérifiera
aisément que sa dérivée particulaire B ne I’est pas [th.3.18 p. 46], notamment en raison de la présence
du tenseur non objectif W .

Avec un peu de calcul algébrique ), on montre que :
8n2N; B":B=2B"1:D
En particulier, pourn=0,n=121etn =2, il vient :
G:B=2B:D ; B:B=2B?’:D ; B?:B=2(B;;G B;B+BB?:D (B.5)

En utilisant les résultats rappelés en (B.1), (B.2) et (B.3) [p. 111], on en déduit les dérivées parti-
culaires des invariants fondamentaux du tenseur de déformation B en fonction de B et D :

B.=G:B=2B:D (B.6)
By=(B/G B):B=2(B,B B?:D (B.7)
B|||:(B||G B|B+BZ)ZB:28|||GZD (B8)
Méthode alternative — 1l est possible d’obtenir (ou de vérifier) ces résultats sans algebre tensorielle,

en écrivant les composantes de B dans une base propre orthonormée eV g commune aux tenseurs de
déformation objectifs. Par exemple, on obtient (B.6) de la maniére suivante :

I, I3 I

Bi=(I2+12+12y=2 I2=+122+122 ou-'=e' De =t [éq(54)p.8]
|1 |2 |3 I
On obtient le résultat en remarquant que :
2. 3>
. . . 2 3 L Dy D
I I, I I 0 0 T g
2 12+ 12 2+12 2 =2tr 40 12 05§D12 B Dzé =2B:D
1 P I5 0o 0 12 2
8 Diz Dz ¢

I3

On laisse le soin au lecteur de procéder de la méme maniére pour les dérivées particulaires des autres
invariants.

@ On rappelle que sa formule de changement d’observateur est : W =Q; W Q7 + %% Q: [é9. (5.35) p. 95].
@ On utilise les propriétés du produit combiné des tenseurs du second ordre : A: (B C) = (B~ A):C. Dans la
derniére égalité de (B.5), on utilise I’identité de Cayley-Hamilton : T3 T, T2+T,T T,;G=0.
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B.2.2 Tenseur de déformationV = p§

De I’équation (B.4) [p. 112], il vient :
VV+V V=D+W) VZ+VZ (D W) (B.9)

Remarque — La dérivée particulaire V est solution de cette équation tensorielle ), mais il n’est pas
nécessaire de la résoudre pour calculer les dérivées particulaires des invariants de V.

Avec un peu de calcul algébrique ®, on déduit de I’équation (B.9) que :
8n2N; V"™l:v=vy"2.p
En particulier pourn=1,n=0etn=1, il vient:
G:V=V:D ; V:V=V2:D ; VZ:v=Vv3:D=(V,V? VV+V;;G):D

En utilisant les résultats (B.1), (B.2) et (B.3) [p. 111], il vient :

Vi=G:V=V:D (B.10)
ii=MWG V):V=\V V?:D (B.11)
V||| = (VIIG viv +V2) V =ViuG:D (B.12)

Remarque — On peut vérifier ces résultats sans calcul tensoriel par une méthode alternative similaire
a celle exposee page 112 en écrivant les composantes des tenseurs dans une base propre de V.

B.2.3 Tenseur de déformation M = InV

De I’équation (B.9) [p. 113], il vient :
eM @y+@EeMy eM=D+W) eM+e?M D W) (B.13)

Rappel — On rappelle que, par définition,

¥ ak
w_ ¥ MK

¥ Mk
WSt

> @M= Loy
k=1 K! k=1 K!

e
k=0

ol (MK est la somme de k termes qui ne se factorisent pas © :
MY=M M T+M M M¥ 2+M> M M* °+  +MK 1 M

L’équation (B.13) est donc bien une équation en M, mais elle est compliquée (.

) On en connait la solution : V. =V 1 sym(VZ (D W))+V 1 A ol A est le tenseur antisymétrique sui-
vant:A= H H:V 'H) * H:v !symv2 O W))) . Lacomplexité de cette expression devrait
décourager toute tentative d’utilisation de la dérivée particulaire V' !

®) En calculant le produit scalaire (V" : équation(B.9))

®) La dérivée particulaire M ne commute pas avec M, ni avec ses puissances entiéres, car elle n’a pas de base propre
commune avec MP. _

() Contrairement au cas précédent [note 4 p. 113], I’expression de M en fonction de M, D et W semble inaccessible.

Comme précédemment, on peut heureusement s’en passer pour évaluer les produits scalaires M" : M.
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Soit S un tenseur symétrique ayant une base propre commune avec M. De I’équation (B.13) on
déduit :

S:eM E))+S: (M) eM=S: ((D+W) eeM)+S: (™ (D W))
2(S eM) : (eM)') =2(S eZM) :D (propriétés de A : (B C) etW est antisymétrique)
(S V):V=(S V?:D; 8ScommutantavecM (B.14)

D’autre part, puisque S est un tenseur symétrique ayant une base propre commune avec M, le
produit contracté double S : (M) s’écrit :

S:MY=S:M M H+S: (M M MK )+ +S: (M1 M)
=6 MH:M+@E M H:M+ +@6 MK 1):Mm (S et M¥ * commutent)
=k(S M ): M

orv=_eMy= ¥, %M";onadonc:

S'\'/—¥£S'(Mk)'—¥ L (s MK 1N
' =y K! ' = (kD! '
¥ . ¥ Mp .
= il(s MP):M=§ &l ‘M= eM):M
p=0 " p=0 P*
S:V =(S V):M; 8Scommutantavec M (B.15)

Les deux relations (B.14) et (B.15) nous permettent d’évaluer les produits scalaires G :M , M : M

et M2 : M en fonction de D comme suit :

— larelation (B.15) avecS =V lconduita:G:M =V 1:V
la relation (B.14) avecS =V 2conduita:V 1:V=G:D
Onadonc:G:M=G:D

— larelation (B.15) avecS=M V lconduita:M:M=M V 1):V
la relation (B.14) avecS=M V 2conduita: (M V 1):V=M:D
Onadonc:M:M=M:D

— larelation (B.15) avecS=M2 V !conduita:M2:M= (M2 V 1):V
la relation (B.14) avecS =M2 V 2 conduita: (M2 V 1):V =M2:D
Onadonc:M2:M =M2:D

En utilisant les résultats (B.1), (B.2) et (B.3) [p. 111], il vient :

Mi=G:M=G:D (B.16)
My=(MG M):M=MG M):D (B.17)
My =MiG MM+M?):M=M;G MM+M?:D (B.18)

Remarques — On peut vérifier ces résultats sans calcul tensoriel par un méthode alternative similaire
a celle exposée page 112 en écrivant les composantes des tenseurs dans une base propre de M.

Par ailleurs, le lecteur pourra remarquer que méme si les expressions des dérivées particulaires
des invariants du tenseur de déformation M [éq. (B.16), (B.17) et (B.18)] sont d’apparence aussi
simple qu’avec les autres tenseurs de déformation objectifs B et V, leur obtention est nettement plus
compliquée.
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Tenseurs de déformation non objectifs

Le tenseur de déformation C = F~ F est non objectif [sec. 4.4.1 p. 54]. Sa dérivée particu-
laire est :

C=F F+F> F=F> FTF)F+F> FF Y F
=F> (D W) F+F~ (D+W) F
=2FP  DF=2UR>DRU

C=2C: (R D R) C:

Contrairement au tenseur de déformation objectif B, le calcul de la dérivée particulaire C du
tenseur de déformation non objectif C requiert la connaissance de la rotation R (non objective)
de la décomposition polaire F =R U. Toutefois, il est inutile de recommencer les calculs pour
trouver les dérivées particulaires (objectives) des invariants des tenseurs non objectifs car les
invariants des tenseurs qui se correspondent dans le tableau p. 54 sont les mémes, et donc aussi
leur dérivée particulaire [th. 3.17 p. 46]. Par exemple :

Ci=B,=2B:D [ (B.6)p. 112]

=2} G,R:0=2¢: {2

Ry () Rg> (D)

Il en est de méme pour les autres invariants de C ainsi que pour les invariants des autres tenseurs
de déformation non objectifs qui se correspondent. Comme on peut le constater, contrairement
aux tenseurs de déformation objectifs, la dérivée particulaire des invariants des tenseurs de défor-
mation non objectifs ne peut pas s’exprimer en fonction seulement du tenseur de déformation
non objectif et de D : il faut connaitre en plus la rotation R (non objective [th. 4.14 p. 56]) de la
décomposition polaire du gradient de la transformation F.

Anticipation — La présence du tenseur rotation non objectif R dans I’expression de la dérivée
particulaire (objective) des invariants des tenseurs de déformation non objectifs empéche I’utilisation
du théoréme de représentation sur les fonctions isotropes ) lorsque Ion écrit les fonctions d’état
d’un milieu continu en fonction de ses variables d’état : une des variables d’état est un tenseur de
déformation non objectif, ce qui complique I’expression des lois de comportement. La présence du
tenseur non objectif R dans les lois de comportement amene les auteurs qui utilisent des tenseurs
de déformation non objectifs a nommer « tenseur des contraintes » (de Piola-Kirchhoff ou autres,
certains non symeétriques) des groupements de termes ou R intervient et dont la signification physique
est obscure. L'utilisation des tenseurs de déformation objectifs est donc préférable.

®) Voir le cours Algébre et analyse tensorielle pour I’étude des milieux continus, du méme auteur [note 1 p. 3].
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