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Avant-propos

La description de la déformation et des efforts intérieurs en mécanique des milieux continus, nécessitent
l’utilisation de tenseurs, non introduits en mécanique despoints matériels ou en mécanique des solides
indéformables. En effet, dans ces deux mécaniques élémentaires, pour représenter mathématiquement les
grandeurs physiques envisagées (vitesses, forces, etc), il suffit de manipuler au plus des champs de vecteurs.
En outre, les déformations et les efforts intérieurs n’étant généralement pas uniformes dans un domaine de
milieu continu, on aura à envisager deschamps de tenseurs. On aura donc à généraliser les notions de
gradient, divergence, rotationnel et laplacien pour de tels champs.

Toutes les définitions et les équations fondamentales de la mécanique des milieux continus peuvent s’expri-
mer systématiquement sous forme tensorielle. Outre l’avantage de la concision des formules, cette présenta-
tion met clairement en évidence que tout résultat de physique devrait être tensoriel par essence, c’est-à-dire
indépendant de la base choisie pour faire les calculs et indépendant du système de coordonnées utilisé pour
repérer un point dans l’espace.

Ce cours consiste donc en un complément mathématique d’introduction sur les tenseurs. Il est en partie
limité aux tenseurs construits sur un espace vectoriel de dimension 3 et se restreint au strict minimum
indispensable pour comprendre la mécanique des milieux continus. Il ne peut en aucun cas être considéré
comme complet !

La lecture de ce cours suppose connues les notions suivantes:

– algèbre et analyse des fonctions de variables réelles à valeur réelle:
fonctions de une ou plusieurs variables, dérivées partielles, équations différentielles ordinaires et aux
dérivées partielles, différentiabilité, intégrales simples et multiples;

– algèbre et analyse vectorielle:
espace vectoriel, bases, produit scalaire, produit vectoriel, espace vectoriel euclidien, gradient d’un
champ scalaire, divergence et rotationnel d’un champ vectoriel, théorème de Green, théorème de
Stokes et théorème de la divergence (Ostrogradski);

– algèbre matricielle:
matrice, produit matriciel, changement de base, inversion, valeurs propres et espaces propres asso-
ciés, résolution de systèmes linéaires;

Dans la mesure du possible, on respectera les conventions typographiques suivantes :

– les nombres réels sont en minuscules italiques (exemple :a,µ);
– les vecteurs sont en minuscules italiques grasses (exemple :vvv);
– les tenseurs sont en majuscules italiques grasses (exemple :TTT);
– les termes d’une matrice sont rangés dans un tableau entre crochets, à deux indices, l’indice de

gauche est l’indice de ligne, et l’indice de droite est l’indice de colonne :
[m11 m12 m13

m21 m22 m23
m31 m32 m33

]
=
[
mi j
]

– la transposition des matrices est notée avec unT en exposant (exemple :MT );
– les espaces d’entités mathématiques sont en majuscules doublées (exemples : l’espace des réels :R,

l’espace des vecteurs de dimension 3 :V3).
– le produit vectoriel de deux vecteurs deV3 est noté «∧ ».
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Chapitre 1

Algèbre tensorielle

Dans ce chapitre on définit les tenseurs et leurs opérations algébriques. Avant d’en donner la définition, on
commence par introduire une convention de notation inventée par Einstein pour ses calculs en mécanique
relativiste, et couramment utilisée aujourd’hui dans toutes les spécialités qui utilisent des calculs vectoriels,
matriciels et tensoriels.

1.1 Convention de sommation d’Einstein

Dans les calculs sur les composantes de tenseurs, on aura souvent à manipuler des expressions de la forme :

n

∑
i=1

n

∑
k=1

ai
jk bi c

k (Les indices en haut ne sont pas des puissances mais des numéros)

En outre, les sommations auront toujours les mêmes bornes 1 et n (en mécanique des milieux continus
classique,n= 3).

REMARQUE : Pour l’instant, la hauteur des indices n’a pas de signification. Elle en prendra une plus loin.

La convention d’Einstein consiste à omettre les signesΣ. On écrira donc :

n

∑
i=1

n

∑
k=1

ai
jk bi c

k = ai
jk bi c

k

On reconnaît qu’il s’agit d’une sommation sur l’indicei car il apparaît deux fois, une fois en haut et une
fois en bas, dans le monômeai

jk bi ck. Il en est de même pour l’indicek. Dans l’exemple ci-dessus, on
est donc en présence d’une double sommation, l’une sur l’indice i, l’autre sur l’indicek. Pourn = 3, le
monômeai

jk bi ck représente donc la somme de 9 produits de 3 termes :

a1
j1b1c1+a1

j2b1c2+a1
j3b1c3+

a2
j1b2c1+a2

j2b2c2+a2
j3b2c3+

a3
j1b3c1+a3

j2b3c2+a3
j3b3c3

Les indices de sommation sont appelésindices muetscar on peut changer leur nom sans changer la valeur
du résultat. En effet :

ai
jk bi c

k =
n

∑
i=1

n

∑
k=1

ai
jk bi c

k =
n

∑
p=1

n

∑
q=1

ap
jq bpcq = ap

jq bpcq

1



1. ALGÈBRE TENSORIELLE

Les autres indices, qui n’apparaissent qu’une fois dans le monôme, sont appelésindices réels. Dans l’exemple
précédent,j est un indice réel. Le monômeai

jk bi ck décrit donc 3 nombres (j = 1· · ·3) , chacun d’eux étant
la somme de 9 termes.

Cette convention de sommation n’est pas seulement utile dans l’algèbre tensorielle. On peut aussi l’utiliser
en calcul vectoriel ou matriciel.

EXEMPLE 1 : Soient un espace vectorielV de dimensionn et l’une de ses bases{eeei}. Si on décide de numéroter ses composantes
avec un indice en haut, un vecteurvvv∈ V s’écrit :

vvv=
n

∑
i=1

vi eeei = vi eeei = vmeeem

Remarquer que dans la ligne ci-dessus, il n’y a pas d’indice réel: il s’agit d’une seule égalité.

L’équation vectorielleuuu+2vvv = www n’a ni indice de sommation ni indice réel. Cette égalité vectorielle est équivalente auxn égalités
suivantes :

ui +2vi = wi

Noter que l’indice réeli est le même dans chaque monôme. Il permet de savoir que l’on a écritn égalités en une seule ligne.

EXEMPLE 2 : SoitM une matrice carréen×n, de terme généralMi
j , avec la convention habituelle : l’indice de gauche est l’indice

de ligne et l’indice de droite est l’indice de colonne. Pour rappeler la hauteur des indices de ses termes, on la note[M••].
Soit une matrice colonne den lignes, de terme généralck, notée[c•].

Les règles du produit matriciel donnent un sens au produit noncommutatif[M••] [c•]. On sait que le résultat est une matrice colonne,
que l’on notera[a•], dont le terme général est :

ai =
n

∑
p=1

Mi
p cp = Mi

p cp

Remarquer que, là encore, l’indice réeli est le même dans tous les monômes; cette ligne représente doncn égalités.

EXEMPLE 3 : Le produit de deux matrices carrées[M••] et [P••] est une matrice carrée[Q••] de terme général :

Qi
j =

n

∑
k=1

Mi
k Pk

j = Mi
k Pk

j (mêmes indices réels dans tous les monômes)

La ligne ci-dessus a deux indices réels (i et j), elle représente doncn2 égalités.

1.1.1 Règles de la convention de sommation d’Einstein

Les constatations précédentes suggèrent de poser les règles suivantes dont une partie, sur les hauteurs
d’indices, sera justifiée plus loin :

1. un indice de sommation est appeléindice muet; dans un monôme, il doit apparaître exactement deux
fois : une fois en haut et une fois en bas;

2. le nom d’un indice muet est sans importance et peut donc être changé;
3. un indice non muet est appeléindice réel; dans un monôme, il ne peut apparaître qu’une seule fois

(en haut ou en bas);
4. dans une égalité ou une somme de monômes, les indices réelsde chaque terme doivent être les

mêmes et placés à la même hauteur.

Si une expression indicielle utilisant la convention d’Einstein ne respecte pas strictement chacune de ces
règles, elle est incorrecte et résulte soit d’une erreur conceptuelle (par exemple, on ne peut pas additionner
un vecteur et une matrice), soit d’une erreur de calcul (mauvaise manipulation d’indice).

CONSEIL : C’est une bonne habitude quand on débute, de vérifier à chaque ligne de calcul, que toutes les règles sont bien respectées.

En particulier, un indice ne doit jamais apparaître plus de deux fois dans un monôme.

1.1.2 Symbole de Kronecker

On définit lesymbole de Kronecker: δi
j =

{
1 si i = j
0 si i 6= j

Si l’on range lesδi
j dans une matricen× n, on obtient la matrice unité. Noter que, contrairement aux

2



1.1. Convention de sommation d’Einstein

matrices, l’ordre de ses indices est sans importance. On peut l’écrire indifféremment :δp
q = δp

q = δq
p (la

règle des indices réels est respectée).

Lorsque l’un des indices deδ•• sert d’indice muet dans un monôme, on peut simplifier le monôme en ne
retenant que les termes non nuls.

EXEMPLES :

T i
j δk

i = Tk
j eeej = δi

j eeei δi
i = n (sommation suri)

1.1.3 Représentation matricielle de certaines sommations

Si une expression indicielle ne contient que des termes à un ou deux indices, on peut représenter les som-
mations qu’elle contient sous forme de produits matriciels. Pour ranger des quantités à un ou deux indices
dans des matrices, on adopte les conventions suivantes:

– les quantités à un seul indice sont rangées dans des matrices colonnes, l’indice unique (en haut ou en
bas) est donc un indice de ligne;

– les quantités à deux indices sont rangées dans des matricescarrées : l’indice de gauche (quelle que
soit sa hauteur) est l’indice de ligne, l’indice de droite (quelle que soit sa hauteur) est l’indice de
colonne.

Pour les termes à plus de deux indices, on n’utilise généralement pas de représentation matricielle1.

Si l’on respecte strictement ces conventions de rangement,on peut évaluer une expression indicielle avec
des sommations en effectuant des opérations matricielles.

EXEMPLES : les n termesc j définis par :c j = A j
iii biii = biii A j

iii (sommation sur les indicesi) peuvent être calculés par les produits
matriciels :

[c•] = [A•
•] [b•] ou [c•]

T = [b•]
T [A•

•]T

Lesn2 termesCi
j définis par :Ci

j = Ai
k Bk

j = Bk
j Ai

k (sommation sur les indicesk) peuvent être calculés par les produits matriciels :

[C•
•] = [A•

•] [B•
•] ou [C•

•]T = [B•
•]T [A•

•]T

ATTENTION : Le produit matriciel n’est pas commutatif ([A] [B] 6= [B] [A]), alors que l’égalité (sommes de
produits)Bk

j Ai
k = Ai

k Bk
j est vraie (le produit des nombres réels est commutatif).

Pour savoir si lesn2 termesBk
j Ai

k doivent être calculés par le produit matriciel[A] [B] ou par le produit
matriciel[B] [A], il convient donc de bien repérer la place des indices muets (ici k) pour écrire le bon produit
matriciel !

RÈGLES POUR TROUVER LE BON PRODUIT MATRICIEL: Pour que les termes du monôme apparaissent
dans le même ordre que dans le produit matriciel , il faut réorganiser le monôme de telle façon que :

1. les indices de sommation soient contigus dans le monôme,

2. les indices réels soient conservés dans le même ordre.

Pour parvenir à ce résultat, il faut éventuellement transposer des matrices.

EXEMPLES : Lesn termesci définis par :ci = A ji b j = b j A ji peuvent être calculés par les produits matriciels :

[c•] = [A••]T [b•] ou [c•]T = [b•]
T [A••]

1. Pour ranger des termes à trois indices on pourrait utiliserune « matrice cubique »n×n×n. On peut éventuellement aussi les
représenter avec unen-colonne contenant des matrices carréesn×n ou bien par une matricen×n contenant desn-colonnes. On peut
aussi ranger les termes à quatre indices dans des matrices carrées de matrices carrées. Ces rangements sont peu commodes pour les
calculs.
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1. ALGÈBRE TENSORIELLE

Lesn2 termesCi
j définis par :Ci

j = Aki Bk j = Bk j Aki peuvent être calculés par les produits matriciels :

[C•
•] = [A••]

T [B••] ou [C•
•]T = [B••]T [A••]

Dans ce dernier cas, il a fallu transposer des matrices pour rendre les indices de sommation contigus et garder les indices réels dans

le même ordre de chaque coté de l’égalité.

1.2 Algèbre vectorielle

Cette section contient peu de concepts nouveaux. On la développe néanmoins pour familiariser le lecteur
avec la convention de sommation d’Einstein.

SoientV un espace vectoriel de dimensionn, soit{eeei} une base quelconque2 deV, et soitvvv un vecteur de
V. Pour respecter la convention d’Einstein, on numérote les composantes des vecteurs sur cette base avec
des indices en haut. Un vecteur s’écrit donc :

vvv= vi eeei

DÉFINITION : Les nombres vi sont appelés composantes contravariantes du vecteur vvv sur la base{eeei}.
Les composantes contravariantes sont donc les composanteshabituelles d’un vecteur sur une base. Le
qualificatif « contravariante » est justifié par ce qui suit.

1.2.1 Changement de base

Soit{eee′j} une autre base deV. La nouvelle base{eee′j} se définit naturellement par ses composantes (contra-
variantes) sur l’ancienne base{eeei} par lesn relations:

eee′j = Ai
j eeei (1.1)

oùAi
j est laièmecomposante contravariante du vecteureee′j sur la base{eeei}.

Inversement, l’ancienne base s’exprime sur la nouvelle par:

eeei = Bk
i eee
′
k (1.2)

On peut ranger les nombresAi
j etBk

i dans des matrices carréesn×n, avec la convention habituelle.

DÉFINITIONS : La matrice[A••] est appelée matrice de passage de{eeei} à {eee′i}.
La matrice[B••] est appelée matrice de passage de{eee′i} à {eeei}.
La jème colonne de la matrice[A••] contient les composantes contravariantes du vecteureee′j dans la base
{eeei}.
En combinant les égalités (1.1) et (1.2) page 4, il vient:

eee′j = Bk
i A

i
j eee
′
k (double sommation suri etk⇒ somme den2 termes)

Les vecteurs d’une base étant indépendants, cette égalité ne peut être vraie que sij = k. On en déduit :

Bk
i A

i
j = δk

j ⇔ [B••] [A
•
•] = [I ] où [I ] est la matrice unité.

On en déduit la relation matricielle :[B••] = [A••]
−1. Les matrices[A••] et [B••] sont inverses.

Soitvvv= vi eeei un vecteur donné par ses composantes contravariantesvi sur la base{eeei}. Son expression sur
la nouvelle base{eee′i} est :

vvv= vi eeei = vi Bk
i eee′k = v′k eee′k

2. c’est-à-direa priori ni orthogonale ni normée.

4



1.2. Algèbre vectorielle

Lesn composantes contravariantes{v′k} du vecteurvvv dans la nouvelle base
{
eee′k
}

sont donc:

v′k = Bk
i v

i ⇔
[
v′•
]
= [B••] [v

•] (1.3)

Alors que la nouvelle base{eee′i} se définit sur l’ancienne base{eeei} avec la matrice[A••], les composantes
contravariantesv′k du vecteurvvv sur la nouvelle base se calculent en fonction desvi avec la matrice[B••] =
[A••]−1. Cette constatation justifie le qualificatif de « contravariante » donné aux composantes ordinaires
d’un vecteur sur la base{eeei}.
Il est facile de vérifier que le changement de base inverse est:

vk = Ak
i v
′i ⇔ [v•] = [A••]

[
v′•
]

1.2.2 Base duale

SoitV un espace vectorieleuclidien(on y a défini un produit scalaire).

DÉFINITION : On appelle base duale de la base{eeei} la base notée{eeej} telle que :

eeej ·eeei = δ j
i (1.4)

Par convention, les vecteurs de la base duale ont leur indiceen haut.

REMARQUE : On peut interpréter géométriquement cette définition : un vecteureeei de la base duale est orthogonal à tous les vecteurs

de la base initiale de numéro différent, et son produit scalaire avec le vecteur de même numéro vaut 1.

Il est facile de vérifier que la base duale de{eeei} est la base initiale{eeei}.

1.2.3 Composantes covariantes d’un vecteur

Soitvvv un vecteur deV. On notevi ses composantes sur la base duale{eeei}.
DÉFINITION : Les composantes vi du vecteur vvv sur la base duale sont appelées composantes covariantes
de vvv.

On peut donc écrire l’égalité :
vvv= vi eeei = vi eee

i

En calculant les produits scalairesvvv·eeek etvvv·eeek, il vient :

vvv·eeek = vi eee
i ·eeek = vi δi

k = vk vvv ·eeek = vi eeei ·eeek = vi δk
i = vk (1.5)

Les composantes covariantes d’un vecteur sont ses produitsscalaires avec les vecteurs de la base initiale :

vvv= vi eeei = vi eee
i = (vvv·eeei)eeei = (vvv·eeei)eee

i (1.6)

En effectuant le même changement de base que précédemment, on en déduit les formules de changement
de base des composantes covariantes d’un vecteur :

v′k = vvv·eee′k = vvv· (Ai
keeei) = Ai

k (vvv·eeei) = Ai
k vi

vk = vvv·eeek = vvv· (Bi
keee′i) = Bi

k (vvv·eee′i) = Bi
k v′i

Contrairement aux composantes contravariantes, les formules de changement de base des composantes
covariantes utilisent la matrice[A••], ce qui justifie le qualificatif de « covariante ».
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1. ALGÈBRE TENSORIELLE

On en déduit les matrices de passage entre les bases duales :

vvv= v′keee′k = Ai
k vi eee

′k = vi (A
i
keee′k) = vi eee

i ⇒ eeei = Ai
keee′k

vvv= vkeeek = Bi
k v′i eee

k = v′i (B
i
keeek) = v′i eee

′i ⇒ eee′i = Bi
keeek

Les matrices de passage entre les bases duales sont les inverses des matrices de passage entre les bases
initiales.

En résumé, tout vecteur deV peut donc aussi bien être identifié par ses composantes contravariantes ou
covariantes :

– les composantes contravariantes d’un vecteur sont les composantes habituelles c’est-à-dire les coef-
ficients de la combinaison des vecteurs de la base (vvv= vvvi eeei);

– les composantes covariantes sont les produits scalaires du vecteur avec les vecteurs de base (vi =
vvv ·eeei); elles sont aussi les composantes ordinaires sur la base duale (vvv= vi eeei).

REMARQUES : Si la base{eeei} est orthonormée, on trouve facilement qu’elle est confondue avec sa base duale. On a alors la relation

matricielle :[v•] = [v•].

Dans ce cas, puisqu’il semble inutile de distinguer les variances, certains auteurs conviennent de mettre tous les indices à la même

hauteur (généralement en bas), violant ainsi la convention de sommation d’Einstein.

Outre le fait que cette pratique astreint à n’utiliser que des bases orthonormées pour donner des composantes aux vecteurs, elle est peu

recommandable car elle induit une confusion entre le concept de « composante » et le concept de « produit scalaire avec un vecteur de

base ». Cette confusion est courante chez ceux qui ont l’habitude de n’utiliser que des bases orthonormées, elle risque d’entraîner des

erreurs dans l’interprétation d’une formule indicielle. Larègle qui impose une hauteur différente aux indices de sommation empêche

cette confusion.

Par ailleurs, on montre facilement que la matrice de passageentre deux bases orthonorméesest orthogonale :[B••] = [A••]
−1 = [A••]

T

1.3 Tenseurs euclidiens réels

SoitV un espace vectoriel euclidien de dimensionn.

DÉFINITION : Un tenseur TTT d’ordre p est une application p-linéaire deVp dansR.

La p-linéarité signifie que l’application est linéaire par rapport à chacun de sesp arguments :

TTT(· · · ,xxxk+xxx′k, · · ·) =TTT(· · · ,xxxk, · · ·)+TTT(· · · ,xxx′k, · · ·) ∀k∈ [1, · · · ,p]
TTT(· · · ,λxxxk, · · ·) = λTTT(· · · ,xxxk, · · ·) ∀k∈ [1, · · · ,p]

Par exemple, soientxxx, yyy et zzz trois vecteurs quelconques deV. Un tenseur du troisième ordreTTT est une
application trilinéaire telle que :

TTT : {xxx,yyy,zzz} ∈ V3 → TTT(xxx,yyy,zzz) ∈ R

EXEMPLES : L’application(xxx,yyy,zzz) ∈ V3 → 3xxx · (2zzz∧yyy) ∈ R est un tenseur d’ordre 3 (on vérifie aisément qu’elle est trilinéaire).

En revanche, l’application(xxx,yyy,zzz) ∈ V3 → 3xxx · (2zzz+yyy) ∈ R n’est pas un tenseur d’ordre 3 (elle n’est pas linéaire sur son second ni

sur son troisième argument).

1.3.1 Composantes d’un tenseur

Pour alléger les notations, on prend le cas d’un tenseur d’ordre 3. Si on se donne les vecteursxxx, yyy etzzz par
leurs composantes contravariantes sur une base{eeei} deV :

xxx= xi eeei yyy= y j eeej zzz= zkeeek

6



1.3. Tenseurs euclidiens réels

La trilinéarité de l’opérateurTTT entraîne :

TTT(xxx,yyy,zzz) =TTT(xi eeei ,y
j eeej ,z

keeek) =TTT(eeei ,eeej ,eeek)xi y j zk

On définit lesn3 nombres :
Ti jk =TTT(eeei ,eeej ,eeek)

L’application (trilinéaire) du tenseur du troisième ordreTTT aux trois vecteursxxx, yyy, etzzzs’écrit donc :

TTT(xxx,yyy,zzz) = Ti jk xi y j zk

Lesn3 nombresTi jk sont appelés composantes3 123-covariantes (ou complètement covariantes) deTTT. Ces
n3 nombres déterminent complètement l’opérateur trilinéaire TTT. Si on les connaît, on sait calculer le réel
TTT(xxx,yyy,zzz) pour tout triplet de vecteurs avec la formule ci-dessus.

On peut aussi choisir de donner certains ou tous les vecteurspar leurs composantes covariantes. Par
exemple :

xxx= xi eeei yyy= y j eee
j zzz= zkeeek

On obtient alors :
TTT(xxx,yyy,zzz) =TTT(eeei ,eee

j ,eeek)xi y j zk = Ti
jk xi y j zk

Lesn3 nombresTi
jk = TTT(eeei ,eeej ,eeek) sont appelés composantes 1-covariantes 23-contravariantes du tenseur

du troisième ordreTTT.

Toutes les combinaisons sont possibles. Il existe donc différentes sortes de composantes du tenseurTTT,
repérées par des hauteurs d’indices différentes. Le nombred’indices est égal à l’ordre du tenseur.

La généralisation aux tenseurs d’ordrep est immédiate : les tenseurs d’ordrep ontnp composantes, chaque
composante étant désignée avecp indices, inférieurs ou supérieurs.

1.3.2 Exemples de tenseurs euclidiens

Le tenseur d’orientation

SoitV3 un espace vectoriel euclidiende dimension trois4.

DÉFINITION : On appelle tenseur d’orientation le tenseur d’ordre 3, notéHHH, défini par :

HHH : {xxx,yyy,zzz} ∈ V3
3 → HHH (xxx,yyy,zzz) = [xxx,yyy,zzz] ∈ R

où [xxx,yyy,zzz] est le produit mixte des trois vecteurs.

On vérifie aisément que l’applicationHHH : V3
3→ R est bien trilinéaire. Ce tenseur sera étudié en détail plus

loin.

Le tenseur métrique

SoitV un espace vectoriel euclidien de dimensionn.

DÉFINITION : On appelle tenseur métrique, noté GGG, le tenseur du second ordre défini par :

GGG : {xxx,yyy} ∈ V2 → GGG(xxx,yyy) = xxx ·yyy∈ R

où xxx ·yyy est le produit scalaire des deux vecteurs.

On vérifie aisément que cette applicationV2→ R est bien bilinéaire. Ce tenseur sera étudié en détail plus
loin.

3. Le terme decomposantesera justifié plus loin.
4. Cette restriction est indispensable car le produit mixte de 3 vecteurs utilisé dans cet exemple n’est défini que dans un espace

tridimensionnel. Il existe une généralisation à la dimensionn. Elle implique l’introduction de la notion d’alterneur qui sort du cadre
de ce cours. La dimension 3 est suffisante en mécanique classique.
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1. ALGÈBRE TENSORIELLE

Les tenseurs euclidiens d’ordre 1 sont des vecteurs

SoitV un espace vectoriel euclidien de dimensionn et soitvvv un vecteur donné deV. On définit le tenseur
d’ordre 1 notéVVV par :

VVV : xxx∈ V → VVV (xxx) = vvv·xxx∈ R

oùvvv·xxx est le produit scalaire des deux vecteurs (on vérifie aisément que l’applicationVVV (xxx) est bien linéaire
enxxx).

REMARQUE : Dans les cours d’algèbre, les tenseurs d’ordre 1 (applications linéairesV→ R) sont appelésformes linéaires. On

montre dans la section suivante que l’espace des tenseurs de tous ordres est un espace vectoriel, et donc en particulier l’espace des

tenseurs d’ordre 1. Dans les cours d’algèbre, cet espace estappeléespace dualdeV. On verra plus loin qu’une base de cet espace est

précisément la base duale{eeei} définie précédemment.

Si xxx est un vecteur donné par ses composantes contravariantes sur une base{eeei} : xxx= xi eeei , l’application du
tenseur du premier ordreVVV au vecteurxxx donne :

VVV (xxx) =VVV (eeei)xi = V i x
i

= vvv · (xi eeei) = (vvv·eeei)xi = vi x
i ∀xi

Les composantes covariantesV i du tenseur du premier ordreVVV sont égales aux composantes covariantes
vi du vecteurvvv.

REMARQUE : Si on se donne le vecteurxxx par ses composantes covariantes, on trouveV i = vvvi .

On définit ainsi un isomorphisme entre les tenseurs du premier ordre et les vecteurs : à tout tenseur du
premier ordre on associe de manière biunivoque le vecteur qui a les mêmes composantes. On vérifie ai-
sément que cette association entre un tenseur d’ordre 1 et unvecteur par égalité de composantes est bien
consistante à travers tout changement de base.

Dans la suite, on ne les distinguera plus et on écrira :

vvv(xxx) = vi x
i = vi xi = vvv·xxx (1.7)

Les vecteurs deV peuvent toujours être considérés comme des tenseurs du premier ordre, et inversement.
Dans l’égalité (1.7), à gauchevvv est considéré comme un tenseur d’ordre 1 alors qu’à droite,vvv est considéré
comme un vecteur.

1.3.3 L’espace vectoriel des tenseurs d’ordrep

Opérations élémentaires sur les tenseurs

On définit deux opérations dans l’ensemble des tenseurs d’ordre p :

1. Addition de deux tenseurs du même ordre: soientTTT1 etTTT2 deux tenseurs d’ordrep.
DÉFINITION : On appelle somme de TTT1 et TTT2 le tenseur d’ordre p, noté TTT1+TTT2, défini par:

(TTT1+TTT2)(xxx1, . . . ,xxxp) =TTT1 (xxx1, . . . ,xxxp)+TTT2 (xxx1, . . . ,xxxp) ∀{xxx1, . . . ,xxxp} ∈ Vp

On vérifie aisément que l’opérateur(TTT1+TTT2) : Vp→ R est bienp-linéaire siTTT1 et TTT2 sont des
tenseurs.
L’addition de deux tenseurs d’ordres différents n’a aucun sens.

2. Multiplication d’un tenseur par un scalaire : soit λ un scalaire etTTT un tenseur d’ordrep.
DÉFINITION : On appelle produit de TTT par λ le tenseur d’ordre p défini par:

(λTTT)(xxx1, . . . ,xxxp) = λ TTT (xxx1, . . . ,xxxp) ∀{xxx1, . . . ,xxxp} ∈ Vp

On vérifie aisément que l’opérateur(λTTT) : Vp→ R est bienp-linéaire siTTT estp-linéaire.
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Muni de ces deux opérations, l’ensemble des tenseurs d’ordre p est un espace vectoriel; l’élément neutre de
l’addition est le tenseur nul, noté 000, qui est défini par : 000(xxx1, . . . ,xxxp) = 0 ∀{xxx1, . . . ,xxxp} et l’élément neutre
de la multiplication par un scalaire est le scalaire 1.

Produit tensoriel de deux vecteurs

Considérons deux vecteurs (ou tenseurs d’ordre 1)vvv etwww.

DÉFINITION : On appelle produit tensoriel des deux vecteurs vvv et www le tenseur du second ordre noté vvv⊗www
défini par:

vvv⊗www : ∀ {xxx,yyy} ∈ V2 → (vvv⊗www)(xxx,yyy) = (vvv·xxx)(www ·yyy) ∈ R

On vérifie aisément quevvv⊗www est bien une application bilinéaire.

En exprimant les vecteursxxx et yyy sur la base{eeei}, on obtient les composantes covariantes du tenseur du
second ordrevvv⊗www :

(vvv⊗www)(xxx,yyy) =
[
vvv·
(
xi eeei
)][

www ·
(
y j eeej

)]

= [vvv·eeei ] [www ·eeej ] xi y j

(vvv⊗www)i j xi y j = vi w j xi y j ∀xi y j

Lesn2 composantes covariantes du tenseur du second ordrevvv⊗www sont donc les nombres :

(vvv⊗www)i j = vi w j

Le produit tensoriel de deux vecteurs n’est pas commutatif :on vérifie aisément que les tenseursvvv⊗www et
www⊗vvv sont des applications bilinéaires différentes :

(vvv⊗www)(xxx,yyy) 6= (www⊗vvv)(xxx,yyy)

On généralise sans difficulté : le produit tensoriel dep vecteurs est un tenseur d’ordrep. Par exemple, le
produit tensoriel de 4 vecteurs est un tenseur d’ordre 4 :

(aaa⊗bbb⊗ccc⊗ddd)(xxx,yyy,zzz,ttt) = (aaa·xxx)(bbb·yyy)(ccc·zzz)(ddd ·ttt)
(aaa⊗bbb⊗ccc⊗ddd)i j

kl = ai b j ck dl (ici, les vecteursccc etddd sont définis par leurs composantes covariantes)

Une base pour l’espace vectoriel des tenseurs d’ordrep

Pour faciliter la lecture des équations, on fait la démonstration pour l’espace vectoriel des tenseurs d’ordre
p= 3 (le lecteur généralisera sans difficulté).

Considérons lesn3 tenseurs d’ordre 3 construits par le produit tensoriel de 3 vecteurs5 de la base duale{
eeei
}

. Leur application à un triplet{xxx,yyy,zzz} de vecteurs quelconques s’écrit :

(eeei⊗eeej ⊗eeek)(xxx,yyy,zzz) = (eeei ·xxx)(eeej ·yyy)(eeek ·zzz) = xi y j zk (voir (1.5) page 5)

Considérons maintenant un tenseurTTT d’ordre 3 et son application à 3 vecteursxxx,yyy,zzz:

TTT(xxx,yyy,zzz) = Ti j k xi y j zk

TTT(xxx,yyy,zzz) = Ti j k (eee
i⊗eeej ⊗eeek)(xxx,yyy,zzz) ∀{xxx,yyy,zzz} ∈ V3

Cette égalité étant vraie quels que soient les vecteursxxx , yyy etzzz, on en déduit l’égalité tensorielle suivante:

TTT = Ti j k(eee
i⊗eeej ⊗eeek)

5. Ces vecteurs ne sont pas nécessairement distincts :vvv⊗vvv⊗vvv est bien un tenseur du troisième ordre.
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1. ALGÈBRE TENSORIELLE

Cette égalité montre que tout tenseurTTT d’ordre 3 est une combinaison linéaire sur lan3-base tensorielle{
eeei⊗eeej ⊗eeek

}
de tenseurs de base. Le nom de « composante » précédemment donné auxn3 nombresTi j k

est donc pleinement justifié.

En exprimant les vecteursxxx, yyy et zzz par leurs composantes de différentes variances, on construit d’autres
bases tensorielles et d’autres composantes de différentesvariances du tenseurTTT :

TTT = Ti
j
k

(
eeei⊗eeej ⊗eeek

)
(composantes 1-3-covariantes, 2-contravariantes)

= Ti
jk (eeei⊗eeej ⊗eeek

)
(composantes 1-covariantes, 2-3-contravariantes)

= · · ·

Le raisonnement se généralise facilement aux tenseurs d’ordre quelconque : une base dans l’espace vecto-
riel des tenseurs d’ordrep est, par exemple, l’ensemble desnp produits tensoriels :

{
eeei1⊗eeei2⊗ . . .⊗eeeip

}

Dans cettenp-base, les composantes du tenseur sont des composantes complètement contravariantes :

TTT = T i1···ip eeei1⊗ . . .⊗eeeip

Conclusion

L’espace des tenseurs d’ordrep, notéV⊗p, est un espace vectoriel de dimensionnp. On peut construire des
bases de cet espace en formant tous les produits tensoriels de p vecteurs de base (duale ou non) deV.

EXEMPLE : L’une des bases deV⊗2
3 est l’ensemble des 9 tenseurs du second ordre de base suivant :

{eee1⊗eee1 , eee1⊗eee2 , eee1⊗eee3 , eee2⊗eee1 , eee2⊗eee2 , eee2⊗eee3 , eee3⊗eee1 , eee3⊗eee2 , eee3⊗eee3}
Dans cette base, les composantes d’un tenseur du second ordreTTT sont des composantes complètement contravariantes :TTT =T i j eeei⊗eeej

1.3.4 Changement de base des tenseurs d’ordrep

Les tenseurs de base deV⊗p sont des produits tensoriels dep vecteurs de baseeeei oueeej définis dansV. Tout
changement de base dansV induit donc un changement de base dansV⊗p. On va établir ici les formules
de changement de base permettant de calculer les nouvelles composantes des tenseurs en fonction des
anciennes.

Pour alléger les équations, on montre la démarche pour un tenseur d’ordre 3.

Soit un changement de base dansV :

eee′j = Ai
j eeei ⇔ eeej = Bi

j eee
′
i ⇔ eee′ j = B j

i eee
i ⇔ eeej = A j

i eee
′i

On cherche la formule de changement de base des composantesT••• du tenseurTTT d’ordre 3 :

TTT = Ti
jk eeei⊗eeej ⊗eeek

= Ti
jk (Ai

peee′p)⊗ (Bq
j eee
′
q)⊗ (Br

keee′r)

= (Ai
pBq

j B
r
k Ti

jk)(eee′p⊗eee′q⊗eee′r)

On en déduit les composantes deTTT dans la nouvelle base :

T ′p
qr = Ai

pBq
j B

r
k Ti

jk

L’analyse de cette démarche permet d’énoncer la règle suivante :

CONSTRUCTION DES FORMULES DE CHANGEMENT DE BASE: Pour changer de base les composantes
d’un tenseur, on somme chaque indice covariant avec des termes A•• et on somme chaque indice contra-
variant avec des termes B••, tout en respectant les règles d’indices de la convention d’Einstein.
Cette règle est valable pour les tenseurs de tous ordres (y compris les vecteurs).
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1.3.5 Produit tensoriel de tenseurs

Le produit tensoriel n’a été défini qu’entre vecteurs :

(vvv⊗www)(xxx,yyy) = (vvv·xxx)(www ·yyy)

Les vecteurs étant des tenseurs d’ordre 1, on peut encore écrire (voir (1.7) page 8) :

(vvv⊗www)(xxx,yyy) = vvv(xxx)vvv(yyy)

Cette interprétation permet de généraliser la définition duproduit tensoriel aux tenseurs de tous ordres :

DÉFINITION : Soient PPP un tenseur d’ordre p et QQQ un tenseur d’ordre q.On appelle produit tensoriel de PPP
et QQQ, noté PPP⊗QQQ, le tenseur d’ordre p+q défini par:

(PPP⊗QQQ)(xxx1, · · · ,xxxp+q) =PPP(xxx1, · · · ,xxxp)QQQ(xxxp+1, · · · ,xxxp+q)

On vérifie aisément que l’opérateurPPP⊗QQQ est bien linéaire par rapport à chacun de ses arguments (c’est-à-
dire (p+q)-linéaire).

Par exemple, siPPP est un tenseur d’ordre 2 etQQQ un tenseur d’ordre 3,PPP⊗QQQ est un tenseur d’ordre 5:

(PPP⊗QQQ)(vvv,www,xxx,yyy,zzz) =PPP(vvv,www)QQQ(xxx,yyy,zzz) ∀{vvv,www,xxx,yyy,zzz} ∈ V5

=Pi j Qkmnvi w j xk ymzn

=Pi
j Qk

m
nvi w j x

k ymzn . . .

Les égalités tensorielles suivantes donnent quelques exemples de décomposition dePPP⊗QQQ sur des tenseurs
de base :

PPP⊗QQQ= Pi j Qkmn(eee
i⊗eeej ⊗eeek⊗eeem⊗eeen) ⇔ (PPP⊗QQQ)i jkmn = Pi j Qkmn

= Pi
j Qk

m
n (eee

i⊗eeej ⊗eeek⊗eeem⊗eeen) ⇔ (PPP⊗QQQ)i
j
k
m

n = Pi
j Qk

m
n

On vérifie aisément que le produit tensoriel est associatif,non commutatif et distributif par rapport à l’ad-
dition des tenseurs :PPP⊗ (QQQ+QQQ′) =PPP⊗QQQ+PPP⊗QQQ′.

1.3.6 Traces d’un tenseur

Soit un tenseurTTT d’ordre p≥ 2. Ses composantes dans une certaine base sont un ensemble denp nombres
à p indices (covariants ou contravariants).

On considère lesnp−2 nombres calculés par une certaine sommation de ses composantes : on choisit deux
indices de variance différente et on fait la sommation sur ces deux indices.

Par exemple, en faisant une sommation sur le second indice (covariant) et le quatrième indice (contra-
variant) des composantesTi1 i2

i3 i4 ··· ip−1
ip, on définit lesnp−2 nombresKi1

i3i5···ip−1 ip calculés à partir des
composantes deTTT :

Ki1
i3 i5 ··· ip−1

ip = Ti1 k
i3 k··· ip−1

ip (sommation sur l’indicek)

PROPOSITION: Les nombres Ki1
i3 i5 ··· ip−1 ip sont les composantes d’un tenseur.

DÉMONSTRATION: Jusqu’ici, tous les tenseurs ont été définis en se donnant unopérateurVp→ R dont il
suffisait de vérifier lap-linéarité pour affirmer sa tensorialité. Ici on tente de définir un tenseurKKK par ses
composantes obtenues par une manipulation des composantesdans une certaine basedu tenseurTTT. Pour
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s’assurer que cette manipulation a un sens intrinsèque, il faut vérifier que si l’on fait la même manipulation
dans une autre base, on obtient bien le même tenseur.

Pour alléger les écritures, on suppose queTTT est d’ordre 4.
Ses composantes dans unen4-base{eeei ⊗eeej ⊗eeek⊗eeem} sont :Ti j

km. On définit lesn2 nombresKi
k = Ti j

k j

(sommation sur les indices 2 et 4).
Les composantes deTTT dans une autre base{eee′i ⊗eee′ j ⊗eee′k⊗eee′m} sontT ′pq

rs et on définit pareillement lesn2

nombresK′p
r = T ′pq

rq (sommation sur les mêmes indices 2 et 4).
La formule de changement de base des composantes deTTT est :

T ′pq
rs = Ai

pA j
qBr

k Bs
mTi j

km

En faisant la sommation sur les indices 2 et 4 des composantesdeTTT sur la nouvelle base, il vient :

K′p
r = T ′pq

rq = Ai
pA j

qBr
k Bq

mTi j
km= Ai

pBr
k δ j

mTi j
km= Ai

pBr
k Ti j

k j = Ai
pBr

k Ki
k

ce qui est la formule de changement de base des composantes covariante-contravariante d’un tenseur
d’ordre 2. Il s’agit donc bien des composantes du même tenseur.
On obtient le même résultat avec des composantes d’autres variances.

DÉFINITION : La (r,s)-trace d’un tenseur TTT d’ordre p≥ 2, notée Tr(r,s)TTT est le tenseur d’ordre p−2 dont
les composantes sont la sommation sur les rèmeet sèmeindices des composantes de TTT.
Cette sommation peut être faite sur les composantes dans toute base.

1.3.7 Tenseurs d’ordre0 :

La trace d’un tenseur d’ordre 2 est un tenseur d’ordre 0 : TrTTT = T i
i = Ti

i . C’est donc la trace de la matrice
de ses composantesmixtes[T••] ou [T••] dans toute base.

DÉFINITION : Les tenseurs d’ordre0 sont appelés scalaires ou encore invariants. Ce sont des nombres
réels dont la définition est telle que leur valeur est invariante par changement de base.

REMARQUES : Tous les nombres réels ne sont pas des scalaires. Par exemple, le réel défini comme la première composante d’un

vecteur n’est pas un scalaire car il change avec la base. Il enest de même pour la somme des composantes d’un vecteur. En revanche,

la norme d’un vecteur est un scalaire.

Tout réel résultat d’un problème de physique devrait être un scalaire (un tenseur d’ordre 0), car un résultat physique esten principe

indépendant de la base que l’on utilise pour faire les calculs.

Si le résultat physique est un vecteur ou un tenseur, les composantes de ce vecteur ou de ce tenseur sur une base n’onta priori aucune

interprétation physique possible, sauf si la base utiliséea une signification physique particulière.

1.3.8 Produit tensoriel contracté simple

SoitPPP un tenseur d’ordrep≥ 1 et soitQQQ un tenseur d’ordreq≥ 1.

DÉFINITION : On appelle produit tensoriel contracté simple des tenseursPPP et QQQ le tenseur noté PPP ·QQQ et
d’ordre p+q−2, défini par :

PPP ·QQQ= Tr (p,p+1)(PPP⊗QQQ) = Pi1 ··· ip−1 k Qk
j2 ··· jq (eee

i1⊗·· ·⊗eeeip−1⊗eeej2⊗·· ·⊗eeejq)

Pour calculer les composantes dePPP ·QQQ, le dernier indice des composantes dePPP est sommé avec le premier
indice des composantes deQQQ.

On vérifie aisément que le produit tensoriel contracté simple n’est, en général, ni commutatif, ni associatif,
mais qu’il est distributif par rapport à l’addition des tenseurs :PPP· (QQQ+QQQ′) =PPP·QQQ+PPP·QQQ′.
La commutativité n’est vraie que pour le produit contracté simple entre deux vecteurs.
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REMARQUES : Le produit contracté simple de deux tenseurs d’ordre 1 (vecteurs)uuu etvvv est un tenseur d’ordre 0 :uuu·vvv= ui vi = ui vi .

D’autre part, le produit scalaire de ces deux vecteurs est :uuu·vvv= (ui eeei) · (v j eeej ) = ui v j (eeei ·eeej ) = ui v j δ j
i = ui vi (= ui vi)

Le produit scalaire de deux vecteurs est donc aussi le produit contracté simple de ces deux vecteurs. On peut donc employer le même

symbole. Il faut toutefois perdre les habitudes de commutativité qu’on a avec le symbole «· » considéré comme un produit scalaire.Le

produit contracté simple n’est commutatif qu’entre deux vecteurs. Pour éviter cette ambigüité, le produit contracté simple estparfois

noté «⊗ ».

1.3.9 Produit tensoriel contracté double

SoitPPP un tenseur d’ordrep≥ 2 et soitQQQ un tenseur d’ordreq≥ 2.

DÉFINITION : On appelle produit tensoriel doublement contracté des tenseurs PPP et QQQ, le tenseur d’ordre
p+q−4, noté PPP : QQQ, défini par :

PPP : QQQ= Tr (p−1,p)(Tr (p,p+2)(PPP⊗QQQ)
)

EXEMPLE : Si p= 3 etq= 3 on obtient un tenseur d’ordre 2 :

PPP : QQQ= Pi jk Q jk
m (eeei ⊗eeem) ⇔ (PPP : QQQ)im = Pi jk Q jk

m

Pour calculer les composantes dePPP : QQQ, les deux derniers indices des composantes dePPP sont sommés avec
les deux premiers indices des composantes deQQQ.

On vérifie aisément que le produit tensoriel contracté double n’est, en général, ni commutatif, ni associatif,
mais qu’il est distributif par rapport à l’addition des tenseurs : PPP : (QQQ+QQQ′) =PPP : QQQ+PPP : QQQ′.

REMARQUE : Le produit doublement contracté est parfois noté⊗.

On généralise facilement au produitr fois contracté de deux tenseurs d’ordrep≥ r et q≥ r. On note ce
produit : «⊗r ». Le résultat est un tenseur d’ordrep+q−2r :

PPP⊗r QQQ= Pk1 ···kp−r i1 ··· ir Qi1 ··· ir j1 ··· jq−r (eeek1⊗·· ·⊗eeekp−r ⊗eeej1⊗·· ·⊗eeejq−r )

En particulier, siPPP est un tenseur d’ordrep, son application àp vecteurs peut s’écrire :

PPP(xxx1, · · · ,xxxp) =PPP⊗p (xxx1⊗·· ·⊗xxxp) (égalité de tenseurs d’ordre 0)

1.4 Tenseur métrique

DÉFINITION : On appelle tenseur métrique le tenseur d’ordre2 défini par:

GGG : ∀{xxx,yyy} ∈ V×V−→GGG(xxx,yyy) = xxx ·yyy∈ R

Ce tenseur est d’ordre 2, il y a donc quatre sortes de composantes :

gi j =GGG(eeei ,eeej) = eeei ·eeej gi
j =GGG

(
eeei ,eee

j)= eeei ·eeej = δ j
i (1.8)

gi j =GGG
(
eeei ,eeej)= eeei ·eeej gi

j =GGG
(
eeei ,eeej

)
= eeei ·eeej = δi

j (1.9)

Il est remarquable de constater que les composantes de variances mixtes du tenseur métrique ont la même
valeur dans toute base. Les composantes mixtes du tenseur métrique se rangent dans la matrice unité :
[g••] = [g••] = [I ].

En revanche, les termes des deux matrices de composantes[g••] et [g••] dépendent de la base. Ces deux
matrices sont symétriques :gi j = g ji etgi j = g ji car le produit scalaire de deux vecteurs est commutatif.
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Les différentes manières d’écrire le produit scalaire de deux vecteursxxxetyyyen fonction de leurs composantes
sont donc :

xxx ·yyy=GGG(xxx,yyy) = xxx ·GGG·yyy= yyy·GGG·xxx=GGG : (xxx⊗yyy) =GGG : (yyy⊗xxx)

= gi j xi y j = gi j xi y j = xi yi = xi y
i

PROPRIÉTÉ: Soit TTT un tenseur d’ordre p, on a l’égalité GGG·TTT =TTT.
En effet,

GGG·TTT = gi
j Tj
··· (eeei⊗·· ·) = δ j

i Tj
··· (eeei⊗·· ·) = Ti

··· (eeei⊗·· ·) =TTT (1.10)

On montre aisément de la même manière queTTT ·GGG=TTT.

Soitvvv un vecteur. On a donc en particulierGGG·vvv= vvv.
Si l’on calcule le produit contractéGGG·vvv avec les composantes non mixtes, il vient :

vvv= g ji vi eeej ⇔ v j = g ji vi et vvv= g ji vi eeej ⇔ v j = g ji vi (1.11)

Ces formules montrent que les composantes non mixtes deGGG permettent de calculer les composantes
contravariantes d’un vecteur en fonction de ses composantes covariantes et inversement. Cette propriété,
appelée « ascenseur d’indice », sera généralisée aux tenseurs de tous ordres (voir plus loin page 14).

Matriciellement, les relations (1.11) s’écrivent:[v•] = [g••] [v•] et [v•] = [g••] [v•].

On en déduit la relation matricielle :[g••] = [g••]
−1.

On définit le nombrenon scalaire g, qui interviendra dans la suite :

g= det[g••] ⇔ det[g••] =
1
g

(1.12)

En appliquant (1.11) aux vecteurs de base, on obtient une relation entre les vecteurs de base et ceux de sa
base duale :

eeei =GGG·eeei = gpq(eeei)
q eeep = gpqδq

i eeep = gpi eee
p = gip eeep ⇒ eeei = gip eeep

eeei =GGG·eeei = gpq(eeei)q eeep = gpqδi
q eeep = gpi eeep = gip eeep ⇒ eeei = gip eeep

Ces relations vont permettre de calculer les composantes d’une certaine variance d’un tenseurTTT quelconque
en fonction de ses composantes dans une autre variance.

Pour alléger les écritures, on suppose qu’un tenseurTTT est d’ordre 3 et que l’on connaît ses composantes
T•••. On cherche, par exemple, ses composantesT••• :

TTT = Ti j
k eeei⊗eeej ⊗eeek = Ti j

k (gipeeep)⊗eeej ⊗ (gkqeeeq)

= gip gkqTi j
k eeep⊗eeej ⊗eeeq ⇒ T p

jq = gip gkqTi j
k

On en déduit la règle suivante :

RÈGLE DE « L’ ASCENCEUR D’ INDICES » : Pour « élever un indice » de composante, il faut le sommer
avec g•• et pour « abaisser un indice », il faut le sommer avec g••.

1.5 Tenseur d’orientation dansV3

DÉFINITION : On appelle tenseur d’orientation dansV3, noté HHH, le tenseur d’ordre trois défini par :

HHH : {xxx,yyy,zzz} ∈ V3 −→ HHH (xxx,yyy,zzz) = [xxx,yyy,zzz] ∈ R
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1.5. Tenseur d’orientation dansV3

où [xxx,yyy,zzz] est le produit mixte des trois vecteurs.

Les indicesi, j etk varient de 1 à 3 et on suppose en outre que la base{eeei} est directe.

REMARQUE : Cette définition n’a de sens que siV est de dimension 3, ce qui sera suffisant en mécanique des milieuxcontinus. En

effet, le produit vectoriel de deux vecteurs et le produit mixte de trois vecteurs n’ont pas de sens pour des dimensions supérieures6.

On notehi jk les composantes covariantes ethi jk les composantes contravariantes deHHH dans une base :

HHH = hi jk eeei⊗eeej ⊗eeek = hi jk eeei⊗eeej ⊗eeek

On calcule d’abord les composantes complètement covariantes deHHH:

hi jk =HHH(eeei ,eeej ,eeek) = [eeei ,eeej ,eeek]

Les propriétés du produit mixte entraînent que:

– les composantes qui ont deux indices égaux sont nulles;

– une permutation paire des indices ne change pas sa valeur ;

– une permutation impaire des indices change son signe.

Il suffit donc de calculerh123= [eee1,eee2,eee3] = eee1 · (eee2∧eee3)> 0 car la base est directe.

Les composantes covariantes du vecteureee2∧eee3 sont :

(eee2∧eee3) ·eee1 = h123> 0 (eee2∧eee3) ·eee2 = 0 (eee2∧eee3) ·eee3 = 0

On en déduit que :(eee2∧eee3) = h123eee1 et donc :‖eee2∧eee3‖= h123‖eee1‖.

(h123)
2‖eee1‖2 = ‖eee2∧eee3‖2 = (eee2∧eee3) · (eee2∧eee3) = [eee2∧eee3 ,eee2 ,eee3]

=
(
(eee2∧eee3)∧eee2

)
·eee3 =

(
(eee2 ·eee2)eee3− (eee2 ·eee3)eee2

)
·eee3 (formule du double produit vectoriel)

= (g22eee3−g23eee2) ·eee3 = g22g33−g23g23

h123‖eee1‖=√g22g33−g23g23

h123=

√
g22g33−g23g23

‖eee1‖

Or, ‖eee1‖2 = eee1 ·eee1 = g11, et d’autre part[g••] = [g••]
−1 ⇒ g11 =

g22g33−g23g32

g
.

Il reste donc :h123=
√

g

Ainsi, les composantes covariantes non nulles du tenseur d’orientationHHH sont :

h123= h231= h312=−h132=−h213=−h321=
√

g (1.13)

Les composantes contravarianteshi jk = [eeei ,eeej ,eeek] ont les mêmes propriétés de permutation d’indices que
les composanteshi jk . Avec un calcul analogue au précédent, on trouve que les composantes contravariantes
non nulles deHHH sont :

h123= h231= h312=−h132=−h213=−h321=
1√
g

(1.14)

Les composantes mixtes deHHH ont des expressions compliquées qu’on évite d’utiliser. Onpeut toujours les
calculer avec la règle de « l’ascenseur d’indices » page 14.

6. Il existe une généralisation de ce concept pour des espaces de dimension supérieure à 3, voir note 4 page 7.
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1. ALGÈBRE TENSORIELLE

1.5.1 Application : produits vectoriels dansV3

Soient deux vecteursxxx etyyy deV3 et soitzzz= xxx∧yyy.

zzz=
(
xieeei
)
∧
(
y jeeej

)
= xi y j eeei ∧eeej

zk = zzz·eeek = xi y j [eeei ,eeej ,eeek]

= xi y j hi jk = hki j x
i y j

Le produit vectoriel de deux vecteurs peut donc s’écrire avec le tenseur d’orientation :

xxx∧yyy= yyy·HHH ·xxx=HHH : (xxx⊗yyy) ⇔
{
(xxx∧yyy)k = hki j xi y j

(xxx∧yyy)k = hki j xi y j

(1.15)

1.5.2 Identités algébriques importantes

Le produit contracté simpleHHH ·HHH est un tenseur d’ordre 4 de composantes :

hi jk hkmn= (eeei ∧eeej)k (eee
m∧eeen)k = (eeei ∧eeej) · (eeem∧eeen)

= [eeei ,eeej ,eee
m∧eeen] = eeei ·

(
eeej ∧ (eeem∧eeen)

)

= eeei ·
(
(eeej ·eeen)eeem− (eeej ·eeem)eeen)

hi jk hkmn= δm
i δn

j −δn
i δm

j (1.16)

On a donc l’identité tensorielle :

HHH ·HHH = (δm
i δn

j −δn
i δm

j ) eeei⊗eeej ⊗eeem⊗eeen

HHH ·HHH = eeei⊗eeej ⊗ (eeei⊗eeej −eeej ⊗eeei) (1.17)

On en déduit les composantes du produitHHH : HHH (c’est un tenseur d’ordre 2) :

hi jk h jkn =−hi jk hk jn =−δ j
i δn

j +δn
i δ j

j =−δn
i +3δn

i = 2δn
i

On en déduit l’identité tensorielle :
HHH : HHH = 2GGG (1.18)

1.6 Propriétés algébriques des tenseurs réels du second ordre

Les tenseurs du second ordre jouent un rôle très important enmécanique des milieux continus. On consacre
cette section à leur étude. Certaines des propriétés suivantes sont particulières aux tenseurs du second ordre
construits surV3.

Les tenseurs réels du second ordre sont les applications bilinéairesV2→R. Ils sont dans un espace vectoriel
de dimensionn2 notéV⊗2 (si n= 3, sa dimension est 9, l’espace est notéV⊗2

3 ).

Les tenseurs de base de cet espace sont lesn2 produits tensoriels de deux vecteurs de base deV ou de sa
duale.

Tout tenseur du second ordreTTT s’écrit donc :

TTT = T i j eeei⊗eeej = Ti j eee
i⊗eeej = T i

j eeei⊗eeej = Ti
j eeei⊗eeej

Son application à deux vecteursxxx etyyy est unscalaire:

TTT(xxx,yyy) = T i j xi yi = Ti j xi yi = T i
j xi y

j = Ti
j xi y j

On peut écrire ce scalaire avec des opérations tensorielles:

TTT(xxx,yyy) = xxx ·TTT ·yyy=TTT : (xxx⊗yyy)
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1.6. Tenseurs du second ordre

1.6.1 Produit scalaire et norme dansV⊗2

Le produit contracté double de deux tenseurs du second ordreest unscalaire.

Pour deux tenseurs du second ordre, le produit « : » est commutatif. En effet :

PPP : QQQ= Pi
j Qi

j = Qi
j Pi

j =QQQ : PPP

En outre, on vérifie aisément que :

TTT : TTT = T i
j Ti

j = Tr(TTT ·TTTT) = Tr
(
[T••] [T

•
•]

T
)
=

n

∑
i=1

n

∑
j=1

(T i
j)

2 > 0 ∀TTT (1.19)

et que 000 :TTT =TTT : 000= 0.

Ces trois propriétés permettent d’affirmer que le produit contracté double est unproduit scalairedans
l’espace vectorielV⊗2. Muni de ce produit scalaire, l’espace des tenseurs du second ordreV⊗2 est un
espace vectoriel euclidien.

On peut donc définir lanorme euclidienned’un tenseur du second ordre :

‖TTT‖=
√

TTT : TTT (1.20)

1.6.2 Transposé d’un tenseur du second ordre

DÉFINITION : On dit que le tenseur UUU est le transposé du tenseur TTT si :

UUU(xxx,yyy) =TTT(yyy,xxx) ∀{xxx,yyy} ∈ V (1.21)

Le tenseur transposé du tenseurTTT sera notéTTTT .

Dans une base quelconque, les relations entre les composantes deTTT etTTTT sont :

(TT)i j = Tji ⇔ [(TT )••] = [T••]
T ; (TT )i j = T ji ⇔ [(TT )••] = [T••]T

(TT )i
j = Tj

i ⇔ [(TT)••] = [T•
•]T ; (TT )i

j = T j
i ⇔ [(TT )•

•] = [T••]
T

On vérifie aisément les propriétés suivantes :

PPP : QQQ= Tr(PPP·QQQT) = Tr(PPPT ·QQQ) = Tr(QQQT ·PPP) (1.22)

TTT : TTT =TTTT : TTTT ⇒ ‖TTT‖= ‖TTTT‖

1.6.3 Tenseurs du second ordre symétriques

DÉFINITION : On dit qu’un tenseur du second ordre SSS est symétrique s’il est égal à son transposé.

SSS=SSST ⇔ SSS(xxx,yyy) =SSS(yyy,xxx) ∀{xxx,yyy} ∈ V2

Les composantes deSSSdans une base ont donc les propriétés suivantes :

Si j = Sji ⇔ [S••] = [S••]
T ; Si j = Sji ⇔ [S••] = [S••]T (1.23)

Si
j = Sj

i ⇔ [S••] = [S•
•]T ; Si

j = Sj
i ⇔ [S•

•] = [S••]
T (1.24)

Remarquer que les matrices de composantes covariantes[S••] et contravariantes[S••] sont des matrices
symétriques. En revanche, les matrices des composantes mixtes d’un tenseur du second ordre symétrique
[S••] et [S••] ne sont pas symétriques en général7.

7. Sauf si la base{eeei} est orthonormée.
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1. ALGÈBRE TENSORIELLE

Les tenseurs du second ordre symétriques constituent un sous-espace vectoriel car l’addition et la multi-
plication par un scalaire conservent la symétrie. Ce sous-espace est de dimensionn(n+1)/2. On le notera
V⊗2s. Une base de ce sous-espace est par exemple la 6-base :{eeei⊗eeej +eeej ⊗eeei}.

On vérifie aisément la propriété suivante :

SSSsymétrique⇔ HHH : SSS= 000 (1.25)

1.6.4 Tenseurs du second ordre antisymétriques

DÉFINITION : On dit qu’un tenseur du second ordre AAA est antisymétrique s’il est opposé à son transposé :

AAA=−AAAT ⇔ AAA(xxx,yyy) =−AAA(yyy,xxx) ∀{xxx,yyy} ∈ V2

Les composantes deAAA dans une base ont donc les propriétés suivantes :

Ai j =−A ji ⇔ [A••] =− [A••]
T ; Ai j =−A ji ⇔ [A••] =− [A••]T

Ai
j =−A j

i ⇔ [A••] =− [A•
•]T ; Ai

j =−A j
i ⇔ [A•

•] =− [A••]
T

Remarquer que les matrices de composantes covariantes[A••] et contravariantes[A••] sont des matrices
antisymétriques (elles ont donc une diagonale nulle). En revanche, les matrices des composantes mixtes
d’un tenseur du second ordre symétrique[A••] et [A••] ne sont pas antisymétriques en général8.

Les tenseurs du second ordre antisymétriques constituent un sous-espace vectoriel car l’addition et la mul-
tiplication par un scalaire conservent l’antisymétrie. Cesous-espace est de dimensionn(n−1)/2 et une
base de ce sous-espace est par exemple{eeei⊗eeej −eeej ⊗eeei}. On le noteraV⊗2a.

On vérifie aisément la propriété suivante :

AAA antisymétrique ⇔
{
GGG : AAA= 000 et vvv ·AAA·vvv= 0 ∀vvv∈ V

}
(1.26)

1.6.5 Vecteur adjoint à un tenseur antisymétrique

On se limite ici au cas particulier oùn= 3. La dimension de l’espace vectoriel des tenseurs antisymétriques
est doncn(n−1)/2= 3.

DÉFINITION : On appelle vecteur adjoint au tenseur du second ordre antisymétrique AAA le vecteur noté aaa
défini par :

aaa=
1
2

HHH : AAA (1.27)

En utilisant (1.16) page 16, on montre facilement que :

HHH ·aaa=AAA (1.28)

On construit ainsi un isomorphisme entre les tenseurs du second ordre antisymétriques et les vecteurs.

En utilisant (1.15) page 16, on en déduit la propriété suivante :

AAA·vvv= (HHH ·aaa) ·vvv= vvv∧aaa=−aaa∧vvv (1.29)

8. Sauf si la base{eeei} est orthonormée.
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1.6. Tenseurs du second ordre

1.6.6 Décomposition en parties symétrique et antisymétrique

Le sous-espace des tenseurs du second ordre symétriquesV⊗2s et le sous-espace des tenseurs du second
ordre antisymétriquesV⊗2a sont orthogonaux. En effet, soientSSS∈ V⊗2s etAAA∈ V⊗2a, leur produit scalaire
est nul :

SSS: AAA= Si j Ai j =−Si j A ji =−Sji A ji =−Si j Ai j =−SSS: AAA

⇒ SSS: AAA= 0 (1.30)

Tout tenseur du second ordreTTT peut donc être décomposé de manière unique en la somme d’un tenseur
symétrique et antisymétrique. La décomposition est :

TTT =
1
2

(
TTT +TTTT)

︸ ︷︷ ︸
sym(TTT)

+
1
2

(
TTT−TTTT)

︸ ︷︷ ︸
antisym(TTT)

(1.31)

On les appelle respectivementpartie symétriquedeTTT etpartie antisymétriquedeTTT.

On vérifie aisément les propriétés suivantes :

‖TTT‖2 = ‖symTTT‖2+‖antisymTTT‖2 ⇒





‖TTT‖ ≥ ‖symTTT‖

‖TTT‖ ≥ ‖antisymTTT‖
(1.32)

1.6.7 Décomposition en parties sphérique et déviatorique

DÉFINITIONS : On dit qu’un tenseur du second ordre SSS est sphérique s’il est un multiple du tenseur
métrique (SSS= αGGG).
On dit qu’un tenseur DDD est déviatorique (on dit aussi que c’est un déviateur) si satrace est nulle (TrDDD= 0).

Le sous-espace des tenseurs sphériques est un espace vectoriel (car l’addition et la multiplication par un
scalaire conservent la sphéricité). Ce sous-espace est de dimension 1. De même, le sous-espace des dévia-
teurs est un espace vectoriel car l’addition et la multiplication par un scalaire conservent la trace nulle. Ce
sous-espace est de dimensionn2−1. Ces deux sous-espaces sont orthogonaux. En effet, siSSSest sphérique
etDDD est un déviateur, leur produit scalaireSSS: DDD est nul car :

SSS: DDD = αGGG : DDD = αTr(DDD) = 0 (1.33)

Tout tenseur du second ordreTTT peut donc être décomposé de manière unique en la somme d’un tenseur
sphérique et d’un déviateur. La décomposition est :

TTT =
Tr(TTT)

n
GGG

︸ ︷︷ ︸
sphTTT

+ TTT− Tr(TTT)
n

GGG
︸ ︷︷ ︸

devTTT

(1.34)

On vérifie aisément que TrdevTTT = Tr
(
TTT− Tr(TTT)

n GGG
)
= 0, car Tr(GGG) = n. On les appelle respectivement

partie sphériquedeTTT etpartie déviatoriquedeTTT.

REMARQUE SUR LE VOCABULAIRE : Les mots « déviateur » et « déviatorique » sont consacrés par l’usage mais peuvent induire en
erreur : quand on considère un tenseur du second ordreTTT comme un endomorphisme linéaire deV (voir 1.6.8), on constate bien qu’un
tenseur sphérique ne dévie pas les vecteurs et que la partie déviatorique les dévie. Cependant, la partie sphérique deTTT contribue aussi
à la valeur de la déviation due àTTT. En effet, soitwww=TTT ·vvv= (SSS+DDD) ·vvv, le cosinus de la déviation est :

cos(vvv,www) =
vvv
‖vvv‖ ·

www
‖www‖ =

vvv
‖vvv‖ ·

(SSS+DDD) ·vvv
‖(SSS+DDD) ·vvv‖ =

vvv
‖vvv‖ ·

SSS·vvv
‖(SSS+DDD) ·vvv‖ +

vvv
‖vvv‖ ·

DDD ·vvv
‖(SSS+DDD) ·vvv‖ =

TrTTT
n‖(SSS+DDD) ·vvv‖ +

vvv·DDD ·vvv
‖vvv‖‖(SSS+DDD) ·vvv‖

Il vaudrait mieux appeler les déviateurs : « tenseurs de tracenulle ».
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1. ALGÈBRE TENSORIELLE

1.6.8 Endomorphismes linéairesV→ V et tenseurs d’ordre 2

Le produit contracté simple d’un tenseurTTT d’ordre 2 et d’un vecteurvvv est un vecteur :

www=TTT ·vvv= T i
j v

j eeei = T i j v j eeei = Ti
j v j eee

i = Ti j v j eeei

Les composantes dewww sont : wi = T i
j v j = T i j v j ou bien wi = T j

i v j = Ti j v j .

REMARQUE : Ces sommations peuvent s’évaluer avec des opérations matricielles :

[w•] = [T••] [v•] = [T••] [v•] [w•] = [T••] [v•] = [T••] [v•]

On vérifie aisément la non commutativité :vvv ·TTT 6=TTT ·vvv.

À tout tenseur du second ordreTTT on peut donc associer un endomorphisme linéaireL : V→ V tel que
TTT ·vvv= L (vvv). Puisquewi = T i j v j , le terme général de la matrice de l’endomorphismeL dans la base{eeei}
est :L i

j = T i
j .

Inversement, si l’on se donne un endomorphisme linéaireL , de matriceL i
j , on peut lui associer un tenseur

du second ordreTTT défini par :TTT(uuu,vvv) = uuu · L (vvv). On vérifie aisément que les composantes mixtes de ce
tenseur sont :T i

j = L
i
j .

Il existe donc une bijection entre l’ensemble des tenseurs d’ordre 2 et l’ensemble des endomorphismes
linéaires deV : L est l’endomorphisme linéaire deV dont la matrice est[T••] etTTT est le tenseur du second
ordre qui a pour composantesT i

j les termes de la matriceL i
j . On vérifie aisément que cet isomorphisme

défini par égalité de matrices dans une certaine base est consistant à travers tout changement de base.

On les confond désormais et on écrit :

L =TTT ⇔ L (vvv) =TTT ·vvv ⇔ [L (v)•] = [T••] [v
•] = [L ••] [v

•] (1.35)

REMARQUES : Le produit contractévvv ·TTT est aussi un vecteur. On peut de la même manière faire une autre bijectionB ′ : V⊗2↔ L,

en faisant correspondre la matrice de l’endomorphisme avec lescomposantes[T••] : L i
j = Tj

i . On vérifie aisément que le tenseurTTT ′

associé à l’endomorphismeL par la bijectionB ′ est le transposé deTTT. LorsqueTTT est symétrique, les deux bijections se confondent.

Dans la suite, on ne parlera que d’un seul endomorphisme deV associé àTTT, celui défini parL (vvv) =TTT ·vvv.

D’autre part, puisqueGGG·vvv= vvv·GGG= vvv, on en déduit que l’endomorphisme linéaire associé au tenseurmétrique est l’identité.

Opération interne dansV⊗2

Le produit contracté simple de deux tenseurs du second ordreest un tenseur du second ordre. Le produit
contracté simple est donc un produit interne dansV⊗2 :

WWW =TTT ·UUU ∈ V⊗2

On vérifie aisément que l’endomorphisme linéaireW associé àWWW est la composition des endomorphismes
linéairesT etU associés àTTT etUUU . En vertu de la bijection (1.35), on écrit :

W = T ◦U =TTT ·UUU =WWW (1.36)

Produit combiné dansV⊗2

On dispose dansV⊗2 du produit interne «· » (non commutatif) et du produit scalaire « : » (commutatif dans
V⊗2) . Leur combinaison, que l’on pourrait appeler « produit mixte » dansV⊗2, donne un scalaire :

Ai j (B
ik Ck

j) = Bik (Ai j Ck
j) = Ck

j (Bik Ai j )

AAA : (BBB·CCC) = BBB : (AAA·CCCT) = CCC : (BBBT ·AAA) (1.37)

Ces identités, similaires au produit mixte des vecteurs, sont utiles pour factoriser des expressions tenso-
rielles de scalaires.
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1.6. Tenseurs du second ordre

Puissances entières d’un tenseur du second ordre

Le produit simplement contracté de deux tenseurs du second ordre étant un produit interne, on peut définir
la puissance entière d’un tenseur du second ordre :

TTTq =TTT ·TTT · · · · ·TTT︸ ︷︷ ︸
q fois

; q∈ N

On pose par conventionTTT0 =GGG.

Exponentielle d’un tenseur du second ordre

En généralisant le développement de l’exponentielle d’un réel, on définit l’exponentielle d’un tenseur du
second ordre :

eeeTTT =
∞

∑
q=0

TTTq

q!
=GGG+

∞

∑
q=1

TTTq

q!

REMARQUE : En général, le produit «· » n’est pas commutatif dansV⊗2. On n’a donc pas la propriété classique des exponentielles

de réels :eeeTTT ·eeeTTT ′ 6= eeeTTT+TTT ′ .

On verra plus loin que la commutativité de l’opération «· » entre deux tenseurs du second ordre est rétablie quand les deux tenseurs

ont une base propre commune. La propriétéeeeTTT ·eeeTTT ′ = eeeTTT+TTT ′ est alors rétablie.

Inverse d’un tenseur du second ordre

Si l’endomorphisme linéaireL associé à un tenseurTTT est inversible, (c’est-à-dire det[L ••] = det[TTT••] 6= 0),
on définit l’inverse d’un tenseur du second ordre : c’est le tenseur du second ordre, notéTTT−1, associé à
l’inverseL −1 de cet endomorphisme :

det[L ••] = det[TTT••] 6= 0 ⇔ ∃TTT−1 tel que[(TTT−1)••] = [TTT••]
−1 (1.38)

REMARQUE : D’une part :yyy=TTT ·xxx ⇔ [y•] = [TTT••] [xxx•] ⇔ [xxx•] = [TTT••]−1[y•]; d’autre part :xxx=TTT−1 ·yyy ⇔ [xxx•] = [(TTT−1)••] [y•].

On en déduit la relation entre les composantes mixtes covariantes-contravariantes deTTT etTTT−1 : [(TTT−1)••] = [TTT••]−1

En revanche, on vérifie aisément avec un calcul analogue, que pour les composantes non mixtes, on a les relations suivantes:

[(TTT−1)••] = [TTT••]−1 et [(TTT−1)••] = [TTT••]−1. Ces distinctions disparaissent si les composantes des tenseurs sont données dans une

base orthonormée.

Puissance entière négative d’un tenseur du second ordre inversible

Pour un tenseur du second ordreTTT inversible, on peut donner un sens aux puissances entières négatives
d’un tenseur du second ordre :

TTT−q = (TTT−1)q ∀q∈ Z

Déterminant d’un tenseur du second ordre

La relation (1.38) permet de définir ledéterminant d’un tenseur du second ordre:

detTTT = det[TTT••]

On vérifie aisément que : detTTT = det[TTT••] = det[TTT••] 6= det[TTT••] 6= det[TTT••]

Le déterminant d’un tenseur du second ordre est le déterminant de la matrice de ses composantesmixtes.
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On vérifie aisément, par changement de base sur les composantes mixtes deTTT, que ledéterminant d’un
tenseur du second ordre est un scalaire (ou invariant).

En revanche, le déterminant des composantes non mixtes n’est pas un scalaire : il fait intervenir le nombre
g= det[g••] qui dépend de la base.

1.6.9 Spectre, espaces propres, invariants dansV⊗2
3

Les tenseurs du second ordre étant isomorphes aux endomorphismes linéaires deV, ils en ont toutes les
propriétés, que l’on rappelle ici sans démonstration.

DÉFINITION : On appelle valeur propreλ et vecteur propre associé uuuλ toute solution de l’équation :

TTT ·uuuλ = λuuuλ ⇔ (TTT−λGGG) ·uuuλ = 000

Les valeurs propresλ sont les solutions de l’équation :

det(TTT−λGGG) = 0 ⇔ det
(
[T••]−λ [I ]

)
= det

(
[T•
•]−λ [I ]

)
= 0

En développant le déterminant, on obtient le polynôme caractéristique de la matrice des composantes
mixtes. Pourn= 3, le polynôme caractéristique est :

−λ3+TI λ2−TII λ+TIII = 0 (1.39)

où les coefficientsTI , TII etTIII sont :

TI = Tr([T••]) = Tr([T•
•]) = TrTTT (1.40)

TII =
1
2
(TrTTT)2− 1

2
Tr(TTT2)

= (T1
1T2

2−T1
2T2

1)+(T2
2T3

3−T2
3T3

2)+(T3
3T1

1−T3
1T1

3)

= (T1
1T2

2−T1
2T2

1)+(T2
2T3

3−T2
3T3

2)+(T3
3T1

1−T3
1T1

3)

TIII = det([T••]) = det([T•
•]) = detTTT

Les trois coefficientsTI , TII etTIII sont des scalaires appelésinvariants fondamentauxdeTTT.

REMARQUE : Le coefficientTII est la somme des cofacteurs de la diagonale des matrices des composantes mixtes.

On rappelle, également sans démonstration, l’identité de Cayley-Hamilton : tout tenseur du second ordre
est solution de son polynôme caractéristique. Pourn= 3, elle s’écrit :

−TTT3+TI TTT2−TII TTT +TIII GGG= 000 (1.41)

Cette identité montre que tout polynôme enTTT peut être ramené à un polynôme de degré 2.

En prenant la trace de (1.41), on obtient une autre expression utile du déterminant d’un tenseur du second
ordre :

detTTT = TIII =
1
3

Tr(TTT3)− 1
2

Tr(TTT2)TrTTT +
1
6
(TrTTT)3 (1.42)

Le polynôme caractéristique étant invariant par changement de base, les valeurs propresλi racines de ce
polynôme sont aussi des invariants.

REMARQUE : Le polynôme caractéristique est de degrén. Pourn impair, on est assuré que l’une des racines au moins est réelle.

En particulier, pourn = 3, l’une des racines est réelle, les deux autres racines sontsoit toutes les deux réelles soit toutes les deux

complexes conjuguées.

Si certaines valeurs propresλ sont des racines multiples de multipliciték, on dit quek est l’ordre de
multiplicité deλ.
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Les vecteurs propresuuuλ associés à la valeur propreλ sont solutions de l’équation vectorielle :

TTT ·uuuλ = λuuuλ ⇔ [T••] [u
•] = λ [u•] ⇔ [T•

•] [u•] = λ [u•] (1.43)

L’ensemble des vecteursuuuλ, solutions de (1.43), forme un sous-espace vectorielEλ appeléespace propre
associé àλ. Sa dimension est l’ordre de multipliciték deλ.

Les équations (1.43) montrent que les colonnes propres de lamatrice des composantes mixtes[T••] sont
les composantes contravariantes des vecteurs propres, et les colonnes propres de la matrice[T••] sont les
composantes covariantes des vecteurs propres.

REMARQUE : Dans le cas particulier des tenseurs du second ordre deV⊗2
3 , on peut donner une autre définition des scalairesTI , TII et

TIII , à l’aide du tenseur d’orientationHHH. Soientuuu, vvv, www trois vecteurs quelconques mais non coplanaires :

TI =
HHH (TTT ·uuu,vvv,www)+HHH (uuu,TTT ·vvv,www)+HHH (uuu,vvv,TTT ·www)

HHH (uuu,vvv,www)
(1.44)

TII =
HHH (TTT ·uuu,TTT ·vvv,www)+HHH (uuu,TTT ·vvv,TTT ·www)+HHH (TTT ·uuu,vvv,TTT ·www)

HHH (uuu,vvv,www)
(1.45)

TIII =
HHH (TTT ·uuu,TTT ·vvv,TTT ·www)

HHH (uuu,vvv,www)
(1.46)

On laisse le soin au lecteur de vérifier que ces trois définitions sont bien équivalentes aux définitions précédentes.

Indications pour la démonstration : on montre d’abord que les numérateurs peuvent se mettre sous la formeKKK(uuu,vvv,www) où KKK est un

tenseur d’ordre 3 complètement antisymétrique ; on en déduit ensuite queKKK est de la formeαHHH où α est l’invariant cherché.

Identités algébriques utiles :

On vérifie aisément les identités suivantes :

(TTT ·uuu) · (TTT ·vvv) = uuu·TTTT ·TTT ·vvv (1.47)

(TTT ·uuu)∧ (TTT ·vvv) = (detTTT)TTT−T · (uuu∧vvv) (1.48)

det(GGG+TTT) = 1+TI +TII +TIII (1.49)

‖symTTT‖2 = 1
2
‖TTT‖2+ 1

2
Tr(TTT2) (1.50)

TrTTT = Tr(TTTT) (1.51)

Tr(TTT ·TTT ′ ·TTT ′′) = Tr(TTT ′′ ·TTT ·TTT ′) = Tr(TTT ′ ·TTT ′′ ·TTT) (1.52)

REMARQUE : Les identités (1.48) et (1.49) se vérifient plus aisément à l’aide d’un logiciel de calcul formel.

Tenseurs du second ordre réels symétriques

Si le tenseur du second ordre est réel et symétrique, on a les propriétés supplémentaires suivantes :

– lesn valeurs propres sont réelles;

– les espaces propres sont orthogonaux entre eux, il est donctoujours possible de construire une base
orthonormée de vecteurs propres;

– dans une base propre orthonormée, les composantes du tenseur symétrique se rangent dans une ma-
trice diagonale dont les termes sont les valeurs propres.

REMARQUE : Pourn= 3, si les 3 valeurs propres sont distinctes, il existe 8 basespropres orthonormées dont 4 directes. Si 2 valeurs

propres sont égales, il en existe une infinité (il y a un plan dedirections propres). Si les 3 valeurs propres sont égales, c’est un tenseur

sphérique et toutes les bases sont des bases propres.

23



1. ALGÈBRE TENSORIELLE

Soit SSS∈ V⊗2s
3 symétrique. On notes1, s2 et s3 ses trois valeurs propres réelles, et on note{uuui} une base

propre orthonormée deSSS. La matrice des composantes deSSSdans cette base propre est9 :

[S••] =




s1 0 0
0 s2 0
0 0 s3


 ⇔ SSS=

3

∑
i=1

si uuui⊗uuui

On en déduit facilement les propriétés suivantes pour les tenseurs deV⊗2s
3 :

– les invariants fondamentaux s’expriment en fonction des valeurs propres :

SI = s1+s2+s3 SII = s1s2+s2s3+s3s1 SIII = s1s2s3

Les relations inverses sont démontrées dans l’annexe A, voir (A.5), (A.6) et (A.7) page 73;
– le produit contracté simple de deux tenseurs du second ordre symétriques ayant trois directions

propres communes est commutatif;
– la puissance entière d’un tenseur du second ordre symétrique est un tenseur symétrique de mêmes

directions propres;
– l’exponentielle d’un tenseur du second ordre symétrique est un tenseur symétrique de mêmes direc-

tions propres;
– si les deux tenseurs du second ordre symétriquesSSSetSSS′ ont 3 directions propres communes, alors :

eSSS·eSSS′ = eSSS+SSS′

En se plaçant dans une base propre orthonormée, on montre facilement que :

(GGG+SSS)I = 3+SI (GGG+SSS)II = 3+2SI +SII (GGG+SSS)III = 1+SI +SII +SIII

et en utilisant le développement en série de(1+x)−1 avec|x|< 1, on établit facilement l’identité :

(GGG+SSS)−1 =GGG+
∞

∑
p=1

(−1)pSSSp ∀SSSsymétrique tel que‖SSS‖< 1 (1.53)

Les directions propres deGGG+SSSet (GGG+SSS)−1 sont celles deSSS.

Tenseurs du second ordre symétriques définis positifs

DÉFINITION : Un tenseur du second ordre SSS est dit symétrique défini positif si :

SSS(vvv,vvv) = vvv·SSS·vvv> 0 ∀vvv∈ V (1.54)

PROPRIÉTÉ: Les valeurs propres d’un tenseur symétrique défini positif sont strictement positives.
En effet, siuuuλ est un vecteur propre associé à la valeur propreλ, la définition (1.54) implique :

uuuλ ·SSS·uuuλ = λ‖uuuλ‖2 > 0 ⇒ λ > 0

Pour les tenseurs symétriques définis positifs, on définit les puissances d’exposant réel. SoitSSSun tenseur
symétrique défini positif. On noteλi > 0 ses valeurs propres et{sssi} une base propre orthonormée. On pose
la définition suivante :

SSSα =
n

∑
i=1

λα
i sssi⊗sssi α ∈ R

9. L’ordre des valeurs propres peut être différent: en effet, il n’y a aucune raison pour classer les vecteurs propres. Engéneral, on
ordonne les valeurs propres en ordre décroissant et on choisit le sens des vecteurs propres de la base pour que la base propre soit
directe.
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1.6. Tenseurs du second ordre

En particulier, siα = 1
p avecp∈ N, on peut définir la racinepèmed’un tenseur symétrique défini positif.

En remarquant que

eeeSSS=
∞

∑
p=0

SSSp

p!
=

∞

∑
p=0

1
p!

3

∑
i=1

λp
i sssi⊗sssi =

3

∑
i=1

∞

∑
p=0

1
p!

λp
i sssi⊗sssi =

3

∑
i=1

eλi sssi⊗sssi

on définit le logarithme népérien d’un tenseur symétrique défini positif :

lnSSS=
n

∑
i=1

lnλi sssi⊗sssi (λi > 0) (1.55)

Les puissances, l’exponentielle et le logarithme d’un tenseur symétrique défini positifSSSont donc les mêmes
direction propres queSSS.

Tenseurs du second ordre réels antisymétriques deV⊗2a
3 :

SoitAAA∈V⊗2a
3 et soitaaa son vecteur adjoint (voir (1.27) page 18). L’endomorphismelinéaire associé àAAA est :

AAA·vvv= (HHH ·aaa) ·vvv= vvv∧aaa (voir (1.15) page 16)

On montre facilement que les invariants fondamentaux deAAA sont :

AI = 0 AII = ‖aaa‖2 =
1
2
‖AAA‖2 =−1

2
Tr(AAA2) AIII = 0 (1.56)

REMARQUE : Le tenseurAAA2 est symétrique, son endomorphisme linéaire associé est :AAA2 ·vvv= (vvv∧aaa)∧aaa= ‖aaa‖2vvv− (aaa·vvv)aaa.

On vérifie aisément que le vecteurAAA2 ·vvv est orthogonal au vecteuraaa. Ses valeurs propres sont :(0,−||aaa||,−||aaa||), les espaces propres

associés sont respectivementkaaa (noyau deAAA) et un plan propre orthogonal àaaa.

Le polynôme caractéristique d’un tenseur antisymétriqueAAA (voir (1.39) page 22) est donc réduit à :

λ3+‖aaa‖2 λ = 0

dont la seule racine réelle estλ = 0. L’espace propre associé (de dimension 1) est engendré parle vecteur
adjointaaa. C’est le noyau de l’endomorphisme linéaireAAA carAAA·aaa= 000.

Pour les tenseurs antisymétriques deV⊗2
3 , l’identité de Cayley-Hamilton (1.41) page 22 se réduit à :

AAA3 =
1
2

Tr(AAA2)AAA

En itérant, on en déduit les puissances successives d’un tenseur deV⊗2a
3 :

AAA2q+1 =
1
2q

(
Tr(AAA2)

)q
AAA AAA2q+2 =

1
2q

(
Tr(AAA2)

)q
AAA2

où Tr(AAA2) =−2‖aaa‖2 (voir (1.56) page 25).
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En séparant les exposants pairs et impairs, l’exponentielle deAAA s’écrit :

eAAA =GGG+
∞

∑
q=0

AAA2q+1

(2q+1)!
+

∞

∑
q=0

AAA2q+2

(2q+2)!

=GGG+
∞

∑
q=0

1
2q

(
Tr(AAA2)

)q

(2q+1)!
AAA+

∞

∑
q=0

1
2q

(
Tr(AAA2)

)q

(2q+2)!
AAA2

=GGG+
∞

∑
q=0

1
2q

(
−2‖aaa‖2

)q

(2q+1)!
AAA+

∞

∑
q=0

1
2q

(
−2‖aaa‖2

)q

(2q+2)!
AAA2

=GGG+
∞

∑
q=0

(−1)q ‖aaa‖2q+1

(2q+1)!
AAA
‖aaa‖ +

∞

∑
q=0

(−1)q ‖aaa‖2q+2

(2q+2)!
AAA2

‖aaa‖2

eAAA =GGG+sin‖aaa‖ AAA
‖aaa‖ +(1−cos‖aaa‖) AAA2

‖aaa‖2 (1.57)

On vérifie aisément l’égalitéeAAA ·
(
eAAA
)T

=GGG. On en déduit que l’exponentielle d’un tenseur antisymétrique
est un tenseur orthogonal (voir la définition (1.58) ci-dessous).

1.6.10 Tenseurs du second ordre orthogonaux deV⊗2
3

DÉFINITION : On dit qu’un tenseur du second ordre QQQ est orthogonal si :

QQQ·QQQT =GGG ⇔ QQQ−1 =QQQT (1.58)

Le tenseurQQQ−1 =QQQT est donc aussi orthogonal.

Il découle de la définition (1.58) que :

det(QQQ·QQQT) = 1 ⇒ detQQQ detQQQT = 1 ⇒ (detQQQ)2 = 1 ⇒ detQQQ=±1

les tenseurs orthogonaux de déterminant+1 sont appelésrotations,
les tenseurs orthogonaux de déterminant−1 sont appelésretournements.

PROPRIÉTÉS: On montre facilement les propriétés algébriques suivantes (oùTTT est un tenseur du second
ordre) :

– les valeurs propres deTTT et deQQQ·TTT ·QQQT sont les mêmes;

– siuuu est vecteur propre du tenseurTTT, alors le vecteurQQQ·uuu est vecteur propre du tenseurQQQ·TTT ·QQQT ;

– si les tenseursQQQ etQQQ′ sont orthogonaux, leur produit contractéQQQ·QQQ′ est aussi un tenseur orthogonal;
on en déduit queQQQq est orthogonal∀q∈ N;

– l’ensemble des tenseurs orthogonaux n’est pas un espace vectoriel mais c’est un groupe pour l’opé-
ration interne «· »; on le noteraQ3.

Dans les identités qui suivent,QQQ est orthogonal,SSSest symétrique,AAA est antisymétrique,TTT est un tenseur du
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1.6. Tenseurs du second ordre

second ordre quelconque,uuu etwww sont des vecteurs.

‖QQQ ·vvv‖= ‖vvv‖ (1.59)

(QQQ·vvv) · (QQQ·www) = vvv·www (1.60)

(QQQ·vvv)∧ (QQQ·www) = (detQQQ)QQQ· (vvv∧www) (voir (1.48) page 23) (1.61)

[QQQ·uuu,QQQ·vvv,QQQ·www] = detQQQ[uuu,vvv,www] (voir (1.46) page 23) (1.62)

Tr(QQQ·TTT ·QQQT) = TrTTT (1.63)

(QQQ·TTT ·QQQT)II = TII (1.64)

det(QQQ·TTT ·QQQT) = detTTT (1.65)

‖QQQ ·TTT‖= ‖TTT ·QQQ‖= ‖TTT‖ (1.66)

‖QQQ ·TTT ·QQQT‖= ‖TTT‖ (1.67)

(QQQ·TTT ·QQQT) : (QQQ·TTT ′ ·QQQT) =TTT : TTT ′ (1.68)

(QQQ·TTT ·QQQT)q =QQQ·TTTq ·QQQT (q∈ N) (1.69)

(QQQ·SSS·QQQT)α =QQQ·SSSα ·QQQT (α ∈ R, SSSsymétrique défini positif) (1.70)

sym(QQQ·TTT ·QQQT) =QQQ·symTTT ·QQQT (1.71)

antisym(QQQ·TTT ·QQQT) =QQQ·antisymTTT ·QQQT (1.72)

adj(QQQ·AAA·QQQT) =QQQ·adjAAA (1.73)

THÉORÈME : Les valeurs propres (éventuellement complexes) d’un tenseur orthogonal sont de module
unité.

DÉMONSTRATION : L’équationλuuu=QQQ ·uuu implique :|λ|2‖uuu‖2 = ‖QQQ·uuu‖2 = (QQQ·uuu) · (QQQ·uuu) = uuu·QQQT ·QQQ·uuu= ‖uuu‖2.

On a donc :|λ|2 = 1 ⇒ |λ|= 1.

Le polynôme caractéristique d’un tenseur orthogonalQQQ∈ V⊗2
3 est :

−λ3+QI λ2−QII λ+ ε = 0 (on a poséQIII = detQQQ= ε =±1)

THÉORÈME : Les invariants fondamentaux d’un tenseur orthogonal deV⊗2
3 sont liés par la relation :

QI = εQII

DÉMONSTRATION : Le théorème de Cayley-Hamilton s’écrit :−QQQ3+QI QQQ2−QII QQQ+ εGGG= 000 (voir (1.41) page 22)
En multipliant successivement parQQQT , il vient :

−QQQ2+QI QQQ−QII GGG+ εQQQT = 000 (1.74)

−QQQ+QI GGG−QII QQQT + εQQQ2T = 000 (1.75)

En transposant (1.75) et multipliant parε, il vient :

QQQ2− εQII QQQ+ εQI GGG− εQQQT = 000 (1.76)

La somme (1.74)+ (1.76) donne :

(QI − εQII )(QQQ+ εGGG) = 000 ⇒ QI = εQII (en supposantQQQ 6=−εGGG)

Un tenseur orthogonal n’a donc que deux invariants fondamentaux indépendants :QI etQIII = ε =±1.

On en déduit le polynôme caractéristique d’un tenseur orthogonalQQQ∈ V⊗2
3 :

−λ3+QI λ2− εQI λ+ ε = 0= (λ− ε)(−λ2+λ(QI − ε)−1)

dont une racine réelle estλ1 = ε = ±1 (on a bien|λ1| = 1). Les deux autres racines sont les complexes
conjugués de module unitéeiθ et e−iθ avecθ ∈ [0,π], qui deviennent les réels(1,1) si θ = 0 ou les réels
(−1,−1) si θ = π.
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On doit donc envisager les situations suivantes :

1. Cas général: QQQ a une seule valeur propre réelleε =±1 (θ 6= 0 etθ 6= π); la direction propre (unique)
deQQQ associée est appeléeaxe du tenseur orthogonal.
La traceQI = ε+eiθ +e−iθ = ε+2 cosθ détermine l’angleθ qui est appeléangle du tenseur ortho-
gonal10:

cosθ =
QI − ε

2

2. Cas dégénérés: QQQ a 3 valeurs propres réelles,(ε,1,1) ou (ε,−1,−1) ;

– pour une rotation (ε = +1), on obtient dans le premier casQQQ=GGG (rotation d’angle nul autour
d’un axe quelconque) et dans le second cas une rotation d’angle π autour de la direction propre
associée à la valeur propre+1 ;

– pour un retournement (ε = −1), on obtient dans le premier cas une symétrie plane par rapport
à un plan normal à la direction propre associée à la valeur propre−1 et dans le second cas
QQQ=−GGG (symétrie par rapport à un point).

Forme générale des tenseurs orthogonaux

THÉORÈME : Soit www unitaire l’axe d’un tenseur orthogonal, soitθ ∈ [0,π] son angle et soitε = ±1 son
déterminant. L’expression tensorielle de ce tenseur orthogonal est :

QQQ= cosθGGG+(ε−cosθ)www⊗www−sinθHHH ·www (1.77)

DÉMONSTRATION : Il suffit de vérifier queQQQ ·QQQT =GGG, que detQQQ= ε et queQQQ·www= εwww.

REMARQUE : En écrivant les composantes de (1.77) dans une base orthonormée{www,aaa,bbb}, et en prenantε = 1, on reconnaît la matrice
de rotation d’angleθ autour du vecteurwww : 


1 0 0
0 cosθ −sinθ
0 sinθ cosθ



{www,aaa,bbb}

Identification d’un tenseur orthogonal

En remarquant que :

symQQQ= cosθGGG+(ε−cosθ)www⊗www et antisym QQQ=−sinθHHH ·www

on en déduit une méthode simple d’identification d’un tenseur orthogonal donné par ses composantes :

– le signe de detQQQ= ε détermine siQQQ est une rotation ou un retournement ;

– l’angle (compris entre 0 etπ) est donné par sa trace :

cosθ =
QI − ε

2
(1.78)

– l’axewww est l’opposé du vecteur adjoint normé de sa partie antisymétrique :

www=−HHH : antisymQQQ
‖HHH : QQQ‖ =−HHH : QQQ

sinθ
(1.79)

On évite ainsi la recherche des vecteurs propres et l’ambigüité du sens du vecteur propre.

10. L’angleθ ∈ [0,π] est complètement déterminé par son cosinus.
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1.7. En bref...

Petites rotations

DÉFINITION : On appelle petite rotation, notéeδδδQQQ, une rotation telle que son angle estθ≪ 1.

On sait que dans ce cas, au second ordre près, cosθ≃ 1 et sinθ≃ θ. En utilisant (1.77) page 28, il vient :

δδδQQQ≃GGG+θHHH ·www︸ ︷︷ ︸
AAA

(1.80)

Une petite rotation est, au second ordre près, la somme du tenseur métrique et d’un tenseur antisymétrique
AAA tel que‖AAA‖≪ 1.

Les petites rotations se composent de manière simplifiée :

δδδQQQ·δδδQQQ′ ≃ (GGG+AAA) · (GGG+AAA′)≃GGG+AAA+AAA′ (au second ordre près) (1.81)

1.6.11 Décomposition polaire des tenseurs du second ordre

THÉORÈME : Tout tenseur du second ordre TTT inversible peut être écrit sous l’une des formes suivantes:

TTT =VVV ·QQQ=QQQ·UUU (1.82)

où VVV =
√

TTT ·TTTT et UUU =
√

TTTT ·TTT sont symétriques définis positifs,
et où QQQ est orthogonal (detQQQ= detTTT

|detTTT| = sgn(detTTT)).

DÉMONSTRATION : Le tenseurTTT ·TTTT est évidemment symétrique défini positif. Il est donc inversible et sa racine carréeVVV existe

et est aussi symétrique définie positive. Il suffit donc de vérifier que le tenseurQQQ= (TTT ·TTTT )−1 ·TTT est orthogonal, ce qui se fait sans

difficulté.

La démonstration de la décompositionQQQ·UUU se fait de la même manière. On vérifie aisément l’unicité de ces décompositions polaires.

La décomposition polaireTTT =VVV ·QQQ est appeléedécomposition polaire à gauche, l’autre TTT = QQQ ·UUU est
appeléedécomposition polaire à droite.

PROPRIÉTÉS: On vérifie facilement les propriétés suivantes :

– la relation entreUUU etVVV est : UUU =QQQT ·VVV ·QQQ ⇔ VVV =QQQ·UUU ·QQQT ;

– les valeurs propres (positives) deUUU etVVV sont les mêmes;

– siuuu est vecteur propre deUUU , alorsvvv=QQQ·uuu est un vecteur propre deVVV.

1.7 En bref...

Les tenseurs d’ordrep sont des applicationsp-linéairesVp → R. On a défini de nouvelles opérations
algébriques sur les tenseurs :

– l’addition de deux tenseurs du même ordre;

– la multiplication d’un tenseur par un scalaire;

– le produit tensoriel de deux tenseurs d’ordrep etq, le résultat est d’ordrep+q;

– le produit tensoriel contracté simple de deux tenseurs d’ordre p≥ 1 etq≥ 1, le résultat est d’ordre
p+q−2;

– le produit tensoriel contracté double de deux tenseurs d’ordre p≥ 2 etq≥ 2, le résultat est d’ordre
p+q−4.
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1. ALGÈBRE TENSORIELLE

Les tenseurs d’ordre 0 sont les scalaires (ou invariants).

Les tenseurs d’ordre 1 sont confondus avec les vecteurs.

Les tenseurs d’ordre 2 sont confondus avec les endomorphismesV→ V linéaires. Ils peuvent être décom-
posés :

– en la somme d’une partie symétrique et d’une partie antisymétrique,
– en la somme d’une partie sphérique et d’une partie de trace nulle,
– en le produit contracté simple d’une partie symétrique définie positive et d’une partie orthogonale.

Les tenseurs d’ordre 2 ont des valeurs propres scalaires (dont une au moins est réelle) et des espaces propres
associés à chaque valeur propre distincte;

– s’ils sont symétriques, toutes les valeurs propres sont réelles et les espaces propres sont orthogonaux
entre eux.

– s’ils sont antisymétriques, ils sont isomorphes à leur vecteur adjoint;
– s’ils sont orthogonaux, ils sont définis par leur déterminant ε = ±1, un vecteur unitaire et un angle

compris entre 0 etπ.
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Chapitre 2

Fonctions tensorielles

2.1 Fonctions tensorielles d’argument réel

On étudie ici des tenseurs qui sont fonction d’un paramètre réelt : t ∈ R→TTT(t) ∈ V⊗p.

En mécanique des milieux continus, ce paramètre est le plus souvent le temps. La dérivéedddTTT
dt sera donc

appeléedérivée temporelle.

2.1.1 Dérivée temporelle d’un tenseur d’ordrep

La dérivée temporelle d’une fonction à valeur tensoriellleest naturellement définie par :

dTdTdT
dt

= lim
h→0

TTT(t +h)−TTT(t)
h

(2.1)

La dérivée temporelle d’un tenseur d’ordrep est donc un tenseur d’ordrep.

On vérifie aisément que les dérivées temporelles du produit tensoriel, et des produitsn-contractés suivent
les règles habituelles des dérivées de produits non commutatifs.

EXEMPLES :

ddd(TTT⊗UUU)

dt
=

dddTTT
dt
⊗UUU +TTT⊗ dddUUU

dt
;

ddd(TTT ·UUU)

dt
=

dddTTT
dt
·UUU +TTT · dddUUU

dt
;

ddd(TTT :UUU)

dt
=

dddTTT
dt

:UUU +TTT :
dddUUU
dt

Tout tenseur fonction du temps ainsi que sa dérivée temporelle peuvent être décrits par des composantes
fonction du temps sur une base (a priori également fonction du temps).

EXEMPLE : Si TTT(t) est ordre 2 :TTT = T j
k(t) eeej (t)⊗eeek(t), sa dérivée temporelle est :

dTdTdT
dt

=
dT j

k

dt
eeej (t)⊗eeek(t)+T j

k
dddeeej

dt
⊗eeek+T j

k eeej ⊗
dddeeek

dt

Si la base sur laquelle on donne les composantes deTTT n’est pas fonction du temps, cette dérivée se réduit au premiermonôme.

PROPRIÉTÉS: Si un tenseurTTT du second ordre estpar définitionsymétrique (il conserve cette symétrie
au cours du temps), alors sa dérivée temporelle est symétrique. Il en est de même pour l’antisymétrie, la
sphéricité et la trace nulle.
DÉMONSTRATION: : Cette propriété découle du fait que les ensembles de tenseurs symétriques, antisymétriques, sphériques et

déviatoriques sont des sous-espaces vectoriels. La différenceTTT(t +h)−TTT(t) appartient donc au même sous-espace.
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En revanche, pour les tenseurs orthogonaux deQ3 restant orthogonaux au cours du temps, la dérivée tem-
porelle est un tenseur d’ordre 2non orthogonal1 en général. On peut néanmoins donner un résultat :

QQQ(t) ·QQQ(t)T =GGG ⇒ dQdQdQ
dt
·QQQT +QQQ· dddQQQT

dt
= 000 ⇒ dQdQdQ

dt
·QQQT =−

(
dQdQdQ
dt
·QQQT

)T

(2.2)

Le tenseur du second ordredQdQdQ
dt ·QQQT , ainsi que son transposéQQQ· dddQQQT

dt sont des tenseurs antisymétriques.

2.1.2 Cas particulier des tenseurs réels du second ordre symétriques

Dans cette section, pour alléger les notations, on noteṠ̇ṠS la dérivéedddSSS
dt .

Le tenseur réelSSS(t) étant symétrique et restant symétrique au cours du temps, letenseuṙṠṠSest symétrique.

La symétrie deSSS implique l’existence d’une base orthonormée{uuui(t)} construite sur les directions propres
deSSS telle que :

SSS(t) =
3

∑
i=1

λi(t)uuui(t)⊗uuui(t)

où λi(t) sont les valeurs propres réelles deSSSà l’instantt.

La dérivée temporelle s’écrit :

Ṡ̇ṠS(t) =
3

∑
i=1

λ̇i(t)uuui(t)⊗uuui(t)

︸ ︷︷ ︸
Ŝ̂ŜS(t)

+
3

∑
i=1

λi(t) u̇̇u̇ui(t)⊗uuui(t)+
3

∑
i=1

λi(t)uuui(t)⊗ u̇̇u̇ui(t)

︸ ︷︷ ︸
S̆̆S̆S(t)

(2.3)

Quand le tenseurSSSvarie avect, ses valeurs propres et ses directions propres varient en fonction det :

– Le tenseur symétrique réelŜ̂ŜSest la dérivée deSSSà directions propres constantes, ses directions propres
sont celles deSSS;

– Le tenseur symétrique réelS̆̆S̆S est la dérivée deSSS à valeurs propres deSSS constantes (attention : les
valeurs propres dĕS̆S̆Sne sont pas celles deSSS).

La dérivée temporellėṠṠSest la somme de ces deux tenseurs :Ṡ̇ṠS= Ŝ̂ŜS+ S̆̆S̆S.

Le tenseurSSS étant symétrique et restant symétrique au cours du temps, toute base propre orthonormée
{uuui(t)} reste orthonormée dans son évolution. Il existe donc un vecteur « vitesse de rotation2 » de la base
propre, notéωωωS, tel que :

u̇̇u̇ui =ωωωS∧uuui =HHH : (ωωωS⊗uuui) =ΩΩΩS·uuui avecΩΩΩS=−HHH ·ωωωS antisymétrique

oùHHH est le tenseur d’orientation défini en 1.5 page 14.

La dérivée à valeurs propres constantes s’écrit donc :

S̆̆S̆S=
3

∑
i=1

λi (ΩΩΩS·uuui)⊗uuui +
3

∑
i=1

λi uuui⊗ (ΩΩΩS·uuui)

=ΩΩΩS·
3

∑
i=1

λi uuui⊗uuui +
( 3

∑
i=1

λi uuui⊗uuui
)
·ΩΩΩT

S

=ΩΩΩS·SSS−SSS·ΩΩΩS

ConnaissantSSS et Ṡ̇ṠS symétriques, on se propose de trouver les tenseurs symétriquesŜ̂ŜS et S̆̆S̆S, c’est-à-dire
respectivement la dérivée à directions propres contantes et la dérivée à valeurs propres constantes.

1. SiQQQ est par définition orthogonal, la différenceQQQ(t +h)−QQQ(t) n’est pas un tenseur orthogonal en général.
2. par analogie avec la cinématique des solides
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Détermination de la vitesse de rotation des directions propres

En vertu de Eq. (2.3), on ȧṠṠS= Ŝ̂ŜS+ S̆̆S̆S. On en déduit :

SSS· Ṡ̇ṠS=SSS· Ŝ̂ŜS+SSS· S̆̆S̆S et Ṡ̇ṠS·SSS= Ŝ̂ŜS·SSS+ S̆̆S̆S·SSS

et par différence (les tenseursSSS· Ŝ̂ŜSet Ŝ̂ŜS·SSScommutent car ils ont les mêmes directions propres) :

SSS· Ṡ̇ṠS− Ṡ̇ṠS·SSS=SSS· Ŝ̂ŜS− Ŝ̂ŜS·SSS︸ ︷︷ ︸
000

+SSS· S̆̆S̆S− S̆̆S̆S·SSS

Le tenseur symétriquĕS̆S̆Sest donc solution de l’équation tensorielle antisymétrique :

2antisym(SSS· Ṡ̇ṠS) = 2antisym(SSS· S̆̆S̆S) (2.4)

La recherche dĕS̆S̆S= ΩΩΩS ·SSS−SSS·ΩΩΩS (symétrique) revient à rechercher le tenseur antisymétrique ΩΩΩS. En
remplaçant̆S̆S̆Sdans Eq. (2.4), le tenseur antisymétriqueΩΩΩS est donc solution de l’équation tensorielle :

2antisym(SSS· Ṡ̇ṠS) =SSS· (ΩΩΩS·SSS−SSS·ΩΩΩS)− (ΩΩΩS·SSS−SSS·ΩΩΩS) ·SSS
= 2SSS·ΩΩΩS·SSS−SSS2 ·ΩΩΩS−ΩΩΩS·SSS2 (2.5)

Le tenseur antisymétrique recherchéΩΩΩS = −HHH ·ωωωS se ramène à la recherche du vecteurωωωS. L’équation
tensorielle antisymétrique Eq. (2.5) s’écrit donc :

2antisym(SSS· Ṡ̇ṠS) =−2SSS· (HHH ·ωωωS) ·SSS+SSS2 · (HHH ·ωωωS)+(HHH ·ωωωS) ·SSS2

Cette équation tensorielle du second ordre antisymétriqueest équivalente à l’équation vectorielle suivante :

2HHH : antisym(SSS· Ṡ̇ṠS) =−2HHH : (SSS· (HHH ·ωωωS) ·SSS)+HHH : (SSS2 · (HHH ·ωωωS))+HHH : ((HHH ·ωωωS) ·SSS2) (2.6)

En utilisant les propriétés de complète antisymétrie du tenseurHHH et la symétrie deSSSon vérifie aisément les
identités suivantes :

HHH : (SSS· (HHH ·ωωωS) ·SSS) =
(
(HHH ·SSS) : (SSS·HHH)

)
·ωωωS

HHH : (SSS2 · (HHH ·ωωωS)) =
(
(SSS: SSS)GGG−SSS2) ·ωωωS

HHH : ((HHH ·ωωωS) ·SSS2) =
(
(SSS: SSS)GGG−SSS2) ·ωωωS

En utilisant ces identités dans (2.6), le vecteurωωωS est solution de l’équation vectorielle :

HHH : antisym(SSS· Ṡ̇ṠS)︸ ︷︷ ︸
vvv

=
[
−(HHH ·SSS) : (SSS·HHH)+(SSS: SSS)GGG−SSS2

︸ ︷︷ ︸
TTT

]
·ωωωS (2.7)

oùvvv est un vecteur etTTT un tenseur du second ordre symétrique, tous les deux connus.

La recherche deωωωS se ramène donc à la résolution de l’équation (2.7), qui lorsqu’on exprime les compo-
santes deSSSet Ṡ̇ṠSdans une base de calcul quelconque se ramène à la résolution d’un système linéaire de trois
équations à trois inconnues, par exemple :[v•] = [T••] [ω•S].

En se plaçant dans une base propre orthonormée deSSS(de valeurs propresλi), on trouve facilement que :

detTTT = (λ1−λ2)
2 (λ2−λ3)

2 (λ3−λ1)
2

Si les valeurs propres deSSSsont distinctes, alors detTTT 6= 0, et la solutionωωωS est unique :

ωωωS=
[
− (HHH ·SSS) : (SSS·HHH)+(SSS: SSS)GGG−SSS2

]−1
·HHH : antisym(SSS· Ṡ̇ṠS) (2.8)
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En revanche, si les valeurs propres ne sont pas distinctes, alors detTTT = 0, la formule Eq. (2.8) est invalide
car le tenseurTTT n’est pas inversible. Il y a une infinité de solutions enωωωS, et l’on peut prendre l’une
quelconque d’entre elles.

REMARQUE : Bien que l’équation (2.7) puisse être écrite et résolue dans toute base, il est intéressant de l’écrire dans une base propre

orthonormée deSSS. Elle se réduit à : ˙s23(λ2−λ3) = ω1 (λ2−λ3)
2 ; ṡ31(λ3−λ1) = ω2 (λ3−λ1)

2 ; ṡ12(λ1−λ2) = ω3 (λ1−λ2)
2 ;

ce qui montre que toute composante deωωωS normale à un plan de directions propres tel queλi = λ j est indéterminée.

Si les valeurs propres deSSS sont distinctes, la solution est unique et les composantes dans une base propre orthonormée deSSS de la

vitesse de rotation de la base propre deSSSsont :ω1 =
ṡ23

λ2−λ3
; ω2 =− ṡ13

λ1−λ3
; ω3 =

ṡ12
λ1−λ2

.

Récapitulation

La dérivée temporellėṠṠSd’un tenseur symétriqueSSSpeut être décomposée en une somme :Ṡ̇ṠS= Ŝ̂ŜS+ S̆̆S̆Soù :

– le tenseur̂ŜŜSest la dérivée à directions propres deSSSconstantes,
– le tenseur̆S̆S̆Sest la dérivée à valeurs propres deSSSconstantes.

SSSet Ṡ̇ṠSétant connus, on déterminêŜŜSet S̆̆S̆Scomme suit :

1. Le vecteur vitesse de rotation des bases propresωωωS est une solution de l’équation vectorielle :

HHH : antisym(SSS· Ṡ̇ṠS) =
[
− (HHH ·SSS) : (SSS·HHH)+(SSS: SSS)GGG−SSS2

]
·ωωωS (2.9)

Si la solution n’est pas unique (les composantes deωωωS normales aux plans de directions propres sont
indéterminées), on peut prendre l’une quelconque d’entre elles.

2. On calculeΩΩΩS=−HHH ·ωωωS (antisymétrique)
3. La dérivée à valeurs propres constantes est :S̆̆S̆S=ΩΩΩS·SSS−SSS·ΩΩΩS (symétrique de trace nulle).

4. La dérivée à base propre constant est :Ŝ̂ŜS= Ṡ̇ṠS− S̆̆S̆S(symétrique, de même directions propres queSSS).

Quelques propriétés algébriques dêŜŜSet S̆̆S̆S

SoitSSS′ un tenseur symétrique de mêmes directions propres queSSS.

SSS′ : S̆̆S̆S=SSS′ : (ΩΩΩS·SSS)−SSS′ : (SSS·ΩΩΩS)

= (SSS′ ·SSS) : ΩΩΩS− (SSS·SSS′) : ΩΩΩS (voir (1.37) page 20)

= (SSS′ ·SSS−SSS·SSS′) : ΩΩΩS= 0 (carSSSetSSS′ commutent)

En particulier, on a les orthogonalités tensorielles suivantes :

SSS: S̆̆S̆S= 0 et Ŝ̂ŜS: S̆̆S̆S= 0 (2.10)

En utilisant ces propriétés d’orthogonalité, on établit sans difficulté les propriétés utiles suivantes :

(TrSSS)̇̇̇ = Tr Ṡ̇ṠS= Tr(Ŝ̂ŜS+ S̆̆S̆S) = Tr Ŝ̂ŜS (2.11)

(devSSS)̇̇̇ = devṠ̇ṠS= dev(Ŝ̂ŜS+ S̆̆S̆S) = devŜ̂ŜS+ S̆̆S̆S= (devSSS)̂̂̂ + S̆̆S̆S (2.12)

‖SSS‖̇̇̇ = SSS
‖SSS‖ : Ṡ̇ṠS=

SSS
‖SSS‖ : (Ŝ̂ŜS+ S̆̆S̆S) =

SSS
‖SSS‖ : Ŝ̂ŜS (2.13)

‖devSSS‖̇̇̇ = devSSS
‖devSSS‖ : devŜ̂ŜS (2.14)

(detSSS)̇̇̇ = (SII GGG−SI SSS+SSS2) : Ṡ̇ṠS= (SII GGG−SI SSS+SSS2) : Ŝ̂ŜS (2.15)

= (detSSS)SSS−1 : Ŝ̂ŜS (si SSS−1 existe) (2.16)

(detdevSSS)̇̇̇ = (devSSS)2 : devŜ̂ŜS (2.17)

où{SI ,SII ,SIII } sont les trois invariants fondamentaux deSSSdéfinis en (1.40) et suivantes page 22.
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2.2. Fonctions scalaires d’une variable tensorielle

2.2 Fonctions scalaires d’une variable tensorielle

En mécanique des milieux continus, on doit considérer des fonctions à valeur scalaire dont l’argument est
tensoriel :

f : TTT ∈ V⊗p → f (TTT) ∈ R (2.18)

et on a besoin de connaître les variations du scalairef (TTT) quand l’argumentTTT varie.

2.2.1 Opérateur linéaire tangent

La description des variations d’un argument tensoriel d’ordre p est plus compliquée que pour les fonctions
à variables réelles car les tenseurs d’ordrep sont dans un espace vectoriel de dimensionnp, alors queR est
de dimension 1.

REMARQUES : La dérivée habituelle, enx, d’une fonctionggg : R→ V⊗p est l’applicationggg′ (notée aussidddggg
dx) définie par :

ggg′ : x∈ R −→ ggg′(x) = lim
h→0

ggg(x+h)−ggg(x)
h

∈ R

On ne peut pas généraliser cette définition pourx eth tensoriels car la division par un tenseur n’a aucun sens.

D’autre part, les fonctionsf envisagées en (2.18) sont à valeur scalaire, la valeur du réel f (TTT) doit être indépendante de la base dans

laquelle on exprime les composantes du tenseurTTT. Les fonctionsV⊗p→ R sont donc une sous-classe des fonctions ànp variables

réelles indépendantes : elles doivent être invariantes parchangement de base des composantes deTTT.

Une variation arbitraire de l’argument tensorielTTT sera notéedTdTdT. C’est un tenseur de même ordre. À chaque
variation arbitrairedTdTdT du tenseurTTT correspond une variationf (TTT +dTdTdT)− f (TTT) différente.

DÉFINITION : On dit que l’application f: TTT ∈V⊗p→R est différentiable en TTT s’il existe une application
linéaire, notée∇∇∇ f , appelée application linéaire tangente à f en TTT, telle que :

∀dTdTdT, f (TTT +dTdTdT)− f (TTT) =∇∇∇ f⊗pdTdTdT+ ‖dTdTdT‖O (dTdTdT) ∈ R (2.19)

oùO (dTdTdT) est une fonctionV⊗p→ R quelconque qui tend vers0 quand‖dTdTdT‖→ 0, et où⊗p est le produit
contracté p fois.

Les règles de l’algèbre tensorielle impliquent que l’opérateur linéaire tangent∇∇∇ f est un tenseur d’ordrep.

DÉFINITION : Le scalaire d f=∇∇∇ f ⊗pdTdTdT est appelé différentielle de f.

AUTRE NOTATION : L’opérateur linéaire tangent∇∇∇ f est souvent notéd f
dTdTdT . Dans ce cas on écrit :d f = d f

dddTTT ⊗
pdddTTT. Mais il faut bien

considérer la « fraction »d f
dddTTT comme un symbole indissociable! Il ne s’agit nullement d’une division et le produitp-contracté «⊗p »

n’est pas une simple multiplication. Toute « simplification » par dTdTdT n’aurait aucun sens!

Lorsque‖dTdTdT‖→ 0, le reste‖dTdTdT‖O (dTdTdT) tend vers 0 plus vite que le termed f =∇∇∇ f ⊗pdTdTdT qui est linéaire
endTdTdT. Ainsi, quand‖dTdTdT‖→ 0, la différentielled f s’approche de la variation exactef (TTT +dTdTdT)− f (TTT).

L’opérateur linéaire tangent∇∇∇ f , quand il est notéd f
dTdTdT , est souvent improprement appelé « dérivée def par

rapport àTTT » bien qu’il ne s’agisse nullement d’une limite puisque le résultat dépend de la direction dedddTTT
dans l’espaceV⊗p.

On peut néanmoins définir une dérivée def lorsque le tenseurTTT varie tout en restant colinéaire à une
« direction tensorielle » constante dans l’espaceV⊗p de la manière suivante : en divisant (2.19) par‖dTdTdT‖,
il vient :

f (TTT +dTdTdT)− f (TTT)
‖dTdTdT‖ =∇∇∇ f ⊗p dTdTdT

‖dTdTdT‖ +O (dTdTdT)

où le tenseur d’ordrep : TTT0 =
dTdTdT
‖dTdTdT‖ (de norme 1) est une « direction unitaire » dans l’espace vectoriel V⊗p

(de dimensionnp).

Quand on passe à la limite‖dTdTdT‖→ 0 à TTT0 constant, on peut alors définir la dérivée def dans la direction
tensorielle unitaire TTT0 :
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DÉFINITION : On appelle dérivée de la fonction f(TTT) dans la direction unitaire (tensorielle) TTT0 la limite
suivante :

f ′TTT0
(TTT) = lim

‖dddTTT‖→0
TTT0 constant

f (TTT +dTdTdT)− f (TTT)
‖dTdTdT‖ =∇∇∇ f ⊗pTTT0

2.2.2 Dérivée de fonctions composées

S’il existe une applicationFFF : R→ V⊗p telle queTTT =FFF(t), alors la fonctionh= f ◦FFF est une application
R→ R, dont on peut calculer la dérivée par rapport àt.

h′(t) = lim
dt→0

h(t +dt)−h(t)
dt

(2.20)

où :

h(t +dt) = f
(
FFF(t +dt)

)
= f
(
FFF(t)+

dFdFdF
dt

dt+ |dt|O (dt)
)

(voir (2.1) page 31)

= f
(
FFF(t)

)
+∇∇∇ f ⊗p

(dFdFdF
dt

dt+ |dt|O (dt)
)
+
∣∣∣
∣∣∣dFdFdF

dt
dt+ |dt|O (dt)

∣∣∣
∣∣∣OOO
(dFdFdF

dt
dt+ |dt|O (dt)

)

La dérivée définie en (2.20) est alors :

h′(t) =∇∇∇ f ⊗p dddFFF
dt

(qu’on peut aussi écrire :
d f
dt

=
d f
dTdTdT
⊗p dddTTT

dt
) (2.21)

L’opérateur linéaire tangent∇∇∇ f (tenseur d’ordrep) permet donc de généraliser formellement la formule de
dérivation des fonctions composées, mais avec le produit⊗p.

2.2.3 Composantes sur une base de l’opérateur linéaire tangent ∇∇∇ f

Pour alléger les écritures, on illustre la méthode avec des tenseurs d’ordre 2 construits surV3. Le tenseur
du second ordreTTT peut être défini par ses composantes dans une base tensorielle. Dans la suite, on prend
par exemple, des composantes mixtes :

TTT = T i
j eeei⊗eeej (2.22)

Dans la base{eeei ⊗eeej}, une variation arbitrairedTdTdT du tenseurTTT est donc définie par 9 variationsdTi j,
arbitraires et indépendantes, de chacune de ses composantes :

dTdTdT = dTi
j eeei⊗eeej

À la fonction f (TTT) et à la base tensorielleB = {eeei⊗eeej} choisie, on peut associer une fonctionfB : R9→R

telle que :
f (TTT) = fB (T

1
1,T

1
2,T

1
3,T

2
1,

2
2,T

2
3,T

3
1,T

3
2,T

3
3)

La fonction fB permet d’évaluer le scalairef (TTT) en fonction des composantes deTTT dans la baseB .

L’égalitéd f = d fB implique l’égalité suivante :

(∇∇∇ f )i
j dTi j︸ ︷︷ ︸

d f=∇∇∇ f :dddTTT

=
∂ fB
∂T i j

dTi j
︸ ︷︷ ︸

d fB

∀dTdTdT

On en déduit immédiatement par identification les composantes du tenseur∇∇∇ f dans la base{eeei⊗eeej} :

(∇∇∇ f )i
j =

∂ fB
∂T i j

⇔ ∇∇∇ f =
∂ fB
∂T i j

eeei⊗eeej
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2.2. Fonctions scalaires d’une variable tensorielle

Bien noter la position des indices : les règles de sommation dans le double produit contracté∇∇∇ f : dTdTdT
impliquent que, quand on dérive la fonctionfB par rapport aux composantes d’une certaine variance, on
obtient les composantes de∇∇∇ f de variances inverses.

On généralise sans difficulté aux fonctions scalaires d’argument tensoriel d’ordre quelconque. Par exemple,
si TTT = T i

j
k
l eeei⊗eeej ⊗eeek⊗eeel , les composantes de∇∇∇ f dans la baseeeei⊗eeej ⊗eeek⊗eeel sont :

(∇∇∇ f )i
j
k
l =

∂ fB
∂T i

j
k
l

2.2.4 Variables tensorielles contraintes

En mécanique des milieux continus, la plupart des tenseurs du second ordre sont des tenseurs symétriques
par définition. Ils restent donc symétriques dans leurs variations.

REMARQUE : L’espace des tenseurs symétriques est un espace vectoriel de dimension 6 et le tenseurdTdTdT appartient à cet espace. À la

fonction f (TTT) et à une base tensorielleB s bien choisie (n’engendrant que des tenseurs symétriques3), on pourrait associer une fonction

fB s :R6→R telle que :f (TTT) = fB s(T11,T12,T13,T22,T23,T33), où lesTi j sont les composantes (ici complètement covariantes, la matrice

[T••] est donc symétrique) deTTT dans cette base. On pourrait toujours écrired f = d fB s et donc(∇∇∇ f )i j dTi j = ∑3
i=1 ∑3

j≥i
∂ fB s

∂Ti j
dTi j . Mais

le terme de droite n’est pas le développement d’un double produit contracté et l’identification des composantes de∇∇∇ f sur la base n’est

plus possible!

D’autres contraintes sur les variationsdTdTdT peuvent intervenir (le tenseurTTT est par définition sphérique,
ou de trace nulle, ou antisymétrique). À chaque fois, la dimension de l’espace vectoriel dans lequeldTdTdT
arbitraire peut évoluer est différente.

Plutôt que d’établir une définition particulière de l’opérateur linéaire tangent pour chaque type de contrainte,
on va utiliser un théorème qui nous permetdans certains cas« d’ignorer la contrainte » pendant la dériva-
tion puis de la rétablir ensuite après dérivation.

THÉORÈME : Soit f̃ une fonction de m variables réelles xi (i = 1, · · · ,m), certaines variables étant liées
aux autres par r égalités de la forme :

xk = hk(· · · ,xp/∈[1,r], · · ·) k∈ [1,r] (2.23)

alors,

d f̃ =

[
m

∑
i=1

∂ f̃
∂xi

dxi

]

{xk=hk(··· ,xp/∈[1,r],···) k∈[1,r]}

Autrement dit, si certaines variables sont des fonctions des autres variables, on peut dériverf̃ comme si
lesxi n’étaient pas liés, puis remplacer ensuite dans le résultat, les variables liéesxk par leur expression en
fonction des autres.

DÉMONSTRATION : Pour alléger les écritures, on suppose quef̃ a 4 variablesx1, x2, x3 et x4 et qu’il n’y a qu’une seule contrainte :
x1 = h1(x2,x3). On définit la fonctiong de 3 variables indépendantes de la manière suivante :

g(x2,x3,x4) = f̃ (h1(x2,x3),x2,x3,x4)

Pour une variation arbitraire(dx1,dx2,dx3,dx4) satisfaisant les contraintes, on a évidemmentd f̃ = dg et donc en utilisant la règle de
dérivation des fonctions composées:

∂g
∂x2

=
∂ f̃
∂x1

∂h1

∂x2
+

∂ f̃
∂x2

∂g
∂x3

=
∂ f̃
∂x1

∂h1

∂x3
+

∂ f̃
∂x3

∂g
∂x4

=
∂ f̃
∂x4

3. par exemple, la 6-base:
{eee1⊗eee1 ,(eee1⊗eee2+eee2⊗eee1) ,(eee2⊗eee3+eee3⊗eee2) ,eee2⊗eee2 ,(eee3⊗eee1+eee1⊗eee3) ,eee3⊗eee3}
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2. FONCTIONS TENSORIELLES

et donc

dg=

(
∂ f̃
∂x1

∂h1

∂x2
+

∂ f̃
∂x2

)
dx2+

(
∂ f̃
∂x1

∂h1

∂x3
+

∂ f̃
∂x3

)
dx3+

∂ f̃
∂x4

dx4

=
∂ f̃
∂x1

(
∂h1

∂x2
dx2+

∂h1

∂x3
dx3

)

︸ ︷︷ ︸
dh1

+
∂ f̃
∂x2

dx2+
∂ f̃
∂x3

dx3+
∂ f̃
∂x4

dx4

On peut donc calculer la différentielle sous contrainte en posant formellement :

d f̃ =
∂ f̃
∂x1

dx1+
∂ f̃
∂x2

dx2+
∂ f̃
∂x3

dx3+
∂ f̃
∂x4

dx4

puis remplacerx1 parh1(x2,x3) et remplacerdx1 par ∂h1
∂x2

dx2+
∂h1
∂x3

dx3.

REMARQUE IMPORTANTE : Il faut bien noter que la méthode de calcul des composantes de∇∇∇ f (TTT) avec
des contraintes surTTT qui vient d’être donnée, n’est valable que si les contraintes sur les composantes
peuvent s’exprimer strictement sous la forme donnée dans lethéorème (2.23) page 37.

Ce n’est notamment pas le cas pour une contrainte du type «TTT orthogonal » ou encore‖TTT‖ = 1. Les en-
sembles de tenseurs soumis à ces contraintes ne sont pas des espaces vectoriels et le tenseurdTdTdT n’appartient
pas à ces ensembles. Dans ces cas, la contrainte ne se traduitpas par l’expression de certaines composantes
en fonction d’autres (les fonctionshk n’existent pas).

EXEMPLE : La fonction f : V⊗2
3 → R définie parf (QQQ) =QQQ : QQQ avec la contrainte «QQQ orthogonal » est une fonction qui vaut 3 quel

que soitQQQ. Le tenseur du second ordre∇∇∇ f (la « dérivée par rapport àQQQ») est donc évidemment nul. Or, la formule de dérivation sans

contraintes est :∇∇∇(TTT : TTT) = 2TTT. On voit bien que la contrainte «QQQ orthogonal » appliquée après dérivation ne donne pas 000. De fait,

la contrainte «QQQ orthogonal » ne peut pas se réduire à des relations de certaines composantes en fonction des autres telles que celles

précisées dans le théorème (2.23) page 37.

En pratique, le théorème est utilisable pour des contraintes de symétrie ou d’antisymétrie (avec des rela-
tions portant sur des composantes non mixtes) ou des contraintes de sphéricité ou de trace nulle (avec des
relations portant sur des composantes mixtes).

2.3 Fonctions scalaires de plusieurs tenseurs

En mécanique des milieux continus, il arrive souvent que desfonctions à valeur scalaire soient à plusieurs
arguments tensorielsTTT i , d’ordre respectifpi .

On définit sans difficulté les « dérivées partielles » par rapport aux arguments tensoriels, que l’on devrait
appeler « opérateurs linéaires tangents partiels »: c’est l’opérateur linéaire tangent def quand l’un de ses
arguments varie, les autres étant constants. On notera∂∂∂i f la « dérivée partielle » def par rapport à sonième

argument. Le tenseur∂∂∂i f est donc un tenseur d’ordrepi .

EXEMPLE : Soit f (PPP,QQQ) ∈R oùPPP etQQQ sont des tenseurs d’ordre respectivementp etq, le terme∂∂∂1 f est un tenseur d’ordrep qui est
la « dérivée partielle def par rapport àPPP » àQQQ constant. De même∂∂∂2 f est un tenseur d’ordreq. Pour toute variation arbitraire des
arguments tensoriels (liés ou non par une contrainte), la différentielle est :

d f = ∂∂∂1 f ⊗pdPdPdP+∂∂∂2 f ⊗qdQdQdQ

On généralise facilement à un nombre quelconque d’arguments tensoriels.

2.3.1 Quelques identités utiles

On vérifie sans difficulté les identités suivantes oùxxx etyyy sont des vecteurs et oùTTT etUUU sont des tenseurs
du second ordre :

Fonctions scalaires à variables vectorielles :

∂∂∂1(xxx ·yyy) = yyy ∇∇∇(xxx ·xxx) = 2xxx ∇∇∇‖xxx‖= xxx
‖xxx‖ (2.24)
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2.3. Fonctions scalaires de plusieurs tenseurs

Fonctions scalaires à variables tensorielles d’ordre 2:

∂∂∂1(TTT :UUU) =UUU ∇∇∇(TTT : TTT) = 2TTT ∇∇∇‖TTT‖= TTT
‖TTT‖ (2.25)

∇∇∇TrTTT =GGG ∇∇∇Tr(TTT2) = 2TTTT ∇∇∇Tr(TTTn) = n(TTT n−1)T (2.26)

∇∇∇(TI ) =GGG ∇∇∇(TII ) = TI GGG−TTTT ∇∇∇(TIII ) = TII GGG−TI TTTT +TTT2T (2.27)

si TTT inversible : ∇∇∇(TIII ) = TIII TTT−T (2.28)

Dérivées temporelles :

d
dt
‖xxx‖= xxx

‖xxx‖ ·
dddxxx
dt

d
dt
‖TTT‖= TTT

‖TTT‖ :
dddTTT
dt

d
dt
(TrTTTn) = n(TTTn−1)T :

dddTTT
dt

(2.29)

dTI

dt
= Tr

dddTTT
dt

dTII

dt
= TI Tr

dddTTT
dt
−TTTT :

dddTTT
dt

dTIII

dt
= TII Tr

dddTTT
dt
−TI TTTT :

dddTTT
dt

+TTT2T :
dddTTT
dt

(2.30)

si TTT inversible :
dTIII

dt
= TIII TTT−T :

dddTTT
dt

(2.31)

2.3.2 Fonctions scalaires isotropes d’arguments tensoriels

DEFINITIONS : On appelle rotation par QQQ d’un vecteur vvv le vecteur̃vvv défini par :

ṽvv= RQQQ(vvv) =QQQ·vvv

On appelle rotation par QQQ d’un tenseur du second ordre TTT le tenseur du second ordrẽTTT défini par :

T̃TT = RQQQ(TTT) =QQQ·TTT ·QQQT

REMARQUE : Les propriétés algébriques des tenseurs orthogonaux données page 26 montrent que les tenseurs du second ordreTTT

et T̃TT ont les mêmes valeurs propres et que leurs vecteurs propres se transforment par :̃ttt = RQQQ(ttt). En outre, siTTT est symétrique ou

antisymétrique ou shérique ou déviatorique ou orthogonal ousymétrique défini positf,̃TTT a les mêmes propriétés. Une base propre

orthonormée deTTT se transforme parRQQQ en une base propre orthonormée deT̃TT.

On sait écrire tensoriellement la rotation de tenseurs d’ordres supérieurs (voir annexe (B.1) page 78).

DÉFINITION : On dit qu’une fonction à valeur scalaire est isotrope si :

f (TTT1, · · · ,TTTn) = f (RQQQ(TTT1), · · · ,RQQQ(TTTn)) (2.32)

En mécanique des milieux continus, il arrive souvent que l’on impose cette propriété d’isotropie aux fonc-
tions réelles d’arguments tensoriels, c’est-à-dire que leur valeur doit être insensible à toute rotation de ses
arguments4.

La démonstration des résultats5 sur les fonctions isotropes d’arguments appartenant àV3 ou àV⊗2
3 sort

du cadre de ce chapitre. On se contente de citer quelques résultats utiles dans la suite (on trouvera les
démonstrations dans l’annexe B page 77).

On se limite ici à des arguments tensoriels d’ordre 1 ou 2. En outre, les tenseurs du second ordre sont
supposés symétriques6.

4. La justification de cette condition supplémentaire apparaîtra en mécanique des milieux continus : elle signifie que le scalaire
f (TTT) doit avoir la même valeur pour tous les observateurs.

5. Ils ont été initiés par BOEHLER puis repris par SPENCER, WANG et d’autres.
6. Tout tenseur du second ordre pouvant être décomposé en parties symétrique et antisymétrique, et les tenseurs antisymétriques

étant isomorphes à leur vecteur adjoint, un argument tensoriel du second ordre quelconque peut donc être vu comme un couple
d’arguments indépendants, l’un symétrique du second ordre etl’autre vectoriel.

39
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La théorie des fonctions isotropes prouve que si une fonction f à valeur scalaire et d’arguments tensoriels
est isotrope, alors il existe une fonction̄f dem arguments scalaires telle que :

f (TTT1, · · · ,TTTn) = f̄ (I1, · · · ,Im)
Plus précisément :

f (TTT1, · · · ,TTTn) = f (RQQQ(TTT1), · · · ,RQQQ(TTTn)) ∀QQQ∀TTT1 · · ·∀TTTn ⇒ ∃ f̄ tel quef (TTT1, · · · ,TTTn) = f̄ (I1, · · · ,Im)
Les m arguments{I1 · · · ,Im} de f̄ sont des scalaires (des invariants) calculés à partir d’un ou plusieurs
arguments tensoriels defff . Cette liste dépend à la fois de l’ordre de tensorialité et dunombre d’arguments
tensoriels def . Le nombrem de ces scalaires est toujours inférieur au nombre total de composantes des
arguments tensoriels.

On ne présente ici que quelques résultats. Dans ce qui suit,vvv est un vecteur etSSSest un tenseur du second
ordre symétrique, d’invariantsSI , SII , SIII et de valeur propress1, s2, s3.

f (vvv) isotrope⇒ ∃ f̄ tel que f (vvv) = f̄ (‖vvv‖)
f (SSS) isotrope⇒ ∃ f̄ tel que f (SSS) = f̄ (SI ,SII ,SIII ) = f̄ ′(TrSSS,Tr(SSS2),Tr(SSS3) = f̄ ′′(s1,s2,s3)

f (vvv,vvv′) isotrope⇒ ∃ f̄ tel que f (vvv,vvv′) = f̄ (‖vvv‖,‖vvv′‖,vvv·vvv′)
f (vvv,SSS) isotrope⇒ ∃ f̄ tel que f (vvv,SSS) = f̄ (‖vvv‖,SI ,SII ,SIII ,vvv·SSS·vvv,vvv·SSS2 ·vvv)

On trouvera un tableau de résultats plus complet en annexe B.4 page 85.

Comme on peut le constater, par exemple dans le casf (SSS) où on a donné plusieurs listes possibles, les listes
d’invariants{I1,I2, · · · ,Im} ne sont pas uniques, mais leur longueur est toujours la même et le jacobien de
la transformation{I1,I2, · · · ,Im}↔ {I ′1,I ′2, · · · ,I ′m} doit être régulier.

REMARQUES : On peut comprendre géométriquement la présence des invariants dits « croisés » (ceux qui sont calculés à partir de

plusieurs arguments tensoriels def ) : ils traduisent le fait que dans toute rotationRQQQ, les orientations relatives des différents arguments

tensoriels def restent invariantes.

Par exemple, l’invariantvvv ·vvv′ du cas f (vvv,vvv′) traduit l’angle non orienté entre les deux arguments vectoriels. De même, on montre

dans l’annexe B page 77 que les deux invariantsvvv ·SSS·vvv = SSS : (vvv⊗vvv) et vvv ·SSS2 ·vvv = SSS2 : (vvv⊗vvv) du cas f (vvv,SSS) sont deux scalaires

nécessaires et suffisants pour préciser l’orientation relative de la direction non orientéevvv⊗vvv, par rapport aux directions propres du

tenseur symétrique du second ordreSSS. On peut trouver d’autres invariants croisés physiquement plus significatifs pour représenter la

même information.

Enfin, si certains arguments tensoriels def présentent des particularités permanentes (norme unité ou trace nulle par exemple), le

nombre de variables dēf s’en trouve diminué. Par exemple, sivvv est par définition un vecteur unitaire,‖vvv‖= 1 n’est plus une variable

de la fonctionf̄ .

2.4 Fonctions tensorielles d’arguments tensoriels

2.4.1 Fonctions à un argument tensoriel :

On considère maintenant des applicationsfff : V⊗p
3 → V

⊗q
3 . Si l’application fff (TTT) est différentiable enTTT,

l’opérateur linéaire tangent est défini par :

ddd fff =∇∇∇ fff ⊗̄pdddTTT oùddd fff ∈ V
⊗q
3 et dddTTT ∈ V

⊗p
3

L’opérateur linéaire tangent∇∇∇ fff est donc un tenseur d’ordrep+q. Ses composantes dans une base fixe se
calculent suivant les mêmes règles que précédemment.

EXEMPLE : Si p= 2 etq= 2, l’opérateur linéaire tangent de l’applicationTTT(UUU) est d’ordre 4, et ses composantes dans une base sont
par exemple :

(∇∇∇TTT)i
j
k
m =

∂T i
j (U1

1, · · · ,U3
3)

∂Uk
m

Noter qu’ici encore, la dérivation par rapport à une composante de certaines variances donne une composante de∇∇∇ fff de variances

inverses.
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2.5. En bref...

Cas particulier des endomorphismes inversiblesV↔ V

Soit fff un endomorphisme (non linéairea priori) inversibleV↔ V : vvv= fff (uuu).
L’inversibilité de fff implique qu’il existefff−1 tel que : uuu= fff−1(vvv).

Les opérateurs linéaires tangents des deux applicationsfff et fff−1 sont définis par :

dddvvv=∇∇∇ fff ·ddduuu et ddduuu=∇∇∇( fff−1) ·dddvvv

Les opérateurs linéaires tangents∇∇∇ fff et∇∇∇( fff−1) sont donc tous les deux des tenseurs d’ordre 2, c’est-à-dire
des endomorphismeslinéairesV→ V. Les deux égalités ci-dessus montrent qu’ils sont inverses. On a
donc :

f : V→ V inversible ⇒ (∇∇∇ fff )−1 =∇∇∇( fff−1) (2.33)

2.4.2 Fonctions tensorielles à plusieurs arguments tensoriels :

On définit sans difficulté les opérateurs linéaires tangentspartiels comme étant les opérateurs linéaires
tangents de l’applicationfff , à valeur tensorielle d’ordrep, quand l’un de ses arguments tensorielTTT i varie,
les autres étant constants. La différentielle de l’application fff (TTT1, · · · ,TTTn) est :

ddd fff =
n

∑
i=1

∂∂∂i fff ⊗̄pidddTTT i ∈ V⊗p

où pi est l’ordre du tenseurTTT i et où∂∂∂i fff est un tenseur d’ordrep+ pi .

Si les tenseursTTT i sont fonction d’un paramètre réelt, on montre facilement que :

ddd fff
dt

=
n

∑
i=1

∂∂∂i fff ⊗̄pi
dddTTT i

dt

2.4.3 Fonctions tensorielles isotropes

DÉFINITION : Une fonction tensorielle fff (T1, · · · ,TTTn) ∈ V⊗p est dite isotrope si

RQQQ( fff (T1, · · · ,TTTn)) = fff (RQQQ(TTT1), · · ·RQQQ(TTTn))

REMARQUE : C’est notamment le cas des lois de comportement des milieux continus qui sont de la formeσσσ = fff (T,XXX1,XXX2,DDD, · · ·).
Elles doivent être isotropes pour garantir l’invariance dela loi dans tout changement d’observateur.

2.5 En bref...

La dérivation temporelle d’un tenseur conserve la symétrie, l’antisymétrie, la sphéricité et la trace nulle,
mais pas l’orthogonalité ni la norme.

On peut définir des opérateurs linéaires tangents (« dérivéegénéralisée ») de fonctions scalaires ou tenso-
rielles d’arguments tensoriels.

Les fonctions scalaires d’arguments tensoriels qui sont isotropes peuvent être remplacées par des fonctions
scalaires d’arguments scalaires.
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Chapitre 3

Champs tensoriels dansE3

En mécanique des milieux continus, on a besoin de représenter certaines grandeurs physiques par des
tenseurs (par exemple les contraintes, les déformations).Ces tenseurs ont en général une valeur différente
en chaque pointM d’un domaineD de l’espace occupé par un milieu continu. Pour décrire la distribution
spatiale de ces grandeurs, il faut donc des champs de tenseurs :

TTT : ∀M ∈ D → TTT(M) ∈ V⊗p

On suppose que l’espace physique qui nous entoure est représentable par un espace affine tridimensionnel
de points, qui sera notéE3. Certaines des notions qui suivent sont généralisables à des dimensions supé-
rieures, mais puisque dans ce cours, on ne se préoccupe que demécanique non relativiste, on se limite àE3.
On aura à considérer des champs scalaires (tenseurs d’ordre0), des champs vectoriels (tenseurs d’ordre 1)
et des champs tensoriels (tenseurs d’ordre supérieur à 1).

L’objectif de ce chapitre est de faire de l’analyse des champs sans se préoccuper du système de coor-
données utilisé. La définition des opérateurs différentiels (gradient, divergence, rotationnel, laplacien) est
donnée sous forme tensorielle, c’est-à-dire valable pour tout système de coordonnées. Accessoirement,
cette démarche permet de construire de manière systématique des formulaires donnant les composantes de
ces opérateurs différentiels sur les bases locales attachées à ces systèmes de coordonnées.

Notation pour les dérivées partielles par rapport aux coordonnées.

Soit fff (x1,x2,x3) ∈V⊗p une fonction quelconque des trois coordonnées réelles(x1,x2,x3). Dans ce chapitre,
on fait grand usage de dérivées partielles par rapport aux coordonnées de la forme∂ f∂ f∂ f

∂xi . En calcul tensoriel,
l’usage est d’employer des notations plus concises. On écrit :

∂ f∂ f∂ f
∂xi = ∂∂∂i fff ou

∂ f∂ f∂ f
∂xi = fff ,i

Dans la dernière notation, les indices qui suivent la virgule sont des indices de dérivation (leur ordre est donc
quelconque). Cette notation est la plus concise et présentedes avantages d’ordre d’indices qui apparaitront
plus loin. On l’utilisera systématiquement dans la suite.

3.1 Systèmes de coordonnées

Pour repérer les pointsM ∈ E3, on choisit arbitrairement un pointO∈ E3, que l’on appelleorigine, et deux
autres pointsA et B non alignés avecO. On sait alors associer de manière biunivoque à chaque pointM de
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3. CHAMPS TENSORIELS DANSE3

E3 le bipoint(O,M) ∈ E3×E3 et un vecteur (dit « libre »)xxxM ∈ V3 déterminé par ses « composantes » sur
la « base de points »{OA,OB,OC= OA∧OB}. On peut alors définir la différence entre deux points comme
étant la différence entre les vecteurs qui lui sont associés:

M′−M = xxxM′ −xxxM

La différence entre deux points est un vecteur indépendant du choix de l’origine.

Choisir un système de coordonnées c’est choisir une méthodepour associer de manière biunivoque trois
réels, appeléscoordonnées, que l’on notera(x1,x2,x3), à chaque pointM ∈ E3. Chaque méthode définit un
système de coordonnées particulier. Si la méthode est correcte, on a les bijections suivantes (au moins dans
une certaine portion de l’espace) :

(x1,x2,x3) ∈ R3
système de

←→
coordonnées

O,A,B,C∈ E3 choisis

M ∈ E3
←→ xxxM ∈ V3 (3.1)

Quand on a choisi un système de coordonnées, on dispose donc d’une applicationg : R3→ E3 telle que :

M = g
(
x1,x2,x3)

On peut construire une infinité de systèmes de coordonnées.

EXEMPLES : Les systèmes de coordonnées classiques sont :

– les coordonnées cartésiennes: les coordonnées cartésiennes{xi} d’un pointM sont les composantes du vecteurxxxM dans la
« base de points »initialement choisie :{EEEi}= {EEE1 =OAOAOA,EEE2 =OBOBOB,EEE3 =OCOCOC}. La fonctiong est :

g(x1,x2,x3) = xi EEEi

– les coordonnées cylindriques: on choisitkkk = OCOCOC
‖OCOCOC‖ et uuu0 unitaire perpendiculaire àkkk dans le planAOC. Le demi-planP0 =

(O,uuu0,kkk) est appelé demi-plan méridien de référence. SoitM le point à repérer. On appelle demi-plan méridien deM le demi-
planPθ = (O,xxxM ,kkk). On appelle angle polaire 0≤ θ < 2π l’angle orienté autour dekkk deP0 àPθ. On noteuuuθ le vecteur unitaire
dePθ perpendiculaire àkkk. Dans le demi-planPθ, le pointM est repéré par ses coordonnées cartésiennesr > 0 etzsur le repère
orthonormé{O,uuuθ,kkk}. La fonctiong est :

g(r,θ,z) = ruuuθ +zkkk

Pour pouvoir écrire des sommations, on posex1 = r, x2 = θ etx3 = z.
– les coordonnées sphériques: les choix arbitrairesO, kkk etuuu0 sont les mêmes qu’en coordonnées cylindriques, mais le pointM

est repéré dans le demi-plan méridienPθ par ses coordonnées polaires :r = ‖OMOMOM‖> 0 et l’angleϕ = (kkk,xxxM) (0≤ ϕ≤ π). On
notewww le vecteur unitairewww= OMOMOM

‖OMOMOM‖ . La fonctiong est :

g(r,ϕ,θ) = rwww(θ,ϕ)

Pour pouvoir écrire des sommations, on posex1 = r, x2 = ϕ etx3 = θ.
– les coordonnées géographiques: elles sont semblables aux coordonnées sphériques, mais l’angle ϕ est défini différemment :

ϕ = (uuuθ,xxxM) (− π
2 ≤ ϕ≤ π

2 ). L’angleθ est la longitude, et l’angleϕ la latitude. La fonctiong est :

g(r,ϕ,θ) = rwww(θ,ϕ)

Pour pouvoir écrire des sommations, on posex1 = r, x2 = θ etx3 = ϕ.

On peut en inventer bien d’autres: par exemple, on peut choisir une surfaceS particulière deE3, repérer la projectionm de M sur

la surfaceS par deux coordonnées surfaciques, la troisième coordonnée étant la distancemM suivant la normale à la surface. Un

tel système de coordonnées est commode à utiliser en théorie descoques (mécanique des milieux continus minces). Un système de

coordonnées toriques est utile pour repérer les points dansun coude de conduite.

En mécanique des milieux continus, le choix d’un système de coordonnées est généralement suggéré par la
forme du domaineD ⊂ E3 dans lequel on travaille : on choisit un système de coordonnées qui rend facile
l’identification des points du domaine et de sa frontière.

Dans ce chapitre, on se propose donc de faire de l’analyse deschampsen utilisant un système de coor-
données quelconque: un point M de l’espace est repéré par trois réels

{
x1,x2,x3

}
sous la forme d’une

application biunivoqueg : R3↔ E3 non précisée:

M = g
(
x1,x2,x3)
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3.2. Base naturelle d’un système de coordonnées

Aucune hypothèse n’est faite sur la signification géométrique de ces trois réels (composante, produit sca-
laire, distance, angle, etc). La seule condition est que l’applicationg soit bien une bijection entreR3 et les
points deE3, au moins dans une certaine région de l’espace1.

Les dérivées partielles de la fonctiong sont des vecteurs, car ce sont des limites de la différence entre deux
points :

∂∂∂g
∂xi = lim

h→0
xk constant k6=i

g(· · · ,xi +h, · · ·)−g(x1,x2,x2)

h

3.2 Base naturelle d’un système de coordonnées

Soit un système de coordonnées quelconqueSg défini parM = g(x1,x2,x3).

DÉFINITION : On appelle base naturelle en M du système de coordonnéesSg, le système de vecteurs{eeei}
défini par :

eeei =
∂∂∂g
∂xi = g,i (3.2)

L’inversibilité de la fonctiong garantit que ces trois vecteurs forment une base deV3.

L’ordre des vecteurs de la base naturelle est induit par l’ordre dans lequel on a classé les trois coordonnées
{xi}. On peut toujours choisir un ordre des coordonnées tel que labase naturelle soit directe.

La base naturelle d’un système de coordonnées n’est, en général, ni orthogonale ni normée. En outre, elle
est généralement variable avec le pointM.

EXEMPLES : Bases naturelles de quelques systèmes de coordonnées usuels :

– en coordonnées cartésiennes,eeei =EEEi , la base naturelle est donc la même en tout pointM;

– en coordonnées cylindriques,eeer = uuuθ, eeeθ = rvvvθ, eteeez = kkk oùvvvθ = ∂uuuθ
∂θ = kkk∧uuu; la base naturelle est orthogonale non normée

et elle change avec le pointM;
– en coordonnées sphériques,eeer = www;eeeϕ = rttt;eeeθ = r sinϕvvv où ttt = ∂www

∂ϕ ; la base naturelle est orthogonale non normée et elle
change avec le pointM;

– en coordonnées géographiques,eeer =www;eeeθ = r cosϕvvv;eeeϕ = rsssoùsss= ∂www
∂ϕ ; la base naturelle est orthogonale non normée et elle

change avec le pointM.

3.2.1 Base physique

Comme on le verra dans la suite, le principal avantage de la base naturelle est que les expressions des
composantes des opérateurs différentiels dans la base naturelle sont les mêmes quel que soit le système
de coordonnées utilisé. En revanche, puisque les coordonnées ne sont généralement pas toutes de même
nature géométrique (longueurs, produits scalaires, angles, etc), la base naturelle n’est généralement pas
adimensionnelle.

EXEMPLE : En coordonnées cylindriques, les normes des vecteurs de la base naturelle sont :‖eeer‖ = 1 (adimensionnel) ;‖eeeθ‖ = r

(longueur) ;‖eeez‖= 1 (adimensionnel).

Sivvv est un vecteur vitesse dont on donne les composantes contravariantes sur la base naturelle :vvv= vi eeei = vr eeer +vθ eeeθ+vzeeez, l’analyse

dimensionnelle de cette égalité indique que les composantesvr et vz ont la dimension d’une vitesse, alors que la composantevθ a la

dimension d’une fréquence.

Pour éviter cet inconvénient, on définit la base physique :

DÉFINITION : On appelle base physique (ou base locale), notée{ẽeei}, la base naturelle normée :

ẽeei =
eeei

‖eeei‖
1. Certains systèmes de coordonnées ne sont pas des bijections en tout point deE3. C’est notamment le cas des coordonnées

cylindriques pour les pointsr = 0 et des coordonnées sphériques ou géographiques enr = 0 et aux pôles.
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3. CHAMPS TENSORIELS DANSE3

Par construction, la base{ẽeei} est adimensionnelle et normée. En général, elle n’est pas orthonormée sauf
si la base naturelle est orthogonale.

Même si l’on effectue des calculs avec des composantes de tenseurs sur la base naturelle2, il est préférable
de présenter les résultats par des composantes de ces tenseurs sur la base physique, afin que la dimension
des composantes soit la même que celle de la grandeur physique qu’elles représentent.

Le changement de base est toujours très simple car la matricede passage de la base naturelle{eeei} à la base
physique{ẽ̃ẽei} est diagonale :

[A••] =




1
‖eee1‖ 0 0

0 1
‖eee2‖ 0

0 0 1
‖eee3‖


 (3.3)

3.2.2 Variations de la base naturelle

Une fois fait le choix d’un système de coordonnéesSg, il définit la base naturelle{eeei = g,i} en chaque point
M. Cette base varie en général avecM, c’est-à-dire avec les coordonnées(x1,x2,x3) deM. On en étudie ici
les variations.

Les dérivées par rapport aux coordonnées des vecteurs de la base naturelle sont des vecteurs. On désigne
leurs 27 composantes contravariantes sur la base naturellecomme suit :

eeei , j = Γk
i j eeek ⇔ Γk

i j = eeei , j ·eeek (voir (1.6) page 5) (3.4)

Le nombreΓk
i j est lakème composante contravariante du vecteureeei , j sur la base naturelle{eeek}. Ces 27

nombres sont appeléscoefficients de Christoffel.

Pour les calculer, la méthode la plus simple est souvent de calculer directement la dérivée des vecteurs
de la base naturelle à partir de leur définition3 et d’en donner les composantes contravariantes sur la base
naturelle. Néanmoins, on va montrer que les coefficients de Christoffel peuvent se calculer de façon systé-
matique en fonction des dérivées des composantes sur la basenaturelle du tenseur métrique4.

La définition du système de coordonnéesM = g(x1,x2,x3) et ses dérivées étant des fonctions suffisamment
régulières des coordonnées, on peut écrire :

eeei , j = (g,i), j = g,i j = g, ji = (g, j),i = eeej ,i ⇒ Γk
i j = Γk

ji

Les 27 coefficients de ChristoffelΓk
i j sont donc symétriques par rapport aux indices inférieurs. Il suffit donc

de n’en calculer que 18. Compte tenu de cette symétrie, la dérivée d’un vecteur de base peut s’écrire :

eeei , j =
1
2
(eeei , j +eeej ,i)

2. Les calculs y sont généralement plus simples, notamment les intégrations d’équations différentielles.
3. Cette définition dépend du système de coordonnées choisi.
4. Cette méthode de calcul systématique est plus facilement programmable dans un logiciel de calcul formel.
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3.3. Champ tensoriel différentiable

Calculons maintenant lesΓk
i j :

Γk
i j =

1
2
(eeej ,i +eeei , j) ·eeek

=
1
2

gkµ (eeej ,i +eeei , j) ·eeeµ (3.5)

=
1
2

gkµ ((eeej ·eeeµ),i +(eeei ·eeeµ), j −eeeµ,i ·eeej −eeeµ, j ·eeei)

=
1
2

gkµ ((eeej ·eeeµ),i +(eeei ·eeeµ), j −eeei ,µ ·eeej −eeej ,µ ·eeei)

=
1
2

gkµ ((eeej ·eeeµ),i +(eeei ·eeeµ), j − (eeei ·eeej),µ)

Γk
i j =

1
2

gkµ (g jµ,i +giµ, j −gi j ,µ) (3.6)

où lesg•• sont les composantes covariantes du tenseur métrique sur labase naturelle (gi j =eeei ·eeej , voir (1.8)
page 13).

On calcule maintenant les dérivées des vecteurs de la base duale{eeej}. On pose comme précédemment 27
nouveaux coefficientsΓ′ jik à déterminer :

eeej ,i = Γ′ jik eeek

En remarquant que :

eeei ·eeej = δ j
i ⇒ (eeei ·eeej),k = 0 ⇒ eeei ·eeej ,k+eeej ·eeei ,k = 0

on en déduit que :
Γ′ jik = eeej ,k ·eeei =−eeej ·eeei ,k =−Γ j

ik

Les dérivées des vecteurs de la base duale s’expriment donc aussi avec les coefficients de ChristoffelΓ j
ik :

eeej ,i =−Γ j
ik eeek (3.7)

Chaque système de coordonnées a donc sa propre collection decoefficients de ChristoffelΓk
i j , que l’on peut

calculer une fois pour toutes.

REMARQUE : Il est important de noter que les coefficients de ChristoffelΓk
i j ne sont pas les composantes d’un tenseur d’ordre 3. Pour

s’en convaincre, il suffit de vérifier que les formules de changement de base desΓk
i j ne sont pas celles d’un tenseur. On ne peut donc

pas utiliser la règle de « l’ascenseur d’indices » (voir page14) pour faire monter ou descendre les indices de ces coefficients.

3.3 Champ tensoriel différentiable

Un champ tensorielAAA est une application qui associe à tout pointM ∈ D ⊂ E3 un tenseur d’ordrep :

AAA : M ∈ D → AAA (M) ∈ V⊗p

DÉFINITION : On dit que le champ tensorielAAA (M) est différentiable en M s’il existe un opérateur linéaire
V3→ V⊗p, notégradAAA , tel que :

AAA
(
M′
)
−AAA (M) = gradAAA ·MMMMMM′+‖MMMMMM′‖OOO (MMMMMM′) ∀MMMMMM′ (3.8)

oùOOO (MMMMMM′) est une fonction quelconque à valeur dansV⊗p et qui tend vers le tenseur nul d’ordre p quand
M′→M.

La différenceAAA (M′)−AAA (M) est un tenseur d’ordrep et le vecteurMMMMMM′ est un tenseur d’ordre 1. Les
règles du produit contracté simple impliquent que l’opérateur linéairegradAAA est un tenseur d’ordrep+1.
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3. CHAMPS TENSORIELS DANSE3

Lorsque le champAAA (M) est différentiable enM, l’opérateur linéairegradAAA existe enM et on définit la
différentielle deAAA enM :

dAdAdA = gradAAA ·dMdMdM oùdMdMdM est un vecteur quelconque (3.9)

REMARQUE 1 : La différentiabilité enM du champAAA (M) signifie que localement autour deM, la variation exacteAAA (M′)−AAA (M)

peut être approximée par le produit contractégradAAA ·MMMMMM′, avec une erreur d’autant plus petite queM′ est proche deM et ceci quelle

que soit la direction du vecteurdddMMM =MM′MM′MM′. La différentielledAdAdA n’est pas la variation deAAA quand on passe du pointM au pointM′,

le vecteurdMdMdM =MMMMMM′ étant un vecteur arbitraire de direction et de norme quelconques.

La variation exacte deAAA est :AAA (M′)−AAA (M) = dAdAdA +‖dMdMdM‖OOO (dMdMdM).

REMARQUE 2 : Il découle de la définition (3.8) quegradAAA est un opérateur linéaireV3→ V
⊗p
3 . C’est l’opérateur linéaire tangent

d’une applicationE3→ V
⊗p
3 . Ce n’est quesi l’on a choisi une originedansE3 que l’on peut voir un champA (M)A (M)A (M) comme une

applicationV3→ V
⊗p
3 . Il faut avoir choisi une origine pour écrire :gradAAA = ∇∇∇AAA (voir section 2.4 page 40). Tant que l’on n’a pas

choisi d’origine, on réserve le nom degradientà l’application linéaire tangente d’une applicationE3→ V
⊗p
3 .

L’opérateur linéairegradAAA permet de définir ladérivée en Mde la fonctionAAA (M) quand le pointM se
déplace dans une direction unitaire donnéeuuu0. Soit M un point deE3 et soit un autre pointM′ dans la
directionuuu0 défini par :

M′ = M+‖dMdMdM‖uuu0

En utilisant la définition (3.8) du gradient, il vient :

AAA (M+‖dMdMdM‖uuu0)−AAA (M) = gradAAA · (‖dMdMdM‖uuu0)+‖dMdMdM‖OOO (dMdMdM)

AAA (M+‖dMdMdM‖uuu0)−AAA (M)

‖dMdMdM‖ = gradAAA ·uuu0+OOO (dMdMdM)

lim
‖dMdMdM‖→0

uuu0 constant

AAA (M+‖dMdMdM‖uuu0)−AAA (M)

‖dMdMdM‖ = gradAAA ·uuu0

Le terme de gauche est, par définition, la dérivée enM de la fonctionAAA (M) quandM varie dans la direction
unitairedonnée uuu0. La valeur de cette dérivée dépend de la direction unitaireuuu0.

DÉFINITION : La dérivée deAAA (M) dans la direction uuu0 est :

AAA
′
uuu0

= lim
‖dMdMdM‖→0

uuu0 constant

AAA (M+‖dMdMdM‖uuu0)−AAA (M)

‖dMdMdM‖ = gradA ·uuu0 (3.10)

Si le champAAA est partout différentiable dans le domaineD , on définit ainsi surD un champ de tenseurs
gradAAA (M), d’ordrep+1.

3.4 Éléments différentiels dans les systèmes de coordonnées

En mécanique des milieux continus, on aura à calculer des intégrales sur des volumes, des surfaces, des
courbes. On précise ici les éléments différentiels utiles pour ces intégrales.

3.4.1 Composantes contravariantes du vecteurdMdMdM dans la base naturelle

SoitSg un système de coordonnées. On fait varier le pointM en donnant des variations arbitrairesdx1, dx2,
dx3 aux trois coordonnées(x1,x2,x3). Le vecteurdMdMdM s’écrit donc :

dMdMdM = dddg=
∂g
∂xi dxi = dxi eeei
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3.4. Éléments différentiels

Les composantes contravariantes du vecteurdMdMdM sur la base naturelle sont simplement lesdxi , quel que soit
le système de coordonnées utilisé.

REMARQUE : C’est là le grand avantage de l’utilisation de la base naturelle. Il en est différemment sur la base physique. Par exemple,
en coordonnées cylindriques :

dMdMdM = dxi eeei = dreeer +dθeeeθ +dzeeez (sur la base naturelle)

= drẽeer +(r dθ)ẽeeθ +dz̃eeez (sur la base physique)

En coordonnées cylindriques, les composantes du vecteurdMdMdM sur la base physique sont :{dr,r dθ,dz}.

Pour des variations arbitraires{dxi} des coordonnées, le carré de l’élément de longueur est :

dl2 = dMdMdM2 = dMdMdM ·dMdMdM =GGG(dMdMdM,dMdMdM) = gi j dxi dxj

La métrique deE3 se définit donc avec le tenseur métriqueGGG, ce qui justifie sa dénomination.

3.4.2 Elément de volume pour les intégrales de volume :

Soit M un point courant du volumeD . Considérons les trois variations individuelles deMMM en ne faisant
varier qu’une de ses coordonnées :

dMdMdM1 = dx1eee1 dMdMdM2 = dx2eee2 dMdMdM3 = dx3eee3

L’élément de volume est défini par leur produit mixte (voir 1.5 page 14):

dv=HHH (dMdMdM1,dMdMdM2,dMdMdM3) =HHH (eee1,eee2,eee3) dx1dx2dx3

= h123dx1dx2dx3 =
√

g dx1dx2dx3 (voir (1.13) page 15) (3.11)

où g est le déterminant de la matrice des composantes covariantes deGGG dans la base naturelle (voir (1.12)
page 14).

3.4.3 Elément de surface pour les intégrales de surface :

Une surfaceS est une variété de dimension 2 plongée dansE3. SoitN un point courant deS . Une surface
est définie par l’applicationfS :

fS :
(
u1,u2) ∈ D ′ ⊂ R2 → N = fS

(
u1,u2) ∈ E3

On dit que la surfaceS est paramétrée par les deux réelsu1 et u2. Quand on a choisi une origine dans
E3 et un système de coordonnées, les équations paramétriques d’une surfaceS deE3 sont donc les trois
fonctionsR2→ R suivantes :

x1 = f 1
S

(
u1,u2) x2 = f 2

S

(
u1,u2) x3 = f 3

S

(
u1,u2)

REMARQUE : La définition paramétrique d’un surface, donnée ci-dessus,est la plus générale. Pour certaines surfaces, il est possible

de paramétrer le point courantN de la surfaceS avec deux de ses coordonnées spatiales. Par exemple, pour certaines surfaces, il est

possible de prendre comme paramètresu1 = x1 et u2 = x2. La définition de la surface se réduit alors à l’équationx3 = f 3(x1,x2).

Néanmoins cette réduction n’est pas toujours possible5.

Les deux vecteursaaa1 =
∂ fS
∂u1 etaaa2 =

∂ fS
∂u2 sont tangents enN à S et constituent une base naturelle du plan

tangent enN à S . Considérons deux variations arbitrairesdu1 etdu2 des paramètresu1 etu2 :

dNdNdN1 = aaa1du1 dNdNdN2 = aaa2du2

5. par exemple si la surfaceS est la frontière d’un domaine fermé
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3. CHAMPS TENSORIELS DANSE3

l’élément de surface deS est défini par :

ds= ‖dNdNdN1∧dNdNdN2‖= ‖aaa1∧aaa2‖du1du2 =

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂ fS
∂u1 ∧

∂ fS
∂u2

∣∣∣∣
∣∣∣∣ du1du2

REMARQUE : Les vecteursaaa1 etaaa2 étant tangents enN à la surfaceS , le vecteuraaa1∧aaa2 est donc normal à la surface. On définit une

normale unitairennn en un pointN de S parnnn = aaa1∧aaa2
‖aaa1∧aaa2‖ . Le sens de cette normale dépend de l’ordre des paramètresu1 et u2. Il n’y

a aucune raison de privilégier l’un des sens sauf si la surface est fermée : on peut alors définir un intérieur et un extérieuret choisir

l’ordre des paramètres(u1,u2) pour que la normale à la surface soit sortante.

3.4.4 Elément de longueur pour les intégrales curvilignes :

Une courbeC est une variété de dimension 1 plongée dansE3. SoitN le point courant deC . La courbe est
définie par l’application :

fC : u∈ D ′′ ⊂ R → N = fC (u) ∈ E3

On dit que la courbeC est paramétrée par le réelu. Les équations paramétriques d’une courbeC deE3

sont donc:

x1 = f 1
C (u) x2 = f 2

C (u) x3 = f 3
C (u)

Le vecteuraaa= ∂ fC
∂u est tangent àC et constitue une base naturelle de la droite tangente enM àC . Considé-

rons la variation élémentairedudu paramètreu :

dNdNdN= aaadu

L’élément de longueur deC est défini par:

dl = ‖dNdNdN‖= ‖aaa‖du=

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂ fC
∂u

∣∣∣∣
∣∣∣∣ du

REMARQUE : Si le paramètreu est l’abscisse curviligne sur la courbeC , le vecteur tangentaaa est unitaire, c’est le premier vecteur du

trièdre de Fresnet.

3.5 Gradient d’un champ scalaire

Les champs scalaires sont des champs de tenseurs d’ordre 0. Soit un champ scalairef (M) différentiable.
Par définition, sa différentielle est :

d f = grad f ·dMdMdM (voir (3.9) page 48) (3.12)

Le gradientgrad f d’un champ scalairef est donc un champ de tenseurs d’ordre 1 (un champ de vecteurs).

Soit Sg un système de coordonnées défini par sa fonctiong. On définit la fonctionf : R3→ R telle que :

f (M) = f (g(x1,x2,x3)) = f (x1,x2,x3)

La fonction f = f ◦g est celle que l’on donne pour décrire le champf (M) quand on a choisi le système de
coordonnéesSg. Pour des variations arbitraires{dxi} des trois coordonnées, on a évidemment :

d f = d f ∀dMdMdM = dxi eeei

grad f ·dMdMdM = f ,i dxi ∀dMdMdM = dxi eeei

(grad f )i dxi = f ,i dxi ∀dxi
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On en déduit les composantes covariantes degrad f dans la base naturelle deSg :

(grad f )i = f ,i ⇔ grad f = f ,i eee
i (3.13)

L’expression des composantes covariantes degrad f dans la base naturelle deSg est la même quel que soit
le système de coordonnées utilisé.

REMARQUE : Dans les formulaires classiques, les composantes du vecteurgrad f sont données dans la base physique et non dans la

base naturelle. Le changement de base fait intervenir les normes des vecteurs de la base naturelle (voir 3.3 page 46), qui sont spéci-

fiques à chaque système de coordonnées. L’expression des composantes du vecteurgrad f dans la base physique est donc spécifique

à chaque système de coordonnées. C’est ce qui explique l’existence de formulaires spécifiques à chaque système de coordonnées. Si

on donne les composantes du gradient dans la base naturelle (non normée), il n’y a pas besoin de formulaire (voir (3.13) page 51)!

AUTRES NOTATIONS: On trouve dans la littérature scientifique la notation∇∇∇ f pourgrad f . Elle ne se justifie que quand on a choisi

une origine (voir remarque 2 page 48). L’opérateur∇∇∇ f est aussi souvent notéd f
dMdMdM .

On vérifie aisément les identités suivantes:

grad( f1+ f2) = grad f1+grad f2
grad (λ f ) = λgrad f (λ constant dans l’espace)

grad ( f1 f2) = f2grad f1+ f1grad f2

3.6 Champs vectoriels

3.6.1 Gradient d’un champ vectoriel

Les champs vectoriels sont des champs de tenseurs d’ordre 1.Soitvvv(M) un champ vectoriel différentiable.
Par définition, sa différentielle est :

dvdvdv= gradvvv ·dMdMdM ∀dMdMdM (voir (3.9) page 48) (3.14)

Les règles de l’algèbre tensorielle impliquent quegradvvv est un tenseur d’ordre 2. On se propose de calculer
les composantes de ce tenseur dans la base naturelle d’un système de coordonnées.

Soit Sg un système de coordonnées. Il existe une fonctionvvv : R3→ V telle que :

vvv(M) = vvv(g(x1,x2,x3)) = vvv(x1,x2,x3) ⇒ dvdvdv= dddvvv ∀dMdMdM (3.15)

Pour définir le champ de vecteursvvv(M), on choisit, dans un premier temps, de donner les trois fonctions
vi(x1,x2,x3) de ses composantes contravariantes sur la base naturelle deSg :

vvv(M) = vi(x1,x2,x3)eeei

L’égalité (3.15) implique :

gradvvv ·dMdMdM = vvv,i dxi ∀dMdMdM = dxi eeei

= (v j eeej),i dxi

= (v j ,i eeej +v j eeej ,i)dxi

= (v j ,i eeej +v j Γk
i j eeek)dxi (voir (3.4) page 46)

= (v j ,i eeej +vk Γ j
ik eeej)dxi (changement d’indices muets)

(gradvvv) j
i dxi eeej = (v j ,i +vk Γ j

ik)dxi eeej ∀dMdMdM = dxi eeei

On en déduit par identification les composantes(gradvvv) j
i :

(gradvvv) j
i = v j ,i +vk Γ j

ik (3.16)
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3. CHAMPS TENSORIELS DANSE3

La formule est la même pour tous les systèmes de coordonnées.Quand on a choisi un système de coordon-
nées, il suffit de remplacer lesΓ j

ik par leur valeur.

REMARQUE : Attention à l’ordre des indices: le dernier indice degradvvv est l’indice de dérivation. On voit ici l’avantage de la

notation des dérivées partielles avec une virgule. Avec la notation∂ on aurait :(gradvvv) j
i = ∂iv j +vk Γ j

ik où dans le terme∂iv j l’ordre

des indices réels est inversé.

En revanche, l’ordre des indices des coefficients de Christoffel est sans importance, ce ne sont pas les composantes d’un tenseur et on

sait qu’ils sont symétriques pour les deux indices inférieurs.

Si le champ de vecteursvvv(M) est défini par ses composantes covariantes sur la base naturelle deSg, c’est-
à-dire :vvv(M) = vi(x1,x2,x3)eeei , on trouve par un calcul analogue les composantes(gradvvv)i j :

(gradvvv)i j = vi , j −vk Γk
i j (le signe− apparaît car on dérive la base duale )

Finalement :
gradvvv= (vi , j +vk Γi

jk︸ ︷︷ ︸
(gradvvv)i

j

) eeei⊗eeej = (vi , j −vk Γk
i j︸ ︷︷ ︸

(gradvvv)i j

) eeei⊗eeej

Le tenseur du second ordregradvvv n’est pas symétrique en général.

AUTRES NOTATIONS: On trouve dans la littérature d’autres notations :

– ∇∇∇vvv ou dvdvdv
dMdMdM pourgradvvv ; ces notations ne se justifient que quand on a choisi une origine (voir remarque 2 page 48);

– certains auteurs écrivent les composantes de∇v∇v∇v sous la forme∇iv j = ∂iv j + vk Γ j
ik; dans ce cas, l’indice de dérivation est à

gauche et non à droite. Le symbole∇v∇v∇v désigne alors le transposé degradvvv et on doit écrire :dvdvdv= dMdMdM ·∇v∇v∇v ce qui est une
autre définition (inhabituelle) de la différentielle d’un champ vectoriel;

– v j ;i = (gradvvv) j
i = v j ,i +vk Γ j

ik le termev j ;i est appelé « dérivée covariante dev j par rapport àxi »;

– v j ;i = (gradvvv) ji = v j ,i −vk Γk
ji le termev j ;i est appelé « dérivée covariante dev j par rapport àxi »;

– puisquegradvvv est un tenseur, on peut aussi donner ses composantes avec son second indice contravariant6 en utilisant la
règle de « l’ascenseur d’indices » (voir page 14) :

(gradvvv)i
j = g jµ(gradvvv)iµ = g jµvi ,µ−vk Γk

iµ g jµ

(gradvvv)i j = g jµ(gradvvv)i
µ = g jµvi ,µ+vk Γi

kµg jµ

ces composantes sont parfois appelées « dérivées contravariantes », bien qu’elles ne reflètent pas des dérivées par rapport aux
coordonnéesxi deM;

– la matrice des composantes degradvvv dans la base naturelle d’unsystème de coordonnées cartésiennes orthonormés7 est aussi
appeléematrice jacobiennedu champ vectorielvvv.

On vérifie aisément les identités suivantes :

gradOMOMOM =GGG (avec la notation en « fraction », on écrirait :dMdMdM
dMdMdM =GGG) (3.17)

grad ( f vvv) = f gradvvv+vvv⊗grad f (3.18)

grad grad f = grad Tgrad f (c’est-à-dire :grad grad f est symétrique) (3.19)

REMARQUE : Le champ de vecteursvvv(M) peut être défini par ses composantes covariantesvi(x1,x2,x3) ou contravariantesvi(x1,x2,x3)

dans la base naturelle ou par ses composantes covariantesṽi(x1,x2,x3) ou contravariantes̃vi(x1,x2,x3) dans la base physique. De même,

le vecteurgradvvv peut être exprimé par ses composantes de toutes variances dansla base naturelle ou dans la base physique. Il convient

donc de bien préciser la signification des symboles que l’on utilise.

Dans les formulaires classiques, les composantes devvv et gradvvv sont généralement celles dans la base physique. Pour retrouver les

formules classiques données dans les formulaires, il faut donc faire les changements de base (toujours très simples) entre la base

naturelle{eeei} et la base physique{ẽeei}.
Les formules des composantes degradvvv dans la base naturelle sont les mêmes pour tout système de coordonnées. En revanche,

le passage à la base physique fait intervenir la norme des vecteurs de la base naturelle, qui est différente pour chaque système de

coordonnées. C’est pourquoi les formulaires classiques sont spécifiques à un système de coordonnées particulier.

6. Noter que les termesvi , j etΓk
i j ne sont pas les composantes d’un tenseur. On ne peut donc pas appliquer la règle de « l’ascenseur

d’indice » sur ces nombres (voir page 14). Les écritures «vi , j » et «Γ jk
i » n’ont aucun sens.

7. la variance des composantes est donc indifférente.
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3.6.2 Divergence d’un champ vectoriel

DÉFINITION : La divergence d’un champ vectoriel est le champ scalaire défini par :

divvvv= gradvvv : GGG= Tr grad vvv (3.20)

L’expression de ce scalaire avec les composantes contravariantes devvv sur la base naturelle d’un système de
coordonnées est donc :

divvvv= vi ,i +vk Γi
ki

REMARQUES : Si le champ de vecteurs n’est pas défini par ses composantes contravariantes, on peut les calculer avec la règle de

« l’ascenseur d’indice » page 14 :vi = giµ vµ.

Dans un système de coordonnées cartésiennes (orthonormées ounon) , tous les coefficients de Christoffel sont nuls et on retrouve la

formule classique : divvvv= vi ,i .

3.6.3 Rotationnel d’un champ vectoriel

DÉFINITION : Le rotationnel d’un champ vectoriel est le champ vectoriel défini par :

rot vvv=−gradvvv : HHH (3.21)

Les composantes contravariantes de ce vecteur sur la base naturelle d’un système de coordonnées sont :

(rot vvv)k = (gradvvv)i j h jik = vi , j h
jik −vm Γm

i j h jik

︸ ︷︷ ︸
0

=−vi , j h
i jk

REMARQUES : On constate que dans l’expression des composantes sur la base naturelle du rotationnel d’un vecteur, les coefficients
de Christoffel disparaissent. Cette particularité n’est plus vraie pour le rotationnel de tenseurs d’ordre supérieur.
En développant la sommation, on retrouve les formules classiques (valables dans tout système de coordonnées, puis que les coeffi-
cients de Christoffel n’interviennent pas) :

(rot vvv)1 = h123(v3,2−v2,3) (rot vvv)2 = h123(v1,3−v3,1) (rot vvv)3 = h123(v2,1−v1,2)

3.6.4 Laplacien d’un champ scalaire

DÉFINITION : Soit f(M) un champ scalaire. Le laplacien d’un champ scalaire est le champ scalaire défini
par :

∆ f = div grad f (3.22)

Le laplacien d’un champ scalaire est donc :

∆ f = grad (grad f ) : GGG= gi j f ,i j +gmi f ,i Γk
mk

3.6.5 Propriétés des champs vectoriels

On vérifie aisément les identités suivantes :

div rot vvv= 0

rot grad f = 000 (3.23)

div ( f vvv) = f divvvv+grad f ·vvv (3.24)

rot ( fvvv) = f rot vvv+grad f ∧vvv

div (vvv∧www) =www · rot vvv−vvv· rot www (3.25)

grad divvvv= div grad Tvvv (3.26)
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On rappelle ici, sans démonstration, des résultats classiques d’analyse vectorielle utiles en mécanique des
milieux continus :

Champs irrotationnels, potentiel scalaire

On dit qu’un champ vectorielvvv(M) est irrotationnel dans un domaineD ⊂ E3 si rot vvv(M) = 000 ∀M ∈ D .
On rappelle le résultat suivant :

rot vvv(M) = 000 ∀M ∈ D ⇔ ∃ϕ(M) tel quevvv(M) = grad ϕ(M) (3.27)

Le champ scalaireϕ(M) est appelé potentiel scalaire du champ irrotationnelvvv(M). Le potentiel scalaireϕ
est évidemment défini à un champ uniformeϕ0 près.

Champs conservatifs, potentiel vecteur

On dit qu’un champ vectorielvvv(M) est conservatif dans un domaineD ⊂ E3 si divvvv(M) = 0 ∀M ∈ D .
On rappelle le résultat suivant :

divvvv(M) = 0 ∀M ∈ D ⇔ ∃aaa(M) tel quevvv(M) = rot aaa(M) (3.28)

Le champ vectorielaaa(M) est appelé potentiel vecteur du champ conservatifvvv(M). Le potentiel vecteur n’est
défini qu’à un champ de gradient près (voir identité (3.23) page 53).

Théorème de Stokes

Soitvvv(M) un champ de vecteurs défini dans un domaineD ⊂ E3, et soitS ⊂D une surface de point courant
N et de normale unitairennn(N). On note∂S le(s) contour(s)8 frontière(s) deS , de point courantP et on note
uuu(P) la normale unitaire extérieure au contour∂S et tangente àS . Le vecteurttt(P) =nnn(P)∧uuu(P) est unitaire
et tangent au contour∂S . Il définit son orientation9.
Si rot vvv est défini en tout point deS et de sa frontière∂S , on a l’identité scalaire suivante :

∫
S

rot vvv(N) ·nnn(N) ds=
∫

∂S
vvv(P) ·ttt(P) dl (3.29)

Le flux du rotationnel d’un champ de vecteursvvv à travers une surfaceS est égal à la circulation du vecteur
vvv le long du contour∂S deS .

Théorème de la divergence (ou d’Ostrogradski)

Soit vvv(M) un champ de vecteurs défini sur un domaine volumique ferméD ⊂ E3. On note∂D sa (ses)
surface(s) frontière(s)10, de point courantN et de normale unitaire sortantennn(N).
Si divvvv est défini en tout point deD et de sa frontière∂S , on a l’identité scalaire suivante :

∫
D

divvvv(M) dv=
∫

∂D
vvv(N) ·nnn(N) ds (3.30)

L’intégrale de la divergence d’un champ de vecteursvvv dans un volume ferméD est égale au flux du vecteur
vvv à travers la frontière∂D deD .

8. La surfaceS peut ne pas être simplement connexe (elle peut avoir des « trous» finis). Dans ce cas, elle a un contour extérieur
et un ou plusieurs contours intérieurs (qui ne se coupent pas). Toutefois, un « trou » ne peut se réduire à un point car dans ce cas la
tangente au contour n’est pas définie. Le théorème de Stokes est inapplicable dans ce cas.

9. Si la surface n’est pas simplement connexe,ttt définit une orientation sur chaque contour (extérieur et intérieurs). Le trièdre
orthonormé direct(ttt,nnn,uuu), défini en chaque point des contours d’une surface, est appelé trièdre de Darboux-Ribeaucourt.

10. Le volumeD peut avoir des « trous » finis (la normale à la frontièrennn(N) doit être partout définie).
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3.7 Champs tensoriels du second ordre

3.7.1 Gradient d’un champ tensoriel du second ordre

SoitTTT(M) un champ différentiable de tenseurs du second ordre. Par définition, sa différentielle est :

dTdTdT = gradTTT ·dMdMdM ∀dMdMdM (voir (3.9) page 48) (3.31)

Le gradient d’un champ tensoriel d’ordre 2 est un champ tensoriel d’ordre 3.

Comme précédemment, dans un certain système de coordonnées, le champTTT(M) est donné par une fonc-
tion TTT : R3→ V⊗2 telle queTTT(x1,x2,x3) =TTT(M).

Si la fonctionTTT définit le tenseurTTT par ses composantes contravariantes sur la base naturelle,on donne les
9 fonctionsT

i j
: R3→ R telles que :

TTT(M) = T
i j
(x1,x2,x3) eeei⊗eeej

L’égalité tensorielledTdTdT = dTTT ∀dMdMdM = dxi eeei conduit à :

gradTTT ·dMdMdM = dT
i j

eeei⊗eeej +T
i j

deeei⊗eeej +T
i j

eeei⊗deeej

= T
i j
,k dxk eeei⊗eeej +T

i j
eeei ,k⊗eeej dxk+T

i j
eeei⊗eeej ,k dxk

=
(

T
i j
,keeei⊗eeej +T

i j
(Γm

kieeem)⊗eeej +T
i j

eeei⊗ (Γm
k j eeem)

)
dxk

= (T
i j
,k+T

m j Γi
km+T

im Γ j
km)dxk eeei⊗eeej ∀dMdMdM = dxi eeei

On a donc l’égalité tensorielle :

(gradTTT)i j
k dxk eeei⊗eeej = (T

i j
,k+T

m j Γi
km+T

im Γ j
km)dxk eeei⊗eeej ∀dMdMdM = dxi eeei

Les composantes(gradTTT)i j
k du tenseurgradTTT sont donc11 :

(gradTTT)i j
k = T

i j
,k+T

m j Γi
km+T

im Γ j
km

En définissant le champTTT par ses composantes de différentes variances, on obtient des composantes
d’autres variances degradTTT :

(gradTTT)i jk = T i j ,k−Tm j Γm
ki−T im Γm

k j

(gradTTT)i
j
k = T i

j ,k−Tm
j Γm

ki +T i
mΓ j

km

(gradTTT)i
jk = T

i
j ,k+T

m
j Γi

km−T
i
mΓm

k j

TECHNIQUE DE CONSTRUCTION DE CES FORMULES: On ajoute au terme dérivé les sommations «+T Γ »
pour chaque indice contravariant et «−T Γ » pour chaque indice covariant. On complète ensuite les indices
réels en respectant les règles de la convention d’Einstein (voir 1.1.1 page 2). Ce procédé est encore valable
pour la construction des formules des composantes de gradient de tenseurs d’ordrep : il y a alorsp termes
de la forme «±T Γ ».

AUTRES NOTATIONS: Comme pour les champs vectoriels, on trouve dans la littérature d’autres notations pourgradTTT :

– ∇∇∇TTT ou dTdTdT
dMdMdM ; ces notations ne se justifient que quand on a choisi une origine (voir remarque 2 page 48); comme pour les

vecteurs, il vaut mieux éviter d’écrire(∇T∇T∇T)i jk = ∇iT jk car la différentielle s’écriraitdTdTdT = dMdMdM ·∇∇∇TTT.

– T
i j

;k= (gradVVV)i j
k = T

i j
,k+T

m j Γi
mk+T

im Γ j
mk (« dérivée covariante deT

i j
par rapport àxk »);

– de même pourT i j ;k, T i
j ;k etT

i
j ;k.

On vérifie aisément la propriété importante suivante :

gradGGG= 000 (3.32)

11. Il convient de bien faire attention à l’ordre des indices: le dernier indice degradTTT est l’indice de dérivation, les deux premiers
sont les indices deTTT.
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3.7.2 Divergence d’un tenseur du second ordre

DÉFINITION : La divergence d’un champ tensoriel du second ordre TTT(M) est le champ vectoriel défini
par :

divTTT = gradTTT : GGG= Tr (23)gradTTT

Les composantes de ce vecteur dans la base naturelle sont donc :

(div TTT)i = (gradTTT)ik
k = T

ik
,k+T

mkΓi
mk+T

im Γk
mk

(div TTT)i = (gradTTT)i
k
k = T i

k,k−Tm
k Γm

ik +T i
mΓk

mk

On vérifie aisément les identités vectorielles suivantes :

div(vvv·TTT) = vvv·div TTT +TTT : gradgradgradvvv (3.33)

div(TTT ·vvv) = vvv·div (TTTT)+TTTT : gradgradgradvvv (3.34)

3.7.3 Rotationnel d’un tenseur du second ordre

DÉFINITION : Le rotationnel d’un tenseur du second ordre TTT(M) est le champ tensoriel du second ordre
défini par :

rot TTT =−gradTTT : HHH (3.35)

Les composantes de ce tenseur du second ordre dans la base naturelle d’un système de coordonnées sont :

(rot TTT)i j = (gradTTT)i
pqhqp j = T

i
p,qhqp j+T

m
p Γi

mqhqp j−T
i
m Γm

pqhqp j

︸ ︷︷ ︸
0

= (T
i
p,q+T

m
p Γi

mq)hqp j

(rot TTT)i
j = (gradTTT)ipqhqp j = T ip,qhqp j−TmpΓm

iq hqp j−T im Γm
pqhqp j

︸ ︷︷ ︸
0

= (T ip,q−TmpΓm
iq)hqp j

Contrairement au rotationnel d’un champ vectoriel, tous les coefficients de Christoffel ne disparaissent pas.

On peut calculer les composantes dans les autres variances en utlisant la règle de « l’ascenseur d’indices »
page 14. Par exemple :

(rot TTT)ik = (rot TTT)i
k g jk = (T ip,q−TmpΓm

iq)hqp j g jk

= (T ip,q−TmpΓm
iq)hqp

k

Dans les identités suivantes,TTT, UUU , SSS et AAA sont des champs tensoriels d’ordre 2,SSS est symétrique,AAA est
antisymétrique etvvv est un vecteur :

rot grad vvv= 000 (3.36)

grad rot vvv= rot T grad Tvvv (3.37)

rot (HHH ·vvv) = grad Tvvv− (divvvv)GGG (3.38)

rot (vvv·TTT) = vvv· rot TTT− (TTTT ·gradvvv) : HHH (3.39)

rot (TTT ·vvv) = vvv· rot (TTTT)− (TTT ·gradvvv) : HHH

(rot SSS) : GGG= 0 (3.40)

rot rot TTTT = rot T rot TTTTT ⇒
{

rot rot TSSS symétrique
rot rot TAAA antisymétrique

(3.41)

rot (TTT ·UUU) =TTT · rot UUU−gradTTT : (UUU ·HHH) (3.42)
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3.7.4 Laplacien d’un champ de vecteurs

DÉFINITION : Le laplacien d’un champ de vecteurs vvv(M) est le champ vectoriel défini par :

∆∆∆vvv= div gradvvv

dont les composantes dans la base naturelle d’un système de coordonnées sont :

(∆∆∆vvv)i = (gradvvv)i
p,qgpq+(gradvvv)m

p Γi
mqgpq− (gradvvv)i

mΓm
pqgpq

(∆∆∆vvv)i = (gradvvv)i p,qgpq− (gradvvv)m pΓm
iq gpq− (gradvvv)im Γm

pqgpq

REMARQUE : L’expression détaillée des composantes de∆∆∆vvv dans la base naturelle d’un système de coordonnées quelconque est

donc compliquée. Notamment, la dérivée(gradvvv)i
p,q fait apparaître des dérivées de coefficients de Christoffel. Pour trouver son

expression dans un système de coordonnées non standard, il vaut mieux s’aider d’un logiciel de calcul formel (voir note 13 page 59).

On vérifie aisément l’identité vectorielle suivante12 :

∆v∆v∆v= grad divvvv− rot rot vvv (3.43)

3.7.5 Propriétés des champs tensoriels du second ordre

On démontre sans difficulté les généralisations des propriétés des champs vectoriels suivantes :

– Champs tensoriels d’ordre 2 irrotationnels :
On dit qu’un champ tensoriel du second ordreTTT(M) est irrotationnel dans un domaineD si rot TTT(M)=
000 ∀M ∈ D . On a le résultat suivant :

rot TTT(M) = 000 ∀M ∈ D ⇔ ∃vvv(M) tel que TTT(M) = gradvvv(M) (3.44)

– Champs tensoriels d’ordre 2 conservatifs :
On dit qu’un champ tensoriel du second ordreTTT(M) est conservatif dans un domaineD sidiv TTT(M)=
000 ∀M ∈ D . On a le résultat suivant :

div TTT(M) = 000 ∀M ∈ D ⇔ ∃UUU(M) tel que TTT(M) = rot UUU(M) (3.45)

– Théorème de Stokes pour les tenseurs d’ordre 2 :
Avec les notations et les conditions de la section 3.6.5 page53, on a l’identitévectoriellesuivante :

∫
S

(rot TTT) ·nnn ds=
∫
C

TTT ·ttt dl (3.46)

– Théorème de la divergence pour les tenseurs d’ordre 2:
Avec les notations et les conditions de la section 3.6.5 page53, on a l’identitévectoriellesuivante :

∫
D

div TTT dv=
∫

∂D
TTT ·nnn ds (3.47)

INDICATIONS POUR LES DÉMONSTRATIONS: Soit une base orthonormée fixe{eeek}. En projetant sur cette base chaque membre des

égalités, des égalités entre tenseurs d’ordre diminué de 1. On peut alors utiliser pour chacune d’elles les propriétés dela section 3.6.5

page 53. Ces trois traitements permettent d’aboutir à la reconstruction du résultat tensoriel.

Par exemple pour montrer (3.44) :eee1 · rot (TTT) = rot (eee1 ·TTT) (identité 3.39 page 56)⇔ ∃ϕ1 tel que :eee1 ·TTT = grad ϕ1 = eee1 ·
grad (ϕ1eee1)(identité (3.18) page 52). Le vecteurϕi eeei existe donc.

12. Pour vérifier une identité tensorielle par des calculs sur les composantes, peu importe le système de coordonnées utilisé. En
effet, pour prouver qu’un tenseur est nul, il suffit de montrerque ses composantes sont nulles dans n’importe quelle base. Ona
évidemment intérêt à utiliser un système de coordonnées cartésiennes, dans lequel tous lesΓi

jk sont nuls.
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3.8 Champs tensoriels d’ordrep

Le gradient d’un champUUU(M) d’ordre p est un champ tensoriel d’ordrep+1 défini par :

dUdUdU = gradUUU ·dMdMdM

Comme précédemment, ses composantes dans la base naturelled’un système de coordonnées se déduisent
de l’égalité :

dUdUdU(M) = dddUUU(x1,x2,x3) ∀dMdMdM

Par exemple, les composantes complètement covariantes du gradient d’un tenseur d’ordre 3 sur la base
naturelle sont (voir la technique de construction des formules page 55) :

(gradUUU)i jkl =U i jk ,l −Um jkΓm
il −U imkΓm

jl −U i jm Γm
kl

On vérifie aisément la propriété importante suivante:

gradHHH = 000 (3.48)

La divergence d’un champ tensorielUUU d’ordre p est le champ tensoriel d’ordrep−1 défini par :

divUUU = gradUUU : GGG

Le rotationnel d’un champ tensorielUUU d’ordre p est le champ tensoriel d’ordrep défini par :

rot UUU =−gradUUU : HHH

Le laplacien d’un champ tensorielUUU d’ordre p est le champ de tenseurs d’ordrep défini par:

∆∆∆U = div grad TTT

On vérifie aisément les identités suivantes (voir note 12 page 57), dans lequellesTTT est un champ tensoriel
d’ordre 2 etvvv un vecteur :

rot rot TTT = grad divTTT−∆T∆T∆T ∀T ∈ V ⊗2
3 (3.49)

div (TTT⊗vvv) = gradTTT ·vvv+TTT divvvv ∀TTT ∈ V⊗p (3.50)

div (vvv⊗TTT) = vvv⊗div TTT +gradvvv·TTTT (3.51)

On généralise sans difficulté le théorème de la divergence pour les tenseurs d’ordrep en utilisant par
récurrence le procédé donné page 57 :

∫
D

div TTT dv=
∫

∂D
TTT ·nnn ds ∀TTT ∈ V⊗p (3.52)

3.9 En bref...

En mécanique des milieux continus, on doit envisager des champs de tenseurs définis sur les points d’un
domaine de l’espace.

Pour repérer les points du domaine, on choisit un système de coordonnées commode pour parcourir le
domaine. Chaque système de coordonnées a sa propre base naturelle (en général non orthonormée) et ses
propres coefficients de Christoffel.

On a généralisé les opérateurs différentiels au champs de tenseurs :

– Le gradient d’un champ tensoriel d’ordrep est d’ordrep+1.
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– La divergence d’un champ tensoriel d’ordrep est d’ordrep−1.
– Le rotationnel d’un champ tensoriel d’ordrep est d’ordrep.
– Le laplacien d’un champ tensoriel d’ordrep est d’ordrep.

L’expression des composantes de ces opérateurs sur la base naturelle est la même pour tous les systèmes
de coordonnées. Seuls les coefficients de Christoffel (calculés une fois pour toutes) sont caractéristiques de
chaque système de coordonnées.

Le gradient, la divergence, le rotationnel et le laplacien ont été définis intrinsèquement par des opérations
tensorielles, qui peuvent être évaluées avec des composantes dans n’importe quelle base.

Dans un système de coordonnées non standard, bien que systématiques, les calculs, peuvent être fastidieux.
Pour les faire, on peut s’aider d’un logiciel de calcul formel 13.

Un formulaire des opérateurs différentiels utiles pour lessystèmes de coordonnées cylindrique et sphérique
est donné en annexe C.1 page 87.

13. L’auteur met à la disposition des utilisateurs des logiciels de calcul formel MAPLEr ou MATHEMATICA r,
deux « packages » destinés à faciliter la pratique de l’algèbre tensorielle dans une base quelconque et de l’ana-
lyse tensorielle dans un système de coordonnées quelconque.Ils sont téléchargeables actuellement (16 mars 2012) à
http://jgarrigues.perso.centrale-marseille.fr/tens3d.
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Chapitre 4

Quelques applications

4.1 Opérateurs différentiels en coordonnées cylindriques

Pour illustrer la méthode générale d’obtention des composantes des opérateurs différentiels dans un sys-
tème de coordonnées quelconque, on va retrouver ici quelques formules classiques données dans les for-
mulaires pour le système de coordonnées cylindriques et lesétendre aux champs tensoriels1.

En coordonnées cylindriques, le point courant est donné par: xxxM = ruuuθ +zkkk.
On en déduit la base naturelle de ce système de coordonnées (voir (3.2) page 45) :

eeer = (xxxM),r = uuuθ eeeθ = (xxxM),θ = rvvvθ eeez = (xxxM),z = kkk

Cette base naturelle est orthogonale mais non normée (‖eeeθ‖= r 6= 1).

Les coefficients de Christoffel (voir (3.4) page 46) se calculent soit par dérivation directe des vecteurs de
la base naturelle, soit en utilisant les formules systématiques (3.6) page 47. Les seuls coefficients non nuls
sont :

Γθ
rθ = Γθ

θr =
1
r

Γr
θθ =−r

La base physique{ẽeei} est la base naturelle normée :

ẽeer = eeer = uuuθ ẽeeθ =
eeeθ
r
= vvvθ ẽeez = eeez = kkk ⇒ [Ã•

•] =

[
1 0 0
0 1

r 0
0 0 1

]

En coordonnées cylindriques, il se trouve que la base physique est orthonormée car la base naturelle est
orthogonale.

4.1.1 Gradient d’un champ scalaire

Soit f (M) = f (r,θ,z) un champ scalaire. En utilisant (3.13) page 51 on trouve les composantes covariantes
du vecteurgrad f sur la base naturelle :

grad f = f ,r eeer + f ,θ eeeθ + f ,zeeez

Par changement de base des composantes covariantes de vecteurs (voir page 10), on trouve les composantes
covariantes degrad f sur la base physique :

grad f = f ,r ẽeer +
f ,θ
r

ẽeeθ + f ,zẽeez
(formule classique) (4.1)

REMARQUE : Puisque la base physique est orthonormée, les composantes covariantes et contravariantes sont identiques.

1. Un formulaire complet est donné en annexe C.1 page 87.
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4.1.2 Champs vectoriels :

Soitvvv(M) un champ vectoriel dont on donne les composantes sur la base physique :

vvv= ṽr(r,θ,z)ẽeer + ṽθ(r,θ,z)ẽeeθ + ṽz(r,θ,z)ẽeez

Par changement de base des composantes contravariantes de vecteurs (voir page 10), on en déduit ses
composantes contravariantes sur la base naturelle :

vr = ṽr vθ =
ṽθ

r
vz = ṽz ⇔ vvv= ṽr eeer +

ṽθ

r
eeeθ + ṽzeeez

On peut alors utiliser les formules (3.16) page 51 pour trouver les composantes mixtes[(gradvvv)••]eeei sur la
base naturelle :

[(gradvvv)••]eeei =




ṽr ,r ṽr ,θ− ṽθ ṽr ,z
ṽθ,r
r

ṽθ,θ
r

+
ṽr

r
ṽθ,z
r

ṽz,r ṽz,θ ṽz,z




Par changement de base pour les tenseurs du second ordre (voir page 10), on en déduit les composantes
[(gradvvv)••]ẽeei

sur la base physique (la base{ẽeei} étant orthonormée, on peut ignorer les variances) :

[(gradvvv)••]ẽeei
=




ṽr ,r
ṽr ,θ
r
− ṽθ

r
ṽr ,z

ṽθ,r
ṽθ,θ

r
+

ṽr

r
ṽθ,z

ṽz,r
ṽz,θ
r

ṽz,z




Le scalaire divvvv se calcule avec la définition (3.20) page 53 :

divvvv= gradvvv : GGG= ṽr ,r +
ṽθ,θ

r
+

ṽr

r
+ ṽz,z (formule classique)

REMARQUE : Par définition, divvvv= gradvvv : GGG= Tr gradvvv= (gradvvv)I . C’est la trace d’une matrice decomposantes mixtes. On peut

la calculer dans n’importe quelle base (en particulier dans la base naturelle comme dans la base physique).

En prenantvvv= grad f = f ,r ẽeer + f ,θ
r ẽeeθ + f ,zẽeez (voir (4.1) page 61), on en déduit le laplacien d’un champ

scalaire (définition en (3.22) page 53) :

∆ f = div grad f = f ,rr +
f ,θθ
r2 +

f ,r
r

+ f ,zz (formule classique)

Le vecteurrot vvv se calcule avec la définition (3.21) page 53. Ses composantesdans la base physique sont2 :

rot vvv=−gradvvv : HHH =
( ṽz,θ

r
− ṽθ,z

)
ẽeer +

(
ṽr ,z− ṽz,r

)
ẽeeθ +

(
ṽθ,r −

ṽr ,θ
r

+
ṽθ

r

)
ẽeez (formule classique)

On peut sans difficulté majeure3, trouver par la même démarche les formules des composantes d’opérateurs
différentiels de champs de tenseurs d’ordre supérieur.

2. Cette base est orthonormée. Les composantes du tenseur d’orientationHHH dans cette base sont donc 1, -1 ou 0. Il est plus simple
de faire le double produit contracté−gradvvv : HHH avec les composantes des tenseurs dans cette base.

3. voir note 13 page 59.
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4.2. Applications des théorèmes de la divergence

4.2 Applications des théorèmes de la divergence

Dans les formules qui suivent,D ⊂ E3 est un volume fermé de frontière∂D et de volumevol(D ), N est
un point courant de la frontière∂D , de normale unitaire sortantennn(N) etuuu0 est un vecteur fixe. En utilisant
les théorèmes de la divergence, on vérifie aisément les identités suivantes, valables pour tout domaineD :

∫
∂D

nnn(N) ds= 000
∫

∂D
ONONON∧nnn(N) ds= 000

∫
∂D

ONONON ·nnn(N) ds= 3vol(D )
∫

∂D
(uuu0 ·ONONON)nnn(N) ds= vol(D )uuu0

Les deux dernières identités donnent différentes manièresd’évaluer le volume d’un domaine avec des
intégrales de surface sur la frontière.

4.3 Dérivées d’intégrales de volume sur des domaines variables

En mécanique des milieux continus, on aura à considérer des intégrales sur des domaines volumiques
variables en fonction d’un paramètret.

On choisit arbitrairement une valeur particulièret0 du paramètret. Le domaine pourt = t0 est notéD 0 et
son point courant est notéM0. Pour décrire le domaine pour toute valeur det, on se donne l’applicationf
qui donne les pointsMt deD t en fonction deM0 et det.

f : M0 ∈ D 0 ↔ f (M0,t) = Mt

On suppose que l’applicationf àt constant est différentiable en tout pointM0 deD 0 et qu’elle est inversible.
D’autre part on suppose qu’elle est dérivable par rapport àt. Autrement dit, les variations du domaineD t

sont suffisamment régulières.

L’application f est un endomorphismeE3→ E3. Son gradient enM0 est l’application linéaire tangente :

dddMMMt = grad f ·dddMMM0

L’opérateur linéairegrad f est donc un tenseur du second ordre (voir (1.35) page 20).

Soit un champ tensorielTTT d’ordre p, fonction aussi du paramètret, différentiable en toutM ∈ E3 et déri-
vable par rapport àt :

TTT : (M,t) ∈ E3×R → TTT(M,t) ∈ V
⊗p
3

On considère l’intégrale :III(t) =
∫
D t

TTT(Mt ,t) dvt .

Cette intégrale est un tenseur d’ordrep, qui est fonction det pour deux raisons : d’une part le champTTT
varie avect, d’autre part le domaine d’intégration varie aussi avect.

On se propose de calculer la dérivée par rapport àt de cette intégrale. Pour ce faire, on va effectuer un
changement de variable qui la ramène au calcul de la dérivée d’une intégrale sur le domaine fixeD 0.

Changement de variable sur l’élément de volume :

Soit Sg un système de coordonnées. À l’applicationf on peut associer les trois applications bijectivesf i
Sg

:

f i
Sg

: (x1
0,x

2
0,x

3
0,t) ∈ R4 ↔ f i

Sg
(x1

0,x
2
0,x

3
0,t) = xi

t

où lesxi
0 sont les coordonnées deM0 ∈ D 0 et lesxi

t sont les coordonnées deMt ∈ D t . L’élément de volume
dansD 0 est :

dv0 =
√

gdx1
0 dx2

0 dx3
0 (voir (3.11) page 49)
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De même, l’élément de volume dansD t est :

dvt =
√

gdx1
t dx2

t dx2
t =
√

g
(∂ f 1
Sg

∂xi
0

dxi
0

)(∂ f 2
Sg

∂x j
0

dxj
0

)(∂ f 3
Sg

∂xk
0

dxk
0

)
=
√

g det
[

f i
Sg
, j

]
dx1

0 dx2
0 dx3

0

dvt = detgrad f dv0 (4.2)

Remarquer que le rapport des éléments de volume est indépendant du système de coordonnéesSg. Il ne
dépend que de l’applicationf qui définit le volumeD t à tout instant.

Dans la suite du calcul, on aura besoin de connaître la dérivée par rapport àt de detgrad f (M0,t) :

d
dt

detgrad f =∇∇∇detgrad f :
dgrad f

dt
(voir (2.21) page 36)

= detgrad f grad−T f :
d(grad f )

dt
(voir (2.28) page 39)

= detgrad f Tr
(d(grad f )

dt
·grad−1 f

)
(voir (1.22) page 17)

= detgrad f Tr
(

grad
d f
dt
·grad f−1

)

= detgrad f Tr grad
(d f

dt
◦ f−1)

d
dt

detgrad f = detgrad f Tr grad
dMt

dt
= detgrad f div

dMt

dt
(4.3)

Dérivation de l’intégrale :

En faisant le changement de variableMt = f (M0,t) et dvt = detgrad f dv0, l’intégrale sur le domaineD t

se ramène à une intégrale sur le domaineD 0 :

III(t) =
∫
D t

TTT(Mt ,t) dvt =
∫
D0

TTT
(

f (M0,t),t
)

detgrad f (M0,t) dv0

Le domaine d’intégrationD 0 n’est pas fonction det. La variation de l’intégraleIII(t) en fonction det n’est
due qu’aux variations de l’intégrande. La dérivée par rapport à t de cette intégrale s’écrit donc :

dIII
dt

=
∫
D0

d
dt

(
TTT
(

f (M0,t),t
)

detgrad f (M0,t)
)

dv0

=
∫
D0

dTTT
(

f (M0,t),t
)

dt
detgrad f (M0,t) dv0+

∫
D0

TTT
(

f (M0,t),t
) d detgrad f

dt
dv0

=
∫
D0

(∂TTT
(

f (M0,t),t
)

∂t
+gradTTT · dMt

dt

)
detgrad f dv0+

∫
D0

TTT
(

f (M0,t),t
)

div
dMt

dt
detgrad f dv0

On peut alors faire le changement de variables inverse :M0 = f−1(Mt) :

dIII
dt

=
∫
D t

(∂TTT
(
Mt ,t

)

∂t
+gradTTT · dMt

dt
+TTT

(
Mt ,t

)
div

dMt

dt

)
dvt

=
∫
D t

(∂TTT
(
Mt ,t

)

∂t
+div

(
TTT⊗ dMt

dt

))
dvt (identité (3.50) page 58)

=
∫
D t

∂TTT
(
Mt ,t

)

∂t
dv+

∫
∂D t

(
TTT⊗ dMt

dt

)
·nnn dst (théorème de la divergence)

dIII
dt

=
∫
D t

∂TTT
(
Mt ,t

)

∂t
dv+

∫
∂D t

TTT
(dMt

dt
·nnn
)

dst (4.4)
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Si le paramètret est le temps, le vecteurdMt
dt est la vitessẽvvv du pointMt dans le mouvement du domaine.

dIII
dt

=

∫
D t

∂TTT(Mt ,t)
∂t

dvt +

∫
∂D t

TTT(Mt ,t)
(
ṽvv(Mt ,t) ·nnn

)
dst (4.5)

Cette formule de dérivation des intégrales de volume sur desdomaines variables est très utilisée en mé-
canique des milieux continus. Il remarquable de constater que dans la formule (4.5), dans l’intégrale de
frontière, seule intervientla vitesse des points de la frontièredu domaineD t .

4.4 Conditions de compatibilité

Dans certains problèmes de mécanique des milieux continus,on est amené à résoudre le problème suivant :
SoitSSS(M) un champ de tenseurs symétriques du second ordre.
Trouver le champ vectorielvvv tel quesym gradvvv=SSS.

On montre ici que ce problème n’a de solution que si et seulement si le champ symétriqueSSS(M) satisfait à
certaines condition appeléesconditions de compatibilité.

Écriture d’une condition nécessaire :

Soitvvv(M) un champ vectoriel et soitSSS(M) la partie symétrique de son gradient :SSS= 1
2

(
gradvvv+grad Tvvv

)

On en déduit : rot SSS=
1
2

rot grad vvv︸ ︷︷ ︸
000

+
1
2

rot grad Tvvv (identité (3.36) page 56)

En transposant cette égalité, il vient :

rot TSSS=
1
2

rot T grad Tvvv=
1
2

grad rot vvv (identité (3.37) page 56) (4.6)

En utilisant à nouveau l’identité (3.36) page 56, on en déduit une condition nécessaire sur le champSSS(M) :

rot rot TSSS= 000 (6 équations, voir (3.41) page 56) (4.7)

La condition (4.7)est suffisante :

Soit maintenant un champ de tenseurs symétriquesSSS(M) respectant la condition nécessaire (4.7)∀M.
Cherchons le champvvv(M) tel queSSS(M) = sym gradvvv(M).

Le champvvv(M) est solution de l’équation différentielle tensorielle (9 équations aux dérivées partielles):

gradvvv= sym gradvvv︸ ︷︷ ︸
SSS

+antisym gradvvv︸ ︷︷ ︸
AAA

=SSS+AAA (4.8)

oùAAA(M) est un champ de tenseurs antisymétriques inconnu à déterminer.

La condition (4.7) garantit que l’équation (4.6) a une solution (en vertu de (3.44) page 57). Cette équation
est une équation dont l’inconnue estAAA. En effet :

rot TSSS=
1
2

grad rot vvv=
1
2

grad (−gradvvv : HHH) (définition (3.21) page 53)

=−1
2

grad
(
(SSS+AAA) : HHH

)

=−grad
(1

2
AAA : HHH

)
(SSS: HHH = 000 carSSSsymétrique)

rot TSSS=−gradaaa (aaa est le vecteur adjoint deAAA, définition (1.27) page 18) (4.9)
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Le vecteuraaa (et donc le tenseur antisymétriqueAAA=HHH ·aaa) est donc la solution du système (4.9) (9 équations
aux dérivées partielles) :

gradaaa=−rot TSSS (4.10)

L’intégration de cette équation différentielle tensorielle, d’inconnueaaa(M), dont on sait qu’elle a une solu-
tion grâce à la condition (4.7), donne le champ de tenseurs antisymétriquesAAA(M) =HHH ·aaa(M) (voir (1.28)
page 18).

L’équation (4.8) page 65, d’inconnuevvv(M), peut alors être complétée :

gradvvv=SSS+HHH ·aaa (4.11)

Cette équation n’a de solution que si et seulement sirot (SSS+HHH ·aaa) = 000 :

000= rot SSS+
1
2

rot (HHH ·aaa)

= rot SSS+grad Taaa−divaaa GGG (identité (3.38) page 56)

=−grad Taaa+grad Taaa−divaaa GGG (équation (4.9) page 65)

⇒ divaaa= 0

Cette dernière condition sur le champaaa(M) est toujours satisfaite carSSSest symétrique. En effet :

divaaa= gradaaa : GGG=−(rot TSSS) : GGG= 0 (identité (3.40) page 56)

En conclusion, on est assuré de l’existence d’un champvvv(M) solution du problème posé sous réserve que
le champ tensoriel symétriqueSSS(M) satisfasse les conditions de compatibilité :

rot rot TSSS= 000 (6 équations) (4.12)

4.4.1 Autre forme des équations de compatibilité :

Dans beaucoup de cours de mécanique des milieux continus, les conditions de compatibilité (4.12) sont
présentées sous la forme suivante4:

grad div SSS+grad T div SSS−grad grad TrSSS−∆∆∆SSS= 000 (4.13)

On laisse le soin au lecteur de vérifier que le système des six équations différentielles (4.12) est équivalent
au système des six équations différentielles (4.13).

INDICATIONS POUR LA DÉMONSTRATION: Si l’on pose :

TTT = rot rot TSSS et TTT ′ = grad div SSS+grad T div SSS−grad grad TrSSS−∆∆∆SSS

on vérifie aisément que l’identitéTTT ′ =TTT− (TrTTT)GGG est vraie∀SSS. Il est facile de montrer ensuite queTTT = 000 ⇔ TTT ′ = 000.

4.4.2 Méthode d’intégration

La démonstration qui précède donne la méthode générale pourtrouver le champvvv(M). Soit un champ de
tenseurs du second ordre symétriqueSSS(M) satisfaisant aux conditions de compatibilité (4.12).

1. On cherche d’abord le champ vectorielaaa(M) solution de (4.10) :

gradaaa=−rot TSSS (9 équations aux dérivées partielles) (4.14)

4. Cette forme, d’expression plus compliquée, évite l’introduction du rotationnel d’un tenseur du second ordre.
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4.5. Représentation de Mohr pour les tenseurs symétriques

2. On cherche ensuite le champ vectorielvvv(M) solution de (4.8) :

gradvvv=SSS+HHH ·aaa (9 équations aux dérivées partielles) (4.15)

Les champs vectorielsvvv solutions ne sont pas uniques. En effet :

– les solutionsaaa(M) de (4.14) sont définies à un champ vectoriel uniformeaaa0 près,
– les solutionsvvv(M) de (4.15) sont définies à un champ vectoriel uniformevvv0 près.

4.5 Représentation de Mohr pour les tenseurs symétriques

Soit SSS un tenseur du second ordre symétrique. Il a donc trois valeurs propres réellesλ1 ≥ λ2 ≥ λ3 et il
existe une base propre orthonormée{uuui}. On peut donc écrire :

SSS=
3

∑
i=1

λi uuui⊗uuui

On considère ce tenseur comme un endomorphisme linéaire deV3 : www=SSS·vvvet on observe géométriquement
comment le tenseurSSS transforme le vecteurvvv. On constate :

1. une dilatationd = ‖www‖
‖vvv‖ (la transformation change la norme)

2. une déviationα = (vvv,www) (la transformation change la direction)

La transformation étant linéaire, on aSSS· (kvvv) = kwww. On constate que la dilatationd et la déviationα sont
indépendantes dek. Il suffit donc de n’envisager que les transformations de vecteursvvv unitaires.

La dilatation du vecteur unitairevvv est donc :d = ‖www‖.
Pour appréhender les évolutions de la dilatation et de la déviation quand le vecteur unitairevvv varie, on
choisit la méthode suivante :

1. on appellepartie normale de www le vecteur :wwwn = (vvv·www)vvv
2. on appellepartie tangentielle de www le reste :wwwt =www−wwwn

JUSTIFICATION DU VOCABULAIRE : Le vecteur unitairevvv définit un plan dont il est la normale unitaire. La partie normale dewww est

sa partie hors plan, la partie tengentielle dewww est donc sa projection dans le plan.

La connaissance des scalaireswn = vvv ·www et wt = ‖www−wwwn‖ suffit pour reconstituer la dilatationd et la
déviationα. En effet :

d =

√
w2

n+w2
t et tanα =

wt

wn
(4.16)

Afin de comprendre géométriquement comment évoluent la dilatation et la déviation quand le vecteur
unitairevvv varie, on va tracer les vecteurswww dans un plan(eeen,eeet), avec en abscisse leswn et en ordonnées
leswt . D’après (4.16), un vecteurOM = wneeen+wt eeet a pour module la dilatationd et pour angle polaire la
déviationα.

Si on notevi les composantes du vecteurvvv dans la base propre orthonormée{uuui} deSSS, il vient :

1= v2
1+v2

2+v2
3 (4.17)

wn = vvv·www= vvv·SSS·vvv= λ1v2
1+λ2v2

2+λ3v2
3 (4.18)

wwwt +wwwn =www= λ1v1eee1+λ2v2eee2+λ3v3eee3

w2
n+w2

t = λ2
1v2

1+λ2
2v2

2+λ2
3v2

3 (4.19)

Si on se donne un point(wn,wt) du plan(eeen,eeet), les vecteursvvv de composantes(v1,v2,v3) qui correspondent
à ce point sont solution du système d’équations (4.17), (4.18),(4.19).
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La solution est :

v2
1 =

w2
t +(wn−λ2)(wn−λ3)

(λ1−λ2)(λ1−λ3)︸ ︷︷ ︸
≥0

v2
2 =

w2
t +(wn−λ3)(wn−λ1)

(λ2−λ3)(λ2−λ1)︸ ︷︷ ︸
≤0

v2
3 =

w2
t +(wn−λ1)(wn−λ2)

(λ3−λ1)(λ3−λ2)︸ ︷︷ ︸
≥0

Puisque les termes de gauche sont nécessairement non négatifs, des solutions n’existent que si :

w2
t +(wn−λ2)(wn−λ3)≥ 0 w2

t +(wn−λ3)(wn−λ1)≤ 0 w2
t +(wn−λ1)(wn−λ2)≥ 0

REMARQUE : Si deux valeurs propres sont égales, certaines composantesdevvv sont indéterminées.

On voit donc que tous les points du plan(eeen,eeet) ne peuvent pas correspondre à un vecteurvvv. Autrement dit,
pour un tenseurSSSsymétrique donné, les coordonnéeswn etwt (ou bien la dilatationd et la déviationα) ne
peuvent prendre des valeurs quelconques, il faut qu’elles satisfassent les inégalités-ci dessus.

Dans le cas où les valeurs propres sont distinctes, ces inégalités impliquent que les points les points(wn,wt)
doivent se trouver dans la zone délimitée par les trois cercles de la figure ci-dessous :

wnλ3 λ2

α

d

wt

eeet

eeen

λ1

FIG. 4.1 –Tricercle de Mohr

On constate queλ3≤ wn≤ λ1 et quewt ≤ λ1−λ3
2 .

Si deux valeurs propres sont égales, le domaine se réduit à undemi cercle.
Si les trois valeurs propres sont égales (le tenseurSSSest sphérique), le domaine se réduit au point(λ,0).
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Conclusion

L’algèbre et l’analyse tensorielle sont nécessaires pour la description et la manipulation des grandeurs
physiques qui sont introduites en mécanique des milieux continus. Ce cours n’a présenté que les concepts
qui sont strictement nécessaires à mécanique des milieux continus. Il ne peut en aucun cas être considéré
comme un cours complet sur les tenseurs. En particulier, bonnombre de résultats (soigneusement signalés)
ne sont valables que pour les tenseurs construits surV3.

Ces développements permettent de simplifier la présentation de la mécanique des milieux continus. En ef-
fet, les équations de la mécanique peuvent s’écrire uniquement avec des opérations tensorielles algébriques
et des opérateurs différentiels tensoriels (gradient, divergence, rotationnel et laplacien). Sous cette forme
condensée, on peut alors se concentrer sur l’essentiel : lesconcepts de la mécanique, sans s’encombrer des
choix (accessoires car non physiques) d’un quelconque système de coordonnées ou d’une quelconque base
pour donner des composantes aux tenseurs. Les équations tensorielles sont par essence valables quels que
soient ces choix.

Il n’en reste pas moins que pour résoudre effectivement un problème particulier, il faut choisir un système
de coordonnées commode pour repérer les points du domaine étudié, et il faut choisir une base pour expri-
mer les composantes des tenseurs. Les équations tensorielles (algébriques ou différentielles) se traduisent
alors par des équations ordinaires (algébriques ou différentielles) portant sur des composantes et qu’il faut
résoudre soit analytiquement (quand on peut) par les méthodes mathématiques standard (ou à l’aide d’un
logiciel de calcul formel), soit numériquement par des méthodes numériques approchées (généralement à
l’aide d’un ordinateur).

C’est pour expliquer clairement le passage des équations tensorielles aux équations ordinaires que les
chapitres précédents ont été soigneusement détaillés.
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Annexe A

Invariants et valeurs propres d’un
tenseur symétrique réel

Tout tenseur réel symétrique du second ordreSSSconstruit surV3 a trois valeurs propres réelles{λ1,λ2,λ3}
et un système de trois invariants réels{SI ,SII ,SIII } qui sont les coefficients du polynôme caractéristique.
L’expression de{SI ,SII ,SIII } en fonction des valeurs propres est triviale :

SI = λ1+λ2+λ3 SII = λ1 λ2+λ2 λ3+λ3 λ1 SIII = λ1 λ2 λ3

En revanche, le problème inverse l’est moins. Au passage, onva notamment montrer que le triplet d’inva-
riants{SI ,SII ,SIII } ne peut prendre des valeurs quelconques : ces trois invariants sont soumis à des condi-
tions d’inégalités pour qu’ils puissent être les invariants d’un tenseur réel symétrique.

Les trois invariants{SI ,SII ,SIII } étant considérés comme connus, les trois valeurs propres sont, par défini-
tion, les solutions du polynôme caractéristique de la matrice[S••] des composantes mixtes1 deSSS:

λ3−SI λ2+SII λ−SIII = 0 (A.1)

A.1 Condition d’existence de valeurs propres réelles

On va montrer ici que les invariants{SI ,SII ,SIII } d’un tenseur symétrique réel ne peuvent prendre des
valeurs quelconques : il doivent nécessairement satisfaire certaines inégalités.

Au lieu de chercher les solutionsλ de (A.1), on effectue le changement d’inconnues :λ = x+
SI

3
(ce qui

revient à chercher les valeurs propresx du déviateur deSSS). L’équation (A.1) devient :

x3+

(
SII −

S2
I

3

)

︸ ︷︷ ︸
p

x+
SI SII

3
− 2S3

I

27
−SIII

︸ ︷︷ ︸
q

= 0 (A.2)

dont on sait qu’elle n’a 3 racines réelles que si :

R= 4p3+27q2 = 27S2
III +

(
4S3

I −18SI SII
)

SIII +4S3
II −S2

I S2
II < 0

1. On peut aussi bien prendre les composantes mixtes[S••]. On obtient les mêmes valeurs propres, mais les vecteurs propres sont
obtenus par leurs composantes covariantes. Ici, on ne s’intéresse qu’aux valeurs propres.

71



A. INVARIANTS ET VALEURS PROPRES D’UN TENSEUR SYMÉTRIQUE RÉEL

Ce polynôme de degré 2 enSIII , de coefficient enS2
III positif, ne peut être négatif qu’entre des racines

réelles éventuelles. Pour qu’il ait des racines réelles enSIII , il faut que son discriminant soit positif :

∆ = 16
(
S2

I −3SII
)3

> 0 ⇔ S2
I −3SII > 0 (A.3)

Les racines enSIII sont alors :

SI SII

3
− 2S3

I

27
± 2

27

(
S2

I −3SII
) 3

2

Dans ces conditions,R< 0 siSIII est compris entre les racines :

SI SII

3
− 2S3

I

27
− 2

27

(
S2

I −3SII
) 3

2 < SIII <
SI SII

3
− 2S3

I

27
+

2
27

(
S2

I −3SII
) 3

2

− 2
27

(
S2

I −3SII
) 3

2 < SIII −
SI SII

3
+

2S3
I

27
<+

2
27

(
S2

I −3SII
) 3

2

−1<
27SIII −9SI SII +2S3

I

2
(
S2

I −3SII
) 3

2

< 1 (A.4)

Les invariants fondamentaux d’un tenseur symétrique réel vérifient nécessairement les inégalités(A.3) et
(A.4).

A.2 Définition de nouveaux invariants

0n peut donc définir deux nouveaux invariantsJ et φ pour les tenseurs réels symétriques :

J =
√

S2
I −3SII > 0

φ = Arccos
27SIII −9SI SII +2S3

I

2
(
S2

I −3SII
) 3

2

= Arccos
27SIII −9SI SII +2S3

I

2J3

où φ ∈ [0,π] et cosφ ∈ [−1,1]

On peut interpréter ces nouveaux invariants en remarquant que :

J =

√
3√
2
‖devSSS‖=

√
3
2

devSSS: devSSS

et 27SIII −9SI SII +2S3
I = 27 detdevSSS ⇒ cosφ = 3

√
6 det

( devSSS
‖devSSS‖

)

À des constantes près, l’invariantJ reflète la norme du déviateur deSSSet l’invariant cosφ reflète le détermi-
nant du déviateur normé.

REMARQUE : En mécanique des milieux continus, siSSSest un tenseur des contraintes, l’invariantJ est appelé : contrainte équivalente

de Von Mises.

D’autre part, on constate que le déterminant du déviateur normé d’un tenseur du second ordre symétrique réel est toujours compris

entre− 1
3
√

6
et 1

3
√

6
≃ 0.136. Il est nul pourφ = π

2 . On verra plus loin que ceci se produit quand la valeur propreintermédiaireλ2 vaut

le tiers de la trace.

Les relations inverses sont :

SII =
S2

I −J2

3
SIII =

2J3 cosφ−3J2SI +S3
I

27

Les triplets d’invariants{SI ,SII ,SIII } et{SI ,J,cosφ ouφ} sont donc équivalents en ce sens que si on connaît
l’un des triplets on peut calculer l’autre et inversement. Néanmoins, contrairement au triplet{SI ,SII ,SIII },
le nouveau triplet{SI ,J,cosφ ou φ} présente un avantage : chacun des trois réels peut prendre une valeur
arbitraire dans son domaine de définition indépendamment des autres :SI ∈ R, J≥ 0 etφ ∈ [0,π].
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A.3 Expression des valeurs propres en fonction des invariants

Après substitution, l’équation (A.2) page 71 devient :x3− J2

3
x− 2J3 cosφ

27
= 0

En remarquant que cosφ = 4 cos3 φ
3−3 cosφ

3 , cette équation se factorise :

(
3x−2J cos

φ
3

) (
9x2+6J xcos

φ
3
−3J2+4J2 cos2

φ
3

)
= 0

Une première solution est donnée par le facteur de gauche :x1 =
2J
3

cos
φ
3

Le discriminant du second facteur est : 108J2
(

1−cos2
φ
3

)
=

(
6
√

3J sin
φ
3

)2

> 0

Il a donc deux solutions réelles qui sont :

x2 =
J
3

(
−cos

φ
3
+
√

3 sin
φ
3

)
x3 =

J
3

(
−cos

φ
3
−
√

3 sin
φ
3

)

Les valeurs propres deSSSsont donc :

λ1 =
2J
3

cos
φ
3
+

SI

3
(A.5)

λ2 =
J
3

(
−cos

φ
3
+
√

3 sin
φ
3

)
+

SI

3
=

2J
3

cos

(
φ
3
− 2π

3

)
+

SI

3
(A.6)

λ3 =
J
3

(
−cos

φ
3
−
√

3 sin
φ
3

)
+

SI

3
=

2J
3

cos

(
φ
3
+

2π
3

)
+

SI

3
(A.7)

où :

J =
√

S2
I −3SII =

√
3√
2
‖devSSS‖=

√
3
2

devSSS: devSSS≥ 0

φ = Arccos
27SIII −9SI SII +2S3

I

2
(
S2

I −3SII
) 3

2

= Arccos
[
3
√

6 det
( devSSS
‖devSSS‖

)]
; φ ∈ [0,π]

0

π
3

φ
3

2π
3

λ3

− 2π
3

λ1
SI
3

2J
3

λ2

FIG. A.1 –Représentation géométrique des valeurs propres d’un tenseur réel symétrique (φ ∈ [0,π])
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A.4 Classement des valeurs propres

φ ∈ [0,π], on a donc1
2 ≤ cosφ

3 ≤ 1 et 0≤ sin φ
3 ≤

√
3

2 , ce qui permet de classer les valeurs propres :

λ1−λ2 = J cos
φ
3︸ ︷︷ ︸

≥ 1
2 J

−
√

3
3

J sin
φ
3︸ ︷︷ ︸

≤ 1
2 J

≥ 0 et λ2−λ3 =

√
3

3
J sin

φ
3
≥ 0

On a doncλ1≥ λ2≥ λ3.

En analysant les valeurs des invariantsJ et φ, on peut statuer sur la multiplicité des valeurs propres :

– si J = 0, c’est-à-direS2
I − 3SII = 0, la norme du déviateur deSSS est nulle, le tenseurSSS est donc

sphérique, les trois valeurs propres sont égales àSI
3 et φ est indéterminé ;

– siJ 6= 0 etφ = 0, alorsλ2 = λ3 ;
– siJ 6= 0 etφ = π, alorsλ1 = λ2 ;
– siJ 6= 0, φ 6= 0 etφ 6= π, alors les valeurs propres sont distinctes.

REMARQUE : Si J 6= 0 etφ = π
2 , alorsλ2 =

SI
3 et λ1+λ3

2 = SI
3 .

A.5 Écart des valeurs propres extrêmes

En utilisant (A.5) et (A.7) page 73, il vient :

λ1−λ3 =
2J
3

(
cos

φ
3
−cos

(
φ
3
+

2π
3

))
=

2J
3

√
3 cos

(
π
6
− φ

3

)

où cos
(

π
6 −

φ
3

)
varie entre

√
3

2 et 1, lorsqueφ varie entre 0 etπ, soit une variation de 13.4%. on a donc :

J≤ λ1−λ3≤
2
√

3
3

J≃ 1.155J

On peut donc faire une estimation deλ1−λ3 à 6.7% près en prenant comme estimation la valeur médiane :

λ1−λ3≃
J
3

√
3

(
1+

√
3

2

)
≃ 1.077J

REMARQUE : Si SSSest un déviateur (SI = 0), de valeurs propres{λ′1 ≥ λ′2 ≥ λ′3}, on peut donner le rapport entre les valeurs propres
extrêmes (conditionnement de la matrice des composantes dedevSSS) :

λ′3
λ′1

=
cos( φ

3 +
π
3 )

cosφ
3

=−1
2
(1+
√

3 tan
φ
3
) ⇒ −2≤ λ′3

λ′1
≤−1

2

A.6 Systèmes d’invariants d’un tenseur d’ordre 2 réel symétrique

Pour un tenseur réel symétriqueSSS, il y a donc complète équivalence entre la connaissance des trois inva-
riants fondamentaux (coefficients du polynôme caractéristique) {SI ,SII ,SIII } , la connaissance des trois

invariants

{
SI ,J ou‖devSSS‖ ,φ ou det

( devSSS
‖devSSS‖

)}
et la connaissance de ses 3 valeurs propres classées

{λ1≥ λ2≥ λ3}, car connaissant un triplet, on peut calculer les autres.
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A.7. Détermination tensorielle des directions propres

Il est à noter que certains auteurs utilisent aussi le triplet d’invariants{S1,S2,S3} défini par :

S1 = SI = TrSSS ; S2 = Tr(SSS2) = S2
I −2SII ; S3 = Tr(SSS3) = 3SIII −3SI SII +S3

I

On montre facilement que les formules inverses sont :

S1 = SI ; SII =
1
2

(
S2

1−S2
)

; SIII =
1
3

(
S3−

3
2

S1S2+
1
2

S3
1

)

Le triplet{S1,S2,S3} est donc aussi un triplet équivalent.

Il est même possible d’en définir une infinité d’autres car toute fonction scalaire d’invariants est un inva-
riant. Plus présisément, soient{ f (1), f (2), f (3)} trois fonctions des invariants fondamentaux{SI ,SII ,SIII } et
à valeur scalaire ; elles définissent un triplet d’invariants valide

{S(1) = f (1)(SI ,SII ,SIII ) , S(2) = f (2)(SI ,SII ,SIII ) , S(3) = f (3)(SI ,SII ,SIII )}

si la tranformation{SI ,SII ,SIII } ↔ {S(1),S(2),S(3)} est inversible, c’est-à-dire si la matrice jacobienne de
la transformation est régulière : det

(
f (i), j

)
6= 0.

REMARQUE : Le choix d’un triplet d’invariants{S(1),S(2),S(3)} comme arguments d’une fonction réelle isotrope devrait être donc
guidé par l’interprétation physique des termes du triplet choisi. Cette fonction peut toujours être ramenée à une fonction des trois
invariants fondamentaux. Par exemple :

ψ = fψ(S
(1),S(2),S(3))

= fψ( f (1)(SI ,SII ,SIII ), f
(2)(SI ,SII ,SIII ), f

(3)(SI ,SII ,SIII ))

= gψ(SI ,SII ,SIII )

pourvu que la matrice 3×3 de terme généralf (i), j soit de déterminant non nul.

A.7 Détermination tensorielle des directions propres

Pour tout tenseur réel symétrique du second ordreSSS construit surV3, on peut toujours trouver au moins
une base orthonormée{uuu1,uuu2,uuu3} deV3 telle que le tenseurSSSs’écrit :

SSS=
3

∑
i=1

λi uuui⊗uuui︸ ︷︷ ︸
UUU i

oùUUU i = uuui ⊗uuui est un tenseur uniaxial représentant une direction propre non orientée associée à la valeur
propreλi .

DÉFINITION : Si {uuui} est un triplet de vecteurs propres orthonormés de SSS, on appelle tenseurs uniaxiaux
propres les tenseurs les tenseurs UUU i = uuui⊗uuui .

On vérifie aisément queSSS·UUU i = λiUUU i .

Les vecteurs{uuui} formant une base orthonormée, on vérifie aisément les propriétés des tenseurs uniaxiaux
UUU i suivantes :

(UUU i)I = 1 (UUU i)II = 0 (UUU i)III = 0 (UUU i)
n =UUU i ‖UUU i‖= 1 UUU i :UUU j = 0 (i 6= j) (A.8)

Les deux dernières propriétés expriment que puisque le triplet de vecteurs propres{uuu1,uuu2uuu3} forme une
base vectorielle orthonormée, alors le triplet de tenseursuniaxiaux{UUU1,UUU2,UUU3} est aussi orthonormé.
Les valeurs propres classées des tenseurs symétriquesUUU i sont{1,0,0} et la direction propre associée à la
valeur propre 1 est laièmedirection propre deSSS.

ConnaissantSSS(par ses composantes dans une base quelconque), on peut calculer les invariantsSI , J et φ et
le triplet des valeurs propres classées{λi} par les formules (A.5), (A.6), (A.7) page 73.
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En se plaçant dans la base propre, on vérifie aisément que les directions propresUUU i sont les solutions des
trois équations tensorielles suivantes :

SSS2− (λ2+λ3)SSS+λ2 λ3GGG= (λ1−λ2)(λ1−λ3)UUU1 (A.9)

SSS2− (λ3+λ1)SSS+λ3 λ1GGG= (λ2−λ3)(λ2−λ1)UUU2 (A.10)

SSS2− (λ1+λ2)SSS+λ1 λ2GGG= (λ3−λ1)(λ3−λ2)UUU3 (A.11)

Si les valeurs propres{λ1 ≥ λ2≥ λ3} sont distinctes (J 6= 0 etφ 6= 0 etφ 6= π) la solution{UUU1,UUU2,UUU3} est
unique. En revanche,

– si J = 0, le tenseurSSSest sphérique (λ1 = λ2 = λ3), les trois équations ci-dessus sont identiquement
vérifiées∀UUU i et tout triplet orthonormé{UUU1,UUU2,UUU3} est solution ;

– si J 6= 0 et φ = 0, alorsλ2 = λ3 6= λ1 ; l’équation enUUU1 a une solution unique et les deux autres
sont identiquement vérifiées∀UUU2 ∀UUU3 ; le tenseurUUU1 peut être complété par tout couple de tenseurs
uniaxiaux{UUU2,UUU3} tel que le triplet{UUU1,UUU2,UUU3} soit orthonormé ;

– si J 6= 0 et φ = π, alorsλ1 = λ2 6= λ3; l’équation enUUU3 a une solution unique et les deux autres
sont identiquement vérifiées∀UUU1 ∀UUU2 ; le tenseurUUU3 peut être complété par tout couple de tenseurs
uniaxiaux{UUU1,UUU2} tel que le triplet{UUU1,UUU2,UUU3} soit orthonormé.

A.8 En bref...

Pour les tenseurs symétriques réels :

– On sait calculer les valeurs propres classées en fonction des invariants fondamentaux avec les for-
mules (A.5) et suivantes page 73.

– Les valeurs propres étant connues on sait trouver les tenseur uniaxiaux propres avec des formules
tensorielles, donc valables dans tout base (voir (A.9) et suivantes page 76).

– On peut construire une infinité de triplets d’invariants équivalents (voir A.6 page 74).
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Annexe B

Fonctions isotropes

L’objectif de cette annexe est de proposer des listes d’invariants scalaires nécessaires et suffisants pour
représenter la liste des arguments tensoriels de fonctionsréelles isotropes utiles en mécanique des milieux
continus.

De nombreux auteurs (BOEHLER, SPENCERet WANG et autres) ont publié des listes d’invariants pour les
fonctions isotropes de leurs arguments tensoriels1. La plupart se sont focalisés sur la recherche d’invariants
qu’ils appellent « algébriques », c’est-à-dire dont l’expression en fonction des composantes sur une base2

est un polynôme de composantes3. Les démonstrations plubliées qui aboutissent à ces listessont la plupart
du temps très laborieuses et compliquées à lire.

On se propose ici de trouver des listes d’invariants pour lesfonctions isotropes de leurs arguments tenso-
riels dans les cas utiles en mécanique des milieux continus,sans se préoccuper si ces invariants sont des
polynômes de composantes ou non. On montrera par ailleurs que ces listes ne sont pas uniques. Enfin, les
démonstrations étant rédigées avec des raisonnements géométriques, elles fournissent une interprétation
géométrique des invariants de ces listes. On pourra noter aupassage que ces démonstrations ne requièrent
aucune propriété de continuité ou de dérivabilité de la fonction isotrope, on ne lui demande que la qualité
d’être une fonction, c’est-à-dire une applicationE→ F oùE etF sont des produits cartésiens d’espaces de
tenseurs. Pour les fonctions réelles isotropes, on auraF= R.

B.1 Rotation d’un tenseur

SoitQQQ un tenseur orthogonal de déterminant+1 (une rotation). On sait l’identifier indifféremment (et de
manière biunivoque) soit par ses composantes dans une base,soit par un vecteur rotationω = θω̃, oùω̃ est
un vecteur unitaire et oùθ est l’angle de rotationθ ∈ [0,π] (voir (1.77), (1.78) et (1.79) page 28).

Dans la suite, on noteraQ+ l’ensemble des rotations.

La rotation parQQQ d’un tenseurTTT d’ordre p est un tenseur d’ordrep notéRQQQ(TTT). Son calcul dépend de
l’ordre de tensorialitép :

– pourp= 0 (le tenseur est un scalairex) : RQQQ(x) = x.

1. Un désaccord est apparu dans le cas de deux arguments tensoriels du second ordre symétriques : BOEHLER donne une liste
minimale de 4 invariants, d’autres auteurs soutenant que trois suffisent. Cette question est abordée en B.2.3 page 83.

2. le plus souvent orthonormée!
3. La stricte définition des nombres algébriques est qu’ils sont des racines de polynômes. En ce sens, les valeurs propres sont donc

des nombres algébriques, puisqu’elles sont les racines du polynôme caractéristique. Elles ne s’expriment pas toujours comme des
polynômes des composantes dans une base quelconque (voir (A.5) et suivantes page 73)), mais il existe des bases dans lesquelles
elles sont des expressions simples des composantes : ce sont les bases propres orthonormées.
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B. FONCTIONS ISOTROPES

– pourp= 1 (le tenseur est un vecteurvvv) : RQQQ(vvv) =QQQ ·vvv. Il s’agit de la rotation classique du vecteurvvv
autour de l’axe orienté̃ω et d’angleθ ∈ [0,π].

– pourp= 2 (le tenseurTTT est d’ordre 2) :RQQQ(TTT) =QQQ ·TTT ·QQQT . On vérifie aisément que les tenseursTTT
et RQQQ(TTT) ont les mêmes valeurs propres et que les vecteurs propres deRQQQ(TTT) sont les transformés
parRQQQ des vecteurs propres deTTT (voir 1.6.10 page 26).

Pour généraliser aux ordres supérieurs à 2, on définit un nouveau produit tensoriel, noté⊠ et parfois appelé
produit tensoriel de Kronecker. Ce produit n’opère que sur des tenseurs d’ordre 2 :

DÉFINITION : Soient TTT etUUU deux tenseurs d’ordre 2, le tenseur TTT⊠UUU est un tenseur d’ordre 4 défini par :

TTT ⊠UUU = T i
mU j

n (eeei⊗eeej ⊗em⊗en) ⇔ (TTT ⊠UUU)i j
mn= T i

mU j
n

En fait, ce produit tensoriel est une certaine transposition du produitTTT⊗UUU : (TTT ⊠UUU)i j
mn= (TTT⊗UUU)i

m
j
n.

On généralise sans difficulté. Par exemple, le produit de trois tenseurs d’ordre 2 est un tenseur d’ordre 6 :

TTT ⊠UUU ⊠SSS= T i
mU j

nSk
p (eeei⊗eeej ⊗eeek⊗em⊗en⊗eeep) ⇔ (TTT ⊠UUU ⊠SSS)i jk

mnp= T i
mU j

nSk
p

Grâce à ce produit, on peut récrire la rotation d’un tenseurTTT d’ordre 2 sous la forme suivante :

RQQQ(TTT) = (QQQ⊠QQQ) : TTT = Qi
mQ j

nTmn(eeei⊗eeej)

De même, la rotation parRQQQ d’un tenseurTTT d’ordre 3 s’écrit :

RQQQ(TTT) = (QQQ⊠QQQ⊠QQQ)⊗3TTT = Qi
mQ j

nQk
pTmnp(eeei⊗eeej ⊗eeek)

et d’une manière générale, la rotation d’un tenseurTTT d’ordre p s’écrit :

RQQQ(TTT) = (QQQ⊠ · · ·⊠QQQ︸ ︷︷ ︸
pfois

)⊗pTTT = Qi1
j1 · · ·Qip

jp︸ ︷︷ ︸
p termes

T j1··· jp (eeei1⊗·· ·⊗eeeip) (B.1)

où⊗p est le produit contractép fois.

REMARQUE : En mécanique des milieux continus, les tenseurs qui ont à subir des rotations seront d’ordre 1, 2 ou 4.

B.2 Représentation des éléments d’un ensemble

DÉFINITION : On dit que les éléments d’un ensembleE sont représentés par les éléments d’un ensemble
E′ s’il existe une surjection4 s : E′→ E.
Soit s une telle surjection, et soient e∈ E et e′ ∈ E′.
L’élément e′ est appelé représentant de e si e= s(e′).
La surjection s est appelée représentation deE.

Si une représentations existe, tous les éléments deE ont donc au moins un représentant (il peut y en
avoir plusieurs). D’autre part, il peut exister plusieurs représentations deE, c’est-à-dire qu’on peut trouver
plusieurs couples(E′′,s′′) oùs′′ est une surjectionE′′→ E.

Soit une fonctionf : E→ F. S’il existe une représentations : E′→ E, alors il existe une fonctiong= s◦ f :
E′→ F telle queg(e′) = f (e) oùe′ ∈ E′ ete∈ E.

Dans la suite, on cherchera des représentations deE telles que l’ensembleE′ des représentants soit de la
formeRm×Q+ où les éléments deRm sont des scalaires invariants dans toute rotation des éléments de
E. L’intérêt d’une telle représentation des éléments deE apparaitra lorsque la fonctionf est une fonction
isotrope de ses arguments (voir B.3 page 84).

4. Tous les éléments deE ont au moins un antécédent dansE′, autrement dit : l’image deE′ par la surjections est exactementE.
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B.2.1 Représentation de vecteurs

Un vecteur deV3 peut être défini par sa norme (r = ‖vvv‖ ≥ 0) et un vecteur unitairẽvvv= vvv
‖vvv‖ .

On a donc : vvv= ‖vvv‖ṽvv où‖vvv‖ ≥ 0.

On noteṼ l’ensemble des vecteurs unitaires etR+ l’ensemble des réels non négatifs.

La surjections : R+× Ṽ→ V telle ques(‖vvv‖,̃vvv) = ‖vvv‖ṽvv= vvv est une représentation de l’ensembleV.

On construit maintenant une représentation deṼ de la manière suivante : on choisit un vecteur unitaire
arbitrairẽvvv0. Il existe toujours une rotationRRR∈Q+ telle quẽvvv=RRR· ṽvv0.

REMARQUE : Il existe une infinité de rotationsRRR qui font passer dẽvvv0 à ṽvv. Toutes ces rotations ont leur axe dans le plan bissecteur

de (ṽvv0,̃vvv). Toutefois, si on se limitait aux rotationsd’angle π, il n’en existe que deux pour passer deṽvv0 à ṽvv : leur axeω̃ωω est sur la

bissectrice unitaire :̃ωωω =± ṽvv0+ṽvv
‖ṽvv0+ṽvv‖ . Quoiqu’il en soit, une unicité n’est pas nécessaire : l’ensemble des rotationsRRRengendre l’ensemble

des vecteurs unitaires.

Une représentation dẽV est donc la surjections′ telle que

RRR∈Q+ → RRR· ṽvv0 = ṽvv∈ Ṽ (B.2)

Le vecteur unitairẽvvv0 étant choisi, on a ainsi construit une représentation de l’ensembleV :

(‖vvv‖,RRR) ∈ R+×Q+ → vvv∈ V (B.3)

De plus, le réel‖vvv‖ est invariant par toute rotationRQQQ du vecteurvvv car‖vvv‖= ‖RQQQ(vvv)‖ ∀QQQ∈Q+.

Représentation d’un couple de vecteurs unitaires

Soit un couple de vecteurs unitaires{ũuu,̃vvv}. On noteα = Arccos(ũuu · ṽvv) ∈ [0,π] l’angle (non orienté5) (ũuu,̃vvv)
(dansV3, α ∈ [0,π], il est donc entièrement défini par son cosinus).

On construit une représentation du couple de vecteurs unitaires{ũuu,̃vvv} de la manière suivante :

1. on choisit un vecteur unitairẽuuu0;
2. on choisit un vecteur unitairẽvvv0 qui fait un angleα avecũuu0 (il en existe une infinité);
3. il existe une rotationRRR (unique6) qui transforme le couple{ũuu0,̃vvv0} en le couple{ũuu,̃vvv}.

On a ainsi construit une surjections telle que :

(ũuu· ṽvv,RRR) ∈ [0,1]×Q+ → {ũuu,̃vvv} ∈ Ṽ× Ṽ (B.4)

De plus, on vérifie aisément que le produit scalaireũuu · ṽvv (ou l’angleα) est invariant dans toute rotationRQQQ

du couple de vecteurs{ũuu,̃vvv}, c’est-à-dire quẽuuu· ṽvv= RQQQ(ũuu) ·RQQQ(ṽvv) ∀QQQ∈Q+ (voir (1.60) page 27).

Représentation d’un triplet de vecteurs unitaires

Soit un triplet de vecteurs unitaires{ũuu,̃vvv,w̃ww}. On note :

– γ = Arccos(ũuu· ṽvv) ∈ [0,π] l’angle (non orienté)(ũuu,̃vvv),
– β = Arccos(ũuu·w̃ww) ∈ [0,π] l’angle (non orienté)(ũuu,w̃ww),
– α = Arccos(ṽvv·w̃ww) ∈ [0,π] l’angle (non orienté)(ṽvv,w̃ww),
– ε = sgn[ũuu,̃vvv,w̃ww] =±1 le signe du produit mixte des trois vecteurs.

5. Il n’est pas possible de donner un signe à l’angle entre deux vecteurs deV3.
6. On peut démontrer algébriquement cette affirmation géométrique.
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On construit une représentation du triplet de vecteurs unitaires{ũuu,̃vvv,,w̃ww} de la manière suivante :

1. on choisit un vecteur unitairẽuuu0,

2. on choisit un vecteur unitairẽvvv0 qui fait un angleγ avecũuu0 (il en existe une infinité),

3. on construit un vecteur unitairẽwww0 qui fait un angleβ avec̃uuu0 et un angleα avec̃vvv0 (il en existe deux,
symétriques par rapport au plan(ũuu0,̃vvv0)),

4. le signeε du produit mixte permet de choisir̃www0 unique,

5. il existe une rotationRRR (unique7) qui transforme le triplet{ũuu0,̃vvv0,w̃ww0} en le triplet{ũuu,̃vvv,w̃ww} (la rotation
RRRconserve les angles entre les vecteurs, ainsi que leur produit mixte).

On a ainsi construit une surjections telle que

(ṽvv·w̃ww,ũuu·w̃ww,ũuu· ṽvv,ε,RRR) ∈ [0,1]3× [±1]×Q+ → {ũuu,̃vvv,w̃ww} ∈ Ṽ3 (B.5)

où les réels̃vvv·w̃ww, ũuu·w̃ww,̃uuu· ṽvv et ε} sont invariants dans toute rotationRQQQ du triplet de vecteurs{uuu,vvv,www}.

Représentation d’unn-uplet de vecteurs unitaires

Comme on l’aura compris avec les exemples précédents, les invariants nécessaires et suffisants pour repré-
senter unn-uplet de vecteurs unitaires sont les angles (ou leur cosinus) et les signes des produits mixtes
permettant de reconstruire sans ambiguïté la position relative des arguments vectoriels.

Pour chaque vecteur unitairẽvvvi de numéroi > 3, il faut donc ajouter, par exemple, les cosinus des angles
non orientés cosα1i = ṽvv1 · ṽvvi et cosα2i = ṽvv2 · ṽvvi , ainsi que le signe du produit mixteε12i = [̃vvv1,̃vvv2,̃vvvi ].

REMARQUE : On verra dans la section suivante que les signes des produits mixtes disparaissent de la liste des représentants si les

vecteurs unitaires sont remplacés par des directions non orientées.

Représentation d’unn-uplet de vecteurs non unitaires

En conséquence de ce qui précède, unn-uplet de vecteurs est représentable par la liste desn réels non
négatifs représentant les normes, complétée par la représentation desn vecteurs unitaires comme précisé
dans les paragraphes précédents. En résumé :

– représentation d’un vecteur :{‖vvv‖,RRR};
– représentation de 2 vecteurs :{r1,r2,α12,RRR};
– représentation de 3 vecteurs :{r1,r2,r3, α12,α31,α32,ε123, RRR};
– représentation de 4 vecteurs :{r1,r2,r3,r4, α12,α31,α32,ε123, α41,α42,ε124, RRR}
– représentation de 5 vecteurs :{r1,r2,r3,r4,r5, α12,α31,α32,ε123, α41,α42,ε124, α51,α52,ε125, RRR}
– etc.

où

– r i = ‖vvvi‖ ;

– les anglesαi j ∈ [0,π] peuvent donc être représentés par leur cosinus : cosαi j =
vvvi
‖vvvi‖ ·

vvv j
‖vvv j‖ ;

– lesεi jk =±1 sont les signes des produits mixtes[uuui ,uuu j ,uuuk].

REMARQUE : Les représentations proposées ne sont pas uniques; par exemple, l’orientation du vecteurvvv4 peut être faite par rapport

aux vecteurs précédents avec les anglesα42 et α43 complétés du signeε234.

Comme précédemment, les réelsr i , les anglesαi j (ou leur cosinus) ainsi que les signesεi jk sont invariants
dans toute rotationRQQQ dun-uplet de vecteurs.

7. C’est la rotation unique qui fait passer, par exemple, du couple{ũuu0,̃vvv0} au couple{ũuu,̃vvv}.
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B.2.2 Représentation de directions non orientées

En mécanique des mileux continus, on a souvent besoin de considérer des directions non orientées, comme
par exemple des directions d’anisotropie de la matière.

Une manière de définir algébriquement une direction non orientée de l’espace tridimentionnel est de donner
un tenseur uniaxial normé défini de la manière suivante :

UUU = ũuu⊗ ũuu où ũuu est un vecteur unitaire

Le tenseurUUU est réel, du second ordre, symétrique et ses valeurs propresclassées sont{1,0,0}. La direction
non orientée ainsi définie est la direction propre unique8 associée à la valeur propre 1, c’est-à-dire±kũuu.

On peut donc représenter toute direction non orientée de l’espace par un tenseur uniaxial unitaire.

On vérifie aisément les propriétés suivantes : siUUU = ũuu⊗ ũuu etVVV = ṽvv⊗ ṽvv,

UUUn =UUU ∀n ‖UUU‖2 =UUU :UUU = 1 UUU :VVV = (ũuu· ṽvv)2 = cos2 α ∈ [0,1]

L’angle entre deux directions non orientées de l’espace peut donc toujours être défini par un angle compris
entre 0 etπ2 .

REMARQUE : Le produit doublement contracté étant un produit scalaire pour les tenseurs du second ordre, on pourrait définir un
« angle tensoriel »Φ entre les tenseurs uniaxiauxUUU etVVV, par analogie avec les vecteurs, de la manière suivante :

cosΦ =
UUU :VVV
‖UUU‖‖VVV‖ = cos2 α ∈ [0,1]

.

Les directions non orientéesUUU sont représentables par les vecteurs unitairesũuu (par la surjectioñuuu→ ũuu⊗ ũuu)
qui sont eux-mêmes représentables par les rotationsRRR∈Q+ (voir B.2 page 79).

On noteŨ l’ensemble des directions de l’espace (ou bien l’ensemble des tenseurs du second ordre uni-
axiaux unitaires). Une représentation des directions non orientées est donc l’ensembleQ+:

RRR∈Q+ → UUU ∈ Ũ (B.6)

Représentation d’un couple de directions non orientées

Un couple de directions non orientées{UUU ,VVV} est représenté par un couple de vecteurs unitaires par la
surjection{ũuu,̃vvv}→ {ũuu⊗ ũuu,̃vvv⊗ ṽvv}; d’autre part, on a vu en (B.4) page 79 que le couple de vecteurs unitaires
{ũuu,̃vvv} est représenté par la surjection{α,RRR}→ {ũuu,̃vvv}. On construit ainsi une surjection{α,RRR}→ {UUU ,VVV}.
Une représentation d’un couple de directions non orientéesest donc représenté par{α,RRR} avecα ∈ [0,π

2 ]

et cos2 α =UUU :VVV ∈ [0,1], soit encore :

(UUU :VVV,RRR) ∈ [0,1]×Q+ → {UUU ,VVV} ∈ Ũ2 (B.7)

On vérifie aisément que le réelUUU :VVV (ou bienα) est invariant par toute rotationRQQQ du couple{UUU ,VVV}.

Représentation d’unn-uplet de directions non orientées

Un n-uplet de directions non orientées est représenté par unn-uplet de vecteurs unitaires par la surjec-
tion {ũuu1, · · · ,ũuun}→ {ũuu1⊗ ũuu1, · · · ,ũuun⊗ ũuun}. Cependant, contrairement auxn-uplet de vecteurs unitaires, les
produits mixtes peuvent prendre un signe quelconque9.

8. En effet, l’espace propre associé à la valeur propre 1 est de dimension 1 car l’odre de multiplicité de cette valeur propreest 1,
c’est donc une direction de l’espace.

9. On peut peut remplaceruuui par−uuui sans changer la directionUUU i
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Une représentation d’unn-uplet de directions non orientées est donc (par exemple) :

(α12, (α31,α32), (α41,α42), · · · ,(αn1,αn2), RRR) ∈
[
0,

π
2

]2(n−2)+1
×Q+ → {UUU1, · · · ,UUUn} ∈ Ũn (B.8)

où les réelsαi j peuvent être remplacés par cos2 αi j =UUU i : UUU j et sont invariants dans toute rotationRQQQ du
n-uplet{UUU1, · · · ,UUUn}.

B.2.3 Représentation des tenseurs réels du second ordre symétriques

Tout tenseurSSSréel du second ordre symétrique construit surV3 peut s’écrire sous la forme :

SSS=
3

∑
i=1

λi ũuui⊗ ũuui =
3

∑
i=1

λiUUU i (B.9)

où :

– les réelsλ1≥ λ2≥ λ3 sont les valeurs propres (leur classement induit leur numérotation);
– les vecteurs{ũuui} sont une base propre orthonormée que l’on peut toujours choisir directe;
– les tenseursUUU i = ũuui⊗ ũuui sont des tenseurs uniaxiaux qui représentent la direction propre (non orien-

tée) associée à la valeur propreλi . Le tenseurSSS étant symétrique, les tenseurs uniaxiauxUUU i sont
orthonormés (voir (A.8) page 75).

Une représentation des tenseurs réels symétriques du second ordre est donc{λ1,λ2,λ3,UUU1,UUU2,UUU3}.
Le triplet de tenseurs uniaxiaux{UUU i} est représentable par{α12,α31,α32,RRR} (voir (B.8) page 82) où lesαi j

sont des constantes égales àπ
2 . La représentation du triplet de directions orthogonales se réduit donc àRRR.

On noteS l’ensemble des tenseurs réels du second ordre symétriques.Tout tenseur symétrique du second
ordre est donc représentable par :

{λ1,λ2,λ3,RRR} ∈ R3×Q → SSS∈ S (B.10)

où les trois valeurs propres réelles classéesλ1, λ2 et λ3 sont invariantes dans toute rotationRQQQ deSSS (les
valeurs propres deSSSet deQQQ·SSS·QQQT sont les mêmes).

REMARQUE 1 : La surjection trouvée ici n’est jamais une bijection : quand les valeurs propres sont distinctes, il existe quatre rotations

RRRqui tranforment le triplet{UUU0i} en le triplet{UUU i}. Quand les valeurs propres ne sont pas toutes distinctes il en existe une infinité.

REMARQUE 2 : Le triplet des valeurs propres classées{λ1,λ2,λ3} peut être représenté par d’autres triplets d’invariants (voir A.6

page 74).

Représentation d’un tenseur symétrique réel du second ordre et d’une direction non orientée

Soit un tenseur symétrique du second ordreSSS= ∑3
i=1 λiUUU i et soit une direction non orientée définie par le

tenseur uniaxial norméV = ṽvv⊗ ṽvv.

Une représentation de l’ensemble{SSS,VVV} est l’ensemble{λ1,λ2,λ3,UUU1,U2,U3,VVV}.
Une représentation des quatre directions orthogonales nonorientées{UUU1,U2,U3,VVV} est (par exemple) l’en-
semble{α1V ,α2V ,RRR}10 oùα1V ∈ [0,π

2 ] est l’angle(VVV,UUU1) etα2V ∈ [0,π
2 ] est l’angle(VVV,UUU2) (voir (B.8) page

82). Une représentation de{SSS,VVV} est donc :

{λ1,λ2,λ3,α1Vα2V ,RRR} ∈ R3×
[
0,

π
2

]2
×Q+ → {SSS,VVV} ∈ S× Ũ (B.11)

10. les anglesα12, α13 et α23 sont des angles droits.
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où les anglesα1V et α2V peuvent être remplacés par le carré de leur cosinus :

cos2 α1V =UUU1 :VVV cos2 α2V =UUU2 :VVV

REMARQUE : En utilisant les expressions tensorielles des directionspropres (A.9) et suivantes page 76, il vient :

(λ1−λ2)(λ1−λ3)(UUU1 :VVV) = (SSS2 :VVV)− (λ2+λ3)(SSS:VVV)+λ2 λ3

(λ2−λ3)(λ2−λ1)(UUU2 :VVV) = (SSS2 :VVV)− (λ3+λ1)(SSS:VVV)+λ3 λ1

La proposition de J. P. BOELHER pour les invariants « croisés » étaitSSS : VVV = ṽvv ·SSS· ṽvv et SSS2 : VVV = ṽvv ·SSS2 · ṽvv. Les formules ci-dessus

montrent que des combinaisons de ces deux invariants avec les invariants deSSSpermettent de déterminer les angles de la directionVVV

avec les directions propresUUU1 etUUU2 deSSS.

On montrerait de même que la représentation de{SSS,VVV1, · · · ,VVVn}11 est par exemple :

{(VVV1 :UUU1,VVV1 :UUU2), · · · ,(VVVn :UUU1,VVVn :UUU2),RRR} ∈ [0,1]n×Q+ → {SSS,VVV1, · · · ,VVVn} ∈ S× Ũn (B.12)

où les produits scalairesVVV j :UUU j peuvent être remplacés par les produits scalaires (moins facilement inter-
prétables)VVV j : SSSen utilisant les formules (A.9) et suivantes page 76.

Représentation d’un couple de tenseurs réels symétriques du second ordre

Soient les deux tenseurs symétriques du second ordreSSS= ∑3
i=1 λiUUU i et SSS′ = ∑3

j=1 λ′j UUU ′j . Pour construire
une représentation du couple de triplets{{UUU i},{UUU ′j}}, on procède de la manière suivante :

1. on choisit un triplet de directions non orientées orthogonales arbitraire{UUU0i};
2. on construitUUU ′01 déterminé (par exemple) par les deux anglesα1′1 = (UUU ′01,UUU01) etα1′2 = (UUU ′01,UUU02);
3. on construitUUU ′03 (par exemple) par l’angleα3′3 = (UUU ′03,UUU03);
4. la directionUUU ′02 est alors unique.

Par ce procédé, les deux couples de trièdres{{UUU i},{UUU ′j}} et {{UUU0i},{UUU ′0 j}} ont les mêmes positions
relatives et il existe une rotationRRR qui passe de d’un couple de trièdres à l’autre. On a donc construit une
surjection{α1′1,α1′2,α3′3,RRR}→ {UUU1,UUU2,UUU3,UUU ′1,UUU

′
2,UUU
′
3} (il en existe d’autres12).

Une représentation du couple de tenseurs symétriques est donc :

{λ1,λ2,λ3, λ′1,λ
′
2,λ
′
3, α1′1,α1′2,α3′3, RRR} ∈ R6× [0,

π
2
]3×Q+ → {SSS,SSS′} ∈ S2 (B.13)

On vérifie aisément que les réels{λ1,λ2,λ3, λ′1,λ
′
2,λ
′
3, α1′1,α1′2,α3′3} sont invariants dans toute rotation

RQQQ du couple{SSS,SSS′}.
Les trois anglesα1′1, α1′2 et α3′3 peuvent être remplacés par le carré de leur cosinus (comprisdans[0,1]) :

cos2 α1′1 =UUU ′1 :UUU1 cos2 α1′2 =UUU ′1 :UUU2 cos2 α3′3 =UUU ′3 :UUU3 (B.14)

REMARQUE : Ces trois produits scalaires peuvent être exprimés tensoriellement en utilisant les formules tensorielles qui donnent
les directions propres (voir (A.9) et suivantes page 76) de (B.14). Par exemple, le produit scalaireUUU1 :UUU ′1 est solution de :

(
SSS2− (λ2+λ3)SSS+λ2 λ3GGG) :

(
SSS′2− (λ′2+λ′3)SSS

′+λ′2 λ′3GGG) = (λ1−λ2)(λ1−λ3)(λ′1−λ′2)(λ
′
1−λ′3)(UUU1 :UUU ′1)

soit encore en développant :

(λ1−λ2)(λ1−λ3)(λ′1−λ′2)(λ
′
1−λ′3)(UUU1 :UUU ′1) =

(SSS2 : SSS′2)− (λ2+λ3)(SSS: SSS′2)− (λ′2+λ′3)(SSS
2 : SSS′)+(λ2+λ3)(λ′2+λ′3)(SSS: SSS′)+

λ2 λ3 Tr(SSS′2)+λ′2 λ′3 Tr(SSS2)−λ2 λ3 (λ′2+λ′3)TrSSS′−λ′2 λ′3 (λ2+λ3)TrSSS+3λ2 λ3 λ′2 λ′3

11. En mécanique des milieux continus, c’est utile pour des directions d’anisotropie multiples.
12. En effet, on connaît plusieurs manières de situer un trièdre par rapport à un autre avec trois angles; par exemple, les angles

d’Euler (précession, nutation, rotation propre), les angles de navigation (roulis, tangage, lacet), etc.
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On obtient des formules similaires pour les produits scalairesUUU ′1 :UUU2 etUUU ′3 :UUU3 de (B.14). On constate que l’expression de ces trois

produits scalaires font apparaître les quatre « invariantscroisés »(SSS2 : SSS′2) , (SSS : SSS′2), (SSS2 : SSS′) et (SSS : SSS′) qui ont été proposés par J.

P. BOELHER comme liste minimale et qui ont été à l’origine de controverses avec d’autres auteurs soutenant, à juste titre, que trois

invariants sont suffisants. Le calcul précédent montre que laliste d’invariants de BOELHER n’est pas minimale, car trois invariants

suffisent. Ces trois invariants ne sont pas une sous-liste des quatre invariants proposés par BOELHER. La formule ci-dessus montre

qu’on peut déterminer trois invariants strictement nécessaires et suffisants par des combinaisons adéquates des quatre invariants de

BOELHER avec les invariants propres à chaque tenseur.

B.3 Fonctions réelles isotropes

DÉFINITION : Une fonction réelle est dite isotrope si elle est invariantedans toute rotation de ses argu-
ments :

f (TTT1,TTT2, · · · ,TTTn) = f (RQQQ(TTT1),RQQQ(TTT2), · · · ,RQQQ(TTTn)) ∀QQQ∈Q+

REMARQUE : En mécanique des milieux continus, cette condition a une interprétation physique : la valeur de la fonction réellef est

invariante par changement d’observateur. C’est notamment ce qu’on exige quand on cherche à écrire des fonctions d’état thermody-

namiques (énergie interne, entropie, énergie libre . . . ) dont les variables d’état sont des vecteurs ou tenseurs d’ordresupérieur.

Si on dispose d’une représentation de la suite des argumentstensoriels{TTT1, · · ·TTTn} de f constituée d’une
suite de scalaires{I1, · · · ,Im} invariants dans toute rotationRQQQ des arguments def , complétée par une
rotationRRR, alors il existe une fonctionf = f ◦s telle quef (I1, · · · ,Im,RRR) = f (TTT1, · · ·TTTn).

L’isotropie de la fonctionf s’écrit :

f (TTT1,TTT2, · · · ,TTTn) = f (RQQQ(TTT1),RQQQ(TTT2), · · · ,RQQQ(TTTn)) ∀QQQ∈Q+

ce qui implique l’égalité :

f (I1, · · · ,Im,QQQ) = f (I ′1, · · · ,I ′m,QQQ·RRR·QQQT) ∀QQQ∈Q+

où {I ′1, · · · ,I ′m} sont des scalaires calculés à partir des arguments{RQQQ(TTT1),RQQQ(TTT2), · · · ,RQQQ(TTTn)} avec
les mêmes définitions que celles utilisées pour calculer lesscalaires{I1, · · · ,Im} à partir des arguments
{TTT1,TTT2, · · · ,TTTn}.
Puisque dans les représentations précédentes, on a choisi des scalaires invariants dans toute rotationRQQQ des
arguments, on a :I ′ j = I j ∀ j ∈ [1,m], l’égalité précédente s’écrit encore :

f (I1, · · · ,Im,QQQ) = f (I1, · · · ,Im,QQQ·RRR·QQQT) ∀QQQ∈Q+

où QQQ ·RRR·QQQT ∀QQQ ∈ Q+ est une rotation quelconque. On en déduit que la fonctionf est insensible à son
dernier argument :

f (I1, · · · ,Im,QQQ) = f (I1, · · · ,Im)

Ainsi, si la fonction f (TTT1,TTT2, · · · ,TTTn) est réelle et isotrope, il existe une fonctionf telle que :

f (TTT1,TTT2, · · · ,TTTn) = f (I1, · · · ,Im)

Ce résultat est important dans la pratique de la mécanique des milieux continus : il permet de remplacer
toute fonction réellef de n arguments tensoriels par une fonctionf de m arguments scalaires quand on
a trouvé une représentation desn arguments tensoriels{TTT1,TTT2, · · · ,TTTn} sous la forme{I1, · · · ,Im,RRR} où
{I1, · · · ,Im} sont des scalaires invariants dans toute rotationRQQQ des arguments tensoriels.

Pour trouver les arguments def , il suffit de supprimerRRR de la liste de la représentation des quelques cas
qui ont été exposés dans la section précédente.
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B.4 En bref...

Les fonctions réelles isotropes d’arguments tensoriels peuvent être remplacées par des fonctions réelles
d’arguments réels, calculés à partir des arguments tensoriels. On rassemble ici les quelques cas étudiés :

arguments def arguments def
vvv1 ‖vvv1‖

vvv1, · · · ,vvvn ‖vvv1‖, · · · ,‖vvvn‖,α12,(α31,α32,ε123), · · · ,(αn1,αn2,,ε12n)
VVV1, · · · ,VVVn β12,(β31,β32), · · · ,(βn1,βn2)

SSS λ1,λ2,λ3

SSS,VVV1 λ1,λ2,λ3,β11,β21

SSS,VVV1, · · · ,VVVn λ1,λ2,λ3,(β11,β21), · · · ,(β1n,β2n)
SSS,SSS′ λ1,λ2,λ3 ,λ′1,λ

′
2,λ
′
3 ,β1′1,β1′2,β3′3

où :

– lesvvvi sont des vecteurs ;
– lesVVV i sont des directions non orientées (tenseurs uniaxiaux unitaires) ;
– lesSSSetSSS′ sont des tenseurs du second ordre symétriques ;
– les angles entre vecteursαi j peuvent être remplacés par les produits scalairesvvvi ·vvv j ;
– les angles entre directionsβi j peuvent être remplacés par les produits scalairesVVV i :VVV j ;
– les groupes de valeurs propres classéesλ1,λ2,λ3 peuvent être remplacés par les invariantsSI ,SII ,SIII

ouSI ,J,φ ou d’autres (voir A.6 page 74).
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Annexe C

Formulaire

On donne ici (sans démonstration1) les expressions des opérateurs différentiels gradient, divergence, ro-
tationnel et laplacien dans deux systèmes de coordonnées classiques : les coordonnées cylindriques et les
coordonnées sphériques.

C.1 Système de coordonnées cylindriques

C.1.1 Définition et notations

Un pointM de l’espace est repéré par les 3 réelsr, θ etzdéfinis sur la figure C.1.

r

z ez

eθ

k

i

θ

j

M

re

O

FIG. C.1 –Système de coordonnées cylindrique

1. Ces formules ont été établies automatiquement avec un « package » nommétens3d, écrit par l’auteur, destiné faire de l’algèbre
tensorielle dans des bases quelconques et de l’analyse tensorielle dans des systèmes de coordonnées quelconques. L’auteur le met
à la disposition des utilisateurs des logiciels de calcul formel MAPLEr ou MATHEMATICA r. Ces packcages sont téléchargeables
actuellement (16 mars 2012) àhttp://jgarrigues.perso.centrale-marseille.fr/tens3d.
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À chaque pointM on associe une base locale orthonormée{eeer ,eeeθ,eeez} définie par :

eeer = ∂rOMOMOM = cosθ iii+sinθ jjj eeeθ =
1
r

∂θOMOMOM =−sinθ iii+cosθ jjj = kkk∧eeer eeez = ∂zOMOMOM = kkk

Le point courantM est défini par :

OMOMOM = r cosθ iii + r sinθ jjj +zkkk= reeer +zkkk

Sur la base locale enM, on a

dMdMdM = dreeer + rdededer +dzeeez+zdededez = dr eeer + r dθ eeeθ +dz eeez

C.1.2 Champs scalaires

Soit f un champ scalaire :
f : M ∈ V3 −→ f (M) = f (r,θ,z) ∈ R

grad f = ∂r f eeer +
1
r

∂θ f eeeθ +∂z f eeez

∆ f = ∂rr f +
1
r2 ∂θθ f +

1
r

∂r f +∂zzf

=
1
r

∂r (r ∂r f )+
1
r2 ∂θθ f +∂zzf

C.1.3 Champs vectoriels

Soitvvv un champ vectoriel :

vvv : M ∈ V3 −→ vvv(M) = vr(r,θ,z)eeer +vθ(r,θ,z)eeeθ +vz(r,θ,z)eeez

[
(grad vvv)i j

]
=




∂rvr
1
r (∂θvr −vθ) ∂zvr

∂rvθ
1
r (∂θvθ +vr) ∂zvθ

∂rvz
1
r ∂θvz ∂zvz




{eeer ,eeeθ,eeez}

div vvv= ∂rvr +
1
r
(∂θvθ +vr)+∂zvz

rot vvv=

(
1
r

∂θvz−∂zvθ

)
eeer +(∂zvr −∂rvz) eeeθ +

(
∂rvθ−

1
r
(∂θvr −vθ)

)
eeez

∆∆∆ vvv=

(
∂rr vr +

1
r2 (∂θθvr −2∂θvθ−vr)+

1
r

∂rvr +∂zzvr

)
eeer

+

(
∂rr vθ +

1
r2 (∂θθvθ +2∂θvr −vθ)+

1
r

∂rvθ +∂zzvθ

)
eeeθ

+

(
∂rr vz+

1
r2 ∂θθvz+

1
r

∂rvz+∂zzvz

)
eeez

=

(
∂r

(
1
r

∂r(r vr)

)
+

1
r2 (∂θθvr −2∂θvθ)+∂zzvr

)
eeer

+

(
∂r

(
1
r

∂r(r vθ)

)
+

1
r2 (∂θθvθ +2∂θvr)+∂zzvθ

)
eeeθ

+

(
1
r

∂r (r ∂rvz)+
1
r2 ∂θθvz+∂zzvz

)
eeez
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C.2. Système de coordonnées sphériques

C.1.4 Champs tensoriels du second ordre symétriques

SoitTTT un champ tensoriel du second ordresymétrique:

TTT : M ∈ V3 −→ TTT(M) ∈ S⊂ V⊗2
3

Les composantes deTTT dans la base{eeer ,eeeθ,eeez} sont :



Trr (r,θ,z) Trθ(r,θ,z) Trz(r,θ,z)
Trθ(r,θ,z) Tθθ(r,θ,z) Tθz(r,θ,z)
Trz(r,θ,z) Tθz(r,θ,z) Tzz(r,θ,z)



{eeer ,eeeθ,eeez}

(matrice symétrique)

div TTT =

(
∂rTrr +

1
r
(∂θTrθ +Trr −Tθθ)+∂zTrz

)
eeer

+

(
∂rTrθ +

1
r
(∂θTθθ +2Trθ)+∂zTθz

)
eeeθ

+

(
∂rTrz+

1
r
(∂θTθz+Trz)+∂zTzz

)
eeez

rot TTT =




1
r (∂θTrz−Tθz)−∂zTrθ ∂zTrr −∂rTrz ∂rTrθ− 1

r (∂θTrr −2Trθ)
1
r (∂θTθz+Trz)−∂zTθθ ∂zTrθ−∂rTθz ∂rTθθ− 1

r (∂θTrθ +Trr −Tθθ)
1
r ∂θTzz−∂zTθz ∂zTrz−∂rTzz ∂rTθz− 1

r (∂θTrz−Tθz)




{eeer ,eeeθ,eeez}

(∆∆∆TTT)rr = ∂rr Trr +
1
r2 (∂θθTrr −4∂θTrθ−2Trr +2Tθθ)+

1
r

∂rTrr +∂zzTrr

(∆∆∆TTT)rθ = (∆∆∆TTT)θr = ∂rr Trθ +
1
r2 (∂θθTrθ +2∂θTrr −2∂θTθθ−4Trθ)+

1
r

∂rTrθ +∂zzTrθ

(∆∆∆TTT)rz = (∆∆∆TTT)zr = ∂rr Trz+
1
r2 (∂θθTrz−2∂θTθz−Trz)+

1
r

∂rTrz+∂zzTrz

(∆∆∆TTT)θθ = ∂rr Tθθ +
1
r2 (∂θθTθθ +4∂θTrθ +2Trr −2Tθθ)+

1
r

∂rTθθ +∂zzTθθ

(∆∆∆TTT)θz = (∆∆∆TTT)zθ = ∂rr Tθz+
1
r2 (∂θθTθz+2∂θTrz−Tθz)+

1
r

∂rTθz+∂zzTθz

(∆∆∆TTT)zz= ∂rr Tzz+
1
r2 ∂θθTzz+

1
r

∂rTzz+∂zzTzz

C.2 Système de coordonnées sphériques

NOTE IMPORTANTE : Dans la littérature scientifique, il existe deux versions du système de coordonnées
sphérique.

Dans celle présentée ici, l’angleϕ est mesuré à partir du plan(eee1,eee2). On pourrait les appeler « coordonnées
géographiques » (θ est la longitude,ϕ est la latitude, le plan(eee1,eee2) est le plan équatorial). Le trièdre
{eeer ,eeeθ,eeeϕ} est direct.

Dans l’autre version l’angleϕ est mesuré sur le méridien deM à partir du pôle Nord. On a donc :

φ =
π
2
−ϕ et eeeφ =−eeeϕ

On convertit aisément les formules avec :

cosϕ→ sinφ et sinϕ→ cosφ
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C.2.1 Définition et notations

Un pointM de l’espace est repéré par 3 réelsr, θ et φ définis sur la figure C.2.

e

k

i

θ

jO

er

θ

eθ

eϕ

ϕ

u

M

r

FIG. C.2 –Système de coordonnées sphériques

À chaque poimtM on associe une base locale orthonormée{eeer ,eeeθ,eeeϕ} définie par :

eeer = ∂rOOOM = cosϕ uuu+sinϕ kkk= cosθ cosϕ iii+sinθ cosϕ jjj +sinϕ kkk

eeeθ =
∂θOMOMOM
r cosϕ

=−sinθ iii+cosθ jjj

eeeϕ =
∂ϕOMOMOM

r
=−sinϕ uuu+cosϕ kkk=−cosθ sinϕ iii +sinθcosϕ jjj +sinϕ kkk

Le point courant est :

OMOMOM = r cosϕ cosθ iii + r cosϕ sinθ jjj + r sinϕkkk= reeer

Sur la base locale enM, on a :

dMdMdM = dr eeer + rdededer = dr eeer + r cosϕdθ eeeθ + r dϕ eeeϕ

C.2.2 Champs scalaires

Soit f un champ scalaire :

f : M ∈ V3 −→ f (M) = f (r,θ,ϕ) ∈ R

grad f = ∂r f eeer +
∂θ f

r cosϕ
eeeθ +

∂ϕ f

r
eeeϕ

∆ f = ∂rr f +
∂θθ f −sinϕ∂ϕ f

r2 cos2 ϕ
+

2∂r f
r

+
∂ϕϕ f

r2
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C.2.3 Champs vectoriels

Soitvvv un champ vectoriel :

vvv : M ∈ V3 −→ vvv(M) = vr(r,θ,ϕ) eeer +vθ(r,θ,ϕ) eeeθ +vϕ(r,θ,ϕ) eeeϕ ∈ V3

[
(grad vvv)i j

]
=




∂rvr
1

r cosθ ∂θvr − 1
r vθ

1
r

(
∂ϕvr −vϕ

)

∂rvθ
1

r cosϕ
(
∂θvθ−sinϕvϕ

)
+ 1

r vr
1
r ∂ϕvθ

∂rvϕ
1

r cosϕ
(
∂θvϕ +sinϕvθ

)
1
r

(
∂ϕvϕ +vr

)



{eeer ,eeeθ,eeeϕ}

div vvv= ∂rvr +
∂θvθ−sinϕvϕ

r cosϕ
+

∂ϕvϕ +2vr

r

rot vvv=

(
∂θvϕ +sinϕvθ

r cosϕ
− ∂ϕvθ

r

)
eeer +

(
∂ϕvr −vϕ

r
−∂rvϕ

)
eeeθ +

(
∂rvθ−

∂θvr

r cosϕ
+

vθ
r

)
eeeϕ

∆∆∆ vvv=

(
∂rr vr +

∂θθvr

r2cos2ϕ
+

∂ϕϕvr −2∂ϕvϕ−2vr

r2 +
2 sinϕvϕ−2∂θvθ−sinϕ∂ϕvr

r2cosϕ
+

2∂rvr

r

)
eeer

+

(
∂rr vθ +

∂θθvθ−2sinϕ∂θvϕ−vθ

r2 cos2 ϕ
+

∂ϕϕvθ

r2 +
2∂θvr −sinϕ∂ϕvθ

r2 cosϕ
+

2∂rvθ
r

)
eeeθ

+

(
∂rr vϕ +

∂θθvϕ +2 sinϕ∂θvθ−vϕ

r2 cos2 ϕ
+

∂ϕϕvϕ +2∂ϕvr

r2 − sinϕ∂ϕvϕ

r2 cosϕ
+

2∂rvϕ

r

)
eeeϕ

C.2.4 Champs tensoriels du second ordre symétriques

SoitTTT un champ tensoriel du second ordresymétrique:

TTT : M ∈ V3 −→ TTT(M) ∈ S⊂ V⊗2
3

Les composantes deTTT dans la base{eeer ,eeeθ,eeeϕ} sont :




Trr (r,θ,ϕ) Trθ(r,θ,ϕ) Trϕ(r,θ,ϕ)
Trθ(r,θ,ϕ) Tθθ(r,θ,ϕ) Tθϕ(r,θ,ϕ)
Trϕ(r,θ,ϕ) Tθϕ(r,θ,ϕ) Tϕϕ(r,θ,ϕ)



{eeer ,eeeθ,eeeϕ}

(matrice symétrique)

div TTT =

(
∂rTrr +

∂θTrθ−sinϕTrϕ

r cosϕ
+

∂ϕTrϕ +2Trr −Tθθ−Tϕϕ

r

)
eeer

+

(
∂rTrθ +

∂θTθθ−2 sinϕTθϕ

r cosϕ
+

∂ϕTθϕ +3Trθ

r

)
eeeθ

+

(
∂rTrϕ +

∂θTθϕ +sinϕTθθ−sinϕTϕϕ

r cosϕ
+

∂ϕTϕϕ +3Trϕ

r

)
eeeϕ

rot TTT =




∂θTrϕ+sinϕTrθ
r cosϕ − ∂ϕTrθ

r
∂ϕTrr−2Trϕ

r −∂rTrϕ ∂rTrθ− ∂θTrr
r cosϕ + 2Trθ

r
∂θTθϕ+sinϕ(Tθθ−Tϕϕ)

r cosϕ − ∂ϕTθθ−Trϕ
r

∂ϕTrθ−Tθϕ
r −∂rTθϕ ∂rTθθ− ∂θTrθ−sinϕTrϕ

r cosϕ + Tθθ−Trr
r

∂θTϕϕ+2 sinϕTθϕ
r cosϕ − ∂ϕTθϕ+Trθ

r
∂ϕTrϕ+Trr−Tϕϕ

r −∂rTϕϕ ∂rTθϕ− ∂θTrϕ+sinϕTrθ
r cosϕ +

Tθϕ
r




{eeer ,eeeθ,eeeϕ}
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(∆∆∆TTT)rr = ∂rr Trr +
∂θθTrr

r2 cos2 ϕ
+

∂ϕϕTrr −4∂ϕTrϕ−4Trr +2Tθθ

r2

+
sinϕ∂ϕTrr +4 sinϕTrϕ−4∂θTrθ

r2 cosϕ
+

2∂rTrr

r

(∆∆∆TTT)rθ = (∆∆∆TTT)θr = ∂rr Trθ +
∂θθTrθ−2 sinϕ∂θTrϕ−Trθ

r2 cos2 ϕ
+

∂ϕϕTrθ−2∂ϕTθϕ−4Trθ

r2

+
2∂θTrr −2∂θTθθ−sinϕ∂ϕTrθ +4 sinϕTθϕ

r2 cosϕ
+

2∂rTrθ
r

(∆∆∆TTT)rϕ = (∆∆∆TTT)ϕr = ∂rr Trϕ +
∂θθTrϕ +2 sinϕ∂θTrθ−Trϕ

r2 cos2 ϕ
+

∂ϕϕTrϕ +2∂ϕTrr −2∂ϕTϕϕ−4Trϕ

r2

+
−2∂θTθϕ−sinϕ∂ϕTrϕ−2 sinϕTθθ +2 sinϕTϕϕ

r2 cosϕ
+

2∂rTrϕ

r

(∆∆∆TTT)θθ = ∂rr Tθθ +
∂θθTθθ−4 sinϕ∂θTθϕ−2Tθθ +2Tϕϕ

r2 cos2 ϕ
+

∂ϕϕTθθ +2Trr −2Tϕϕ

r2

+
4∂θTrθ +sinϕ∂ϕTθθ−4 sinϕTrϕ

r2 cosϕ
+

2∂rTθθ
r

(∆∆∆TTT)θϕ = (∆∆∆TTT)ϕθ = ∂rr Tθϕ +
∂θθTθϕ +2∂θTθθ−2∂θTϕϕ−4Tθϕ

r2 cos2 ϕ
+

∂ϕϕTθϕ +2∂ϕTrθ +2Tθϕ

r2

+
2∂θTrϕ−sinϕ∂ϕTθϕ +2 sinϕTrθ

r2 cosϕ
+

2∂rTθϕ

r

(∆∆∆TTT)ϕϕ = ∂rr Tϕϕ +
∂θθTϕϕ +4 sinϕ∂θTθϕ +2Tθθ−2Tϕϕ

r2 cos2 ϕ

+
∂ϕϕTϕϕ +4∂ϕTrϕ +2Trr −2Tθθ

r2 − sinϕ∂ϕTϕϕ

r2 cosϕ
+

2∂rTϕϕ

r
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