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Avant-propos

La description de la déformation et des efforts intérieursrgcanique des milieux continus, nécessitent

l'utilisation de tenseurs, non introduits en mécanique plEiats matériels ou en mécanique des solides
indéformables. En effet, dans ces deux mécaniques éléimantaour représenter mathématiquement les
grandeurs physiques envisagées (vitesses, forces| stdjitide manipuler au plus des champs de vecteurs.
En outre, les déformations et les efforts intérieurs n‘egg@méralement pas uniformes dans un domaine de
milieu continu, on aura a envisager ddsamps de tenseur®n aura donc a généraliser les notions de

gradient, divergence, rotationnel et laplacien pour dedbbmps.

Toutes les définitions et les équations fondamentales dédamigue des milieux continus peuvent s’expri-
mer systématiquement sous forme tensorielle. Outre ltagede la concision des formules, cette présenta-
tion met clairement en évidence que tout résultat de phggigurait étre tensoriel par essence, c’est-a-dire
indépendant de la base choisie pour faire les calculs gperdant du systeme de coordonnées utilisé pour
repérer un point dans I'espace.

Ce cours consiste donc en un complément mathématiquedadiinttion sur les tenseurs. Il est en partie
limité aux tenseurs construits sur un espace vectoriel oeriion 3 et se restreint au strict minimum

indispensable pour comprendre la mécanique des milieutinesn || ne peut en aucun cas étre considéré
comme complet!

La lecture de ce cours suppose connues les notions suivantes

— algebre et analyse des fonctions de variables réelles awvaéelle:
fonctions de une ou plusieurs variables, dérivées pasiefiquations différentielles ordinaires et aux
dérivées partielles, différentiabilité, intégrales siegpet multiples;

— algeébre et analyse vectorielle
espace vectoriel, bases, produit scalaire, produit viettespace vectoriel euclidien, gradient d’'un
champ scalaire, divergence et rotationnel d’un champ vietteghéoréme de Green, théoreme de
Stokes et théoreme de la divergence (Ostrogradski);

— algebre matricielle
matrice, produit matriciel, changement de base, inversialeurs propres et espaces propres asso-
ciés, résolution de systemes linéaires;

Dans la mesure du possible, on respectera les conventipogrgphiques suivantes :

les nombres réels sont en minuscules italiques (exeraplg;:
les vecteurs sont en minuscules italiques grasses (exewpl
les tenseurs sont en majuscules italiques grasses (exempl
les termes d’une matrice sont rangés dans un tableau entreets, a deux indices, I'indice de

I . N . . M1 M2 M3
gauche est l'indice de ligne, et I'indice de droite est licelde colonne {le Moo mzs} = [mj]
Mg Mz M33

— la transposition des matrices est notée avet en exposant (exempléT);

— les espaces d’entités mathématiques sont en majusculbkds (exemples : 'espace des réés :
I'espace des vecteurs de dimensioriV3).
— le produit vectoriel de deux vecteurs Heg est noté «\ ».







Chapitre 1

Algebre tensorielle

Dans ce chapitre on définit les tenseurs et leurs opératigabriagques. Avant d’en donner la définition, on
commence par introduire une convention de notation ineepéé Einstein pour ses calculs en mécanique
relativiste, et couramment utilisée aujourd’hui dansesuies spécialités qui utilisent des calculs vectoriels,
matriciels et tensoriels.

1.1 Convention de sommation d’Einstein
Dans les calculs sur les composantes de tenseurs, on avemsaumanipuler des expressions de la forme :
n n
Z Z a ik o] Ck (Les indices en haut ne sont pas des puissances mais des numéros
i=1k=1

En outre, les sommations auront toujours les mémes bornes {e@ mécanique des milieux continus
classiquen = 3).

REMARQUE : Pour l'instant, la hauteur des indices n’a pas de signitinaElle en prendra une plus loin.

La convention d’Einstein consiste a omettre les sigh&3n écrira donc:

n n )
ZZa‘,—kbick:a'jkbick
i=1k=1

On reconnait qu’il s’agit d'une sommation sur l'indicear il apparait deux fois, une fois en haut et une
fois en bas, dans le monénai—:jk bick. Il en est de méme pour I'indick Dans I'exemple ci-dessus, on
est donc en présence d’'une double sommation, I'une suiidérigI'autre sur I'indicek. Pourn =3, le
mondmesa’ jkbi ck représente donc la somme de 9 produits de 3 termes:

aljlblcl+alj2b1c2+a1j3blc3+
azjlbgcl+a2j2b202+a21-3b2c3+
a3j1b301+a312bscz+a3j3bsc3

Les indices de sommation sont appelédices muetsar on peut changer leur nom sans changer la valeur
du résultat. En effet:

n n n n
bk — bk — p. q_ gP. qa
i=1k=1 p=1g=1




1. ALGEBRE TENSORIELLE

Les autres indices, qui n'apparaissent qu’une fois dansiedme, sont appelésdices réelsDans I'exemple
précédentj est un indice réel. Le mononag by ck décrit donc 3 nombreg ( 1---3) , chacun d’eux étant
la somme de 9 termes.

Cette convention de sommation n’est pas seulement utilelGdgebre tensorielle. On peut aussi l'utiliser
en calcul vectoriel ou matriciel.

ExXeMPLE 1 : Soient un espace vectoriglde dimensiom et I'une de ses bas€e® }. Si on décide de numéroter ses composantes
avec un indice en haut, un vectaug V s’écrit :

n . .
v=YVve=veg=Vv'e,
2
Remarquer que dans la ligne ci-dessus, il n'y a pas d'indiek ités’agit d’'une seule égalité.

L’équation vectoriellau+2v =w n’a ni indice de sommation ni indice réel. Cette égalité veellerest équivalente aux égalités
suivantes : ) ) )

u+2v =w
Noter que l'indice réei est le méme dans chaque monéme. Il permet de savoir que I'on a égatlités en une seule ligne.

EXEMPLE 2 : SoitM une matrice carrée x n, de terme généramij, avec la convention habituelle : I'indice de gauche estlite
de ligne et I'indice de droite est I'indice de colonne. Pappeler la hauteur des indices de ses termes, on lgvoé
Soit une matrice colonne delignes, de terme générdl, notéec®].

Les regles du produit matriciel donnent un sens au produicnamutatifM®, ] [c®]. On sait que le résultat est une matrice colonne,
que I'on noterga®], dont le terme général est:

n
i i AP _ i P
a=7% MpcP=Myc
p=1
Remarquer que, la encore, I'indice réelst le méme dans tous les mondmes; cette ligne représente dgatités.

EXeMPLE 3 : Le produit de deux matrices carréd¥’,] et [P°.] est une matrice carré®°,] de terme général :
. n . .
Q=3 MkP=MiPY (mémes indices réels dans tous les monémes)
K=1

La ligne ci-dessus a deux indices réélet(j), elle représente don® égalités.

1.1.1 Reégles de la convention de sommation d’Einstein

Les constatations précédentes suggérent de poser les gdijlantes dont une partie, sur les hauteurs
d’indices, sera justifiée plus loin:

1. unindice de sommation est appildice muetdans un monéme, il doit apparaitre exactement deux
fois : une fois en haut et une fois en bas;

2. le nom d'un indice muet est sans importance et peut doacBangé;

3. unindice non muet est appefdice rée] dans un mondéme, il ne peut apparaitre qu’une seule fois
(en haut ou en bas);

4. dans une égalité ou une somme de mondmes, les indicesdetelsaque terme doivent étre les
mémes et placés a la méme hauteur.

Si une expression indicielle utilisant la convention d'€&in ne respecte pas strictement chacune de ces
regles, elle est incorrecte et résulte soit d’'une erreuceptuelle (par exemple, on ne peut pas additionner
un vecteur et une matrice), soit d’'une erreur de calcul (mizevmanipulation d’indice).

CoNs€ElL: C’estune bonne habitude quand on débute, de vérifier a eHmme de calcul, que toutes les regles sont bien respectées
En particulier, un indice ne doit jamais apparaitre plus dexdeis dans un monéme.

1.1.2 Symbole de Kronecker

1 sii=j
0 sii#]
Si I'on range lesd; dans une matrice x n, on obtient la matrice unité. Noter que, contrairement aux

On définit lesymbole de Kronecker 6ij = {

2
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matrices, I'ordre de ses indices est sans importance. On'getre indifféremment 3§ = &P = 3¢ (la
regle des indices réels est respectée).

Lorsque I'un des indices d& sert d’'indice muet dans un mondéme, on peut simplifier le maémne
retenant que les termes non nuls.

EXEMPLES:

T8 =TK e =3¢ 3 =n (sommation sui)

1.1.3 Représentation matricielle de certaines sommations

Si une expression indicielle ne contient que des termes aiw®ox indices, on peut représenter les som-
mations qu’elle contient sous forme de produits matricietsur ranger des quantités a un ou deux indices
dans des matrices, on adopte les conventions suivantes:

— les quantités a un seul indice sont rangées dans des matnicenes, 'indice unique (en haut ou en
bas) est donc un indice de ligne;

— les quantités a deux indices sont rangées dans des maicéss : I'indice de gauche (quelle que
soit sa hauteur) est l'indice de ligne, I'indice de droiteidtie que soit sa hauteur) est I'indice de
colonne.

Pour les termes a plus de deux indices, on n'utilise génméraiepas de représentation matriciélle

Si I'on respecte strictement ces conventions de rangeraeiggut évaluer une expression indicielle avec
des sommations en effectuant des opérations matricielles.

EXEMPLES : lesn termesc; définis par:cj = Aji b = biA,-i (sommation sur les indica$ peuvent étre calculés par les produits
matriciels :

[Co] = [As"] [be] ou [eo]" = [ba]" (AT

Lesn? termesC;! définis par G} = AKB,J = B J AX (sommation sur les indicd§ peuvent étre calculés par les produits matriciels :

[Co*] = A"] [B.] ou Co" =B (AT

ATTENTION: Le produit matriciel n’est pas commutaty [B] # [B] [A]), alors que I'égalité (sommes de
produits)By! Ak = AKB,J est vraie (le produit des nombres réels est commutatif).

Pour savoir si les® termesBy ) Ak doivent étre calculés par le produit matricjé| [B] ou par le produit
matriciel [B] [A], il convient donc de bien repérer la place des indices migtg) (pour écrire le bon produit
matriciel !

REGLES POUR TROUVER LE BON PRODUIT MATRICIEL Pour que les termes du monéme apparaissent
dans le méme ordre que dans le produit matriciel , il faut gamiser le mondme de telle fagon que:

1. les indices de sommation soient contigus dans le monéme,
2. les indices réels soient conservés dans le méme ordre.
Pour parvenir a ce résultat, il faut éventuellement trasgpdes matrices.
EXEMPLES: Lesntermesc' définis par ¢ = Al' bj = b; Al' peuvent étre calculés par les produits matriciels :

[c*] = [A™]" [bi] ou ] = [bu]" [A™]

1. Pour ranger des termes a trois indices on pourrait utiliser« matrice cubique »x n x n. On peut éventuellement aussi les
représenter avec umecolonne contenant des matrices carmégs ou bien par une matriaex n contenant des-colonnes. On peut
aussi ranger les termes a quatre indices dans des matricéexde matrices carrées. Ces rangements sont peu commodesspour le
calculs.
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Lesn? termesC;! définis par CjI = A BKI = BKI A;; peuvent étre calculés par les produits matriciels :
Co*] = [Au]” [B*] ou Ce]" = [B*]" [Ad]

Dans ce dernier cas, il a fallu transposer des matrices podrades indices de sommation contigus et garder les indiets déns
le méme ordre de chaque coté de I'égalité.

1.2 Algebre vectorielle

Cette section contient peu de concepts nouveaux. On laafiehnéanmoins pour familiariser le lecteur
avec la convention de sommation d’Einstein.

SoientV un espace vectoriel de dimensiopsoit {g } une base quelcongéele V, et soitv un vecteur de
V. Pour respecter la convention d’Einstein, on numérotedaesposantes des vecteurs sur cette base avec
des indices en haut. Un vecteur s’écrit donc:

v=Ve

DEFINITION : Les nombres'\sont appelés composantes contravariantes du vegtsur a base{g }.

Les composantes contravariantes sont donc les compodaatigaelles d’'un vecteur sur une base. Le
qualificatif « contravariante » est justifié par ce qui suit.

1.2.1 Changement de base

Soit {€]} une autre base dé. La nouvelle bas¢e€| } se définit naturellement par ses composantes (contra-
variantes) sur I'ancienne bage } par lesn relations:

¢ —Ale (11)
OUA'j est lai®™e composante contravariante du vecteusur la basge }.
Inversement, I'ancienne base s’exprime sur la nouvelle par

e = B¢ (1.2)
On peut ranger les nombreéj etBY dans des matrices carrées n, avec la convention habituelle.

DEFINITIONS : La matrice[A®,] est appelée matrice de passage{eég a {€}.
La matrice[B®,] est appelée matrice de passage{dég a {e }.

La j™M€ colonne de la matricgA®,] contient les composantes contravariantes du veéedans la base
{e}.

En combinant les égalités (1.1) et (1.2) page 4, il vient:
e(j =BYA i € (double sommation stiretk = somme de? termes)
Les vecteurs d'une base étant indépendants, cette égalitéut étre vraie que $i= k. On en déduit :
B Alj =& & [B%] [A%] =] ou[1] est la matrice unité.
On en déduit la relation matricielldB®,] = [A®,] . Les matricegA*,] et [B*.] sont inverses

Soitv =V g un vecteur donné par ses composantes contravaridrasla basge }. Son expression sur
la nouvelle basge } est: . _
v=Ve =VBSd =VvKe

2. c’est-a-direa priori ni orthogonale ni normée.
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Lesn composantes contravarianted} du vecteuv dans la nouvelle basfe|,} sont donc:

vk =BK v & [V*] = [B"] V] (1.3)

Alors que la nouvelle basge{} se définit sur I'ancienne bade } avec la matricéA®,], les composantes
contravarianteg’® du vecteuw sur la nouvelle base se calculent en fonctiondesec la matricéB®,| =
[A*,] L. Cette constatation justifie le qualificatif de « contraamté » donné aux composantes ordinaires
d’'un vecteur sur la basgg }.

Il est facile de vérifier que le changement de base inverse est

V= AV & V] = [A%] [V*]

1.2.2 Base duale

SoitV un espace vectorigluclidien(on y a défini un produit scalaire).
DEFINITION : On appelle base duale de la bagg} la base notédel} telle que :

el.q =23 (1.4)
Par convention, les vecteurs de la base duale ont leur ieditaut.

REMARQUE : On peut interpréter géométriquement cette définition : uteve€e de la base duale est orthogonal & tous les vecteurs
de la base initiale de numéro différent, et son produit sakiec le vecteur de méme numéro vaut 1.

Il est facile de vérifier que la base duale @} est la base initialée, }.

1.2.3 Composantes covariantes d’'un vecteur

Soitv un vecteur dé/. On notev; ses composantes sur la base dyelé.

DEFINITION : Les composantes tu vecteumsur la base duale sont appelées composantes covariantes
dew.

On peut donc écrire I'égalité : _ _
v=Ve=ve

En calculant les produits scalainese, etv- €, il vient:
Ve =Vi€ e =Vid =V vel=veg &=va=\ (1.5)
Les composantes covariantes d’'un vecteur sont ses pragaitEres avec les vecteurs de la base initiale :
v=Ve=vie=(v-de=(ve)d (1.6)
En effectuant le méme changement de base que précédemmentdéduit les formules de changement
de base des composantes covariantes d’un vecteur :
V=V € =V-(Ae)=A(v-e)=ALv
Vk=V-&=V-(B\&) =B (V- &) =Bkv

Contrairement aux composantes contravariantes, les fesmle changement de base des composantes
covariantes utilisent la matridé®,], ce qui justifie le qualificatif de « covariante ».
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On en déduit les matrices de passage entre les bases duales :

v:\/ke(k:A‘kvie/k:vi (A‘ke(k):viei = e' :Aike/k
v:vke":Bik\/iek:\/i(B‘kek):\/ie/i = e(i:Bikek

Les matrices de passage entre les bases duales sont leeides matrices de passage entre les bases
initiales.

En résumé, tout vecteur dé peut donc aussi bien étre identifié par ses composantesacanéntes ou
covariantes :

— les composantes contravariantes d’'un vecteur sont lepasantes habituelles c’est-a-dire les coef-
ficients de la combinaison des vecteurs de la base\ e);

— les composantes covariantes sont les produits scalairesafeur avec les vecteurs de bage=(
v-@); elles sont aussi les composantes ordinaires sur la base @u- v; ).

REMARQUES: Silabase(e} est orthonormée, on trouve facilement qu’elle est confonsiae sa base duale. On a alors la relation
matricielle :[V*] = [Ve].

Dans ce cas, puisqu'’il semble inutile de distinguer les waga, certains auteurs conviennent de mettre tous les sndieméme
hauteur (généralement en bas), violant ainsi la convengsochmation d’Einstein.

Outre le fait que cette pratique astreint a n'utiliser queloieses orthonormées pour donner des composantes aux vegtewst peu
recommandable car elle induit une confusion entre le coneepdmposante » et le concept de « produit scalaire avec usLvels
base ». Cette confusion est courante chez ceux qui ontiitfdebde n'utiliser que des bases orthonormées, elle riseumrdiner des
erreurs dans l'interprétation d’'une formule indicielle.fegle qui impose une hauteur différente aux indices de sommetipéche
cette confusion.

Par ailleurs, on montre facilement que la matrice de pasmatgedeux bases orthonormésss orthogonale[B®,] = [A%.] 1 = [A%,]T

1.3 Tenseurs euclidiens réels

SoitV un espace vectoriel euclidien de dimension

DEFINITION : Un tenseufTTd’ordre p est une application p-linéaire d&° dansR.

La p-linéarité signifie que I'application est linéaire par rappa chacun de sgsarguments :
T(- 7xk+x|/(’...) =T( X, ) +T( ’Xl/(a"') vke[L,---,p|
T(o A ) =AT (- X -) vke[L,---,p|

Par exemple, soient, y et z trois vecteurs quelconques & Un tenseur du troisieme ordile est une
application trilinéaire telle que :

T:{xyz}eV® = T(xy2ecR

EXEMPLES: Lapplication(xy,z) € V3 — 3x-(2zAY) € R est un tenseur d'ordre 3 (on vérifie aisément qu’elle eshédire).
En revanche, I'applicatiofxy,z) € V3 — 3x-(2z+y) € R n’est pas un tenseur d’ordre 3 (elle n’est pas linéaire suissgond ni
sur son troisieme argument).

1.3.1 Composantes d’'un tenseur

Pour alléger les notations, on prend le cas d’'un tenseudi@@. Si on se donne les vectedy etz par
leurs composantes contravariantes sur une paseleV:

X=xXe y=ye z=7e
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La trilinéarité de I'opérateuF entraine:
T(xy2) =T(xXe, ye 2e)=T(e.ee)xy 2
On définit lesn® nombres :
Tijk = T(€,€),&)
L'application (trilinéaire) du tenseur du troisieme ordreux trois vecteurg, y, etz s’écrit donc:
T(X,y,Z) = lek Xi yJ 2(

Lesn® nombresT,; jk sont appelés composantek23-covariantes (ou complétement covariantes] dées
n® nombres déterminent complétement I'opérateur trilireéBirSi on les connait, on sait calculer le réel
T (x,y,2) pour tout triplet de vecteurs avec la formule ci-dessus.

On peut aussi choisir de donner certains ou tous les vecpauréeurs composantes covariantes. Par
exemple:

Xx=xe y=yje z=z¢€"
On obtient alors: . . -
T(xy2) =T(e.e €)Xy z=T*<yz
Lesn® nombresT; K = T (g el ,€) sont appelés composantes 1-covariantes 23-contraesidattenseur
du troisieme ordrd .

Toutes les combinaisons sont possibles. Il existe donérdiftes sortes de composantes du tenSeur
repérées par des hauteurs d’indices différentes. Le nodibdices est égal a I'ordre du tenseur.

La généralisation aux tenseurs d’orgirest immédiate : les tenseurs d’orgrentnP composantes, chaque
composante étant désignée apandices, inférieurs ou supérieurs.

1.3.2 Exemples de tenseurs euclidiens
Le tenseur d’orientation

Soit V3 un espace vectoriel euclidiele dimension troié.

DEFINITION : On appelle tenseur d’orientation le tenseur d’ordre 3, nidtédéfini par :
H: {xyz €V3 = Hxy2 =[xyZcR

ou [x,y,z| est le produit mixte des trois vecteurs.

On vérifie aisément que I'applicatidt : Vg — R est bien trilinéaire. Ce tenseur sera étudié en détail plus
loin.

Le tenseur métrique

SoitV un espace vectoriel euclidien de dimension

DEFINITION : On appelle tenseur métrique, nd I8 tenseur du second ordre défini par:
G: {xy}cV? - G(xy)=x-YeR

oux-y est le produit scalaire des deux vecteurs.

On vérifie aisément que cette applicatiéh— R est bien bilinéaire. Ce tenseur sera étudié en détail plus
loin.

3. Le terme deomposantsera justifié plus loin.

4. Cette restriction est indispensable car le produit miet& diecteurs utilisé dans cet exemple n’est défini que danspates
tridimensionnel. Il existe une généralisation a la dimensidlle implique I'introduction de la notion d’alterneur quors du cadre
de ce cours. La dimension 3 est suffisante en mécanique classiqu




1. ALGEBRE TENSORIELLE

Les tenseurs euclidiens d’ordre 1 sont des vecteurs

SoitV un espace vectoriel euclidien de dimensioet soitv un vecteur donné d&. On définit le tenseur
d’ordre 1 noté& par:
YV :xeV - YX)=Vv-XeR

ouv-x est le produit scalaire des deux vecteurs (on vérifie aisequen’application (x) est bien linéaire
enx).

REMARQUE : Dans les cours d'algébre, les tenseurs d’ordre 1 (apfgitatinéairesV — R) sont appelésormes linéairesOn
montre dans la section suivante que I'espace des tenseurssiertres est un espace vectoriel, et donc en particutigpdce des
tenseurs d’ordre 1. Dans les cours d’algebre, cet espaepmsigespace duatle V. On verra plus loin qu’une base de cet espace est
précisément la base dugle } définie précédemment.

Six est un vecteur donné par ses composantes contravariantesesbasde } : x = x e, I'application du
tenseur du premier ordm2 au vecteux donne:

V(X)=9 (€)X =¥X
=v-(Xg)=(v-@)Xx =vx VX
Les composantes covariantgsdu tenseur du premier ordné sont égales aux composantes covariantes
v; du vecteuw.
REMARQUE : Si on se donne le vectexipar ses composantes covariantes, on tradve- vi.

On définit ainsi un isomorphisme entre les tenseurs du preonife et les vecteurs: a tout tenseur du
premier ordre on associe de maniére biunivoque le vectdwa ps mémes composantes. On vérifie ai-
sément que cette association entre un tenseur d’ordre 1vetateur par égalité de composantes est bien
consistante a travers tout changement de base.

Dans la suite, on ne les distinguera plus et on écrira:
V(x) =viX =V X% =v-x (1.7)

Les vecteurs d& peuvent toujours étre considérés comme des tenseurs diepianare, et inversement.
Dans I'égalité (1.7), & gaucheest considéré comme un tenseur d’ordre 1 alors qu’a dxoést, considéré
comme un vecteur.

1.3.3 Lespace vectoriel des tenseurs d’ordrp
Opérations élémentaires sur les tenseurs

On définit deux opérations dans I'ensemble des tenseurdrd’pr

1. Addition de deux tenseurs du méme ordre soientT 1 et T, deux tenseurs d’ordrg.
DEFINITION : On appelle somme de;Tet T, le tenseur d’ordre p, not& i1+ T, défini par:

(T1+T2) (X1, Xp) =T1 (X, ... Xp) + T2 (X1,... Xp)  V{Xq,... Xp} € VP

On vérifie aisément que I'opérate(F1 4+ T,) : VP — R est bienp-linéaire siT; et T, sont des
tenseurs.
L'addition de deux tenseurs d’ordres différents n'a auamss

2. Multiplication d’un tenseur par un scalaire : soitA un scalaire eT un tenseur d’ordre.
DEFINITION : On appelle produit d& Tpar A le tenseur d’ordre p défini par:

(AT)(X1,... Xp) =AT (X1,... Xp)  V{X,...Xp} € VP

On vérifie aisément que I'opérate®T ) : VP — R est bienp-linéaire siT estp-linéaire.
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Muni de ces deux opérations, 'ensemble des tenseurs @'prest un espace vectoriel; I'élément neutre de
I'addition est le tenseur nul, no@ Qui est défini parOy,... Xp) =0 V{X1,... Xp} et I'élément neutre
de la multiplication par un scalaire est le scalaire 1.

Produit tensoriel de deux vecteurs

Considérons deux vecteurs (ou tenseurs d'ordreetv.

DEFINITION : On appelle produit tensoriel des deux vecteuetw le tenseur du second ordre nat@w
défini par:

VW @ Y {xy} € V2 = (Vaw)(xy) = (V-X) (W-y) € R
On vérifie aisément quex w est bien une application bilinéaire.

En exprimant les vecteussety sur la base{e }, on obtient les composantes covariantes du tenseur du
second ordre @w:

(vaw) (xy) = [v- (Xe)] [w-(y'e))]
=[v-a]w-g] Xy
(vew); Xy =vwxyl  vxyl
Lesn? composantes covariantes du tenseur du second weavesont donc les nombres :
(V@W)ij - Vi Wj

Le produit tensoriel de deux vecteurs n’est pas commutatifvérifie aisément que les tenseursw et
w®V sont des applications bilinéaires différentes :

(Vaw) (xy) # (WaV) (X)Y)

On généralise sans difficulté : le produit tensorielpdeecteurs est un tenseur d’ordpePar exemple, le
produit tensoriel de 4 vecteurs est un tenseur d’ordre 4 :

(azbzcad)(xyzt) = (@-x) (b-y)(c-2) (d-t)
(a®brc® d)ij Kl = a bl ckd (ici, les vecteurs etd sont définis par leurs composantes covariantes)

Une base pour I'espace vectoriel des tenseurs d’ordne

Pour faciliter la lecture des équations, on fait la démautistn pour I'espace vectoriel des tenseurs d'ordre
p = 3 (le lecteur généralisera sans difficulté).

Considérons les® tenseurs d’ordre 3 construits par le produit tensoriel de@eur$ de la base duale
{€'}. Leur application & un triplefx,y.z} de vecteurs quelconques s'écrit :

(€ wel @) (xyz) = (€ x)(e-y) (€ 2) =Xy Z (voir (1.5) page 5)
Considérons maintenant un tens@&ud’ordre 3 et son application a 3 vectexry,z:
T(xy,2) = Tijrxy &
T(xy2) =Tijk(€2e o) xy2 V{xyz cV®
Cette égalité étant vraie quels que soient les vectely®tz, on en déduit I'égalité tensorielle suivante:

T =T oeae)

5. Ces vecteurs ne sont pas nécessairement distingte @ v est bien un tenseur du troisiéme ordre.
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Cette égalité montre que tout tensdud’ordre 3 est une combinaison linéaire sunfabase tensorielle
{é ®el ®e"} de tenseurs de base. Le nom de « composante » précédemmeétadon® nombresTj;k
est donc pleinement justifié.

En exprimant les vecteuss y etz par leurs composantes de différentes variances, on cargautres
bases tensorielles et d’autres composantes de différemtesces du tenseir:

T=T, j Kk (e' ®e,- ®ek) (composantes 1-3-covariantes, 2-contravariantes)

=T Ik (e-' X € ®9K) (composantes 1-covariantes, 2-3-contravariantes)

Le raisonnement se généralise facilement aux tenseurdrd’quelconque : une base dans I'espace vecto-
riel des tenseurs d’ordngest, par exemple, 'ensemble d&sproduits tensoriels :

{e,0e,®...086,}
Dans cettaP-base, les composantes du tenseur sont des composantdéteonent contravariantes :

T :Til...ipal®,”®qp

Conclusion

Lespace des tenseurs d’ordoenoté V=P, est un espace vectoriel de dimensi®nOn peut construire des
bases de cet espace en formant tous les produits tensarigledteurs de base (duale ou non)ide

EXEMPLE : L'une des bases d@?‘z est I'ensemble des 9 tenseurs du second ordre de base suivant:
{eize ., 06, 6063,8,06,6,06 ,6,0€63,8306 ,830€ ,&3R€3}
Dans cette base, les composantes d’un tenseur du second cmitedes composantes complétement contravariahitesT ' g ®€j

1.3.4 Changement de base des tenseurs d’ordpe

Les tenseurs de base Wé&P sont des produits tensoriels gerecteurs de bass ouel définis dans/. Tout
changement de base davisnduit donc un changement de base d&f¥. On va établir ici les formules
de changement de base permettant de calculer les nouveligsosantes des tenseurs en fonction des
anciennes.

Pour alléger les équations, on montre la démarche pour seued’ordre 3.
Soit un changement de base dahs
¢ =Aje & ej=B'j¢ & ¢l =Blé & e =Al¢
On cherche la formule de changement de base des compos$aiitds tenseull d’ordre 3:
T-Tikewe we

=T (Ap€P) @ (BT &) @ (B'ke)

= (ApBY BT (P ey o e)
On en déduit les composantesTeéans la nouvelle base :

T = A pBY; BTk

L'analyse de cette démarche permet d’énoncer la reglersigiva

CONSTRUCTION DES FORMULES DE CHANGEMENT DE BASE Pour changer de base les composantes
d’'un tenseur, on somme chaque indice covariant avec de®tefty et on somme chaque indice contra-
variant avec des termes B tout en respectant les regles d'indices de la conventi&ingtein.

Cette regle est valable pour les tenseurs de tous ordresr{ypas les vecteurs).
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1.3.5 Produit tensoriel de tenseurs

Le produit tensoriel n’a été défini qu’entre vecteurs:

(Vaw)(xy) = (v-x) (W-y)

Les vecteurs étant des tenseurs d’ordre 1, on peut encare @oir (1.7) page 8):

(Vaw)(xy) =Vv(x)v(y)
Cette interprétation permet de généraliser la définitioprddluit tensoriel aux tenseurs de tous ordres::
DEFINITION : SoientfPun tenseur d’ordre p €Q@n tenseur d’ordre q.On appelle produit tensorielRle P

etQ, notéP2 Q, le tenseur d’ordre g-q défini par:

(P@Q)(X1, -+ Xprq) =PXe, -+ Xp) QXpi1, - Xpiq)

On vérifie aisément que I'opératdR Q est bien linéaire par rapport a chacun de ses argumentt-g’es
dire (p+ q)-linéaire).

Par exemple, # est un tenseur d’ordre 2 & un tenseur d’ordre  ® Q est un tenseur d’ordre 5:
(P®Q)(vwxy,z) =P(vw)Q(xy.2) v{vwxyz} € v°
=Hij kanVi w Xkymzn
=PI Qv wj X<y 2"

Les égalités tensorielles suivantes donnent quelquespasmie décomposition d&® Q sur des tenseurs
de base:

P®Q=PjQum(€ e eexem2e") & (P®Q)ijkmn = Pj Qmn
=RIQM (€ we veae,we & (P®Q)i'k™ =P’ Q™

On vérifie aisément que le produit tensoriel est assocradii, commutatif et distributif par rapport a I'ad-
dition des tenseursP® (Q+ Q') =P Q+PxQ'.

1.3.6 Traces d'un tenseur
Soit un tensedT d’ordre p > 2. Ses composantes dans une certaine base sont un ensembleodebres
a p indices (covariants ou contravariants).

On considére leaP—2 nombres calculés par une certaine sommation de ses cong®san choisit deux
indices de variance différente et on fait la sommation sardeix indices.

Par exemple, en faisant une sommation sur le second indis@r{ant) et le quatrieme indice (contra-
variant) des composantdg,'*'4'r-%j , on définit lesnP—2 nombresK;, '3's'p-1; = calculés a partir des
composantes dE:

Ki, '35 ety ) = Tilk'3km'p’1ip (sommation sur l'ndicé)

PROPOSITION: Les nombres i§‘3‘5"'ipflip sont les composantes d’'un tenseur.

DEMONSTRATION: Jusqu'ici, tous les tenseurs ont été définis en se donnaspénmateufy? — R dont il
suffisait de vérifier lgo-linéarité pour affirmer sa tensorialité. Ici on tente derméfin tenseuK par ses
composantes obtenues par une manipulation des composantesine certaine bagki tenseuil . Pour

11



1. ALGEBRE TENSORIELLE

s'assurer que cette manipulation a un sens intrinsequaitivErifier que si I'on fait la méme manipulation
dans une autre base, on obtient bien le méme tenseur.

Pour alléger les écritures, on suppose fuest d’ordre 4.

Ses composantes dans urfebase{€ @ el @ & @ ey} sont: Ti;k™. On définit lesn? nombreskik = Tj;*I
(sommation sur les indices 2 et 4).

Les composantes dedans une autre bage’ @ € @ €, @ €),} sontT,, et on définit pareillement les?
nombresKy" = T;,'9 (sommation sur les mémes indices 2 et 4).

La formule de changement de base des composanfE®de

TF/]qu — Ai ijq BrkBSmTij km
En faisant la sommation sur les indices 2 et 4 des composdetesur la nouvelle base, il vient :
K;)r — T[;qfq — Ai ijq Brk quTij km — Ai pBrkaylnle km — Ai p BrkTij kj — Ai pBrkKik

ce qui est la formule de changement de base des composantetante-contravariante d’'un tenseur
d’ordre 2. Il s’agit donc bien des composantes du méme tenseu
On obtient le méme résultat avec des composantes d'autiasses.

DEFINITION : La (r,s)-trace d’un tenseul Id’ordre p> 2, notée TEST est le tenseur d’ordre p 2 dont
les composantes sont la sommation sur et $M€indices des composantesBe T
Cette sommation peut étre faite sur les composantes datesliage.

1.3.7 Tenseurs d’ordre0:

La trace d'un tenseur d’ordre 2 est un tenseur d’ordre @: FT'; = T;'. C’est donc la trace de la matrice
de ses composantesixtes|T,*] ou[T*,] dans toute base.

DEFINITION : Les tenseurs d’ordr@ sont appelés scalaires ou encore invariants. Ce sont debrmsm
réels dont la définition est telle que leur valeur est invat@apar changement de base.

REMARQUES: Tous les nombres réels ne sont pas des scaldftasexemple, le réel défini comme la premiére composante d’'un
vecteur n'est pas un scalaire car il change avec la baseeHtede méme pour la somme des composantes d’un vecteur. En revanche
la norme d’un vecteur est un scalaire.

Tout réel résultat d’'un probléeme de physique devrait étrecafage (un tenseur d'ordre 0), car un résultat physiquergtrincipe
indépendant de la base que I'on utilise pour faire les calcul

Si le résultat physique est un vecteur ou un tenseur, les ceanpes de ce vecteur ou de ce tenseur sur une basearpaoti aucune
interprétation physique possible, sauf si la base utilisére signification physique particuliere.

1.3.8 Produit tensoriel contracté simple

SoitP un tenseur d’ordr@ > 1 et soitQ un tenseur d’ordre > 1.
DEFINITION : On appelle produit tensoriel contracté simple des tensPuesQ le tenseur not®PQ et
d’ordre p+q— 2, défini par:

P.Q — Tl’(p’erl)(P@Q) _ Pll---ip,lk ij2"‘jq (ell ®--- ®eip—1 ®e12 Q- ®ej‘1)
Pour calculer les composantesRI€Q, le dernier indice des composantesRlest sommé avec le premier
indice des composantes Qe

On vérifie aisément que le produit tensoriel contracté smf#st, en général, ni commutatif, ni associatif,
mais gu'il est distributif par rapport a I'addition des tenss :P- (Q+ Q') =P-Q+P-Q'.
La commutativité n’est vraie que pour le produit contraatépse entre deux vecteurs.

12
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REMARQUES: Le produit contracté simple de deux tenseurs d’ordre 1 éugsju etv est un tenseur d’ordre 0u-v = UVl = u' v;.
D'autre part, le produit scalaire de ces deux vecteurstest= (U'e) - (vjel) = u'v; (e -el) =u'v; & =u'v (=uV)

Le produit scalaire de deux vecteurs est donc aussi le groduiracté simple de ces deux vecteurs. On peut donc emptoyeghe
symbole. Il faut toutefois perdre les habitudes de commutétiyi’'on a avec le symbole « considéré comme un produit scalalre.
produit contracté simple n’est commutatif qu’entre deusteers Pour éviter cette ambiguité, le produit contracté simpleadbis
noté « ».

1.3.9 Produit tensoriel contracté double

SoitP un tenseur d’ordrg > 2 et soitQ un tenseur d’ordre > 2.

DEFINITION : On appelle produit tensoriel doublement contracté deseaersP et@, le tenseur d’ordre
p+ q— 4, notéP: Q, défini par:

P:Q=Tr(P1P (Tr(p~p+2)(p®Q))

EXEMPLE : Sip= 3 etq= 3 on obtient un tenseur d’ordre 2:
P:Q=PkQy" (& @en) & (P:Q)™ =Pk Qy™

Pour calculer les composantesRIeQ, les deux derniers indices des composante® slent sommés avec
les deux premiers indices des composante®.de

On vérifie aisément que le produit tensoriel contracté doanlast, en général, ni commutatif, ni associatif,
mais gu'il est distributif par rapport a I'addition destenss:P: (Q+Q)=P:Q+P: Q.

REMARQUE : Le produit doublement contracté est parfois noté

On généralise facilement au produifois contracté de deux tenseurs d'orgire> r etq > r. On note ce
produit: «®' ». Le résultat est un tenseur d’ordve- q— 2r

PR’ Q= pke--Kprig--ir Qil“'ir i1 jqr (q(l @ @€, ®ejl Q- ®eiqfr)
En particulier, sP est un tenseur d’ordrg, son application g vecteurs peut s’écrire ;

P(X1, - Xp) =P&° (X1 @ ®@Xp) (égalité de tenseurs d'ordre 0)

1.4 Tenseur métrique

DEFINITION : On appelle tenseur métrique le tenseur d'or@rééfini par:
G :V{Xy} e VxV—Gxy) =xyeR
Ce tenseur est d’'ordre 2, il y a donc quatre sortes de comisssan

gj=G(eg)=e-g g =Gee)=e-e =5 (1.8)
g'=G(ee)=¢€-¢ g =G(e) =€ e=3 (1.9)

Il est remarquable de constater que les composantes daasasimixtes du tenseur métrique ont la méme
valeur dans toute base. Les composantes mixtes du tenséguaése rangent dans la matrice unité :
9% =[g.°] = [1].

En revanche, les termes des deux matrices de composgatest [g**] dépendent de la base. Ces deux
matrices sont symétriqueg;; = gji etg" =g car le produit scalaire de deux vecteurs est commutatif.

13
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Les différentes maniéeres d’écrire le produit scalaire dxdecteurx ety en fonction de leurs composantes
sont donc:

Xy=G(Xy)=X-Gy=y-G-Xx=G: (Xay) =G : (y®X)
=giXy =dlxy; =Xy =xy

PROPRIETE: SoitT untenseur d'ordre p, on al'égalite@ =T.
En effet,

GT=g/T" (€ )=3T €2 - )=T" (E€o--)=T (1.10)
On montre aisément de la méme maniéreu& =T.

Soitv un vecteur. On a donc en particul@rv = v.
SiI'on calcule le produit contrac®8 - v avec les composantes non mixtes, il vient :

v=glvigj & Vi=gy et v=gjve < vj=g;V (1.11)

Ces formules montrent que les composantes non mixte€d gdermettent de calculer les composantes
contravariantes d’'un vecteur en fonction de ses compasaotgriantes et inversement. Cette propriété,
appelée « ascenseur d’indice », sera généralisée aux temgetous ordres (voir plus loin page 14).
Matriciellement, les relations (1.11) s’écrivenfv®] = [g°°] [Ve] €t [Ve] = [Tes] [V*].

On en déduit la relation matricielldg®®] = [ges] .

On définit le nombraon scalaire gqui interviendra dans la suite :

g = det][Qes) & det[g®*] = é (1.12)

En appliquant (1.11) aux vecteurs de base, on obtient uagarelentre les vecteurs de base et ceux de sa
base duale:

& =G-& =0gpq(e)e’ =gpyd e =gpie’ =gip e° = e=gpe’
€=G € =g") e =g e=0"ey=g"e = éd=gPe,

Ces relations vont permettre de calculer les composanieg dertaine variance d’un tens@ugquelconque
en fonction de ses composantes dans une autre variance.

Pour alléger les écritures, on suppose qu’un ten$eest d’'ordre 3 et que I'on connait ses composantes
Tee®. On cherche, par exemple, ses composahtes:

T=Tij*é®eloe=T" (g ey e @ (ge)
=dPoqTi*epue wel = TPig=gPgqT"
On en déduit la regle suivante :

REGLE DE « L'ASCENCEUR DINDICES» : Pour « élever un indice » de composante, il faut le sommer
avec @° et pour « abaisser un indice », il faut le sommer avec g

1.5 Tenseur d’orientation dansVs

DEFINITION : On appelle tenseur d’orientation daig;, notét, le tenseur d’ordre trois défini par :

H: {xayvz} € V¥ — H (vaaz) - [X,y,Z} eR
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ou [x,y,z| est le produit mixte des trois vecteurs.
Les indices, j etk varient de 1 & 3 et on suppose en outre que la bajeest directe.

REMARQUE : Cette définition n’a de sens quesiest de dimension 3, ce qui sera suffisant en mécanique des ntbetrus. En
effet, le produit vectoriel de deux vecteurs et le produitteike trois vecteurs n'ont pas de sens pour des dimensionsesueé’.

On noteh;jx les composantes covariantesigt les composantes contravariantedtidans une base :
H=hyeoe oe=hkgue oe
On calcule d’abord les composantes complétement covasateH :
hij = H (e ej.e) = (& ej.a
Les propriétés du produit mixte entrainent que:

— les composantes qui ont deux indices égaux sont nulles;
— une permutation paire des indices ne change pas sa valeur;
— une permutation impaire des indices change son signe.

Il suffit donc de calculeh;oz = [e1,62,63] = €1 - (€2 A€3) > 0 car la base est directe.

Les composantes covariantes du vecesures sont:
(exne€3)-€1 =h13>0 (exne3)-&=0 (exNe3)-€3=0
On en déduit que (e, A e3) = hioze! et donc: |lex Aes|| = hios|/et]|.

(h123)? [l = [lex nes[|* = (&2 1€3) - (21 €3) = [@2/\ €3, €2, €3]
= ((ez Nes) /\ez) ‘&3 = ((ez -€)e3— (& -e3)e2) -@3 (formule du double produit vectoriel)
= (022€3 — 023€2) - €3 = 022033 — U23023
hi2s/€'(| = v/G22933 — G23023

hyps — v 922033 — 023023
et

11 _ 922933~ 023032

Or, ||let|2 = et et = g, et d'autre parfg®®] = [ges] > = g 3

Il reste donc :hip3= /0

Ainsi, les composantes covariantes non nulles du tenseuedtationH sont:

h123=ho31 = h312= —h1zo= —hp13= —hz21= /9 (1.13)

Les composantes contravariantd = [€ e/ , €] ont les mémes propriétés de permutation d’indices que
les composantds;jx. Avec un calcul analogue au précédent, on trouve que lesasampes contravariantes
non nulles déd sont:

h123 _ h23l _ h312 _ _h132 _ _h213 _ _h321 _ \;'g (114)

Les composantes mixtes Heont des expressions compliquées qu’on évite d'utiliserp@ut toujours les
calculer avec la regle de «I'ascenseur d’indices » page 14.

6. Il existe une généralisation de ce concept pour des espaagimension supérieure a 3, voir note 4 page 7.
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1.5.1 Application: produits vectoriels dansVs

Soient deux vecteupsety de V3 et soitz=XxAY.
z= (X&) A (yle)) =Xyl e e
n=ze=xy [e.e e
=Xy hijc = hiij X'y’

Le produit vectoriel de deux vecteurs peut donc s’écrire é¥déenseur d’orientation :

XAY)k = hij X'y
XAY=Y-H-x=H:(x®y) = {( y)l; l:J Y (1.15)
(xAY)* =h"xy;
1.5.2 Identités algébriques importantes
Le produit contracté simpld -H est un tenseur d’ordre 4 de composantes :
hij (™= (& Aej)k (€M A EMK = (e rej) - (€M AEN
=le.e.e€"Ne'=g-(ejA(€"nE"))
=e-((ej-€")e"—(g-eMe")
hyjic ¥ = ") — & & (1.16)

On a donc l'identité tensorielle :
H-H= ("8 -8'8" éxe wenne,
H-H=€drea@Exe —exe) (1.17)
On en déduit les composantes du prodtiitH (c’est un tenseur d’ordre 2):
hiji D = —hyje " = ] 3+ 6} = -8 +33 =28

On en déduit I'identité tensorielle :
H:H=2G (1.18)

1.6 Propriétés algébriques des tenseurs réels du second ordre

Les tenseurs du second ordre jouent un réle trés importangeanique des milieux continus. On consacre
cette section a leur étude. Certaines des propriétés $es/annt particulieres aux tenseurs du second ordre
construits suis.

Les tenseurs réels du second ordre sont les applicationédifesv? — R. lls sont dans un espace vectoriel
de dimensiom? notéV*2 (sin = 3, sa dimension est 9, 'espace est rﬂﬁ%).

Les tenseurs de base de cet espace somf Ipsoduits tensoriels de deux vecteurs de bas¥ de de sa
duale.

Tout tenseur du second ordFes’écrit donc:
T=Tlece =Tjdce =T exe =T/dxe
Son application a deux vectewgty est unscalaire
T(xy) =TIxy =TixXy =T'jxy =Txy,
On peut écrire ce scalaire avec des opérations tensorielles

Txy) =x-T-y=T:(XQy)
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1.6. Tenseurs du second ordre

1.6.1 Produit scalaire et norme dang/®?

Le produit contracté double de deux tenseurs du second estirenscalaire

Pour deux tenseurs du second ordre, le produit « : » est coatifén effet :
P:Q=P;Q/=Q'P;=Q:P

En outre, on vérifie aisément que :

T:T=TT/ =T(T-T") :Tr([T'.] [T'.]T) = ii(Tij)z >0vT (1.19)
i=1]=1

etque M:T=T:0=0.

Ces trois propriétés permettent d’affirmer que le produittazté double est uproduit scalairedans
I'espace vectorieN®2. Muni de ce produit scalaire, 'espace des tenseurs du deoatie V®? est un
espace vectoriel euclidien.

On peut donc définir laorme euclidiennd’un tenseur du second ordre :

IT|=vT:T (1.20)

1.6.2 Transposé d'un tenseur du second ordre

DEFINITION : On dit que le tenseddést le transposé du tenselirst:
U(xy) =T(yx) V{xy} eV (1.21)

Le tenseur transposé du tens&usera notd .

Dans une base quelconque, les relations entre les compesiTt et TT sont:
(TDij = Tii & [(TT)ae] = [Tea]" ; (T =77 & (T =[]
(Thj=T1 A (T =Te]" ; (Tl =14 & (THe ] =1T%]

On vérifie aisément les propriétés suivantes:

P:Q=Tr(P-Q")=Tr(P"-Q =Tr(Q"-P) (1.22)
T:T=T":T" = |T|=|T"|

1.6.3 Tenseurs du second ordre symeétriques

DEFINITION : On dit qu'un tenseur du second ordBeeSt symétrique s'il est égal a son transposeé.

s=¢ & S(xy) = S(y.x) vixy} e V2
Les composantes d&dans une base ont donc les propriétés suivantes::
S| =S;i & [Se] = [S]T ; si=g & ] =" (1.23)
Sj=s' e [sJ=&8T ; §=8 e [&=[s] (@29

Remarquer que les matrices de composantes covarifRté®t contravariante§S™] sont des matrices
symétriques. En revanche, les matrices des composantéssrdiun tenseur du second ordre symétrique
[S.*] et[S.] ne sont pas symétriques en général

7. Sauf sila basé¢e } est orthonormée.
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1. ALGEBRE TENSORIELLE

Les tenseurs du second ordre symétriques constituent wespace vectoriel car I'addition et la multi-
plication par un scalaire conservent la symétrie. Ce sspaee est de dimensiorin+ 1) /2. On le notera
V®%, Une base de ce sous-espace est par exemple la 6{mnsee; +e; ®e}.

On vérifie aisément la propriété suivante :

Ssymétrique < H:S=0 (1.25)

1.6.4 Tenseurs du second ordre antisymétriques

DEFINITION : On dit qu'un tenseur du second ordkeeit antisymétrique s'il est opposé a son transposé :
A= AT & A(xy) = —A(yX) V{xy} € V2
Les composantes dedans une base ont donc les propriétés suivantes :

Aj = —Aji & [Ace] = — [Asd]” ;o A=A & [A%] = —[A™]"
Aj=-A" & A=A ; Al=-A] & [Af]=-[A

Remarquer que les matrices de composantes covarigitg@st contravariantefA®®] sont des matrices
antisymétriques (elles ont donc une diagonale nulle). Earrehe, les matrices des composantes mixtes
d’'un tenseur du second ordre symétrigag®] et[A®,] ne sont pas antisymétriques en général

Les tenseurs du second ordre antisymétriques constitnestus-espace vectoriel car I'addition et la mul-
tiplication par un scalaire conservent I'antisymétrie. Soeis-espace est de dimensiofm —1)/2 et une
base de ce sous-espace est par exefeplee; —e; @€ }. On le noteradV“%,

On vérifie aisément la propriété suivante :

A antisymétrique & {G:A=0 et V-A.v=0 VYveV} (1.26)

1.6.5 \Vecteur adjoint a un tenseur antisymétrique

On se limite ici au cas particulier ou= 3. La dimension de I'espace vectoriel des tenseurs antisigués
estdonn(n—1)/2=3.

DEFINITION : On appelle vecteur adjoint au tenseur du second ordre amiggiqueAdle vecteur noté@a
défini par:

1
a= EH A (1.27)
En utilisant (1.16) page 16, on montre facilement que::
H-a=A (1.28)

On construit ainsi un isomorphisme entre les tenseurs duingemrdre antisymétriques et les vecteurs.

En utilisant (1.15) page 16, on en déduit la propriété sue/an

A-v=(H-a)-v=vAa=—-aAVv (1.29)

8. Sauf sila basée } est orthonormée.
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1.6. Tenseurs du second ordre

1.6.6 Décomposition en parties symétrique et antisymétrige

Le sous-espace des tenseurs du second ordre symétkigaest le sous-espace des tenseurs du second
ordre antisymétrique¥®?2 sont orthogonaux. En effet, soie®t V% et A € V22, |eur produit scalaire
estnul:

SZA:S”'Aij =-§j Al = —=S;i Al = —Sinj =-S:A
= S:A=0 (2.30)

Tout tenseur du second ordFepeut donc étre décomposé de maniére unique en la somme dsgute
symétrique et antisymétrique. La décomposition est:

T:%(T +TT)+%(T—TT) (1.31)

sym(T)  antisym(T)
On les appelle respectivemepdrtie symétriquele T etpartie antisymétriqueleT .

On vérifie aisément les propriétés suivantes:

T[> [lsymT||
|T|? = ||symT]|? + |Jantisym T ||? = (1.32)
[T]| > [[antisymT]|

1.6.7 Décomposition en parties sphérique et déviatorique

DEFINITIONS : On dit gu’'un tenseur du second ord& &st sphérique s'il est un multiple du tenseur
métrique &= a G).
On dit qu'un tenseubi@st déviatorique (on dit aussi que c’est un déviateur) siaee est nulle (TED= 0).

Le sous-espace des tenseurs sphériques est un espaceelédoi’addition et la multiplication par un
scalaire conservent la sphéricité). Ce sous-espace eghdagion 1. De méme, le sous-espace des dévia-
teurs est un espace vectoriel car I'addition et la multgilan par un scalaire conservent la trace nulle. Ce
sous-espace est de dimensiBn- 1. Ces deux sous-espaces sont orthogonaux. En ef@essisphérique
etD est un déviateur, leur produit scalaBeD est nul car:

S:D=0G:D=aTr(D)=0 (1.33)

Tout tenseur du second ordFepeut donc étre décomposé de maniére unique en la somme dsgute
sphérique et d'un déviateur. La décomposition est:

T TrE]T)GJrT_TrEIT)G (1.34)
—_——— —-——
sphT devT

On vérifie aisément que TevT =Tr (T — @G) =0, car T(G) = n. On les appelle respectivement
partie sphériqualeT etpartie déviatoriquedeT.

REMARQUE SUR LE VOCABULAIRE: Les mots « déviateur » et « déviatorique » sont consacréasagke mais peuvent induire en
erreur : quand on considere un tenseur du second ®rdoenme un endomorphisme linéairedévoir 1.6.8), on constate bien qu'un
tenseur sphérique ne dévie pas les vecteurs et que la pavisatique les dévie. Cependant, la partie sphérique cntribue aussi
ala valeur de la déviation dueTa En effet, soiw =T -v= (S+D) -v, le cosinus de la déviation est:

cosvw)= L. W _ Vv G+Dv v __Sv v _Dv _ _TT ___ vDwv
OV IwlE vl (84Dl VIl [[(S+D) VI v [[(S+D) vl n[[(S+D)-v| " [V[[[[(S+D)-v|

Il vaudrait mieux appeler les déviateurs : « tenseurs de tralte ».
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1. ALGEBRE TENSORIELLE

1.6.8 Endomorphismes linéaire§/ — V et tenseurs d’ordre 2

Le produit contracté simple d’un tensélud’ordre 2 et d’'un vectew est un vecteur :
w:T~v:Tijvja :TijVjQ :TijVj(i'i :Tijvjei

Les composantes desont: w = T';vi = Tl vj ou bienw = T,) vj = Tjj vi.
REMARQUE : Ces sommations peuvent s’évaluer avec des opérations rakd:sci

W] = [T V'] = [T**] [w] (We] = [Ta*] [Va] = [Teo] [v°]
On vérifie aisément la non commutativité-T # T -v.

A tout tenseur du second ordleon peut donc associer un endomorphisme linéaireV — V tel que
T-v= £ (v). Puisquer' = T'jv!, le terme général de la matrice de 'endomorphismdans la basée }
est:£lj =T,

Inversement, si I'on se donne un endomorphisme linéajre matriceaij, on peut lui associer un tenseur
du second ordr& défini par:T(uv) = u- £(v). On vérifie aisément que les composantes mixtes de ce
tenseur sontT'j = £';.

Il existe donc une bijection entre 'ensemble des tenselrslicd 2 et I'ensemble des endomorphismes
linéaires déV : £ est I'endomorphisme linéaire dédont la matrice egfT *,] etT est le tenseur du second
ordre qui a pour composant§éj les termes de la matriceij. On vérifie aisément que cet isomorphisme
défini par égalité de matrices dans une certaine base esstzona travers tout changement de base.

On les confond désormais et on écrit :
=T & L(V)=T-v & [L(V)°]=[T %] [V']=1£°%][V’] (1.35)

REMARQUES: Le produit contract- T est aussi un vecteur. On peut de la méme maniére faire une getédn s’ : V2 « L,

en faisant correspondre la matrice de I'endomorphisme aveofaposantefT, *] : Lij = T,-i. On vérifie aisément que le tensdur
associé a I'endomorphismepar la bijections’ est le transposé de. LorsqueT est symétrique, les deux bijections se confondent.
Dans la suite, on ne parlera que d’un seul endomorphismgagsocié &, celui défini parz (v) =T -v.

D’autre part, puisqu&-v=v-G =V, on en déduit que 'endomorphisme linéaire associé au tensétique est I'identité.

Opération interne dans V®?2

Le produit contracté simple de deux tenseurs du second estngn tenseur du second ordre. Le produit
contracté simple est donc un produit interne defs:

W=TUeV?

On vérifie aisément que I'endomorphisme linéaireassocié & est la composition des endomorphismes
linéairesT et associés & etU. En vertu de la bijection (1.35), on écrit :

Ww=Tou=T-U=W (1.36)

Produit combiné dansV®?2

On dispose dang®2 du produit interne «» (non commutatif) et du produit scalaire « : » (commutatiisia
V®2) . Leur combinaison, que I'on pourrait appeler « produit t@ix dansV®2, donne un scalaire :

Aj (B¥C) = BY (A C) = Cd (B*A)
A:(B-C) = B:(A-C") = C:(B"-A) (1.37)

Ces identités, similaires au produit mixte des vecteunst sbles pour factoriser des expressions tenso-
rielles de scalaires.
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1.6. Tenseurs du second ordre

Puissances entieres d’'un tenseur du second ordre

Le produit simplement contracté de deux tenseurs du seadinel éant un produit interne, on peut définir
la puissance entiere d'un tenseur du second ordre :
———

g fois

On pose par conventioR® = G.

Exponentielle d’'un tenseur du second ordre

En généralisant le développement de I'exponentielle daeh, on définit I'exponentielle d’'un tenseur du

second ordre:

T
=5 —=G .
€ qZ[) ql +qu q'

REMARQUE : En général, le produit «» n’est pas commutatif darig®?. On n’a donc pas la propriété classique des exponentielles
deréelsel -el' £e+T',

On verra plus loin que la commutativité de I'opératiorxentre deux tenseurs du second ordre est rétablie quanduggehseurs

ont une base propre commune. La propradtée” = eT+T' est alors rétablie.

Inverse d’un tenseur du second ordre

Si'endomorphisme linéaire associé a un tensetrest inversible, (c’est-a-dire det’s| = defT*,] # 0),
on définit I'inverse d’un tenseur du second ordre : c'est teséair du second ordre, nofé !, associé a
l'inverse £ ~* de cet endomorphisme::

defr*.] =defT*,] #0 & 3T ttel que[(T 1) = [T°, 2 (1.38)

REMARQUE: D'une party =T X < [Vo] = [To*][X.] < [X] =[To*][ys]; dautre partx =T~ 1y < [x]=[(T71).*][ye].

On en déduit la relation entre les composantes mixtes covesi@ontravariantes deetT-1: [(T-1).°] =[T.*] !
En revanche, on vérifie aisément avec un calcul analogue, quelgs composantes non mixtes, on a les relations suivantes:
(T)°] = [Teo] L et[(T1).e] = [T**] L. Ces distinctions disparaissent si les composantes desutsrsont données dans une
base orthonormée.

Puissance entiére négative d’un tenseur du second ordre iexsible

Pour un tenseur du second ordrenversible, on peut donner un sens aux puissances entiégegives
d’'un tenseur du second ordre :
T9=(T Y vgez

Déterminant d'un tenseur du second ordre
La relation (1.38) permet de définir de&terminant d’'un tenseur du second ordre

detT = defT",]

On vérifie aisément que : dBt=defT*,] = defT,.*] # defT..] # defT**]

Le déterminant d'un tenseur du second ordre est le détentnileela matrice de ses composantestes
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1. ALGEBRE TENSORIELLE

On vérifie aisément, par changement de base sur les compssantes dd, que ledéterminant d’'un
tenseur du second ordre est un scalaire (ou invariant)

En revanche, le déterminant des composantes non mixtdga'esin scalaire : il fait intervenir le nombre
g = defg..] qui dépend de la base.

1.6.9 Spectre, espaces propres, invariants dafﬁ/%®2
Les tenseurs du second ordre étant isomorphes aux endasmgshlinéaires d&, ils en ont toutes les
propriétés, que I'on rappelle ici sans démonstration.

DEFINITION : On appelle valeur propra et vecteur propre associ§ toute solution de I'équation :
T-uy =Auy, & (T-AG)-u,=0
Les valeurs propres sont les solutions de I'équation :
defT —AG)=0 & det([T*.] —A[l]) =det([T,*] —A[l]) =0

En développant le déterminant, on obtient le polynébme tératique de la matrice des composantes
mixtes Pourn = 3, le polyndme caractéristique est:

AT =Ty A+Tyy =0 (1.39)
ou les coefficientd;, T, etT);, sont:
T =Tr([T°]) =Tr([T.°)) =TrT (1.40)
1 1
T = =(TrT)2— ZTr(T?
I 2( rT) 5 r(Ts)
_ (T11T22 _ TlZTZl) + (T22T33 _ T23T32) + (T33T11 _ T31T13)
= (M2 =TT + (TP T - TP ) + (TP T - T o)
Tin = def[T*,]) = det([T,*]) = defT
Les trois coefficientd;, Tj; et sont des scalaires appelésariants fondamentausteT .

REMARQUE : Le coefficientT;, estla somme des cofacteurs de la diagonale des matrices desszorgsomixtes.

On rappelle, également sans démonstration, 'identité algeg-Hamilton : tout tenseur du second ordre
est solution de son polynéme caractéristique. Pour3, elle s’écrit ;

T T T2-TyT+TG=0 (1.41)

Cette identité montre que tout polynémeEpeut étre ramené a un polynéme de degré 2.

En prenant la trace de (1.41), on obtient une autre expressie du déterminant d’'un tenseur du second
ordre:

defT =Ty, = %Tr(Ts) — %Tr (TZ)TrT+%(TrT)3 (1.42)

Le polynbme caractéristique étant invariant par changénhetase, les valeurs proprgsracines de ce
polynébme sont aussi des invariants.

REMARQUE : Le polynéme caractéristique est de degrd®ourn impair, on est assuré que I'une des racines au moins est réelle.
En particulier, poun = 3, 'une des racines est réelle, les deux autres racinesssdrtbutes les deux réelles soit toutes les deux
complexes conjuguées.

Si certaines valeurs proprassont des racines multiples de multipliciké on dit quek est I'ordre de
multiplicité deA.
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1.6. Tenseurs du second ordre

Les vecteurs propras, associés a la valeur propkesont solutions de I'équation vectorielle :
T-uy,=Au, = [T®][U] =A[u’] = [Te®] [Ue] = A [Us] (1.43)

L'ensemble des vecteuts, solutions de (1.43), forme un sous-espace vecttiledppeléespace propre
associé . Sa dimension est I'ordre de multiplicik&deA.

Les équations (1.43) montrent que les colonnes propres matiéce des composantes mix{@s,] sont
les composantes contravariantes des vecteurs propres, @lbnnes propres de la matri{de®] sont les
composantes covariantes des vecteurs propres.

REMARQUE : Dans le cas particulier des tenseurs du second ordi& 8eon peut donner une autre définition des scaldire®, et
Ty, & l'aide du tenseur d’'orientatidi. Soientu, v, w trois vecteurs quelconques mais non coplanaires :

H(T-uvw)+H(@UuT -vw)+H (uv,T -w)

Ti= H (uv,w) (1.44)

H (uv,w)

On laisse le soin au lecteur de vérifier que ces trois défirgtimnt bien équivalentes aux définitions précédentes.
Indications pour la démonstration: on montre d’abord que lesérateurs peuvent se mettre sous la fokie,v,w) ou K est un
tenseur d’ordre 3 complétement antisymétrique ; on en dédsititenqueK est de la formerH ot a est I'invariant cherché.

Identités algébriques utiles :

On vérifie aisément les identités suivantes :

(T-u)-(T-v)=u-TT.T.v (1.47)
(T-WA(T-v)=(defT) T~ - (UAV) (1.48)
de{G+T)=1+T+ Ty + T (1.49)
IsymT|[2 = 2T |+ Tr(T?) (1.50)
T =Tr(T") (1.51)
T T -T)=Tr(T"-T-T) =Tr(T"-T"-T) (1.52)

REMARQUE : Les identités (1.48) et (1.49) se vérifient plus aisémerdiéld’ d'un logiciel de calcul formel.

Tenseurs du second ordre réels symétriques

Si le tenseur du second ordre est réel et symétrique, on adpagtés supplémentaires suivantes :

— lesnvaleurs propres sont réelles;
— les espaces propres sont orthogonaux entre eux, il estdgjocirs possible de construire une base
orthonormée de vecteurs propres;

— dans une base propre orthonormée, les composantes durtsyisgétrique se rangent dans une ma-
trice diagonale dont les termes sont les valeurs propres.

REMARQUE : Pourn= 3, siles 3 valeurs propres sont distinctes, il existe 8 bpsgses orthonormées dont 4 directes. Si 2 valeurs
propres sont égales, il en existe une infinité (il y a un pladidections propres). Siles 3 valeurs propres sont égdkst, un tenseur
sphérique et toutes les bases sont des bases propres.
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1. ALGEBRE TENSORIELLE

SoitSe V?Zs symétrique. On nots;, $; et 3 ses trois valeurs propres réelles, et on g une base
propre orthonormée d& La matrice des composantesSldans cette base propre st

ss 0 O 3
[S=1]0 s 0 = S= Zsui@@ui
0 0 s3 i=

On en déduit facilement les propriétés suivantes pour fesetes déJg‘?ZS:
— les invariants fondamentaux s’expriment en fonction désurs propres:
S=s1+9+% S =19 +9S3+%S1 S =993

Les relations inverses sont démontrées dans I'annexe A(Ad), (A.6) et (A.7) page 73;

— le produit contracté simple de deux tenseurs du secon@ eranétriques ayant trois directions
propres communes est commutatif;

— la puissance entiére d’'un tenseur du second ordre symétest un tenseur symétrique de mémes
directions propres;

— I'exponentielle d’un tenseur du second ordre symétricgieie tenseur symétrique de mémes direc-
tions propres;

— siles deux tenseurs du second ordre symétri§eS ont 3 directions propres communes, alors:

.65 =S
En se placant dans une base propre orthonormée, on moriteerfawt que :
(G+9)=3+5 G+ =3+25+S; (G+9m =1+S+Si+Su

et en utilisant le développement en sérigtle-x) ! avec|x| < 1, on établit facilement l'identité :

(G+9) '=G+ Y (-1)PS vSsymétrique tel qugs]| < 1 (1.53)
p=1
Les directions propres d&+Set (G+S)~* sont celles d&.

Tenseurs du second ordre symétriques définis positifs

DEFINITION : Un tenseur du second ord® &st dit symétrique défini positif si:
Svv) =v:-S-.v>0 VYveV (1.54)

PROPRIETE: Les valeurs propres d’un tenseur symétrique défini positif strictement positives.
En effet, siu, est un vecteur propre associé a la valeur prapta définition (1.54) implique :

Uy -S-uy=Alu?>0 = A>0

Pour les tenseurs symétriques définis positifs, on défigiplessances d’exposant réel. S®iin tenseur
symétrique défini positif. On nofe > 0 ses valeurs propres £} une base propre orthonormée. On pose
la définition suivante :

n
=5 ANs®s acR
2,

9. L'ordre des valeurs propres peut étre différent: en giffaty a aucune raison pour classer les vecteurs propregéBaral, on
ordonne les valeurs propres en ordre décroissant et onitcleosens des vecteurs propres de la base pour que la base pmp
directe.
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1.6. Tenseurs du second ordre

1

5 avecp e N, on peut définir la racing®™ed’un tenseur symétrique défini positif.

En patrticulier, st =

En remarquant que

0 0 3 3 o 3
ST 2 _ 1 AP = i)\P =5 N
pZop! pZOp!iZ\ S ®S i;z [S®S i; S ®S

o P!

on définit le logarithme népérien d’un tenseur symétriquandgositif :

n
InS= len)\i S®S  (\>0) (1.55)
i=

Les puissances, I'exponentielle et le logarithme d’'unéensymétrique défini positBont donc les mémes
direction propres qus.

Tenseurs du second ordre réels antisymétriques dé:?za:

SoitA e V?Za et soita son vecteur adjoint (voir (1.27) page 18). Lendomorphidiméaire associé Aest:
A-v=(H-a)-v=vAa (voir (1.15) page 16)

On montre facilement que les invariants fondamentaui dent :

1 1
A =0 A = |la)l® = > 1A% = 7§Tr(A2) An =0 (1.56)

REMARQUE : Le tenseuA? est symétrique, son endomorphisme linéaire associé@dsv:= (vAa) Aa= ||al|?v— (a-v)a.
On vérifie aisément que le vecteAd -v est orthogonal au vectear Ses valeurs propres sor{@, — ||a]|, — |[al|), les espaces propres
associés sont respectivemé&at(noyau deA) et un plan propre orthogonaka

Le polynéme caractéristique d’un tenseur antisymétrify(eoir (1.39) page 22) est donc réduit a:
A3+ a?A=0

dont la seule racine réelle gst= 0. L'espace propre associé (de dimension 1) est engendté pacteur
adjointa. C’est le noyau de I'endomorphisme linéakearA-a = 0.

Pour les tenseurs antisymétriques‘%@z, I'identité de Cayley-Hamilton (1.41) page 22 se réduit a:
3 1 2
A= éTr (A°)A
En itérant, on en déduit les puissances successives d'seuedeVs? :

A2q+1 — % (Tr (Az))qA A2q+2 — 2% (Tr (AZ))qAZ

ol Tr(A?) = —2||al|? (voir (1.56) page 25).
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En séparant les exposants pairs et impairs, I'exponentiel\ s'écrit :

00 A2q+1 ) A2q+2
A=G+ +
PRPTEST %<2q+2>!
_G4 (TrA)™ & 1 (Tr(A%) K
Eozq 2q+1 202q 2q+2
—2|al?) —2|al?)

Z)Zq (2q9+1)! Z)Zq (29+2)!

pya JATT a2t A q a2+ A2

G*Z) 2q+1' Hall+zo( V20721 [a?
' =G+sinjlal — a ” (1—cos||a)”':;22 (1.57)

On vérifie aisément I'égalité® - (e'°‘)T = G. On en déduit que I'exponentielle d'un tenseur antisyrgati
est un tenseur orthogonal (voir la définition (1.58) ci-dess3.

1.6.10 Tenseurs du second ordre orthogonaux dé;?

DEFINITION : On dit qu'un tenseur du second ord@&3t orthogonal si:
QQ'=G & Q'=Q' (1.58)
Le tenseuQ 1 = Q' est donc aussi orthogonal.
Il découle de la définition (1.58) que::
defQ-Q")=1 = deQdeQ' =1 =  (detQ)?=1 =  delQ=

les tenseurs orthogonaux de déterminaftsont appelémtations
les tenseurs orthogonaux de déterminamtsont appelégetournements

PROPRIETES: On montre facilement les propriétés algébriques suigaiieaiT est un tenseur du second
ordre) :

les valeurs propres deet deQ-T - Q' sont les mémes;

siu est vecteur propre du tenséliyalors le vecteu® - u est vecteur propre du tenserT -Q';

si les tenseur® etQ’ sont orthogonaux, leur produit contraQéQ’ est aussi un tenseur orthogonal;
on en déduit qu&? est orthogona¥' q € N;

I'ensemble des tenseurs orthogonaux n’est pas un espetogieemais c’est un groupe pour I'opé-
ration interne «»; on le noteraQs.

Dans les identités qui suiver@,est orthogonalS est symétriqueA est antisymétriqudl; est un tenseur du
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second ordre quelconqueetw sont des vecteurs.

1Q-vl| = Iv] (1.59)
QV) (Qw)=v-w (1.60)
(Q-V)A(Q-w) = (detQ)Q- (VAW) (voir (1.48) page 23) (1.61)
[Q-u,Q-v,Q-w| =detQ]u,v,W| (voir (1.46) page 23) (1.62)
TTQ-T-QH)=TrT (1.63)
QT-QNHu=T (1.64)
detQ-T-QT) =defT (1.65)
Q- T =T-Qll=IT] (1.66)
IQ-T-Q| =T (1.67)
QT-QH): QT Q)=T:T (1.68)
QT-QN)¥=Q-T%Q" e (1.69)
Q-S QT)G =Q- & -QT (a € R, Ssymétrique défini positif) (2.70)
sym(Q-T-Q")=Q-symT-Q" (1.71)
antisym(Q-T-Q") =Q-antisymT -Q" (1.72)
adj(Q-A-Q") =Q-adjA (1.73)

THEOREME: Les valeurs propres (éventuellement complexes) d’un termsthogonal sont de module
unité.

DEMONSTRATION: L'équationAu = Q-uimplique :|A|?[|u|? = |Q-u|?>= (Q-u)- (Q-u) =u-Q" -Q-u = |ju|.
Onadonc:A2=1 = |A|=1.

Le polyndme caractéristique d’un tenseur orthog@al V?Z est:

—)\3+Q|)\2—Q||)\+8:0 (on apos®y =detQ=¢=+1)

THEOREME: Les invariants fondamentaux d’un tenseur orthogona‘l@é sont liés par la relation:

Q =¢eQ

DEMONSTRATION: Le théoréme de Cayley-Hamilton s'écritQ? + Q Q% — Q Q+ &G = 0 (voir (1.41) page 22)
En multipliant successivement p@f , il vient :

-Q@*+QQ-QiG+eQ" =0 (1.74)
—Q+QG-QQ"+eQ” =0 (1.75)
En transposant (1.75) et multipliant pauil vient :
Q-eQiQ+eQG-£Q" =0 (1.76)
La somme (1.74) (1.76) donne:
(Q—eQu)(Q+eG)=0 = Q =¢€Q (en supposar@® # —eG)

Un tenseur orthogonal n’a donc que deux invariants fondeamenhdépendantsQ; etQy =& = +1.

On en déduit le polyndme caractéristique d’'un tenseur gahalQ e V?Z :
NN —eQA+e=0=A—g) (N2 +A(Q —¢)—1)

dont une racine réelle eaf =€ = 41 (on a bienA;| = 1). Les deux autres racines sont les complexes
conjugués de module unie?® ete'® avec8 < [0,1], qui deviennent les réeld,1) si 8 = 0 ou les réels
(-1,-1)sie=m
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1. ALGEBRE TENSORIELLE

On doit donc envisager les situations suivantes :

1. Cas général Q a une seule valeur propre réedle- +1 (8 = 0 et® = m); la direction propre (unique)
deQ associée est appelére du tenseur orthogonal
LatraceQ, =&+ €% +e® = ¢+ 2 cod détermine I'angl® qui est appeléangle du tenseur ortho-
gonal'®:

Q¢
2

2. Cas dégénéré a 3 valeurs propres réellgg,1,1) ou (¢, — 1,— 1) ;

— pour une rotationg(= +1), on obtient dans le premier c®= G (rotation d’angle nul autour
d’'un axe quelconque) et dans le second cas une rotationld'agitour de la direction propre
associée a la valeur propuel ;

— pour un retournement & —1), on obtient dans le premier cas une symétrie plane paorapp
a un plan normal a la direction propre associée a la valeyprerel et dans le second cas
Q = —G (symétrie par rapport a un point).

cost =

Forme générale des tenseurs orthogonaux

THEOREME: Soitw unitaire I'axe d’un tenseur orthogonal, sdite [0,/ son angle et soit = +1 son
déterminant. L'expression tensorielle de ce tenseur givinal est:

Q=cosBG+ (¢ — cosH)WRW—sinbH -w a.77)

DEMONSTRATION: Il suffit de vérifier queQ- Q' =G, que de@ = € et queQ-w = ew.

REMARQUE : En écrivant les composantes de (1.77) dans une base onthéefw,a,b}, et en prenarg = 1, on reconnait la matrice

de rotation d'anglé® autour du vecteuw:
1 0 0
0 co¥ -—sinb
0 sin® cosB (wab}

Identification d’'un tenseur orthogonal

En remarquant que :
symQ = cosbG + (€ — cosB)wew et antisym Q = —sin6H -w

on en déduit une méthode simple d'identification d'un tensethogonal donné par ses composantes::

— le signe de d€) = € détermine sQ est une rotation ou un retournement;
— l'angle (compris entre 0 &t) est donné par sa trace:

Q—¢

cost = 5 (1.78)
— l'axew est 'opposé du vecteur adjoint normé de sa partie antisyouoét:
__H:ant|sme__H ‘Q (1.79)

IH:Q|| sin®

On évite ainsi la recherche des vecteurs propres et I'aribidu sens du vecteur propre.

10. L'angle® € [0,1] est completement déterminé par son cosinus.
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1.7. En bref...

Petites rotations

DEFINITION : On appelle petite rotation, notd€, une rotation telle que son angle & 1.
On sait que dans ce cas, au second ordre pré8,edset sirb ~ 6. En utilisant (1.77) page 28, il vient:
3Q~G+6H -w (1.80)
A

Une petite rotation est, au second ordre pres, la somme dautemétrique et d’'un tenseur antisymeétrique
Atel que|Al| < 1.

Les petites rotations se composent de maniére simplifiée :

3Q-8Q ~ (G+A)- (G+A) ~G+A+A (ausecond ordre prés) (1.81)

1.6.11 Décomposition polaire des tenseurs du second ordre

THEOREME: Tout tenseur du second ordfeifiversible peut étre écrit sous I'une des formes suivantes
T=V.Q=Q-U (1.82)

ouV =+vT- -TT etU =TT -T sont symétriques définis positifs,

et ouQest orthogonaldetQ = (55T = sgn(deT)).

DEMONSTRATION : Le tenseuf - TT est évidemment symétrique défini positif. Il est donc inveesil sa racine carrdé existe
et est aussi symétrique définie positive. Il suffit donc defiegriue le tenseu® = (T-TT) 1. T est orthogonal, ce qui se fait sans
difficulté.

La démonstration de la décompositiQnU se fait de la méme maniére. On vérifie aisément I'unicité de cemagasitions polaires.
La décomposition polaird =V - Q est appelé&écomposition polaire a gauchBautre T = Q-U est
appeléalécomposition polaire a droite

PROPRIETES: On vérifie facilement les propriétés suivantes :

— larelationentrd) etVest:U=Q"-V-Q & V=Q-U-QT;
— les valeurs propres (positives) deetV sont les mémes;
— siu est vecteur propre dé, alorsv=Q-u est un vecteur propre d&

1.7 En bref...

Les tenseurs d'ordr@ sont des applicationg-linéairesVP — R. On a défini de nouvelles opérations
algébriques sur les tenseurs :

I'addition de deux tenseurs du méme ordre;

— la multiplication d’un tenseur par un scalaire;

le produit tensoriel de deux tenseurs d’orgret g, le résultat est d’ordre+q;

le produit tensoriel contracté simple de deux tenseunsicBp > 1 etq > 1, le résultat est d’ordre
p+q-2;

le produit tensoriel contracté double de deux tenseursld@ > 2 etq > 2, le résultat est d’ordre
p+qg—4.
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1. ALGEBRE TENSORIELLE

Les tenseurs d’ordre 0 sont les scalaires (ou invariants).
Les tenseurs d’ordre 1 sont confondus avec les vecteurs.

Les tenseurs d’ordre 2 sont confondus avec les endomorphigm: V linéaires. lls peuvent étre décom-
pOSés:

— enlasomme d’une partie symétrique et d’'une partie ansyque,
— enlasomme d’une partie sphérique et d’'une partie de tnalte n
— en le produit contracté simple d’'une partie symétriquené&fiositive et d'une partie orthogonale.

Les tenseurs d’ordre 2 ont des valeurs propres scalairasifde au moins est réelle) et des espaces propres
associés a chaque valeur propre distincte;

— s'ils sont symétriques, toutes les valeurs propres setiesiet les espaces propres sont orthogonaux
entre eux.

— s'ils sont antisymétriques, ils sont isomorphes a leutergcadjoint;

— s'ils sont orthogonaux, ils sont définis par leur détermirga= +1, un vecteur unitaire et un angle
compris entre O it
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Chapitre 2

Fonctions tensorielles

2.1 Fonctions tensorielles d’argument réel

On étudie ici des tenseurs qui sont fonction d’un paramégkir t € R — T (t) € VOP.

En mécanique des milieux continus, ce parametre est le plugeast le temps. La dérivé% sera donc
appeléalérivée temporelle

2.1.1 Dérivée temporelle d'un tenseur d’ordrep

La dérivée temporelle d’'une fonction a valeur tensorialéenaturellement définie par:

dT . T({t+h) -T()
— =Ilm - 2.1
dt o h @b
La dérivée temporelle d’'un tenseur d’ordrest donc un tenseur d’ordpe

On vérifie aisément que les dérivées temporelles du proshsotiel, et des produitscontractés suivent
les régles habituelles des dérivées de produits non contifauta

EXEMPLES:
d(T®U)_dT du . d(T~U)_dT du . d(T:U)_dT_ .du
at 7E®U+T®a ; at 7§-U+T»E ; at 7m.U+T.E

Tout tenseur fonction du temps ainsi que sa dérivée tenpgrelivent étre décrits par des composantes
fonction du temps sur une basegriori également fonction du temps).

EXEMPLE: SiT(t) estordre 2T = Tiy(t) €j(t) @ €(t), sa dérivée temporelle est:

dT  dTiy | de [ de
E—Te](t)@)ek(t)Jera@ekwLT K€ ®

Si la base sur laquelle on donne les composantdsmlest pas fonction du temps, cette dérivée se réduit au prentedme.

PROPRIETES Si un tenseull du second ordre egtar définitionsymétrique (il conserve cette symétrie
au cours du temps), alors sa dérivée temporelle est symétrigen est de méme pour I'antisymétrie, la
sphéricité et la trace nulle.

DEMONSTRATION: : Cette propriété découle du fait que les ensembles de tensgmétriques, antisymétriques, sphériques et
déviatoriques sont des sous-espaces vectoriels. LadiifféT (t + h) — T (t) appartient donc au méme sous-espace.
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2. FONCTIONS TENSORIELLES

En revanche, pour les tenseurs orthogonau®gleestant orthogonaux au cours du temps, la dérivée tem-
porelle est un tenseur d’ordren®n orthogonat en général. On peut néanmoins donner un résultat :

an-av’ -6 - gl .o . Do _ (dQ QT) 2.2)

Le tenseur du second ord%é2 Q', ainsi que son transpo@ d " sont des tenseurs antisymétriques.

2.1.2 Cas particulier des tenseurs réels du second ordre sytniques

Dans cette section, pour alléger les notations, on SdﬂederlveedS

Le tenseur réeB(t) étant symétrique et restant symétrique au cours du temt&meus est symétrique.

La symétrie dé&Simplique I'existence d’une base orthonormiég(t)} construite sur les directions propres
deStelle que:

- im (t)ui(t) @ ui(t)

OUAj(t) sont les valeurs propres réellesSla I'instantt.

La dérivée temporelle s'écrit :
3

= _i}\i Huit) @ui(t) +_i)\i ) (t) @ui(t)+ ‘zl)\i (t)ui(t) @ Ui(t) (2.3)

S =0
Quand le tense varie aved, ses valeurs propres et ses directions propres variennetida det :

— Le tenseur symétrique ré@kst la dérivée d8a directions propres constantes, ses directions propres
sont celles d&;

— Le tenseur symetrique réBlest la dérivée d& a valeurs propres d8 constantes (attention: les
valeurs propres d8ne sont pas celles &.

La dérivée temporellé est la somme de ces deux tenseuds= S+ S

Le tenseulS étant symétrique et restant symétrique au cours du tempi® base propre orthonormée
{ui(t)} reste orthonormée dans son évolution. Il existe donc ureueetvitesse de rotatién» de la base
propre, notéws, tel que:

U =wsAU =H: (ws®u)) =Qs-u; avecQs= —H -ws antisymétrique
oUH est le tenseur d’orientation défini en 1.5 page 14.

La dérivée a valeurs propres constantes s'écrit donc:

. 3 3
S=H A (Qs-u)@u+ Y AU ®(Qs-uj)

2 2
3 (3 hucw) ol
=Qs- Y Auu+ (Y ANuou)- Qg

2 2

=05-S—-S-Qs

ConnaissanS§ et S symétriques, on se propose de trouver les tenseurs symetSoet § cest-a-dire
respectivement la dérivée a directions propres contahtasiérivée a valeurs propres constantes.

1. SiQ est par définition orthogonal, la différen@ét + h) —Q(t) n’est pas un tenseur orthogonal en général.
2. par analogie avec la cinématique des solides
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2.1. Fonctions tensorielles d’argument réel

Détermination de la vitesse de rotation des directions progs

En vertu de Eq. (2.3), on@= S+ S On en déduit:
S-§=5.5+8§ et §.5=8.5+8§s
et par différence (les tenseBsSetS: Scommutent car ils ont les mémes directions propres):
$-§-5§s5-55-55+s5-8s
——
0

Le tenseur symétriqtéest donc solution de I'équation tensorielle antisymégigqu

2antisym (S-§) = 2antisym (S-§) (2.4)
La recherche d&=Qs-S—S- Qg (symétrique) revient a rechercher le tenseur antisyméti@ds. En

remplaganédans Eqg. (2.4), le tenseur antisymétriqdeest donc solution de I'équation tensorielle :
2antisym (S-S =S- (Qs-S—S-Qg) — (Qs-S—S-Qs)-S
=28.05-S-%-Qs—Qs- & (2.5)
Le tenseur antisymétrique recherd2é = —H - ws se raméne a la recherche du vect@dr L'équation
tensorielle antisymétrique Eq. (2.5) s’écrit donc:
2antisym(S-S) = —2S- (H -ws)-S+S- (H -ws) + (H - ) - &

Cette équation tensorielle du second ordre antisymétegtiéquivalente a I'équation vectorielle suivante :

2H : antisym (S-§) = —2H : (S (H-wx)-S)+H : (8- (H-ws))+H: (H - ws)- &)  (2.6)

En utilisant les propriétés de compléte antisymétrie dagarH et la symétrie dSon vérifie aisément les
identités suivantes:

H:(S(H-ws)-§=(H-9:(SH)) 0
H: (S (H ws)=((S:9G6-5) s
H:(H ws) $)=((S:96-5) ws

En utilisant ces identités dans (2.6), le vectagrest solution de I'équation vectorielle :

H : antisym (S-§) = [_(H S (S-H)+(S:S)G—SZ} s 2.7)

v T

ouv est un vecteur €f un tenseur du second ordre symétrique, tous les deux connus.

La recherche dexs se rameéne donc a la résolution de I'équation (2.7), qui ldsgexprime les compo-
santes d&etSdans une base de calcul quelconque se raméne a la résolutisydteme linéaire de trois
équations a trois inconnues, par exemple*] = [T*,] [wg].

En se placant dans une base propre orthonorm&{dke valeurs proprek;), on trouve facilement que :

detT = (A1 —A2)2 (A2 —A3)2 (A3 —A1)?
Si les valeurs propres d&sont distinctes, alors d€t=£ 0, et la solutiorws est unique :

ws=|[—(H-S): (SH)+(S:9G—F] -H:antisym(S-§ (2.8)
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2. FONCTIONS TENSORIELLES

En revanche, si les valeurs propres ne sont pas distindtes,detT = 0, la formule Eq. (2.8) est invalide
car le tenseull n’est pas inversible. Il y a une infinité de solutions®g et I'on peut prendre I'une
guelconque d’entre elles.

REMARQUE : Bien que I'équation (2.7) puisse étre écrite et résolues tlaute base, il est intéressant de I'écrire dans une bapeepro
orthonormée d&. Elle se réduit asys (A2 —A3) = w1 (A2 —A3)% ; Ss1(Aa—A1) = (Az—A1)? 5 S12(A1—A2) = wg (A1 —A2)?;

ce qui montre que toute composanteusienormale a un plan de directions propres tel yue- Aj est indéterminée.

Si les valeurs propres d&@sont distinctes, la solution est unique et les composantes ulee base propre orthonorméeSide la

vitesse de rotation de la base propreSdmnt :w; = AZS?M Jp = — Afja ;03 = Afgz.

Récapitulation

La dérivée temporeIISd’un tenseur symétriquepeut étre décomposée en une somre=S+Sou:

— le tenseuBest la dérivée a directions propresSleonstantes,
— le tenseuBest la dérivée a valeurs propresSleonstantes.

SetSétant connus, on détermiBet S comme suit:

1. Le vecteur vitesse de rotation des bases prapgest une solution de I'équation vectorielle ;
H :antisym(S-9) = |~ (H-S): (S-H)+(S: S)G—sz} 05 (2.9)

Sila solution n’est pas unique (les composante@glrormales aux plans de directions propres sont
indéterminées), on peut prendre I'une quelconque d’effigs.e

2. On calculeQs = —H - wgs (antisymétrique)

3. La dérivée a valeurs propres constantes &st:Qs-S—S- Qs (symétrique de trace nulle).

4. La dérivée a base propre constant Bt S— §(symétrique, de méme directions propres §ue

Quelques propriétés algébriques dSetS

SoitS un tenseur symétrique de mémes directions propreSque
S:8=S:(Qs-9-S:(S:Qy)
=(S:9):Qs— (S-S) : Qs (voir (1.37) page 20)
=(S-5-S:S):Qs=0 (carSetS commuten}
En particulier, on a les orthogonalités tensorielles sues:

-

s:S=0 et S:S=0 (2.10)

En utilisant ces propriétés d’orthogonalité, on établitssdifficulté les propriétés utiles suivantes:

(TrS) =TrS=Tr(5+8§ =TrS (2.11)
(devS) = devS=dev(5+5) = devS+S= (devS/™+$§ (2.12)
. S . S 4 s« S a
S[=——:S=——:(8+95=-—~:S (2.13)
N ETR AN
. devS a
|[devs|| = Tdevs] devS (2.14)
(detS/ = (S1G-55+5):8=(5G-55+5):§ (2.15)
= (detS) S™1: S (sis L existe) (2.16)
(detdevS) = (devS)?: devS (2.17)

ou{S,Si,S } sont les trois invariants fondamentauxSlééfinis en (1.40) et suivantes page 22.
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2.2. Fonctions scalaires d’une variable tensorielle

2.2 Fonctions scalaires d’une variable tensorielle

En mécanique des milieux continus, on doit considérer daedifins a valeur scalaire dont I'argument est
tensoriel :
f:Tev" — f(T)eR (2.18)

et on a besoin de connaitre les variations du scafdif¢ quand I'argumenT varie.

2.2.1 Opérateur linéaire tangent

La description des variations d’'un argument tensorieldfep est plus compliquée que pour les fonctions
avariables réelles car les tenseurs d’omls®nt dans un espace vectoriel de dimensigralors queR est
de dimension 1.

REMARQUES: La dérivée habituelle, exy d’une fonctiong: R — V®P est I'applicationg’ (notée auss%%) définie par:

g(x+h) —g(x)
h

On ne peut pas généraliser cette définition poetrh tensoriels car la division par un tenseur n'a aucun sens.

D’autre part, les fonction$ envisagées en (2.18) sont a valeur scalaire, la valeur ¢l (€¢ doit étre indépendante de la base dans

/

g: xeR — g (x)=1Im €R
h—0

laquelle on exprime les composantes du tenJeures fonctionsV“P — R sont donc une sous-classe des fonctiong @ariables
réelles indépendantes : elles doivent étre invariantestmargement de base des composantds de

Une variation arbitraire de I'argument tensoffesera notédT. C’est un tenseur de méme ordre. A chaque
variation arbitrair@T du tenseull correspond une variationT +dT) — f(T) différente.

DEFINITION : On dit que I'application f: T € V¥P — R est différentiable efl ®'il existe une application
linéaire, notédlf, appelée application linéaire tangente a f €ntElle que:

vdT, f(T+dT)— f(T)=0f2PdT+ |[dT||o(dT) €R (2.19)

ol 0(dT) est une fonctiofv®P — R quelconque qui tend veBsquand||dT|| — 0, et ou®® est le produit
contracté p fois.

Les regles de I'algebre tensorielle impliquent que I'opgualinéaire tangerill f est un tenseur d’ordrp.
DEFINITION : Le scalaire d f=0f ®PdT est appelé différentielle de f

AUTRE NOTATION : L'opérateur linéaire tangeflf est souvent not(g%. Dans ce cas on écrittf = %@pdT. Mais il faut bien
considérer la « fraction % comme un symbole indissociable! Il ne s’agit nullement d’unésitin et le produitp-contracté <P »
n’est pas une simple multiplication. Toute « simplification » @b& n’aurait aucun sens!

Lorsque|/dT|| — 0, le restd|dT| o (dT) tend vers 0 plus vite que le terrdd = Of ©°dT qui est linéaire
endT. Ainsi, quand|dT|| — 0, la différentielled f s’approche de la variation exactéTl +dT) — f(T).

L'opérateur linéaire tangehif, quand il est not%f, est souvent improprement appelé « dérivéd gar
rapport ar » bien qu’il ne s’agisse nullement d’une limite puisque leuléat dépend de la direction d&
dans I'espac&“P.

On peut néanmoins définir une dérivée tdéorsque le tensedF varie tout en restant colinéaire & une
« direction tensorielle » constante dans I'espdcé@ de la maniére suivante : en divisant (2.19) T ||,

Ilvient: f(T dT) f(T) dT
+dT) — _
=0f®° —+o0dT
[dT] jar Fo@n

ou le tenseur d’ordr@: To = ”g—h (de norme 1) est une « direction unitaire » dans I'espace®xietV“P
(de dimensiomP).

Quand on passe a la limit@T|| — 0 & T constanton peut alors définir la dérivée dedans la direction
tensorielle unitairel :

35



2. FONCTIONS TENSORIELLES

DEFINITION : On appelle dérivée de la fonctior(T) dans la direction unitaire (tensorielld)gla limite
suivante :

im f(T+dT)—f(T)
ldT -0 [dT]|

To constant

f,(T) = =0f®"To

2.2.2 Dérivée de fonctions composées

S'il existe une applicatiof : R — V®P telle queT = F(t), alors la fonctiorh = f o F est une application
R — R, dont on peut calculer la dérivée par rappoit a

h(t -+ dt) — h(t)

fey 1
O = my ™ 220
ou:
dF ,
h(t+dt) = f(F(t+dt)) = f(F( )+ g dt+[dt] o(dt)) (voir (2.1) page 31)
_p/dF dF
_ p
=f(F)+0f@ (dt dt+|dt|o(dt))+Hdt dt+\dt|o(dt)H (d dt+ [dt| o(dt) )
La dérivée définie en (2.20) est alors::
_pdF df df _,dT
) P p
Ht)=0f® at (gqu’on peut aussi ecne(T dT® s (2.21)

L'opérateur linéaire tangehif (tenseur d'ordrg) permet donc de généraliser formellement la formule de
dérivation des fonctions composées, mais avec le produit

2.2.3 Composantes sur une base de I'opérateur linéaire taagt O f

Pour alléger les écritures, on illustre la méthode aveceateseurs d’ordre 2 construits s¥g. Le tenseur
du second ordr@ peut étre défini par ses composantes dans une base tees@alls la suite, on prend
par exemple, des composantes mixtes : . A

T=Tjexe (2.22)

Dans la basde ®el}, une variation arbitrairdT du tenseul est donc définie par 9 variation" |,
arbitraires et indépendantes, de chacune de ses compmsante

dT =dT'je e

Alafonction f(T) et a la base tensorielie = {e @€l } choisie, on peut associer une fonctifn: R® — R
telle que:
F(T) = f5(Th,Th, T1a, 72,2, T2, T3, T3, %)

La fonction f; permet d’évaluer le scalairfgT) en fonction des composantesHelans la bases.

L'égalitéd f = df; implique 'égalité suivante :

of .
(@) dT'j = an‘J dT'j vdT
df=0f:dT P

On en déduit immédiatement par identification les compesatit tenseUd f dans la bas¢e @ e;}

_ 0fy - 0f — 0fy

@ T T aT!j

e‘@e,—
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2.2. Fonctions scalaires d’une variable tensorielle

Bien noter la position des indices: les régles de sommat&ns de double produit contractéf : dT
impliquent que, quand on dérive la fonctidp par rapport aux composantes d’'une certaine variance, on
obtient les composantes 8 de variances inverses.

On généralise sans difficulté aux fonctions scalaires diaent tensoriel d'ordre quelconque. Par exemple,
siT=T'Ne®e we®d, les composantes d&f dans la bas€ @ e; @ e @ e sont:

Ot

I - :
(Df)| k alekl

2.2.4 Variables tensorielles contraintes

En mécanique des milieux continus, la plupart des tenseusgcbnd ordre sont des tenseurs symétriques
par définition. lls restent donc symeétriques dans leurstiaris.

REMARQUE : L'espace des tenseurs symétriques est un espace vectodighdnsion 6 et le tensedT appartient a cet espace. A la
fonction f (T) et a une base tensorieti bien choisie (Wengendrant que des tenseurs symétriu@spourrait associer une fonction
fus 1 R® — R telle que :f (T) = fys(T11,T12,T13,T22, T2, Ta3), OU lesTj; sont les composantes (ici complétement covariantes, la matrice
[T..] est donc symétrique) dedans cette base. On pourrait toujours édlife=d f;s etdonc(0 ) dTyj = 52, 53 ‘%‘f dTj. Mais

le terme de droite n’est pas le développement d’un double firoointracté et I'identification des composantedtesur la base n’est
plus possible!

D’autres contraintes sur les variatiod¥ peuvent intervenir (le tenselr est par définition sphérique,
ou de trace nulle, ou antisymétrique). A chaque fois, la dsien de I'espace vectoriel dans leqaddl
arbitraire peut évoluer est différente.

Plutdt que d’établir une définition particuliére de I'opénar linéaire tangent pour chaque type de contrainte,
on va utiliser un théoréme qui nous perrdans certains cas d’'ignorer la contrainte » pendant la dériva-
tion puis de la rétablir ensuite aprés dérivation.

THEOREME: Soit f une fonction de m variables réelles(k=1,---,m), certaines variables étant liées
aux autres par r égalités de la forme:

Xk:hk( 7Xp¢[17r]a"') ke [17r] (223)

alors,
maf

df = —dx
X P
=i Xpgrao) kelLr]}

Autrement dit, si certaines variables sont des fonctiorssalgres variables, on peut dériviecomme si
lesx; n’étaient pas liés, puis remplacer ensuite dans le résldtavariables liéex, par leur expression en
fonction des autres.

DEMONSTRATION: Pour alléger les écritures, on suppose fﬂwe4 variables, x2, X3 etxq et qu'il n’y a qu’une seule contrainte :
x1 = h1(x2,x3). On définit la fonctiorg de 3 variables indépendantes de la maniére suivante :

g(x2,X3,%4) = f(h1(X2,X3),%2,X3,X4)

Pour une variation arbitrair@x;,dx,dx3,dx) satisfaisant les contraintes, on a évidemnuent dget donc en utilisant la régle de
dérivation des fonctions composées:

og  of ohy of ag  of ohy ~of ag  of

o Ox 0% 0% oxg  Ox Oxg  Oxg oxs  Oxa

3. par exemple, la 6-base:

{etwel, (eloe?+ e, (Poe+e0e) e, (@nel +elwe’) exe’}
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2. FONCTIONS TENSORIELLES

et donc
of oh, of of oh, of af
<0x1 9% +0xz) e+ <0x1 03 * 0)@) dX?'JrﬁdX“

af ohy ohy
= (aX2dX2+a7d )*a?d“ade?*adx“
[ ——
dhy

On peut donc calculer la différentielle sous contrainte @sapt formellement :

-~ of af af af
df = A dxs + FrA dxz+67dxg+a—dx4

puis remplacer; parhi(xz,x3) et remplacedx; par a';; dx + ahl dxs.

REMARQUE IMPORTANTE: |l faut bien noter que la méthode de calcul des composa®tes (') avec
des contraintes suUF qui vient d'étre donnée, n'est valable que si les contrairster les composantes
peuvent s’exprimer strictement sous la forme donnée dahgteéme (2.23) page 37.

Ce n’est notamment pas le cas pour une contrainte du tifperthogonal » ou encorgT | = 1. Les en-
sembles de tenseurs soumis a ces contraintes ne sont papdessvectoriels et le tenser n’appartient

pas a ces ensembles. Dans ces cas, la contrainte ne sepeedpidtr I'expression de certaines composantes
en fonction d’autres (les fonctiotg n’existent pas).

EXEMPLE : Lafonctionf : V'gz — R définie parf (Q) = Q: Q avec la contrainte @ orthogonal » est une fonction qui vaut 3 quel
que soitQ. Le tenseur du second ordt¥ (la « dérivée par rapport@ ») est donc évidemment nul. Or, la formule de dérivation sans
contraintes estfl(T : T) = 2T. On voit bien que la contrainte@ orthogonal » appliquée aprés dérivation ne donnep&e(fait,

la contrainte € orthogonal » ne peut pas se réduire a des relations de ertedmposantes en fonction des autres telles que celles
précisées dans le théoreme (2.23) page 37.

En pratique, le théoréme est utilisable pour des contrmitesymétrie ou d’antisymétrie (avec des rela-
tions portant sur des composantes non mixtes) ou des auesale sphéricité ou de trace nulle (avec des
relations portant sur des composantes mixtes).

2.3 Fonctions scalaires de plusieurs tenseurs

En mécanique des milieux continus, il arrive souvent quefalestions a valeur scalaire soient a plusieurs
arguments tensoriel;, d’ordre respectify.

On définit sans difficulté les « dérivées partielles » par oaippux arguments tensoriels, que I'on devrait
appeler « opérateurs linéaires tangents partiels »: cagstriateur linéaire tangent dequand I'un de ses
arguments varie, les autres étant constants. On ndjteta « dérivée partielle » dé par rapport a soit™®€
argument. Le tensed f est donc un tenseur d’ordg.

ExempPLE : Soit f(P,Q) € R ouP etQ sont des tenseurs d'ordre respectiveneetq, le termed; f est un tenseur d’ordre qui est

la « dérivée partielle dé par rapport & » aQ constant. De mémé, f est un tenseur d’ordrg. Pour toute variation arbitraire des
arguments tensoriels (liés ou non par une contrainte), férdiftielle est:

df =9, f®PdP+0,f®7dQ
On généralise facilement a un nombre quelconque d’argustensoriels.

2.3.1 Quelques identités utiles

On vérifie sans difficulté les identités suivantesxagty sont des vecteurs et duetU sont des tenseurs
du second ordre::

Fonctions scalaires a variables vectorielles :
X

01(x-y) =y O(x-x) = 2x Dlx| = I

(2.24)
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2.3. Fonctions scalaires de plusieurs tenseurs

Fonctions scalaires a variables tensorielles d’ordre 2:

0:(T:U)=U OT:T)=2T QT = I (2.25)
OnT =G OTr(T?) =2T" aTr(T") =nT" Y7 (2.26)
Om) =G OMm)=TG-TT OTn)=TuG-TiT +TT (2.27)

siT inversible : OTy) =T T (2.28)

Dérivées temporelles :

d _x dx d T dT d m o enennT . dT
a”xn—m'a a” ||—m-a a(TrT )=n(T"7) gt (2.29)
EfTra Ef-ﬁTrafT i fT||TI‘a—T|T .aJrT ey (2.30)
. . dT, dT
siT inversible : % =TT T at (2.31)

2.3.2 Fonctions scalaires isotropes d’arguments tensolse

DEFINITIONS : On appelle rotation paQQ@’un vecteumle vecteun défini par:

<

= %q(V) =Q-V
On appelle rotation pafd@'un tenseur du second ordiel€ tenseur du second ordfedéfini par:

T=%(T)=Q-T-Q"

REMARQUE : Les propriétés algébriques des tenseurs orthogonauédsrpage 26 montrent que les tenseurs du secondbrdre
etT ont les mémes valeurs propres et que leurs vecteurs propremsétment part = Ro(t). En outre, siT est symétrique ou
antisymétrique ou shérique ou déviatorique ou orthogonalyowétrique défini positff a les mémes propriétés. Une base propre
orthonormée d& se transforme pakg en une base propre orthonorméeTde

On sait écrire tensoriellement la rotation de tenseursddéar supérieurs (voir annexe (B.1) page 78).

DEFINITION : On dit qu’une fonction a valeur scalaire est isotrope si:

f(Ta,--- Tn) = f(RQ(T1),--- ,%Q(Tn)) (2.32)

En mécanique des milieux continus, il arrive souvent que ifopose cette propriété d’isotropie aux fonc-
tions réelles d’arguments tensoriels, c’est-a-dire queValeur doit étre insensible a toute rotation de ses
argument§.

La démonstration des résultétsur les fonctions isotropes d’arguments appartenay au avﬁfz sort
du cadre de ce chapitre. On se contente de citer quelqudgatéattiles dans la suite (on trouvera les
démonstrations dans I'annexe B page 77).

On se limite ici a des arguments tensoriels d’ordre 1 ou 2. Ereples tenseurs du second ordre sont
supposés symétriquis

4. La justification de cette condition supplémentaire agparen mécanique des milieux continus: elle signifie que leasea
f(T) doit avoir la méme valeur pour tous les observateurs.

5. lls ont été initiés par BEHLER puis repris par BENCER WANG et d’autres.

6. Tout tenseur du second ordre pouvant étre décomposé ésEymétrique et antisymétrique, et les tenseurs antisyquési
étant isomorphes a leur vecteur adjoint, un argument temghrisecond ordre quelconque peut donc étre vu comme un couple
d’arguments indépendants, I'un symétrique du second ordi@uéte vectoriel.
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2. FONCTIONS TENSORIELLES

La théorie des fonctions isotropes prouve que si une fomdtia valeur scalaire et d’arguments tensoriels
est isotrope, alors il existe une fonctibrde m arguments scalaires telle que :

f(Tla"' aTn) = f('ly ;lm)
Plus précisément :
f(T1,-,Tn) = f(Ro(T1), -, Ro(Tn)) VQVT1---¥T, = 3ftelquef(Ty, -, Tn)=f(ls, - lm)

Lesm arguments{l;--- ,In} de f sont des scalaires (des invariants) calculés a partir duplasieurs
arguments tensoriels de Cette liste dépend a la fois de 'ordre de tensorialité etambre d’arguments
tensoriels def. Le nombrem de ces scalaires est toujours inférieur au nombre total dgaosantes des
arguments tensoriels.

On ne présente ici que quelques résultats. Dans ce quvsst,un vecteur € est un tenseur du second
ordre symétrique, d'invarian§, S|, S et de valeur propres, $, S3.

f(v)isotrope=  3f tel quef(v) = f(||v||)

f(S)isotrope=  3f tel quef(S) = f(S5.S1,Sn) = f/(TrSTr (), Tr () = f"(s1,52,%)
f(vV)isotrope=  3f tel quef(vV) = f(||v||,|[V]v-V)
f(v,S) isotrope= 3 tel quef(v,S) = f(|V],S.S1,S1 V-S-vv-S-v)
On trouvera un tableau de résultats plus complet en anndxgage 85.

Comme on peut le constater, par exemple dans Ié (3}u on a donné plusieurs listes possibles, les listes
d’invariants{ly,l»,--- ,In} ne sont pas uniques, mais leur longueur est toujours la mélagagobien de
la transformatior{l4,12, -+ ,Im} <> {I,15,-- 15} doit étre régulier.

REMARQUES: On peut comprendre géométriquement la présence des ingadiiést croisés » (ceux qui sont calculés a partir de
plusieurs arguments tensoriels e ils traduisent le fait que dans toute rotatigg, les orientations relatives des différents arguments
tensoriels d¢f restent invariantes.

Par exemple, l'invariant-v du casf(v,v) traduit I'angle non orienté entre les deux arguments vesltorDe méme, on montre
dans 'annexe B page 77 que les deux invariamtS§-v=S: (vov) et v.S.v=S: (v@V) du casf(v,S) sont deux scalaires
nécessaires et suffisants pour préciser I'orientatioriivelde la direction non orientéex v, par rapport aux directions propres du
tenseur symétrique du second or8rén peut trouver d’autres invariants croisés physiquemlestgignificatifs pour représenter la
méme information.

Enfin, si certains arguments tensoriels fdprésentent des particularités permanentes (norme unitéoe tulle par exemple), le
nombre de variables des’en trouve diminué. Par exemple vsést par définition un vecteur unitairay|| = 1 n’est plus une variable
de la fonctionf .

2.4 Fonctions tensorielles d’arguments tensoriels

2.4.1 Fonctions a un argument tensoriel :

On considere maintenant des appIicaticirtsV%z’p — Vg?‘*. Si I'application f (T) est différentiable e,
I'opérateur linéaire tangent est défini par :

df =0fePdT oudf € V39 etdT e V3P

L'opérateur linéaire tangemif est donc un tenseur d'ordpe+ g. Ses composantes dans une base fixe se
calculent suivant les mémes regles que précédemment.
EXEMPLE : Sip=2etq=2, I'opérateur linéaire tangent de I'applicati®ifU ) est d’ordre 4, et ses composantes dans une base sont
par exemple : _
. aT"(Ull ~~~U33)

oT [ - J > )

( ) Jm UM
Noter gu’ici encore, la dérivation par rapport a une comptesde certaines variances donne une composaniéfdde variances
inverses.
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2.5. En bref...

Cas particulier des endomorphismes inversible¥ « V

Soit f un endomorphisme (non linéaiaepriori) inversibleV «+» V: v= f(u).
Linversibilité de f implique qu'il existef ~* tel que :u= f~1(v).

Les opérateurs linéaires tangents des deux applicafien$ ! sont définis par :

dv=0f-du et du=0(f1).dv

Les opérateurs linéaires tangefitk et O(f 1) sont donc tous les deux des tenseurs d’ordre 2, c’est-a-dire
des endomorphismdméairesV — V. Les deux égalités ci-dessus montrent qu’ils sont invei®asa
donc:

f:V — Vinversible = @f~t=0o(f1 (2.33)

2.4.2 Fonctions tensorielles a plusieurs arguments tensels:
On définit sans difficulté les opérateurs linéaires tangpatfiels comme étant les opérateurs linéaires

tangents de 'applicatiofi, a valeur tensorielle d’ordrp, quand I'un de ses arguments tensofigharie,
les autres étant constants. La différentielle de I'appibicef (T1,--- ,Tp) est:

n
df = Yo, fePdT; eVveP
i; i i

ou p; est I'ordre du tenselF; et oud; f est un tenseur d’ordrg+ p;.

Si les tenseur¥; sont fonction d’un parametre réelon montre facilement que::

df 2 .. —.dT;
= _ P
dt i;a'f(@ dt

2.4.3 Fonctions tensorielles isotropes

DEFINITION : Une fonction tensorielld (fT;,--- . T,,) € VP est dite isotrope si

RQ(f(TL T aTn)) = f(RQ(Tl)va(Tn))

REMARQUE : C’est notamment le cas des lois de comportement des milieuxnesngui sont de la forme = f(T,X1,X2,D,---).
Elles doivent étre isotropes pour garantir I'invariancéal®i dans tout changement d’observateur.

2.5 En bref...

La dérivation temporelle d’'un tenseur conserve la symétaatisymétrie, la sphéricité et la trace nulle,
mais pas I'orthogonalité ni la norme.

On peut définir des opérateurs linéaires tangents (« dégigééralisée ») de fonctions scalaires ou tenso-
rielles d’arguments tensoriels.

Les fonctions scalaires d’arguments tensoriels qui sohtapes peuvent étre remplacées par des fonctions
scalaires d’arguments scalaires.
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Chapitre 3

Champs tensoriels dan%;

En mécanique des milieux continus, on a besoin de représesrtimines grandeurs physiques par des
tenseurs (par exemple les contraintes, les déformatiGes)tenseurs ont en général une valeur différente
en chaque poin¥l d’'un domainep de I'espace occupé par un milieu continu. Pour décrire lailigion
spatiale de ces grandeurs, il faut donc des champs de tenseur

T:YMco — T(M)cV®P

On suppose que I'espace physique qui nous entoure esteéamble par un espace affine tridimensionnel
de points, qui sera notéz. Certaines des notions qui suivent sont généralisables didensions supé-
rieures, mais puisque dans ce cours, on ne se préoccupe méederique non relativiste, on se limiteg

On aura a considérer des champs scalaires (tenseurs drdies champs vectoriels (tenseurs d’ordre 1)
et des champs tensoriels (tenseurs d’ordre supérieur a 1).

L'objectif de ce chapitre est de faire de I'analyse des chasgns se préoccuper du systéme de coor-
données utilisé. La définition des opérateurs différemiigtadient, divergence, rotationnel, laplacien) est
donnée sous forme tensorielle, c’est-a-dire valable poutr $ystéme de coordonnées. Accessoirement,
cette démarche permet de construire de maniére systémalgguformulaires donnant les composantes de
ces opérateurs différentiels sur les bases locales adaehées systéemes de coordonnées.

Notation pour les dérivées partielles par rapport aux coor@nnées.

Soit f (x},x2,x3) € V®P une fonction quelconque des trois coordonnées réglleg x3). Dans ce chapitre,

on fait grand usage de dérivées partielles par rapport aopdoanées de la formg%. En calcul tensoriel,
'usage est d’employer des notations plus concises. Ot:écri

of of

Dans la derniére notation, les indices qui suivent la veguaint des indices de dérivation (leur ordre est donc

guelconque). Cette notation est la plus concise et prédestavantages d'ordre d’'indices qui apparaitront
plus loin. On I'utilisera systématiqguement dans la suite.

3.1 Systéemes de coordonnées

Pour repérer les pointd € £3, on choisit arbitrairement un poiit € 3, que I'on appell@rigine, et deux
autres point#\ et B non alignés ave©. On sait alors associer de maniére biunivoque a chaque dodtet
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3. CHAMPS TENSORIELS DANS:3

£3 le bipoint(O,M) € £3 x £3 et un vecteur (dit « libre >$}y € V3 déterminé par ses « composantes » sur
la « base de points$OA OB,0C = OAA OB}. On peut alors définir la différence entre deux points comme
étant la différence entre les vecteurs qui lui sont associés

M’ —M =Xm' — Xm

La différence entre deux points est un vecteur indépendachdix de I'origine.

Choisir un systeme de coordonnées c’est choisir une méthaaleassocier de maniére biunivoque trois
réels, appelésoordonnéesque I'on notergx!,x? x3), & chaque poinyl € £3. Chaque méthode définit un
systeme de coordonnées particulier. Sila méthode esicterian a les bijections suivantes (au moins dans
une certaine portion de I'espace) :

systéme de -
0O,A,B.C € £3 choisis
(xtx2x3) e R® — M e Z3 +—— XwEV;3 (3.1)
coordonnées s

Quand on a choisi un systéme de coordonnées, on dispose 'dorecapplicatiory : R® — 5 telle que:
M =g (x}x2x°)

On peut construire une infinité de systémes de coordonnées.
EXEMPLES: Les systemes de coordonnées classiques sont:

— les coordonnées cartésienndes coordonnées cartésienrfed} d’'un pointM sont les composantes du vectayr dans la
« base de points »initialement choisigg; } = {E1 = OAE, = OBE3 = OC}. La fonctiong est:
gt X% x3) = X E;

— les coordonnées cylindriquesn choisitk = % etup unitaire perpendiculaire kdans le pla’AOC. Le demi-planry =
(O,up.k) est appelé demi-plan méridien de référence. Bdi¢ point a repérer. On appelle demi-plan méridierMile demi-
plan®g = (O,xu,K). On appelle angle polaire08 < 21tI'angle orienté autour diede 2 a 7. On noteug le vecteur unitaire
de g perpendiculaire k. Dans le demi-plarrg, le pointM est repéré par ses coordonnées cartésianndsetz sur le repére
orthonormé{O,ug k}. La fonctiong est:

g(r,6,2) =rug +zk
Pour pouvoir écrire des sommations, on prse-r, x*> =8 etx® =z
— les coordonnées sphériqudss choix arbitraire®©, k etug sont les mémes qu’en coordonnées cylindriques, mais le bint

est repéré dans le demi-plan méridignpar ses coordonnées polaires= ||OM|| > 0 et I'angle = (kxm) (0 < ¢ < T). On

notew le vecteur unitairav = ﬁ. La fonctiong est :

9(r..8) = rw(6,9)
Pour pouvoir écrire des sommations, on pr’se-r, X2 = ¢ etx® = 8.
— les coordonnées géographiquesdles sont semblables aux coordonnées sphériques, maiteltaest défini différemment :
¢ = (upxm) (—3 < ¢ < 7). Langle® est la longitude, et I'angl$ la latitude. La fonctiorg est :
9(r.0.8) = rw(6,9)

Pour pouvoir écrire des sommations, on pr’se- r, X2 = 8 etx® = ¢.

On peut en inventer bien d'autres: par exemple, on peut chaig surfaces particuliére dezs, repérer la projectiom de M sur

la surfaces par deux coordonnées surfaciques, la troisieme coordortaéelé distancenM suivant la normale a la surface. Un

tel systéme de coordonnées est commode a utiliser en théoroagiess (mécanique des milieux continus minces). Un systeme de
coordonnées toriques est utile pour repérer les pointsutansude de conduite.

En mécanique des milieux continus, le choix d'un systemendedonnées est généralement suggéré par la
forme du domaine> C €3 dans lequel on travaille : on choisit un systeme de coordesgéi rend facile
I'identification des points du domaine et de sa frontiere.

Dans ce chapitre, on se propose donc de faire de I'analysehdespsen utilisant un systéeme de coor-
données quelconqueain pointM de I'espace est repéré par trois ré{:ié7x2,x3} sous la forme d’'une
application biunivoque : R <+ £3 non précisée

M =g (x}x2x°)
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3.2. Base naturelle d’un systéme de coordonnées

Aucune hypotheése n’est faite sur la signification géomeééride ces trois réels (composante, produit sca-
laire, distance, angle, etc). La seule condition est qumplieationg soit bien une bijection enti®@? et les
points dezs, au moins dans une certaine région de I'espace

Les dérivées partielles de la fonctigrsont des vecteurs, car ce sont des limites de la différerioe éeux
points : _
ag . g( 7XI +ha) _g(X17X27X2)
— = lim
ox h—0 h
XK constant ki

3.2 Base naturelle d’'un systeme de coordonnées

Soit un systéme de coordonnées quelconguiéfini parM = g(xt,x2,x3).

DEFINITION : On appelle base naturelle en M du systéme de coordonfééssystéme de vecteufs }
défini par:

g
L'inversibilité de la fonctiong garantit que ces trois vecteurs forment une baségle

L'ordre des vecteurs de la base naturelle est induit padiiéodans lequel on a classé les trois coordonnées
{X'}. On peut toujours choisir un ordre des coordonnées tel gbade naturelle soit directe.

La base naturelle d'un systeme de coordonnées n’est, enajiéméorthogonale ni normée. En outre, elle
est généralement variable avec le paiht

EXEMPLES: Bases naturelles de quelques systéemes de coordonnées:usuel

— en coordonnées cartésienrgss E;, la base naturelle est donc la méme en tout pdint

— en coordonnées cylindriques,= ug, € = rvg, ete, =k olivg = aalee =k Au; la base naturelle est orthogonale non normée

et elle change avec le poilt;

— en coordonnées sphériques=w,ey = rt;es =r sinpv out = ?—g; la base naturelle est orthogonale non normée et elle
change avec le poid;

— en coordonnées géographiguees= w;ey =r cospv;ey =rsous= g—'g; la base naturelle est orthogonale non normée et elle
change avec le poitd.

3.2.1 Base physique

Comme on le verra dans la suite, le principal avantage deda baturelle est que les expressions des

composantes des opérateurs différentiels dans la baself@sont les mémes quel que soit le systeme

de coordonnées utilisé. En revanche, puisque les coordermesont généralement pas toutes de méme
nature géométrique (longueurs, produits scalaires, angte), la base naturelle n'est généralement pas
adimensionnelle.

EXeEMPLE : En coordonnées cylindriques, les normes des vecteurs des@raturelle sontfe; | = 1 (adimensionnel)feg|| =r
(longueur) ;||e;|| = 1 (adimensionnel).

Sivest un vecteur vitesse dont on donne les composantes cargrdga sur la base naturelle= ve=Ve-+VPe+Ve, I'analyse
dimensionnelle de cette égalité indique que les compossnts? ont la dimension d’une vitesse, alors que la composéhtela
dimension d’une fréquence.

Pour éviter cet inconvénient, on définit la base physique::
DEFINITION : On appelle base physique (ou base locale), né&g la base naturelle normée :

8
&=
el

1. Certains systemes de coordonnées ne sont pas des bgeetidout point dezz. C’est notamment le cas des coordonnées
cylindriques pour les points= 0 et des coordonnées sphériques ou géographiques:-@net aux poles.
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3. CHAMPS TENSORIELS DANS:3

Par construction, la bad@& } est adimensionnelle et normée. En général, elle n’est phsrmmrmée sauf
si la base naturelle est orthogonale.

Méme si I'on effectue des calculs avec des composantes sewensur la base naturel|dl est préférable
de présenter les résultats par des composantes de cegsesigela base physique, afin que la dimension
des composantes soit la méme que celle de la grandeur paygicglles représentent.

Le changement de base est toujours tres simple car la mdéripassage de la base naturéég a la base
physique{&} est diagonale:

-
o

(3.3)

o9
‘»—‘o o

i

3.2.2 Variations de la base naturelle

Une fois fait le choix d’un systeme de coordonnggsl définit la base naturellée; = g,i} en chaque point
M. Cette base varie en général alcc’est-a-dire avec les coordonnées$, x?,x>) deM. On en étudie ici
les variations.

Les dérivées par rapport aux coordonnées des vecteurs dedanbturelle sont des vecteurs. On désigne
leurs 27 composantes contravariantes sur la base natcoetime suit :

e,= Fh— e & l_!(j =€, ek (voir (1.6) page 5) (3.4)

Le nombrerikj est lak®™€ composante contravariante du vecteyy sur la base naturellgec}. Ces 27
nombres sont appelésefficients de Christoffel

Pour les calculer, la méthode la plus simple est souvent ldeleadirectement la dérivée des vecteurs
de la base naturelle & partir de leur définifiet d’en donner les composantes contravariantes sur la base
naturelle. Néanmoins, on va montrer que les coefficientstaes©ffel peuvent se calculer de fagon systé-
matique en fonction des dérivées des composantes sur laaaselle du tenseur métrigfie

La définition du systéme de coordonnéés- g(x*,x*,x%) et ses dérivées étant des fonctions suffisamment
réguliéres des coordonnées, on peut écrire :

€, =(9i),j =0ij =0ji = (9)).i =€ = M =

Les 27 coefficients de ChristoffEh— sont donc symétriques par rapport aux indices inférielssiffit donc
de n’en calculer que 18. Compte tenu de cette symétrie, ieédéd'un vecteur de base peut s’écrire:

=

ij = 7(&7] +ejai)

2. Les calculs y sont généralement plus simples, notammentiéegations d’équations différentielles.
3. Cette définition dépend du systeme de coordonnées choisi.
4. Cette méthode de calcul systématique est plus facilemegtagnonable dans un logiciel de calcul formel.
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3.3. Champ tensoriel différentiable

Calculons maintenant Id’é,j :

m=%®w+%ﬂé
—%g“%qﬂ+aqul (3.5)
= S (e + (6 &) €€ )
:%¢W@r%M+®ﬁmrﬁMQ*%wm
= 2o (le i+ (@) (8-€)y)

re = %gk“ (i + Gipsj — Gij o) (3.6)

ou lesg.. sont les composantes covariantes du tenseur métriquetzasdanaturelle; = e -e;, voir (1.8)
page 13).

On calcule maintenant les dérivées des vecteurs de la bate{el}. On pose comme précédemment 27
nouveaux coefficients’), & déterminer :

i j
En remarquant que :

on en déduit que:

M=exe=-e-ex=-T

i
Les dérivées des vecteurs de la base duale s’expriment deacavec les coefficients de Christofﬁ%j :
ei=T)e (3.7)

Chaque systeme de coordonnées a donc sa propre collectioeffieients de Christof‘feﬂ}‘j , que I'on peut
calculer une fois pour toutes.

REMARQUE : Il est important de noter que les coefficients de Christcﬂ’fphe sont pas les composantes d’un tenseur d’ordre 3. Pour
s’en convaincre, il suffit de vérifier que les formules de cleangnt de base deﬁ#j ne sont pas celles d’'un tenseur. On ne peut donc
pas utiliser la regle de « I'ascenseur d’indices » (voir pbgjepour faire monter ou descendre les indices de ces coafficie

3.3 Champ tensoriel difféerentiable

Un champ tensoriet est une application qui associe a tout pdihe © C £3 un tenseur d’ordrg:
a:Mep — a(M)eV®P
DEFINITION : On dit que le champ tensorigl(M) est différentiable en M s'il existe un opérateur linéaire
V3 — V®P, notégrad 4, tel que :
4 (M) —a(M)=grada -MM’+ |[MM’| 0(MM’) YMM’ (3.8)

ou o (MM’) est une fonction quelconque a valeur dahs’ et qui tend vers le tenseur nul d’ordre p quand
M’ — M.

La différencea (M) — 4 (M) est un tenseur d’ordrp et le vecteuMM’ est un tenseur d’ordre 1. Les
regles du produit contracté simple impliquent que I'opguatinéairegrad 4 est un tenseur d’ordre+ 1.
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3. CHAMPS TENSORIELS DANS:3

Lorsque le champa (M) est différentiable e, I'opérateur linéairggrad 4 existe enM et on définit la
différentielle dea enM :

da =grad4 -dM oudM est un vecteur quelconque (3.9

REMARQUE 1 : La différentiabilité eV du champa (M) signifie que localement autour d&, la variation exactet (M’) — 4 (M)
peut étre approximée par le produit contragntéd 4 - MM/, avec une erreur d’autant plus petite dieest proche d# et ceci quelle
que soit la direction du vectedM = MM'. La différentielleda n'est pas la variation da quand on passe du poikt au pointM’,
le vecteudM = MM’ étant un vecteur arbitraire de direction et de norme queloesq

La variation exacte da est:4(M’) —a (M) =da + |[dM|| o (dM).

REMARQUE 2 : Il découle de la définition (3.8) qugzad 4 est un opérateur linéaifés — Viﬁfp. C’est I'opérateur linéaire tangent
d’une applicationzz — pr. Ce n'est quesi I'on a choisi une originedanszz que I'on peut voir un cham@ (M) comme une
applicationVz — V?p. Il faut avoir choisi une origine pour écrirggrad 2 = 04 (voir section 2.4 page 40). Tant que I'on n'a pas
choisi d’origine, on réserve le nom deadienta I'application linéaire tangente d’une applicatiog — V?p.

L'opérateur linéairggrad 2 permet de définir laérivée en Mde la fonctiona (M) quand le poiniM se
déplace dans une direction unitaire donmgeSoit M un point dezz et soit un autre poink’ dans la
directionug défini par :

M =M + HdMHUO

En utilisant la définition (3.8) du gradient, il vient:

4 (M +[|dM||up) —a (M) = grad 4 - (||dM||up) + [|[dM|| 0 (dM)
4(M+ || dM||uo) —a (M)
[dM]|
o AM+[[dM[uo) —a (M)
M| -0 [dM|

ug constant

=grad 4 -up+ o (dM)

=grad4 -up

Le terme de gauche est, par définition, la dérivédlate la fonctiona (M) quandM varie dans la direction
unitairedonnéayy. La valeur de cette dérivée dépend de la direction unitgire

DEFINITION : La dérivée dez (M) dans la directiorug est :

. ﬂ(l\/l—ﬁ-HdMHu@—ﬂ(M)
a, = | = da- 3.10
%= oMo [dM] grad A - (3.10)

Up constant

Si le champa est partout différentiable dans le domaine on définit ainsi sum un champ de tenseurs
grad 4 (M), d'ordrep+ 1.

3.4 Eléments différentiels dans les systémes de coordonnées

En mécanique des milieux continus, on aura a calculer dégriaies sur des volumes, des surfaces, des
courbes. On précise ici les éléments différentiels utitas ges intégrales.

3.4.1 Composantes contravariantes du vectewM dans la base naturelle

Soitsg un systéeme de coordonnées. On fait varier le pidien donnant des variations arbitraitbg, d?,
dx® aux trois coordonnégs! x2,x3). Le vecteudM s’écrit donc

dM:dg:%d% =dXe
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3.4. Eléments différentiels

Les composantes contravariantes du vealdisur la base naturelle sont simplementdes quel que soit
le systéme de coordonnées utilisé

REMARQUE : C’est la le grand avantage de I'utilisation de la base ®éieirll en est difféeremment sur la base physique. Par exemple,
en coordonnées cylindriques:

dM =dxX e =dre +dfey + dze (sur la base naturelle)
=dré& + (rdb)ég +dze, (sur la base physique)

En coordonnées cylindriques, les composantes du vedMhaur la base physique sonfdr,rd6,dz}.
Pour des variations arbitrairédx } des coordonnées, le carré de I'élément de longueur est :
dI?=dM? =dM-dM = G (dM,dM) = g;; dX dx!

La métrique ders se définit donc avec le tenseur métrigbiece qui justifie sa dénomination.

3.4.2 Elément de volume pour les intégrales de volume::

Soit M un point courant du volume. Considérons les trois variations individuellesMeen ne faisant
varier qu’une de ses coordonnées:

dM; = dxte; dM, = dXe, dM; = dxXCe;
L'élément de volume est défini par leur produit mixte (vob page 14):

dv=H (dM{,dM,.dM3) = H (e;.&:.€3) dx} dxCdx®
= hya3dxX dx@dxE = /g dxt dx2dx® (voir (1.13) page 15) (3.11)

ou g est le déterminant de la matrice des composantes covaride@dans la base naturelle (voir (1.12)
page 14).

3.4.3 Elément de surface pour les intégrales de surface:

Une surfaces est une variété de dimension 2 plongée dagsSoitN un point courant de. Une surface
est définie par I'applicatiof :

fo @ (Uhu?) €0’ CR? - N=f; (uh,u?) € 3

On dit que la surface est paramétrée par les deux réetset u>. Quand on a choisi une origine dans
£3 et un systéme de coordonnées, les équations paramétriguesstirfaces de £3 sont donc les trois
fonctionsR? — R suivantes :

xt= 11 (utu?) X2 = 12 (ut,u?) X3 = 13 (utu?)

REMARQUE : La définition paramétrique d’un surface, donnée ci-dessida plus générale. Pour certaines surfaces, il est p@ssib
de paramétrer le point couraNtde la surfaces avec deux de ses coordonnées spatiales. Par exemple, paimeesurfaces, il est
possible de prendre comme paraméties- x* et u?> = x2. La définition de la surface se réduit alors a I'équatidr= f3(x' x?).
Néanmoins cette réduction n’est pas toujours possible

Les deux vecteura; = % etay = % sont tangents eN a s et constituent une base naturelle du plan

tangent eN a.5. Considérons deux variations arbitraichs etdu? des parameétres- etu?:

dN]_Za]_dLJ1 szZc’:lzdLl2

5. par exemple si la surfaceest la frontiere d’'un domaine fermé
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3. CHAMPS TENSORIELS DANS:3

I'élément de surface de est défini par:

of;  of,

ds= ||dN; AdN;|| = |jas Aag dutdi? = ‘/\ dutdu?

REMARQUE : Les vecteursy etap étant tangents eN a la surfaces, le vecteua; Aay est donc normal a la surface. On définit une

normale unitairan en un pointN de s parn = % Le sens de cette normale dépend de I'ordre des paramétegs?. Il n'y

a aucune raison de privilégier I'un des sens sauf si la seigat fermée : on peut alors définir un intérieur et un extéeeghoisir
I'ordre des paramétresit,u?) pour que la normale & la surface soit sortante.

3.4.4 Elément de longueur pour les intégrales curvilignes:

Une courber est une variété de dimension 1 plongée dafnsSoitN le point courant de . La courbe est
définie par I'application :
foiuen”"CR — N=f.(u)ez3

On dit que la courbe est paramétrée par le réelLes équations paramétriques d’'une courbde £3
sont donc:

xt=f1(u) X2 = f2(u) X% = f3(u)

Le vecteua = % est tangent @ et constitue une base naturelle de la droite tangenké air. Considé-
rons la variation élémentaidtu du parametrei

dN=adu
L'élément de longueur de est défini par:

i = AN = il du—|| 5 |

REMARQUE : Si le parametre est I'abscisse curviligne sur la courbegle vecteur tangera est unitaire, c’est le premier vecteur du
triedre de Fresnet.

3.5 Gradient d'un champ scalaire

Les champs scalaires sont des champs de tenseurs d’ordoé On$hamp scalairé(M) différentiable.
Par définition, sa différentielle est:

df =grad f-dM (voir (3.9) page 48) (3.12)

Le gradienggrad f d'un champ scalairé est donc un champ de tenseurs d’ordre 1 (un champ de vecteurs)

Soitsq un systéme de coordonnées défini par sa fongi@n définit la fonctionf : R® — R telle que :
f(M) = f(g(xt 2 x%)) = T2 )

La fonctionf = f og est celle que I'on donne pour decrire le chafifM) quand on a choisi le systeme de
coordonnéesg. Pour des variations arbitrair¢dX } des trois coordonnées, on a évidemment :

df =df vdM = dx g
grad f-dM =T ,;dX vdM =dX e
(grad f);dX =, dx vdx
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3.6. Champs vectoriels

On en déduit les composantes covariantegrde f dans la base naturelle dg:
(grad f); =T & grad f = f,¢é (3.13)

L'expression des composantes covariantegrde f dans la base naturelle dg est la méme quel que soit
le systéme de coordonnées utilisé.

REMARQUE : Dans les formulaires classiques, les composantes du vepalif sont données dans la base physique et non dans la
base naturelle. Le changement de base fait intervenir lesewdes vecteurs de la base naturelle (voir 3.3 page 46), ouséci-
fiques a chaque systéeme de coordonnées. L'expression dessamgmdu vectewgrad f dans la base physique est donc spécifique
a chaque systeme de coordonnées. C’est ce qui expliquedezesde formulaires spécifiques a chaque systeme de cooesorgié

on donne les composantes du gradient dans la base natumgllagmmeée), il n’y a pas besoin de formulaire (voir (3.13) pabe 5

AUTRES NOTATIONS: On trouve dans la littérature scientifique la notafibhpourgrad f. Elle ne se justifie que quand on a choisi
une origine (voir remarque 2 page 48). L'opératdidrest aussi souvent no%.

On vérifie aisément les identités suivantes:

grad (f;+ fp) = gradf; +grad f,
grad (A f) =Agrad f (A constant dans I'espace)
grad (f1 f2) = fograd f1 + figrad fo

3.6 Champs vectoriels

3.6.1 Gradient d’'un champ vectoriel

Les champs vectoriels sont des champs de tenseurs d’orfimt¥(M) un champ vectoriel différentiable.
Par définition, sa différentielle est:

dv=gradv-dM VvdM (voir (3.9) page 48) (3.14)

Les régles de I'algébre tensorielle impliquent guad v est un tenseur d’ordre 2. On se propose de calculer
les composantes de ce tenseur dans la base naturelle dtéamsyde coordonnées.

Soit.sq un systeme de coordonnées. Il existe une fondatioR® — V telle que:
V(M) = v(g(xt X2 x3)) = v(x % x°) = dv=dv vdM (3.15)

Pour définir le champ de vectew@M), on choisit, dans un premier temps, de donner les trois ifomet
v (x!,x% x%) de ses composantes contravariantes sur la base natursjje de

V(M) =V (%) e
L'égalité (3.15) implique :

gradv-dM = v, dx vdM = dx e
= (Vej),idx
= (v, ej+Vej,)dX
( i€ +v rik,- &) dx (voir (3.4) page 46)
=(v ,.ej+vkrijkej)d>d' (changement d'indices muets)
(gradv)iidX ej = (V) +V<T})dX g vdM = dX g

On en déduit par identification les composar{gsdv)/; :

(gradv)l; = vl + %), (3.16)
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3. CHAMPS TENSORIELS DANS:3

La formule est la méme pour tous les systemes de coordor@gand on a choisi un systeme de coordon-
nées, il suffit de remplacer Iele*éIk par leur valeur.

REMARQUE : Attention a I'ordre des indices: le dernier indice gexdv est I'indice de dérivation. On voit ici 'avantage de la
notation des dérivées partielles avec une virgule. Aveotationd on aurait:(gradv)’ j = 9;vi + Fijk ot dans le term@;v! I'ordre
des indices réels est inversé.

En revanche, I'ordre des indices des coefficients de Cliffes&st sans importance, ce ne sont pas les composantes dieuteet on
sait gu'ils sont symétriques pour les deux indices inféseur

Si le champ de vecteuM) est défini par ses composantes covariantes sur la baselieatiergy, c'est-
a-dire :v(M) = v;(x!,x?x3)€, on trouve par un calcul analogue les composafyesd v);; :

(grad V)ij =Vi,j — W% rﬁ (le signe— apparalit car on dérive la base duale )

Finalement : _ , ) o
gradv= (¥, +\7kr|jk) e®e = (v, —Vkrikj)e' ®e
—_——— ———
(gradv)'; (gradv);;

Le tenseur du second ordgead v n'est pas symétrique en général.
AUTRES NOTATIONS: On trouve dans la littérature d’autres notations :

— Ovou E‘,’% pourgradv; ces notations ne se justifient que quand on a choisi unener{goir remarque 2 page 48);

— certains auteurs écrivent les composanteBhwlsous la formeJivi = 9;v! +vkrijk; dans ce cas, l'indice de dérivation est a
gauche et non a droite. Le symbdly désigne alors le transposé gead v et on doit écrire :dv=dM - Ov ce qui est une
autre définition (inhabituelle) de la différentielle d’'uhamp vectoriel;

— vl = (gradv)j; = vi; +WT'} le termevl;; est appelé « dérivée covariantewear rapport & »;
— Vji=(gradv)j =Vj,i — W r';i le termevj;; est appelé « dérivée covariantewjepar rapport &' »;
— puisquegradv est un tenseur, on peut aussi donner ses composantes avescend Bdice contravariaften utilisant la
regle de «I'ascenseur d’indices » (voir page 14):
(gradv)! = g™ (gradv)y, = g*vi,, — Mk gt
(gradv)'l = g*(gradv)', = gV, + ¥, g
ces composantes sont parfois appelées « dérivées cordraears, bien qu’elles ne refletent pas des dérivées parrtapo
coordonnéeg' deM;

— lamatrice des composantesgtad v dans la base naturelle d’systéme de coordonnées cartésiennes orthondressaussi
appeléamatrice jacobiennelu champ vectorial.

On vérifie aisément les identités suivantes :

grad OM = G (avec la notation en « fraction », on écrirad = G) (3.17)
grad (fv) = fgradv+v®grad f (3.18)
grad grad f = grad "grad f (cest-a-dire grad grad f est symétrique) (3.19)

REMARQUE : Le champ de vecteusM) peut étre défini par ses composantes covariantesx?,x) ou contravarianteg (x*,x2,x3)
dans la base naturelle ou par ses composantes covaigntes?,x) ou contravariante (x',x?,x) dans la base physique. De méme,
le vecteuigrad v peut étre exprimé par ses composantes de toutes variancda Hass naturelle ou dans la base physique. Il convient
donc de bien préciser la signification des symboles que ['lisait

Dans les formulaires classiques, les composantesedgrad v sont généralement celles dans la base physique. Pour retriesv
formules classiques données dans les formulaires, il faut tore les changements de base (toujours trés simples) enrase
naturelle{e } et la base physiqugs }.

Les formules des composantes gladv dans la base naturelle sont les mémes pour tout systeme de woéedo En revanche,

le passage a la base physique fait intervenir la norme deswsade la base naturelle, qui est différente pour chaquemsgsde
coordonnées. C'est pourquoi les formulaires classiquessgéifiques a un systéme de coordonnées particulier.

6. Noter que les term@é,j etrikj ne sont pas les composantes d'un tenseur. On ne peut donqyigsepla régle de « I'ascenseur

d’indice » sur ces nombres (voir page 14). Les écritunés e et « % » n'ont aucun sens.
7. la variance des composantes est donc indifférente.
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3.6. Champs vectoriels

3.6.2 Divergence d’'un champ vectoriel

DEFINITION : La divergence d’'un champ vectoriel est le champ scalairendééir :
divv=gradv:G=Trgrad v (3.20)

L'expression de ce scalaire avec les composantes coraies dev sur la base naturelle d’'un systéme de

coordonnées est donc: . _

REMARQUES: Sile champ de vecteurs n’est pas défini par ses composanteavesiantes, on peut les calculer avec la regle de

«lascenseur d’indice » page 14* = g+ v,,.

Dans un systéme de coordonnées cartésiennes (orthonormées)quous les coefficients de Christoffel sont nuls et orotate la
formule classique : dv=V,.

3.6.3 Rotationnel d’'un champ vectoriel

DEFINITION : Le rotationnel d’'un champ vectoriel est le champ vectorédim par :

rotv=—gradv:H (3.21)

Les composantes contravariantes de ce vecteur sur la baseligad’'un systéeme de coordonnées sont:
k ik _ g  pik g rmpiik v . ik
(rot v)* = (gradv)i; h™ = v;,j b — v, FTH™ = —v;, ;b
N——
0

REMARQUES: On constate que dans I'expression des composantes suela&@selle du rotationnel d’un vecteur, les coefficients
de Christoffel disparaissent. Cette particularité n’dss praie pour le rotationnel de tenseurs d’ordre supérieur

En développant la sommation, on retrouve les formules classitualables dans tout systeme de coordonnées, puis quesfis co
cients de Christoffel n’interviennent pas):

(rot V)l = h123(V372 — V273) (rot V)2 = h123(V173 — V371) (rot V)3 = h123<V271 — V172)

3.6.4 Laplacien d’'un champ scalaire

DEFINITION : Soit f(M) un champ scalaire. Le laplacien d’'un champ scalaire est knth scalaire défini
par:
Af =div grad f (3.22)

Le laplacien d’'un champ scalaire est donc:

Af=grad(grad f):G =g fij +g™ ik,

3.6.5 Propriétés des champs vectoriels

On vérifie aisément les identités suivantes :

divrotv=20

rotgrad f =0 (3.23)
div (fv) = fdivv+grad f -v (3.24)
rot (fv) = frotv+grad f Av

div (VAW) =w-rotv—v-rotw (3.25)
grad divv = divgrad 'v (3.26)
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On rappelle ici, sans démonstration, des résultats classid’analyse vectorielle utiles en mécanique des
milieux continus:

Champs irrotationnels, potentiel scalaire

On dit qu'un champ vectoriad(M) est irrotationnel dans un domaime C £3 sirotv(M) =0VM € .
On rappelle le résultat suivant:

rotv(M) =0 YM € D & J¢(M) tel quev(M) = grad ¢(M) (3.27)

Le champ scalairg (M) est appelé potentiel scalaire du champ irrotation(iél). Le potentiel scalairé
est évidemment défini & un champ uniforirepres.

Champs conservatifs, potentiel vecteur

On dit qu’un champ vectoriel(M) est conservatif dans un domaimeC £3 si divw(M) =0VM € D.
On rappelle le résultat suivant:

divv(M)=0VM e D = Ja(M) tel quev(M) = rot a(M) (3.28)

Le champ vectoried(M) est appelé potentiel vecteur du champ conservgtlf). Le potentiel vecteur n’est
défini qu'a un champ de gradient pres (voir identité (3.23)ega3).

Théoréme de Stokes

Soitv(M) un champ de vecteurs défini dans un domaine £3, et soits C © une surface de point courant
N et de normale unitain(N). On notedss le(s) contour(sJ frontiere(s) des, de point couran® et on note
u(P) la normale unitaire extérieure au contduret tangente &. Le vecteut(P) =n(P) Au(P) est unitaire
et tangent au contows . Il définit son orientatio.

Sirot v est défini en tout point de et de sa frontierés, on a l'identité scalaire suivante :

/rotv(N)-n(N) ds:/ v(P)-t(P) I (3.29)

K a5

Le flux du rotationnel d’'un champ de vectewra travers une surfaceest égal a la circulation du vecteur
v le long du contouds des.

Théoreme de la divergence (ou d’Ostrogradski)
Soitv(M) un champ de vecteurs défini sur un domaine volumique fepm@ 3. On noted? sa (ses)

surface(s) frontiere(s¥, de point couranh et de normale unitaire sortaméN).
Si divv est défini en tout point d® et de sa frontiérés, on a l'identité scalaire suivante :

/divv(M)dv: /a v(N)-n(N) ds (3.30)

L'intégrale de la divergence d’'un champ de vectedgians un volume fermé est égale au flux du vecteur
v atravers la frontier@o de».

8. La surfaces peut ne pas étre simplement connexe (elle peut avoir des «ffftnis). Dans ce cas, elle a un contour extérieur
et un ou plusieurs contours intérieurs (qui he se coupent pastefois, un « trou » ne peut se réduire a un point car dartss la
tangente au contour n’est pas définie. Le théoreme de Stakespglicable dans ce cas.

9. Si la surface n’est pas simplement connéxeééfinit une orientation sur chaque contour (extérieur efriatirs). Le triedre
orthonormé direcft,n,u), défini en chaque point des contours d’une surface, est@pjggire de Darboux-Ribeaucourt

10. Le volumep peut avoir des « trous » finis (la normale a la frontif) doit étre partout définie).
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3.7 Champs tensoriels du second ordre

3.7.1 Gradient d’'un champ tensoriel du second ordre

SoitT (M) un champ différentiable de tenseurs du second ordre. Paitu#fj sa différentielle est:
dT =gradT-dM VdM (voir (3.9) page 48) (3.31)
Le gradient d’'un champ tensoriel d’ordre 2 est un champ tréglsbordre 3.

Comme précédemment, dans un certain systeme de coordptenéleampl (M) est donné par une fonc-
tionT : R — V2 telle queT (x},x° x3) = T(M).

Si la fonctionT définit le tenseuT par ses composantes contravariantes sur la base nataretlenne les
9 fonctionsT" : R3 — R telles que :

TM) =T (2 x3) @ e
L'égalité tensorielldT = dT VdM = dx  conduit a:
gradT -dM=dT e @e;+T' de e+ T' e ®de
Tk ewe +T aoe dd+T g e dX
- (T” xeaoe+T) (Me)ee+T e (Fﬁ”jem))d%‘

— (T A+ T+ T d¥ e we vdM = dx' e
On a donc I'égalité tensorielle :
(grad T) dx¥ g ey = (T k+ T M+ T Yd e we vdM = dx e

Les composantegrad T)'l du tenseugrad T sont doné?:
(grad T) =T+ T Ml + T

En définissant le chamjp par ses composantes de différentes variances, on obtisntaeposantes
d’autres variances dgad T :

(gradT)iJ-k :Tii’k—ijrE;—TimrE‘j

(grad T) k= Til k=T TR+TiMT)

(gradT) jo =T |+ T, er—TimrL”j

TECHNIQUE DE CONSTRUCTION DE CES FORMULESOn ajoute au terme dérivé les sommations k™ »
pour chaque indice contravariant etd I » pour chaque indice covariant. On compléte ensuite lesasdi
réels en respectant les regles de la convention d’Einstein.1.1 page 2). Ce procédé est encore valable
pour la construction des formules des composantes de gtattidenseurs d’ordrp: il y a alorsp termes
delaforme «=T T ».

AUTRES NOTATIONS: Comme pour les champs vectoriels, on trouve dans la littératautres notations pograd T :

— 0OT ou gTTA; ces notations ne se justifient que quand on a choisi unenerigioir remarque 2 page 48); comme pour les
vecteurs, il vaut mieux éviter d'écrif@T )ij. = ;T j car la différentielle s’écriraid T =dM-OT.
- = (gradVv) T =T+ T +T7r ), (« dérivée covariante dB’ par rapport & »);
— de méme pouFijik, TilketT jik.
On vérifie aisément la propriété importante suivante :

gradG=0 (3.32)

11. Il convient de bien faire attention a 'ordre des indickesdernier indice dgrad T est I'indice de dérivation, les deux premiers
sont les indices d€.
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3.7.2 Divergence d'un tenseur du second ordre

DEFINITION : La divergence d'un champ tensoriel du second offi(MT est le champ vectoriel défini
par:
divT =gradT :G=Tr®grad T

Les composantes de ce vecteur dans la base naturelle sant don
(divT) = (grad T)%, = T o+ T™ 1 +T™rk,
(divT)i = (grad T)i* = Ti¥ sk~ Tm TR+ TiMTK
On vérifie aisément les identités vectorielles suivantes :
div(v-T)=v-divT +T :gradv (3.33)
div(T-v) =v-div(TT)+T" : gradv (3.34)

3.7.3 Rotationnel d’un tenseur du second ordre

DEFINITION : Le rotationnel d’'un tenseur du second ordréM) est le champ tensoriel du second ordre
défini par:
rotT =—gradT :H (3.35)
Les composantes de ce tenseur du second ordre dans la hasdiedtun systéme de coordonnées sont:
(rot T)!l = (grad T)' pgh®P = T'pqhTP 4 T, I AT 10 haPl
N—_——
0
- (TI p:q +Tmp rlmq) hqu
N—_——
0
= (Tip,q —Tmprira) hAP]
Contrairement au rotationnel d’'un champ vectoriel, tossteefficients de Christoffel ne disparaissent pas.

On peut calculer les composantes dans les autres variamegiésant la régle de « I'ascenseur d’'indices »
page 14. Par exemple:

(I’OtT)ik = (rotT)ikg,—k = (Tip7q —Tmpl'{g) hqug,—k
= (Tipvq *Tmprirg) hqpk

Dans les identités suivanteE, U, S et A sont des champs tensoriels d’ordreS%st symeétriqueA est
antisymétrique et est un vecteur :

rotgradv=0 (3.36)
grad rotv=rot ' grad 'v (3.37)
rot (H -v) = grad 'v— (divv) G (3.38)
rot (v-T)=v-rot T —(T' -gradv) : H (3.39)
rot (T-v) =v-rot (T") — (T -gradv) : H

(rotS):G=0 (3.40)
rotrot "T=rot Trot "TT = {:8: rrg: Ii ar?t)ilsr?/(rér;[gﬁrlijqeue (3.41)
rot (T-U)=T-rotU —gradT : (U-H) (3.42)
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3.7.4 Laplacien d’'un champ de vecteurs

DEFINITION : Le laplacien d’'un champ de vectew®@W) est le champ vectoriel défini par:
Av =divgradv
dont les composantes dans la base naturelle d’'un systenmmoonées sont:

(Av)' = (gradv)'p,qgP?+ (grad v) ™, ;4P — (grad v)' m I, g™
(Av)i = (grad v)ip,q g — (grad v)mpl g gP9 — (grad v)im I g™

REMARQUE : L'expression détaillée des composantesddedans la base naturelle d’'un systeme de coordonnées quekestu
donc compliquée. Notamment, la dériv(s'gladv)ip,q fait apparaitre des dérivées de coefficients de Christd®elr trouver son
expression dans un systéme de coordonnées non standatd,mieax s'aider d’un logiciel de calcul formel (voir note 13yeeb9).

On vérifie aisément I'identité vectorielle suivahite

Av = grad divv—rot rot v (3.43)

3.7.5 Propriétés des champs tensoriels du second ordre

On démontre sans difficulté les généralisations des prtégraes champs vectoriels suivantes :

— Champs tensoriels d’ordre 2 irrotationnels :
On dit gu’un champ tensoriel du second or@iéM) estirrotationnel dans un domaimesirot T(M) =
0VM € ». On ale résultat suivant :

rotT(M)=0VMe D & Iv(M) tel que T(M) = gradv(M) (3.44)

— Champs tensoriels d’ordre 2 conservatifs :
On dit gqu’un champ tensoriel du second or@i®/) est conservatif dans un domainesidiv T (M) =
0VM € ». On ale résultat suivant :

dvT(M)=0VMeD & JU (M) tel que T(M) =rotU (M) (3.45)

— Théoréme de Stokes pour les tenseurs d’ordre 2:
Avec les notations et les conditions de la section 3.6.5 p&8gen a l'identitévectoriellesuivante :

/(rotT)~n ds:/T-tdI (3.46)
S C

— Théoréme de la divergence pour les tenseurs d’ordre 2:
Avec les notations et les conditions de la section 3.6.5 p&gen a l'identitévectoriellesuivante :

/divT dv:/ T.nds (3.47)
D oD

INDICATIONS POUR LES DEMONSTRATIONS Soit une base orthonormée fitec}. En projetant sur cette base chaque membre des
égalités, des égalités entre tenseurs d’ordre diminué da fbe@t alors utiliser pour chacune d’elles les propriétéladection 3.6.5
page 53. Ces trois traitements permettent d’aboutir a la steariion du résultat tensoriel.

Par exemple pour montrer (3.44)e; - rot (T) = rot (e, - T) (identité 3.39 page 56} 3! tel que e - T = gradd' =e; -

grad (¢ ey )(identité (3.18) page 52). Le vectepirg existe donc.

12. Pour vérifier une identité tensorielle par des calculdesicomposantes, peu importe le systeme de coordonnée8. (Hilis
effet, pour prouver qu'un tenseur est nul, il suffit de montree ses composantes sont nulles dans n'importe quelle basg. On
évidemment intérét a utiliser un systéme de coordonnées ieanés, dans lequel tous IE%< sont nuls.
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3.8 Champs tensoriels d’ordrep

Le gradient d’'un champ (M) d’ordre p est un champ tensoriel d’ordpe+ 1 défini par:
dU =gradU -dM
Comme précédemment, ses composantes dans la base natureBgstéme de coordonnées se déduisent
de I'égalité:
dU(M) =dU (x! x2x%) VdM

Par exemple, les composantes complétement covariantesdiernt d’'un tenseur d’ordre 3 sur la base
naturelle sont (voir la technique de construction des féesipage 55) :

On vérifie aisément la propriété importante suivante:

gradH =0 (3.48)

La divergence d’'un champ tensorig¢ld’ordre p est le champ tensoriel d’orde— 1 défini par:

divU =gradU : G

Le rotationnel d'un champ tensorldl d’ordre p est le champ tensoriel d’ordgedéfini par :

rotU = —gradU : H

Le laplacien d’'un champ tensoridl d’ordre p est le champ de tenseurs d’ordqreléfini par:

AU =divgrad T

On vérifie aisément les identités suivantes (voir note 12 &g, dans lequelleB est un champ tensoriel
d’ordre 2 etv un vecteur:

rot rot T =grad divT —AT VT € 3”2 (3.49)
div(T®@v) =gradT -v+Tdivv VT € VP (3.50)
div(veT)=vedivT +gradv-T'T (3.51)

On généralise sans difficulté le théoréeme de la divergence lps tenseurs d’ordre en utilisant par
récurrence le procédé donné page 57 :

/divT dv:/ T.nds VT V&P (3.52)
D aD

3.9 En bref...

En mécanique des milieux continus, on doit envisager dempbale tenseurs définis sur les points d’'un
domaine de I'espace.

Pour repérer les points du domaine, on choisit un systemeadeennées commode pour parcourir le
domaine. Chaque systéme de coordonnées a sa propre basfaém général non orthonormée) et ses
propres coefficients de Christoffel.

On a généralisé les opérateurs différentiels au champsdeuss :

— Le gradient d’'un champ tensoriel d’ordpeest d’ordrep+ 1.
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— La divergence d’'un champ tensoriel d’'orgrest d’ordrep — 1.
— Le rotationnel d’'un champ tensoriel d’ordpeest d’ordrep.
— Le laplacien d'un champ tensoriel d’ordpeest d’ordrep.

L'expression des composantes de ces opérateurs sur la dtaselle est la méme pour tous les systemes

de coordonnées. Seuls les coefficients de Christoffel{&daine fois pour toutes) sont caractéristiques de
chaque systeme de coordonnées.

Le gradient, la divergence, le rotationnel et le laplaciehéié définis intrinséquement par des opérations
tensorielles, qui peuvent étre évaluées avec des comessdams n'importe quelle base.

Dans un systeme de coordonnées non standard, bien que aiigtés, les calculs, peuvent étre fastidieux.
Pour les faire, on peut s’aider d’un logiciel de calcul forAfe

Un formulaire des opérateurs différentiels utiles pouslestemes de coordonnées cylindrique et sphérique
est donné en annexe C.1 page 87.

13. Lauteur met a la disposition des utilisateurs des legicide calcul formel MPLE® ou MATHEMATICA®,
deux « packages » destinés a faciliter la pratique de I'aiétensorielle dans une base quelconque et de l'ana-
lyse tensorielle dans un systeme de coordonnées quelconiguesont téléchargeables actuellement (16 mars 2012) a
http://jgarrigues. perso.centrale-marseille.fr/tens3d.
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Chapitre 4

Quelgues applications

4.1 Opérateurs différentiels en coordonnées cylindriques

Pour illustrer la méthode générale d'obtention des comuiesades opérateurs différentiels dans un sys-
teme de coordonnées quelconque, on va retrouver ici quefquaules classiques données dans les for-
mulaires pour le systéme de coordonnées cylindriques étéesire aux champs tensoriels

En coordonnées cylindriques, le point courant est donnéxpae rug + zk
On en déduit la base naturelle de ce systéme de coordonmm#et3(2) page 45) :

€ = (Xv),r =Ug € = (Xm),6 =IVp €= (Xv).z=kK
Cette base naturelle est orthogonale mais non nortiege £ r £ 1).

Les coefficients de Christoffel (voir (3.4) page 46) se calistisoit par dérivation directe des vecteurs de
la base naturelle, soit en utilisant les formules systéyuas (3.6) page 47. Les seuls coefficients non nuls
sont:
1
6 ]
Fro=Ter =+ Tog=—T
La base physiquég } est la base naturelle normée :

€

~ 100
& =6 =Ug ée:T:Ve 6 =e=K = [A.']{O}O}

001

En coordonnées cylindriques, il se trouve que la base phwsigt orthonormée car la base naturelle est
orthogonale.

4.1.1 Gradient d’un champ scalaire

Soit f (M) = (r,8,2) un champ scalaire. En utilisant (3.13) page 51 on trouvedegosantes covariantes
du vecteuigrad f sur la base naturelle :
grad f = f, & +f e+ T €

Par changement de base des composantes covariantes des/@aii page 10), on trouve les composantes
covariantes dgrad f sur la base physique:

gradf =7,€ + fr’e &4+ 7,& (formule classique) (4.1)

REMARQUE : Puisque la base physique est orthonormée, les composanégiates et contravariantes sont identiques.

1. Un formulaire complet est donné en annexe C.1 page 87.
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4.1.2 Champs vectoriels:

Soitv(M) un champ vectoriel dont on donne les composantes sur la bgsepe :
v=V(,0,2& +°(r,0,2)&+V(r,0,2) &

Par changement de base des composantes contravariantestelers (voir page 10), on en déduit ses
composantes contravariantes sur la base naturelle :

v =V \79:? V=V & v:vrewr?eﬁvzez
On peut alors utiliser les formules (3.16) page 51 pour teoles composantes mixtggradv)®.Je sur la
base naturelle:

Ve V-V ¥,
[(gradv).o]q = ﬂ ve’e_'_z iﬁaZ

r r r r
iFal‘ {Fae {F;Z

Par changement de base pour les tenseurs du second ordrpggeil0), on en déduit les composantes
[(gradv)®,Jg sur la base physique (la bagg} étant orthonormée, on peut ignorer les variances):

Ve W
vraf 8 - Y4
Po v
(gradv)ie = |, Y0, T,
vzvl‘ vzr’e \72;2
Le scalaire div se calcule avec la définition (3.20) page 53:
divv=gradv:G =V, + \7(?”9 + % +V; (formule classique)

REMARQUE : Par définition, diw=gradv: G = Tr gradv = (gradv),. C'est la trace d’une matrice @@mposantes mixte®n peut
la calculer dans n'importe quelle base (en particulier dartmbke naturelle comme dans la base physique).

Enprenanv=grad f = f,, & + @éﬁ + f,& (voir (4.1) page 61), on en déduit le laplacien d’un champ
scalaire (définition en (3.22) page 53):

foo  fur
r2 + r

Af =divgrad f =, + + T, (formule classique)

Le vecteurot v se calcule avec la définition (3.21) page 53. Ses composaatsda base physique sént

rotv=—gradv:H = (Vzr,e *\7972>é' + (7727\72,r)§e+ (Ve,r — Vrr,s + ?)Aéz (formule classique)

On peut sans difficulté majeutgtrouver par la méme démarche les formules des composdofesateurs
différentiels de champs de tenseurs d’ordre supérieur.

2. Cette base est orthonormée. Les composantes du tenseéentdittonH dans cette base sont donc 1, -1 ou 0. Il est plus simple
de faire le double produit contractégradv : H avec les composantes des tenseurs dans cette base.
3. voir note 13 page 59.
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4.2 Applications des théeoremes de la divergence

Dans les formules qui suivent; C £3 est un volume fermé de frontiéde et de volumevol(®), N est
un point courant de la frontied, de normale unitaire sortarméN) etup est un vecteur fixe. En utilisant
les théorémes de la divergence, on vérifie aisément ledtiéiertivantes, valables pour tout domaine

/a n(N) ds=0 ONAN(N) ds=0
D

0D

ON-n(N) ds= 3vol(D) /a (Ug-ON)n(N) ds=vol(D)uo

0D

Les deux dernieres identités donnent différentes man@galuer le volume d’'un domaine avec des
intégrales de surface sur la frontiére.

4.3 Deérivées d'intégrales de volume sur des domaines variables

En mécanique des milieux continus, on aura a considérerntégrales sur des domaines volumiques
variables en fonction d’'un parametre

On choisit arbitrairement une valeur particuliéggelu parametré. Le domaine pout = tg est noténg et
son point courant est nody. Pour décrire le domaine pour toute valeurtden se donne I'applicatiofi
qui donne les pointdl; de D en fonction deMg et det.

f: Mp€eDg « f(Mot)=M

On suppose que I'applicatidnat constant est différentiable en tout pdiig de g et qu’elle est inversible.
D’autre part on suppose qu’'elle est dérivable par rappboratrement dit, les variations du domaime
sont suffisamment réguliéres.

L'application f est un endomorphismes — £3. Son gradient e est I'application linéaire tangente :
dM; =grad f -dMg
L'opérateur linéairgrad f est donc un tenseur du second ordre (voir (1.35) page 20).

Soit un champ tensoridl d’ordre p, fonction aussi du paramettedifférentiable en touM € £3 et déri-
vable par rapport &:
T: (M) ersxR — T(Mt)e V5P

On considere l'intégrale 1 (t):/ T (Mg t) dw.
Dt

Cette intégrale est un tenseur d’ordrequi est fonction dé pour deux raisons: d’'une part le chafp
varie aved, d’autre part le domaine d’'intégration varie aussi avec

On se propose de calculer la dérivée par rappartlé cette intégrale. Pour ce faire, on va effectuer un
changement de variable qui la raméne au calcul de la dériuée thtégrale sur le domaine fixgy.

Changement de variable sur I'élément de volume::
Soit.sq un systeme de coordonnées. A l'applicatioan peut associer les trois applications bijectiv?j%s

o 06880 eRY & 14880 =+

ou Iesx‘0 sont les coordonnées &) ¢ g et Iesx{ sont les coordonnées tik ¢ »;. L'élément de volume
danspg est:

dvo = /0 d)é d)% d)é (voir (3.11) page 49)
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De méme, I'élément de volume dams est :

oft . ,of2 . of |
dv = vgox e = v ( 8 o) (wfdx‘]’) (Txgd%) — Vg det| i ;| b

dy = detgrad f dvy 4.2)

Remarquer que le rapport des éléments de volume est indeéperhd systéme de coordonnégs Il ne
dépend que de I'applicatiohqui définit le volumen; a tout instant.

Dans la suite du calcul, on aura besoin de connaitre la @dépaerapport &de degrad f(Mo,t) :

%detgrad f =0Odetgrad f : dgr;d f (voir (2.21) page 36)
= detgrad f grad “Tf: d(%aidf) (voir (2.28) page 39)
=detgrad f Tr (d(%idf) -grad *1f) (voir (1.22) page 17)

— detgrad f Tr (grad g -grad ffl)

= detgrad f Trgrad (% of™1)

%detgrad f =detgrad f Trgrad % = detgrad f divdd—'\:It 4.3)

Dérivation de I'intégrale :

En faisant le changement de variaMe= f(Mpy,t) etdw = detgrad f dw, I'intégrale sur le domaine;
se ramene a une intégrale sur le domaine

1) = [ T(Mt)dy = / T (f(Mo.t).t) detgrad f(Mo.t) dvo
Do

Dt

Le domaine d'intégratiomg n’est pas fonction de La variation de l'intégralé(t) en fonction de n’est
due qu’'aux variations de I'intégrande. La dérivée par rappbde cette intégrale s’écrit donc:

di d
5= /@0 S (T(FMo)1) detgrad F(Mo.t) ) e
dT(f(Mp,t),t
_ (f(Moyt).t) detgrad f (Mo ) dvo + T(f(Mo,t),t)ddetgradf dw
Do dt Do dt
OT (f(Mp,t),t
= (M +gradT - M) detgrad f dvo+/ T(f(Mot).t) divM detgrad f dv
0 ot dt 2o dt

On peut alors faire le changement de variables invekg= f~1(My) :

d oT (M t) dM - dM
at /m (T +gradT~W+T(Mt,t)d|vW) dw

_ (L(Mt’t) +div (T o M
Dt

W)) dwt (identité (3.50) page 58)

ot

OT (Mgt M
= o % dv+ /M)t (T ® %) -nds (théoréme de la divergence)

di [ oT (M) dM,
E_/@t S dv+/aDtT(W~n) ds (4.4)
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Si le parameétr¢ est le temps, le vecteé’-é% est la vitess#& du pointM; dans le mouvement du domaine.

dl oT (M.t ~
ar :/ aT (My,t) dv+ [ T(Myt) (V(M,t)-n)ds (4.5)
dt o ot 0Dt

Cette formule de dérivation des intégrales de volume suddegines variables est trés utilisée en mé-
canique des milieux continus. Il remarquable de constaterd@ans la formule (4.5), dans l'intégrale de
frontiere, seule interviena vitesse des points de la frontiede domainep;.

4.4 Conditions de compatibilité

Dans certains problémes de mécanique des milieux continiest amené a résoudre le probléme suivant :
Soit§(M) un champ de tenseurs symétriques du second ordre.
Trouver le champ vectorieltel quesym gradv=S.

On montre ici que ce probléme n’a de solution que si et seuleriée champ symétriqu(M) satisfait &
certaines condition appeléesnditions de compatibilité

Ecriture d’'une condition nécessaire :

Soitv(M) un champ vectoriel et so8 M) la partie symétrique de son gradie®= % (gradv+grad Tv)

L 1 1
On en déduit: rot S= = rot grad v+ = rot grad "V (identité (3.36) page 56)
2 2

0
En transposant cette égalité, il vient:

1 1
rot 'S= S ot TgradTv= > grad rot v (identité (3.37) page 56) (4.6)
En utilisant & nouveau I'identité (3.36) page 56, on en déshe condition nécessaire sur le chagi) :
rotrot 'S=0 (6 équations, voir (3.41) page 56) 4.7)

La condition (4.7)est suffisante :

Soit maintenant un champ de tenseurs symétri@ibk) respectant la condition nécessaire (47N.
Cherchons le chamygM) tel queS(M) = sym gradv(M).

Le champv(M) est solution de I'équation différentielle tensorielle (fuétions aux dérivées partielles):

gradv = sym gradv-+antisym gradv=S+A (4.8)

s A
oUA(M) est un champ de tenseurs antisymétriques inconnu a déermin

La condition (4.7) garantit que I'équation (4.6) a une solu{en vertu de (3.44) page 57). Cette équation
est une équation dont I'inconnue éstEn effet :

rot 'S= %grad rotv= %grad (—gradv:H) (définition (3.21) page 53)
= f%grad <(S+A) : H)

= —grad (%A: H> (S: H =0 carSsymétrique)

rot 'S= —grada (aest le vecteur adjoint d&, définition (1.27) page 18) 4.9
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Le vecteuma (et donc le tenseur antisymétrigde= H -a) est donc la solution du systeme (4.9) (9 équations
aux dérivées partielles) :
grada=—rot 'S (4.10)

L'intégration de cette équation différentielle tensdeeti'inconnuea(M), dont on sait qu’elle a une solu-
tion grace a la condition (4.7), donne le champ de tensetisyarétriqueA(M) = H -a(M) (voir (1.28)
page 18).

L'équation (4.8) page 65, d'inconnwéM ), peut alors étre complétée:

gradv=S+H-a (4.11)
Cette équation n’'a de solution que si et seulemerttiS+H -a) =0:

O:rotS+%rot (H-a)

—rot S+grad Ta—divaG (identité (3.38) page 56)
= —grad Ta+ grad Ta—divaG (équation (4.9) page 65)
= diva=0

Cette derniere condition sur le cha@@M) est toujours satisfaite c&est symétrique. En effet:
diva=grada:G= —(rot 'S) : G = 0 (identité (3.40) page 56)

En conclusion, on est assuré de I'existence d’'un chefivp solution du probléeme posé sous réserve que
le champ tensoriel symétriq®M ) satisfasse les conditions de compatibilité :

rotrot 'S=0 (6 équations) (4.12)

4.4.1 Autre forme des équations de compatibilité :

Dans beaucoup de cours de mécanique des milieux contirsusptelitions de compatibilité (4.12) sont
présentées sous la forme suivahte

grad divS+grad " divS—grad grad TrS—AS=0 (4.13)

On laisse le soin au lecteur de vérifier que le systeme degaatiéns différentielles (4.12) est équivalent
au systeme des six équations différentielles (4.13).

INDICATIONS POUR LA DEMONSTRATION: Sil'on pose:

T=rotrot 'S et T’ = grad div S+ grad T divS—grad grad TrS—AS

on vérifie aisément que l'identif®’ =T — (TrT)G est vraievS. Il est facile de montrer ensuite qie=0 < T’ =0.

4.4.2 Méthode d’intégration

La démonstration qui précéde donne la méthode généraletipover le chamw(M). Soit un champ de
tenseurs du second ordre symétri@i®!) satisfaisant aux conditions de compatibilité (4.12).

1. On cherche d'abord le champ vectoaéM) solution de (4.10):

grada=—rot 'S (9 équations aux dérivées partielles) (4.14)

4. Cette forme, d’expression plus compliquée, évite I'intrctébn du rotationnel d’un tenseur du second ordre.
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4.5. Représentation de Mohr pour les tenseurs symétriques

2. On cherche ensuite le champ vectovig¥l) solution de (4.8):
gradv=S+H-a (9 équations aux dérivées partielles) (4.15)

Les champs vectorielssolutions ne sont pas uniques. En effet :

— les solutionga(M) de (4.14) sont définies a un champ vectoriel unifoemeres,
— les solutionv(M) de (4.15) sont définies & un champ vectoriel unifoumpres.

4.5 Représentation de Mohr pour les tenseurs symétriques

Soit S un tenseur du second ordre symétrique. Il a donc trois &lprapres réelled; > A, > Az et il
existe une base propre orthonorn{éie}. On peut donc écrire :

3
S=Y AUy
i; 1 ll

On considéere ce tenseur comme un endomorphisme linéaifg:de= S-v et on observe géométriquement
comment le tense@transforme le vectew. On constate :

1. une dilatatiord = % (la transformation change la norme)

2. une déviatiom = (v,w) (la transformation change la direction)

La transformation étant linéaire, orSa(kv) = kw. On constate que la dilatati@het la déviationn sont
indépendantes de Il suffit donc de n’envisager que les transformations deéewgsv unitaires.

La dilatation du vecteur unitaineest donc d = ||w||.

Pour appréhender les évolutions de la dilatation et de l&gatién quand le vecteur unitainevarie, on
choisit la méthode suivante :

1. on appellgartie normale dewle vecteur :w, = (V-w)Vv
2. on appellgartie tangentielle dewle reste :w; =w—wj

JUSTIFICATION DU VOCABULAIRE : Le vecteur unitaires définit un plan dont il est la normale unitaire. La partie noerdgw est
sa partie hors plan, la partie tengentiellendest donc sa projection dans le plan.

La connaissance des scalaitgs=v-w et w; = ||w —wy|| suffit pour reconstituer la dilatatiod et la
déviationa. En effet:

d= /W2 + w2 et tano — Wﬁ (4.16)

n

Afin de comprendre géométriguement comment évoluent ldatite et la déviation quand le vecteur
unitairev varie, on va tracer les vecteussdans un plarien,& ), avec en abscisse les, et en ordonnées
lesw;. D’apres (4.16), un vecte@®M = w, e, +w; & a pour module la dilatatiod et pour angle polaire la
déviationa.

Si on notey; les composantes du vectaudans la base propre orthonormige} deS, il vient:

1=V2+V3+V3 (4.17)

Wn=V-W=V-S:-V=A1V§+A2V3+ A3V} (4.18)
Wi +Wn =W =A1V1€ +A2V2€2 1 A3V3€3

W =M+ NBE 0303 (@19

Si on se donne un poiifitv,, W ) du plan(en,& ), les vecteury de composantews,vo,v3) qui correspondent
a ce point sont solution du systeme d’équations (4.17)8J44.19).
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La solution est:

V2 — WE + (W — A2) (Wn —Aa) V2 — WE + (Wh — Az) (Wn— A1) V= WE -+ (Wn — A1) (Wh —A2)

Y M) (M) 2 (A2 —A3) (A2—A1) s (A3 —A1) Az —A2)

>0 <0 >0

Puisque les termes de gauche sont nécessairement norfs)élgisolutions n’existent que si:
W24 (Wn—A2) (Wn—A3) >0 W2+ (Wn—A3)(Wn—A1) <O W2+ (Wq—A1) (Wan—A2) >0

REMARQUE : Si deux valeurs propres sont égales, certaines compostnte®nt indéterminées.

On voit donc que tous les points du pl@g.e ) ne peuvent pas correspondre a un vecteAutrement dit,
pour un tenseus symétrique donné, les coordonnéesetw; (ou bien la dilatatiord et la déviatiorn) ne
peuvent prendre des valeurs quelconques, il faut qu'edliésfassent les inégalités-ci dessus.

Dans le cas ou les valeurs propres sont distinctes, ceditéggapliquent que les points les poir{ts,,w; )
doivent se trouver dans la zone délimitée par les trois esidt la figure ci-dessous::

A&

Yo

A3 A2 Wy A1

FiG. 4.1 —Tricercle de Mohr

On constate quiz < w, < A1 et quew; < Mghs_

Si deux valeurs propres sont égales, le domaine se réduitl@micercle.
Si les trois valeurs propres sont égales (le tenSast sphérique), le domaine se réduit au poind).
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Conclusion

L'algebre et I'analyse tensorielle sont nécessaires pautelscription et la manipulation des grandeurs
physiques qui sont introduites en mécanique des milieutruas Ce cours n'a présenté que les concepts
qui sont strictement nécessaires & mécanique des milieings. Il ne peut en aucun cas étre considéré
comme un cours complet sur les tenseurs. En particuliemborbre de résultats (soigneusement signalés)
ne sont valables que pour les tenseurs construit¥ sur

Ces développements permettent de simplifier la présentdéda mécanique des milieux continus. En ef-
fet, les équations de la mécanique peuvent s'écrire unigneavec des opérations tensorielles algébriques
et des opérateurs différentiels tensoriels (gradiengrgance, rotationnel et laplacien). Sous cette forme
condensée, on peut alors se concentrer sur I'essentieglotegpts de la mécanique, sans s’encombrer des
choix (accessoires car non physiques) d'un quelconquérsgstie coordonnées ou d’une quelconque base
pour donner des composantes aux tenseurs. Les équatisnsiedas sont par essence valables quels que
soient ces choix.

Il n’en reste pas moins que pour résoudre effectivement aibl@me particulier, il faut choisir un systeme
de coordonnées commaode pour repérer les points du domaitie &kt il faut choisir une base pour expri-
mer les composantes des tenseurs. Les équations tereso(@tiébriques ou différentielles) se traduisent
alors par des équations ordinaires (algébriques ou diffi@les) portant sur des composantes et qu'il faut
résoudre soit analytiquement (quand on peut) par les méshodthématiques standard (ou a 'aide d'un
logiciel de calcul formel), soit numériquement par des rodds numériques approchées (généralement a
l'aide d'un ordinateur).

C’est pour expliquer clairement le passage des équatiorseiielles aux équations ordinaires que les
chapitres précédents ont été soigneusement détaillés.
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Annexe A

Invariants et valeurs propres d’'un
tenseur symetrique reel

Tout tenseur réel symétrique du second o8loenstruit sufVs a trois valeurs propres réelléa; A, Az}
et un systeme de trois invariants ré¢%.S,.Sy } qui sont les coefficients du polyndme caractéristique.
L'expression d€S,S;,S } en fonction des valeurs propres est triviale :

S =M+A+As3 Si =MA2+A2A3+A3M S =A1A2A3

En revanche, le probléme inverse I'est moins. Au passagea oiwtamment montrer que le triplet d'inva-
riants{S,S,,S11 } ne peut prendre des valeurs quelconques : ces trois intagant soumis a des condi-
tions d'inégalités pour qu'ils puissent étre les invarsagiun tenseur réel symeétrique.

Les trois invariantdS,S,,Sy } étant considérés comme connus, les trois valeurs propnespss défini-
tion, les solutions du polynéme caractéristique de la m@f8*,] des composantes mixtedeS:

M-SA+S M-S =0 (A1)

A.1 Condition d’existence de valeurs propres reelles

On va montrer ici que les invarian{s§,S,S; } d’'un tenseur symétrique réel ne peuvent prendre des
valeurs quelconques : il doivent nécessairement satistaitaines inégalités.

Au lieu de chercher les solutionsde (A.1), on effectue le changement d’'inconnuks= x+% (ce qui
revient a chercher les valeurs propxedu déviateur d&). L'équation (A.1) devient:

2 2 3
x3+<s|—3)X+S3$”—ZS7—Su=0 (A.2)
4 q

dont on sait qu’elle n'a 3 racines réelles que si:

R=4p*+27¢2 = 275, + (45— 185S)) Sii +4S} - FF <0

1. On peut aussi bien prendre les composantes mi&&s On obtient les mémes valeurs propres, mais les vecteurs pregne
obtenus par leurs composantes covariantes. Ici, on nerggse qu'aux valeurs propres.
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A. INVARIANTS ET VALEURS PROPRES D’'UN TENSEUR SYMETRIQUE RH.

Ce polynéme de degré 2 &, de coefficient er§, positif, ne peut étre négatif qu’entre des racines
réelles éventuelles. Pour qu'il ait des racines réelle§,gnil faut que son discriminant soit positif :

A=16(F-3S1)°>0 & §-351>0 (A3)
Les racines ey, sont alors:

ss 28
TI_E 27(512 35)

Dans ces condition® < 0 si §; est compris entre les racines :

NIw

3 3
S?'—%—*(SZ 351)? <S||<ﬁ—%+2%(512—3302
,277(32f3s”)?<5 7ﬁ+2—$7<+27(32 3S||)
1< 27S||—9SS|+233 (A.4)
2(§-38)*

Les invariants fondamentaux d’un tenseur symétrique réelient nécessairement les inégalifé@s3) et
(A.4).

A.2 Définition de nouveaux invariants

On peut donc définir deux nouveaux invariahst @ pour les tenseurs réels symétriques :

= /35 >0
27S) - 9SS +28°

_ 3
278 9SS|+23 _ Arccos

2(f-3%)° 2>
ou@e [0,1] et cogpe [—1,1]

@ = Arccos

On peut interpréter ces nouveaux invariants en remarquest g

V3 Wi
= —||devS|| = 1/ = devS: devS
5 devsi=y/3

et 275 — 9SS + 25 = 27 detdevS = cosp= 36 det( devs )

|[devs||

A des constantes pres, l'invariahtefléte la norme du déviateur &t l'invariant cosprefléte le détermi-
nant du déviateur normé.

REMARQUE : En mécanique des milieux continusSsst un tenseur des contraintes, I'invaridrest appelé : contrainte équivalente
de Von Mises.

D’autre part on constate que le déterminant du déviateun@af'un tenseur du second ordre symétrique réel est toujoarpre®
entre— et _—=- f ~ 0.136. Il est nul poup= 7. On verra plus loin que ceci se produit quand la valeur propieemédiaire\, vaut

3f
le tiers de la trace.

Les relations inverses sont:
SZ _ J2
3

238 cosp—3J°S + S

S = 57

S =

Les triplets d'invariant§ S ,S,,S } et{S,J, cospou®} sont donc équivalents en ce sens que si on connait
I'un des triplets on peut calculer I'autre et inversemeréalNmoins, contrairement au tripk®,S, .S },

le nouveau triple{ S ,J,cospou @} présente un avantage : chacun des trois réels peut prenelrealaur
arbitraire dans son domaine de définition indépendammerauateesy € R, J > 0 etg € [0,11.
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A.3 Expression des valeurs propres en fonction des invariants

.J2 _ 2%°cosp
3 27
En remarquant que c@s= 4 cos $ — 3 cos?, cette équation se factorise :

Apreés substitution, I'équation (A.2) page 71 devient® — =0

<3x— 2J cosg‘)) <9x2 +6J xcos%) —33244)%cod <3p> -0

. . . 2]
Une premiere solution est donnée par le facteur de gauche= — c059

"3 3
2
Le discriminant du second facteur est : ]Jé<1— cod 2) = <6 V3J sin?) >0
Il a donc deux solutions réelles qui sont:

R G in® I os? in®
x2_3< coss+\/§sm3> x3_3< cos3 \/ésms)

Les valeurs propres d&sont donc:

A= 2 cos(p+% (A.5)
S 21 (e 2m\ S
( os ?, V3sin? ) 3=3 cos(3 — 3> +3 (A.6)
S 2J ¢® 21 S
( sf—fsm ) 3=3 cos<3+3> +3 (A7)
ou:
J=1/%-3S = V3 |devS|| = 1/§deVS' devS>0
| \/7 2 . et
@ = Arccos 2750 — 955 +25‘ Arccos[sx/é det(ﬂ)} ; @e [0,
(32 3SI) HdevS||

FiG. A.1 —Représentation géométrique des valeurs propres d’un temsel symétriqued € [0,11)
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A.4 Classement des valeurs propres

; 3 ; .
©e [0,7],0na don% < cos%p <let0< smg < % ce qui permet de classer les valeurs propres :

IRE V3 16in®
—Ap = = > —A3= — >
AM—Ar= Jcos3 3Jsm3 0 et Ao — A3 3Jsm370

>33 <3J
Onadonc\; > Ay > As.

En analysant les valeurs des invariahts ¢, on peut statuer sur la multiplicité des valeurs propres:

siJ=0, c’est—a—direS12 — 35, =0, la norme du déviateur d& est nulle, le tenseu8 est donc
sphérique, les trois valeurs propres sont égal%sa(p est indéterminé;

siJ#0et@=0, alorshy = A3;

siJ#£0Qeto=T1 alorsh; = Az;

siJ#£0,0+# 0 eto+# T, alors les valeurs propres sont distinctes.

)\1+)\

REMARQUE: SiJ # 0 etg= 7, alorsh, = S‘ et = %

A.5 Ecart des valeurs propres extrémes

En utilisant (A.5) et (A.7) page 73, il vient:
_2 @ ¢ 2m 2 ne
A —Az= 3 (cos3 cos<3+ 3 )) 3 3cos<6 3)

ou cos(g — ‘—3‘,’) varie entre§ et 1, lorsquep varie entre 0 ety, soit une variation de 13.4%. on a donc:

2
J<AI—A 3<iJ_1155J

On peut donc faire une estimation dg— A3 a 6.7% prés en prenant comme estimation la valeur médiane :

A — A3~ %fs <1+ ?) ~1.077J

REMARQUE : SiSest un déviateur§ = 0), de valeurs propre§\; > A\, > A3}, on peut donner le rapport entre les valeurs propres
extrémes (conditionnement de la matrice des composanigesv® :

)\7’3_005(%+2)_

W~

1 9
Y ) —§(1+\/§tan§) = -2
3

IN

>">’
<
IN
|
NI =

A.6 Systemes d’invariants d’un tenseur d’ordre 2 réel symétrique

Pour un tenseur réel symétrig8eil y a donc compléte équivalence entre la connaissanceradissnva-
riants fondamentaux (coefficients du polynéme caractgus) {S ,S;,Si } , la connaissance des trois

Lo devS . .
mvarlants{s ,<JouldevS|,pou det(”devSH)} et la connaissance de ses 3 valeurs propres classées

{A\1 > A2 > A3}, car connaissant un triplet, on peut calculer les autres.
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Il est & noter que certains auteurs utilisent aussi le triglevariants{$;,$,Ss} défini par:
S=S=TrS ; S=TrI()=5-2&% ; S=Tr()=35-355+S
On montre facilement que les formules inverses sont:

1

S=S ; SlZ%(g—Sz) ; Sllzg(s.s—gSlSZ‘F%SE)

Le triplet {S1,$,S3} est donc aussi un triplet équivalent.

Il est méme possible d’en définir une infinité d’autres categdanction scalaire d’invariants est un inva-
riant. Plus présisément, soigft™V), f (2 £ (3} trois fonctions des invariants fondamentg, S , Sy } et
a valeur scalaire ; elles définissent un triplet d’invasarglide

(s = t1(5,51,51),9? = f9(5,51,51),S¥ = 19(5,51,51)}
si la tranformation{S , S , S } <> {SY,52,5%} est inversible, c’est-a-dire si la matrice jacobienne de
la transformation est réguliére : dét’.) # 0.

REMARQUE : Le choix d'un triplet d'invariants{S?, 52 3} comme arguments d'une fonction réelle isotrope devrait étre do
guidé par l'interprétation physique des termes du tripletisih Cette fonction peut toujours étre ramenée a une fomates trois
invariants fondamentaux. Par exemple :

w=1fy(sY 87 59)

= fu(fY(S,50,51),F2(5,51,5m ), f ¥ (S.,51,51))
=0y(S.S1,Sn)

pourvu que la matrice 8 3 de terme généraﬂ“),j soit de déterminant non nul.

A.7 Détermination tensorielle des directions propres

Pour tout tenseur réel symétrique du second o&lcenstruit surVs, on peut toujours trouver au moins
une base orthonormde;,uy,uz} deVs telle que le tenseB s’écrit :

3
S= S AiUu;
i; 1 Y |

Ui

ouU; = u; ®y; est un tenseur uniaxial représentant une direction progmeorientée associée a la valeur
propre;.

DEFINITION : Si{u;} est un triplet de vecteurs propres orthonormésSde® appelle tenseurs uniaxiaux
propres les tenseurs les tenseUrsYu; ;.

On vérifie aisément qus-U; = A\jU;.

Les vecteurdu; } formant une base orthonormée, on vérifie aisément les jgtépries tenseurs uniaxiaux
U; suivantes:

Ui =1 Uiy =0 Ui =0 (Ui)nZUi Uil =1 UiZUjZO(i;ﬁj) (A.8)

Les deux derniéres propriétés expriment que puisque liettidie vecteurs proprefi;,upus} forme une
base vectorielle orthonormée, alors le triplet de tensewiexiaux{U 1,U,,U3} est aussi orthonormé.

Les valeurs propres classées des tenseurs syméttiqusest{1,0,0} et la direction propre associée a la
valeur propre 1 est [§M€direction propre d&.

Connaissan® (par ses composantes dans une base quelconque), on pelgrdak invariants§, J et et
le triplet des valeurs propres classéas} par les formules (A.5), (A.6), (A.7) page 73.
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A. INVARIANTS ET VALEURS PROPRES D’'UN TENSEUR SYMETRIQUE RH.

En se plagant dans la base propre, on vérifie aisément quedetiahs propret); sont les solutions des
trois équations tensorielles suivantes :

S — (A2+A3)S+AA3G = (A1 —A2) (A1 —A3)U1 (A.9)
S — (A3+A1)S+A3A1G = (A2 —A3) (A2 —A1)U> (A.10)
S — (M1+A2)S+A1A2G = (A3— A1) (A3 —A2)U3 (A.11)

Si les valeurs propref\; > A, > A3} sont distinctesJ # 0 et@=£ 0 et@+# m) la solution{U1,U>,U3} est
unique. En revanche,

— siJ =0, le tenseuB est sphériqueN; = A2 = A3), les trois équations ci-dessus sont identiquement
vérifiéesvU; et tout triplet orthonorméU 1,U», U3} est solution;

— siJ#0ete=0, alorsh, = A3 # A1 ; I'équation enU; a une solution unique et les deux autres
sont identiguement vérifieed), VU3 ; le tenseuld 1 peut étre complété par tout couple de tenseurs
uniaxiaux{U,,U3} tel que le triple{U1,U,,U3} soit orthonormé ;

— siJ# 0 ete=T alorsA; = Ay # A3; I'équation enU3 a une solution unique et les deux autres
sont identiquement vérifié&dJ 1 VU, ; le tenseuld 3 peut étre complété par tout couple de tenseurs
uniaxiaux{U1,U2} tel que le triple{U1,U,,U3} soit orthonormé.

A.8 En bref...

Pour les tenseurs symétriques réels :

— On sait calculer les valeurs propres classées en fonctisnngtariants fondamentaux avec les for-
mules (A.5) et suivantes page 73.

— Les valeurs propres étant connues on sait trouver lesuens@axiaux propres avec des formules
tensorielles, donc valables dans tout base (voir (A.9) igaates page 76).

— On peut construire une infinité de triplets d'invariantsigglents (voir A.6 page 74).
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Annexe B

Fonctions isotropes

L'objectif de cette annexe est de proposer des listes diawts scalaires nécessaires et suffisants pour
représenter la liste des arguments tensoriels de fonatiaties isotropes utiles en mécanique des milieux
continus.

De nombreux auteurs (BEHLER, SPENCERet WANG et autres) ont publié des listes d’invariants pour les
fonctions isotropes de leurs arguments tensotidla plupart se sont focalisés sur la recherche d’invariants
qu’ils appellent « algébriques », c’est-a-dire dont I'eegsion en fonction des composantes sur unease
est un polyndéme de composanteses démonstrations plubliées qui aboutissent a ces lsteda plupart

du temps trés laborieuses et compliquées a lire.

On se propose ici de trouver des listes d’invariants poufdastions isotropes de leurs arguments tenso-
riels dans les cas utiles en mécanique des milieux contsauns se préoccuper si ces invariants sont des
polyndbmes de composantes ou non. On montrera par aillearsapllistes ne sont pas uniques. Enfin, les
démonstrations étant rédigées avec des raisonnementegipres, elles fournissent une interprétation
géomeétrique des invariants de ces listes. On pourra noteassage que ces démonstrations ne requiérent
aucune propriété de continuité ou de dérivabilité de lationdsotrope, on ne lui demande que la qualité
d’étre une fonction, c’est-a-dire une applicatibr- F ou E etF sont des produits cartésiens d’espaces de
tenseurs. Pour les fonctions réelles isotropes, onlasa&R.

B.1 Rotation d’'un tenseur

SoitQ un tenseur orthogonal de détermina#it (une rotation). On sait I'identifier indifféremment (et de
maniére biunivoque) soit par ses composantes dans unesbisgar un vecteur rotation = 6w, ol w est
un vecteur unitaire et oéest I'angle de rotatio < [0,1 (voir (1.77), (1.78) et (1.79) page 28).

Dans la suite, on notef@, 'ensemble des rotations.

La rotation parQ d’'un tenseuiT d'ordre p est un tenseur d’ordrp noté (T ). Son calcul dépend de
I'ordre de tensorialitéo:

— pourp = 0 (le tenseur est un scalaxp: Rg(X) = X.

1. Un désaccord est apparu dans le cas de deux argumentsatsndorsecond ordre symétriquesOBHLER donne une liste
minimale de 4 invariants, d’autres auteurs soutenant gueguadiisent. Cette question est abordée en B.2.3 page 83.

2. le plus souvent orthonormée!

3. La stricte définition des nombres algébriques est qu'ité des racines de polyndmes. En ce sens, les valeurs propietose
des nombres algébriques, puisqu’elles sont les racines lgngme caractéristique. Elles ne s’expriment pas toujoursnge des
polynémes des composantes dans une base quelconque (voie{Aivantes page 73)), mais il existe des bases dans lesjuel
elles sont des expressions simples des composantes : cessbasés propres orthonormées.
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— pourp =1 (le tenseur est un vectedy: o (V) = Q-V. Il s’agit de la rotation classique du vectaur
autour de I'axe orient& et d’angleb € [0,11.

— pourp =2 (le tenseufl estd'ordre 2) %o(T)=Q-T -QT. On vérifie aisément que les tensetirs
et Ro(T) ont les mémes valeurs propres et que les vecteurs propreg(@g sont les transformés
par ®qg des vecteurs propres @e(voir 1.6.10 page 26).

Pour généraliser aux ordres supérieurs a 2, on définit une@ouproduit tensoriel, noté et parfois appelé
produit tensoriel de Kronecke€e produit n’opere que sur des tenseurs d’ordre 2:

DEFINITION : SoientIT etl deux tenseurs d’'ordre 2, le tenselKIU est un tenseur d’ordre 4 défini par:
TRU =T/, (eee e e & (TRU) = T'mU

En fait, ce produit tensoriel est une certaine transpasiio produifT U : (TXU)J n= (T@U)'mlp.

On généralise sans difficulté. Par exemple, le produit ds temseurs d’ordre 2 est un tenseur d’'ordre 6:

Grace a ce produit, on peut récrire la rotation d’un ten3ediordre 2 sous la forme suivante :
%Q(T) = (QRQ): T =QmQnT™ (@ ey
De méme, la rotation patg d'un tenseuil d'ordre 3 s’écrit:
%Q(T) = (QRQRQ)E’T = AmQlr QpT™ (e 2 e @ &)

et d’'une maniére générale, la rotation d’'un tendedtordre p s’écrit:

RQ(T) = (QK - KQ)FPT = Qj, - Qrj, Tit"lr (g, ®---®8,) (B.1)
pfois m

ou®P est le produit contractg fois.

REMARQUE : En mécanique des milieux continus, les tenseurs qui ont adebirotations seront d’ordre 1, 2 ou 4.

B.2 Représentation des eéléments d’'un ensemble

DEFINITION : On dit que les éléments d'un ensemBlsont représentés par les éléments d’un ensemble
E’ s'il existe une surjectiohs : E' — E.

Soit s une telle surjection, et soientek et € € E'.

L'élément éest appelé représentant de e skes(€).

La surjection s est appelée représentatiorifde

Si une représentatios existe, tous les éléments deont donc au moins un représentant (il peut y en
avoir plusieurs). D’autre part, il peut exister plusielgprésentations de, c’est-a-dire qu’on peut trouver
plusieurs coupledE” s”) ou s’ est une surjectioft” — E.

Soit une fonctionf : E — F. S'il existe une représentatien £’ — [, alors il existe une fonctiog=so f :
E' — F telle queg(€¢/) = f(e) ou€ € E' etec E.

Dans la suite, on cherchera des représentatioris tédles que I'ensembl&’ des représentants soit de la
forme R™ x Q, ou les éléments dB™ sont des scalaires invariants dans toute rotation des atérde
E. Lintérét d'une telle représentation des élément&dmparaitra lorsque la fonctiohest une fonction
isotrope de ses arguments (voir B.3 page 84).

4. Tous les éléments d&ont au moins un antécédent ddtfs autrement dit : I'image d&’ par la surjectiors est exactemerit.
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B.2.1 Représentation de vecteurs

v

Un vecteur déV3 peut étre défini par sa norme=£ ||v|| > 0) et un vecteur unitaire = i

Onadonc:v=|v||voulv| > 0.

On noteV I'ensemble des vecteurs unitairesRet I'ensemble des réels non négatifs.

La surjections: R x V — V telle ques(||v||,V) = |v||V = v est une représentation de 'ensemijle

On construit maintenant une représentatiorﬂ]dde la maniere suivante : on choisit un vecteur unitaire
arbitrairevp. Il existe toujours une rotatioR € Q. telle quev =R- V.

REMARQUE : Il existe une infinité de rotatiorR qui font passer d& aVv. Toutes ces rotations ont leur axe dans le plan bissecteur
de (Vo,V). Toutefois, si on se limitait aux rotatiomangle T, il n’en existe que deux pour passerVlea V: leur axew est sur la
bissectrice unitaire® = i%. Quoiqgu'’il en soit, une unicité n’est pas nécessaire : benisle des rotatiorR engendre I'ensemble
des vecteurs unitaires.

Une représentation dé est donc la surjectiod telle que

ReQ, —» RV=VeV (B.2)

Le vecteur unitair&p étant choisi, on a ainsi construit une représentation ds¢mblev :

(IV[R) eRy xQy — VEV (B.3)

De plus, le rée||v|| est invariant par toute rotatiakg du vecteuw car ||V|| = [|Rq(V)|| VQ € Q..

Représentation d’'un couple de vecteurs unitaires
Soit un couple de vecteurs unitairfigv}. On notea = Arccogu-V) € [0, I'angle (non orient&) (V)
(dansVs, a € [0,11, il est donc entierement défini par son cosinus).

On construit une représentation du couple de vecteursitgsifaiv} de la maniére suivante :

1. on choisit un vecteur unitaiig);
2. on choisit un vecteur unitaiMg qui fait un anglen avecuy (il en existe une infinité);
3. il existe une rotatioR (unique®) qui transforme le couplélio,Vo} en le couple(U,v}.

On a ainsi construit une surjectiartelle que :
@-VR) €01 xQ, — {UV} e VxV (B.4)

De plus, on vérifie aisément que le produit scalairg (ou 'anglea) est invariant dans toute rotatiey
du couple de vecteurdi,v}, c’est-a-dire quél-V= Rg(U) - Ro(V) VQ € Q.. (voir (1.60) page 27).

Représentation d'un triplet de vecteurs unitaires

Soit un triplet de vecteurs unitairéa,v,w}. On note :

— y=Arccoqu-V) € [0,1] I'angle (non orientéju,v),

— B = Arccogu-w) € [0, I'angle (non orientéfu.w),

— o = ArccogV-w) € [0,17 I'angle (non orientéjv,w),

— £ =sgnu,v,w| = £1 le signe du produit mixte des trois vecteurs.

5. Il n’est pas possible de donner un signe a I'angle entrg decteurs déVs.
6. On peut démontrer algébriquement cette affirmation géorneétriq
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On construit une représentation du triplet de vecteuraie#{u,v,,w} de la maniére suivante :

1. on choisit un vecteur unitait®),

2. on choisit un vecteur unitaivg qui fait un angley avecu (il en existe une infinité),

3. on construit un vecteur unitaiv qui fait un angled aveclp et un anglax avecvy (il en existe deux,
symeétriques par rapport au pléiy Vo)),

4. le signee du produit mixte permet de choisir unique,

5. il existe une rotatioR (unique’) qui transforme le tripleftio,Vo,Wo } en le triplet{U,v,W} (la rotation
R conserve les angles entre les vecteurs, ainsi que leuriprodae).

On a ainsi construit une surjectiartelle que

(V-W,0-W,U-V,eR) € [0,1°x [£1] x Q, — [UVW} e V3 (B.5)

Représentation d’'unn-uplet de vecteurs unitaires

Comme on I'aura compris avec les exemples précédents viasants nécessaires et suffisants pour repré-
senter um-uplet de vecteurs unitaires sont les angles (ou leur cssigtules signes des produits mixtes
permettant de reconstruire sans ambiguité la positiotiveldes arguments vectoriels.

Pour chaque vecteur unitaivede numéra > 3, il faut donc ajouter, par exemple, les cosinus des angles
non orientés cos; = V1 -V; et coy = Vo -V, ainsi que le signe du produit mixégs = [V1,Vo,Vi].

REMARQUE : On verra dans la section suivante que les signes des adixtes disparaissent de la liste des représentants si les
vecteurs unitaires sont remplacés par des directions nentéss.

Représentation d’'unn-uplet de vecteurs non unitaires

En conséquence de ce qui précedenwuplet de vecteurs est représentable par la listende&gls non
négatifs représentant les normes, complétée par la repadise desn vecteurs unitaires comme précisé
dans les paragraphes précédents. En résumé :

— représentation d’un vecteuf|{v||,R};

— représentation de 2 vecteursi,ro,012,R};

— représentation de 3 vecteursi,ra,rs, a12,031,032,€123 R};

— représentation de 4 vecteursi,ro,ra,ra, 012,031,032,€123, 041,042,€124, R}

— représentation de 5 vecteursi,ro,ra,ra,r's, 0012,031,032,€123, 041,042,€124, O51,052,€125, R}
— etc.

= ri=[vill;

— les anglesij € [0, peuvent donc étre représentés par leur cosinusiges Vi - - :

il vl
— lesgjjx = +1 sont les signes des produits mixfesu;,uy].

REMARQUE : Les représentations proposées ne sont pas uniques; paplex&orientation du vectewy peut étre faite par rapport
aux vecteurs précédents avec les angleset a43 complétés du signesa.

Comme précédemment, les régldes anglesij; (ou leur cosinus) ainsi que les sigragg sont invariants
dans toute rotatiorg du n-uplet de vecteurs.

7. C'est la rotation unique qui fait passer, par exemple, dipleo{Uo,Vo} au couple{u,v}.
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B.2.2 Représentation de directions non orientées
En mécanique des mileux continus, on a souvent besoin daéoasdes directions non orientées, comme
par exemple des directions d’anisotropie de la matiére.

Une maniére de définir algébriquement une direction nomt#éde I'espace tridimentionnel est de donner
un tenseur uniaxial normé défini de la maniére suivante :

U =u®u ouu estun vecteur unitaire

Le tenseul est réel, du second ordre, symétrique et ses valeurs prdpssges sodtl,0,0}. La direction
non orientée ainsi définie est la direction propre unfyagssociée a la valeur propre 1, c’est-a-ditil.

On peut donc représenter toute direction non orientée dpd®e par un tenseur uniaxial unitaire.

On vérifie aisément les propriétés suivantedl st i@ U etV =V®V,
U"=U vn U|2=U:U=1 U:V=@@v?=cofa €[0]]

L'angle entre deux directions non orientées de I'espacegunc toujours étre défini par un angle compris
entre 0 et].

REMARQUE : Le produit doublement contracté étant un produit scalaina fes tenseurs du second ordre, on pourrait définir un
«angle tensoriel  entre les tenseurs uniaxialxetV, par analogie avec les vecteurs, de la maniére suivante :

uU:v
cosb= ———_ —coga €01
UV (0.4

Les directions non orienté&ssont représentables par les vecteurs unitaigsr la surjectionl — u®u)
qui sont eux-mémes représentables par les rotaRang) . (voir B.2 page 79).

On noteU I'ensemble des directions de I'espace (ou bien 'ensemétetenseurs du second ordre uni-
axiaux unitaires). Une représentation des directions memtges est donc I'ensembe, :

ReQ, »UEeU (B.6)

Représentation d’'un couple de directions non orientées

Un couple de directions non orientédd V} est représenté par un couple de vecteurs unitaires par la
surjection{u v} — {U®uV®V}; d'autre part, on a vu en (B.4) page 79 que le couple de vexteitaires
{u,v} est représenté par la surjectifm,R} — {u,v}. On construit ainsi une surjectido,R} — {U.V}.

Une représentation d’un couple de directions non oriergéedonc représenté pém,R} aveca < [0, 7]
etcoga =U :V €[0,1], soit encore :

U:VR) €[0,1] xQs — {UV}el? (B.7)

On vérifie aisément que le rddl: V (ou biena) est invariant par toute rotatiagp du couple{U V }.

Représentation d’unn-uplet de directions non orientées

Un n-uplet de directions non orientées est représenté paruplet de vecteurs unitaires par la surjec-
tion {uy, - ,up} — {Up®Uy,--- U, ®U, }. Cependant, contrairement amuplet de vecteurs unitaires, les
produits mixtes peuvent prendre un signe quelcofique

8. En effet, I'espace propre associé a la valeur propre lesdindension 1 car I'odre de multiplicité de cette valeur pragsel,
c’est donc une direction de I'espace.
9. On peut peut remplacar par —ui sans changer la directiddy
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Une représentation d’'umuplet de directions non orientées est donc (par exemple) :

n} 2(n-2)+1

(012, (031,032), (0141,042), -+ ,(0n1,0n2), R) € {075 xQp — {Ug,--- Up}eU" (B.8)

ou les réelsyj; peuvent étre remplacés par €ag =U; : U et sont invariants dans toute rotatiap du
n-uplet{Uq,--- Un}.

B.2.3 Représentation des tenseurs réels du second ordre syngues

Tout tenseuB réel du second ordre symétrique construit®gipeut s'écrire sous la forme :
3 3
S= Zl)\iﬁi QU = Z}\iUi (B.9)
i= i=

ou:
— lesréels\; > A, > Az sont les valeurs propres (leur classement induit leur notagon);

— les vecteurgu;} sont une base propre orthonormée que I'on peut toujoursicluiiecte;

— les tenseurd; = U; ® U; sont des tenseurs uniaxiaux qui représentent la directimpre (non orien-
tée) associée a la valeur propre Le tenseulS étant symétrique, les tenseurs uniaxiddyxsont
orthonormés (voir (A.8) page 75).

Une représentation des tenseurs réels symétriques dudsexatre est dongA1,A2,A3U1,U2U3}.

Le triplet de tenseurs uniaxiayl; } est représentable pée10,031,032,R} (voir (B.8) page 82) ou les;;
sont des constantes égale$.d.a représentation du triplet de directions orthogonategduit donc &.

On noteS I'ensemble des tenseurs réels du second ordre symétrifugstenseur symétriqgue du second
ordre est donc représentable par:

AL A2 AR eR3XQ — SeS (B.10)
ou les trois valeurs propres réelles classégs\, et A3 sont invariantes dans toute rotatiag de S (les
valeurs propres d8et deQ-S- Q' sont les mémes).

REMARQUE 1 : La surjection trouvée ici n’est jamais une bijection : qiibes valeurs propres sont distinctes, il existe quatreioois.
R qui tranforment le triple{U; } en le triplet{U; }. Quand les valeurs propres ne sont pas toutes distincte®xiste une infinité.

REMARQUE 2 : Le triplet des valeurs propres classégs. 2. A3} peut étre représenté par d'autres triplets d'invariantér (.6
page 74).

Représentation d’un tenseur symétrique réel du second ordr et d’'une direction non orientée

Soit un tenseur symétrique du second oi8ire 52 ; AjU; et soit une direction non orientée définie par le
tenseur uniaxial norm¢ =vV®V.

Une représentation de 'ensemBBV } est 'ensemblgA1,A2,A3,U1,U2,UsV}.

Une représentation des quatre directions orthogonalesmeméesU 1,U,,U3 V } est (par exemple) I'en-
semble{ayy,azy,R} P otayy €0, Zlestlangle(V U1) etazy € [0,5] est'angle(V U>) (voir (B.8) page
82). Une représentation g8V } est donc:

2 ~
MAz a0 Ry €R3x [0.0] x @, — {SV}esxT (B.11)
2

10. les anglesi12, 013 ety sont des angles droits.
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ou les anglestyy etayy peuvent étre remplacés par le carré de leur cosinus:

cofoy =U7:V cofan =U,:V

REMARQUE : En utilisant les expressions tensorielles des directiwopres (A.9) et suivantes page 76, il vient:
A1 =A2) A1 —=A3)(U1:V) = (S :V) — (A2 +A3) (S:V) + 2273
(A2—23) (A2 = A1) (U2:V) = (§:V) — (Aa+ A1) (S:V) +Aahy

La proposition de J. P. BELHER pour les invariants « croisés » ét&itV =v-S-VetS* :V =v-S*.V. Les formules ci-dessus
montrent que des combinaisons de ces deux invariants avew#gnts deS permettent de déterminer les angles de la diredfion
avec les directions proprék; etU, deS.

On montrerait de méme que la représentatiofS¥1, - -- V,} 11 est par exemple :
{(V]_ ZU]_,V]_ IUZ),--- ,(Vn . Ul, n ZUZ)7 R} S [Ql]n X Q+ — {S,VL“- ,Vn} eSx f[jn (B.12)

ou les produits scalairds; : U peuvent étre remplacés par les produits scalaires (matiierfaent inter-
prétablesy  : Sen utilisant les formules (A.9) et suivantes page 76.

Représentation d'un couple de tenseurs réels symétriqguesicecond ordre

Soient les deux tenseurs symétriques du second &érg? | A\jU; etS = z?zleju'j. Pour construire
une représentation du couple de triplefs; },{U’} }, on procéde de la maniére suivante :

1. on choisit un triplet de directions non orientées orthmagdes arbitrairdU g; };

2. on construidy, déterminé (par exemple) par les deux angles = (U ;.U o1) etay, = (U Uo2);
3. on construitd; (par exemple) par 'anglezz = (U Uo3);

4. la directiorlU, est alors unique.

Par ce procédé, les deux couples de triedrdsi},{U7}} et {{Uai},{Ug}} ont les mémes positions
relatives et il existe une rotatidR qui passe de d’'un couple de triedres a I'autre. On a donc rihghe
surjection{ay/1,01/2,033,R} — {U1,U2,U3U% U5 U%} (il en existe d’autre¥).

Une représentation du couple de tenseurs symétriquesrest do
i
{A1.A2,A3, A} A5 N5, 01,012,033, R} € R®x [0’5]3 xQ; — {SS}e§? (B.13)

On vérifie aisément que les régls; Az A3, A},A5N5, ay1,002,033} sont invariants dans toute rotation
Rq du couple{SS}.

Les trois anglesiyq, 0y, etagz peuvent étre remplacés par le carré de leur cosinus (congmis0,1]) :

cogay; =U}:U; coay, =U}:U; cofayz =Uj:Us (B.14)
REMARQUE : Ces trois produits scalaires peuvent étre exprimés teifgonient en utilisant les formules tensorielles qui donnent
les directions propres (voir (A.9) et suivantes page 76)8d&4). Par exemple, le produit scaladiJg : U est solution de:

(S~ (A2 +A3)S+A2A3G) : (S%— (A5 +25)S +A5A56) = (A1 —A2) (A1 —Ag) (AL —A5) (AL —A3) (U1 :UY)
soit encore en développant :
(M1 —A2) (A1 —23) (AL —A3) (A1 —A5) (U1 :U7) =
(S2:82)— (A24+A3) (S:S2) — Ny 4+ A5) (S2:S) + (A2 +A3) Ao+ 23) (S:S)+
A2 A3 Tr(S?) + A5A5TH(SY) — A2 Az (A5 +A5) TrS — AL A5 (A2 +A3) TrS+3A2 A3 M55

11. En mécanique des milieux continus, c’est utile pour desctians d’anisotropie multiples.
12. En effet, on connait plusieurs maniéres de situer unrériper rapport & un autre avec trois angles; par exemple, ggesan
d’Euler (précession, nutation, rotation propre), les asgle navigation (roulis, tangage, lacet), etc.
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On obtient des formules similaires pour les produits scalblfe: U, etU’ : Uz de (B.14). On constate que I'expression de ces trois
produits scalaires font apparaitre les quatre « invariamisés XS : S2) , (S: S?), (§?: S) et (S: S) qui ont été proposés par J.
P. BOoELHER comme liste minimale et qui ont été a I'origine de controverses avautres auteurs soutenant, a juste titre, que trois
invariants sont suffisants. Le calcul précédent montre qlistead’invariants de BELHER n’est pas minimale, car trois invariants
suffisent. Ces trois invariants ne sont pas une sous-listeaatre invariants proposés pab® HER. La formule ci-dessus montre
gu’on peut déterminer trois invariants strictement nécessait suffisants par des combinaisons adéquates des quatiarits de
BOELHER avec les invariants propres a chaque tenseur.

B.3 Fonctions réelles isotropes

DEFINITION : Une fonction réelle est dite isotrope si elle est invariatiéms toute rotation de ses argu-
ments :

f(T]_,Tz, T 7Tn) = f(RQ(Tl)ag(—Q(TZ)7 T 7RQ(TH>) VQ € Qy

REMARQUE : En mécanique des milieux continus, cette condition a unepréetion physique : la valeur de la fonction rédilest
invariante par changement d’observateur. C’est notammeni’oa gxige quand on cherche a écrire des fonctions d’étamibay-
namiques (énergie interne, entropie, énergie libre ...} ldsrnvariables d’'état sont des vecteurs ou tenseurs d’'scgrérieur.

Si on dispose d’'une représentation de la suite des arguresrsisriels{T,,--- T} de f constituée d’'une
suite de scalairegly, -+ ,Im} invariants dans toute rotatioRg des arguments dé, complétée par une
rotationR, alors il existe une fonctiofi = f ostelle quef(ly,--- ,Im,R) = f(T1,---Th).

Lisotropie de la fonctionf s'écrit:
f(T1,T2,---.Tn) = f(%Q(T1),%Q(T2),--- :RQ(Tn))  VQeQy
ce qui implique I'égalité :
fl, ImQ) =F(I3.-- InQ-R-Q") VQ e Q4

ou {l7,--- .17y} sont des scalaires calculés a partir des argumgrgsT1),%q(T2), - ,RQ(Tn)} avec
les mémes définitions que celles utilisées pour calculesdataires{l,--- ,In} & partir des arguments
{T17T27 e ,Tn}-

Puisque dans les représentations précédentes, on a d®&ialaires invariants dans toute rotattgydes
arguments, on al’j =1; Vj € [1,m], I'égalité précédente s’écrit encore:

T(lla"' 7Im7Q) :T(lla 7Im7Q'R'QT) vQe Q+

ol Q-R-Q" VQ € Q. est une rotation quelconque. On en déduit que la fondtiest insensible & son
dernier argument:

f(llv”' 7|m»Q) = f(llv 7|m)
Ainsi, si la fonctionf (T1,T»,---,Ty) est réelle et isotrope, il existe une fonctibrelle que :

f(T1;T27' o »Tn) :T(Il," : 7|m)

Ce résultat est important dans la pratique de la mécanigaendeeux continus: il permet de remplacer
toute fonction réellef de n arguments tensoriels par une fonctibrde m arguments scalaires quand on
a trouvé une représentation desrguments tensoriel§T1,To, -+, Tn} sous la forme{ly,--- ,Im,R} ou
{l1,---,Im} sont des scalaires invariants dans toute rotatigrles arguments tensoriels.

Pour trouver les arguments deil suffit de supprimeR de la liste de la représentation des quelques cas
qui ont été exposés dans la section précédente.
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B.4 En bref...

Les fonctions réelles isotropes d’arguments tensorielsgre étre remplacées par des fonctions réelles
d’arguments réels, calculés a partir des arguments tetsa@in rassemble ici les quelques cas étudiés :

arguments dé arguments deé
Vi [[va |
Vi,V [IVall, - ,[|Vnl[,012,(031,0032,€123), - - - , (A1, 0n2,,€12n)
Vi,--- Vy B12,(B31,B32), - »(Bn1,Pn2)
S )\1))\27)\3
SV, A1,A2,A3,B11,B21
SVi,--- Vy A1,A2,A3,(B11,B21), - ,(B1n,B2n)
SS A1, A2,A3,A1 A5 A5, Bra,Bra,Bys

ou:

lesv; sont des vecteurs;

lesV; sont des directions non orientées (tenseurs uniaxiaudices) ;

lesSetS sont des tenseurs du second ordre symétriques ;

les angles entre vecteurg peuvent étre remplacés par les produits scalajrag ;
les angles entre directiofi§ peuvent étre remplacés par les produits scal®re¥; ;

les groupes de valeurs propres clas3g¢es A3 peuvent étre remplacés par les invarights, ,S
ou S ,J,pou dautres (voir A.6 page 74).
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Annexe C

Formulaire

On donne ici (sans démonstratfries expressions des opérateurs différentiels gradi@rrgence, ro-
tationnel et laplacien dans deux systémes de coordonrgssiqties : les coordonnées cylindriques et les
coordonnées sphériques.

C.1 Systeme de coordonnées cylindriques

C.1.1 Définition et notations

Un pointM de I'espace est repéré par les 3 réeB etz définis sur la figure C.1.

FiG. C.1 —Systéme de coordonnées cylindrique

1. Ces formules ont été établies automatiquement avec un «gesksmmé ens3d, écrit par I'auteur, destiné faire de I'algébre
tensorielle dans des bases quelconques et de I'analyswitdiesdans des systemes de coordonnées quelconquesurdetmet
a la disposition des utilisateurs des logiciels de calcurhisl MAPLE® ou MATHEMATICA®. Ces packcages sont téléchargeables
actuellement (16 mars 2012hé&t p: //j garri gues. perso. central e-nmarseille.fr/tens3d.
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C. FORMULAIRE

A chaque poini on associe une base locale orthonorrfgeeg,e,} définie par:
L 1 . .
e = 0;0OM = cosfi +sinfj eezFanM:—s|n6|+cosej:k/\er e, =0,0M =k
Le point courani est défini par:
OM =r cosBi +rsinfj +zk=re, +zk

Sur la base locale &d, on a

dM =dre +rde +dze +zde =dre +rdbeg+dze

C.1.2 Champs scalaires

Soit f un champ scalaire:
f:MeVs — f(M)=1(r0,2 R

grad f :arfer+F169fee+azfez
1 1

1 1

C.1.3 Champs vectoriels

Soitv un champ vectoriel :

V: MeVz — V(M) =v(r,0,2)e +Vp(r,0,2) € + v,(1,0,2) &

arVr Fl (69Vr - Ve) 62Vr
[(grad V)ij} = |0rVe % (OgVo+Vr) 0zVe
6er %aeVZ anz {&‘eeez}

. 1
dIVV - arVr + F (aeVQ +Vr) + anZ
1 1
rot v= (raevz — azve) € + (0:r — 0rVz) €9+ <arv9 - (0gVy — v9)> e,
1 1
AV = (arrVr + (aeeVr ZaeVe - Vr) + F arVr + aszr> &
1
(6rrV9 + = (aeeVe +20gVr — V) + T OrVp + aszG> €
+ (arr Vz+ aeeVz + - aer + aszz> €,
1
Or ( Or (rvy > + 2 (OpeVr — 20gVe) ‘H)szr) €&
1 1
+ (a < Or (fVe)> +3 (OpeVe +20gVr) +<3sz9> €

1 1
—|— (r ar (I’ aer) + ﬁ aeeVz+ aZZVZ> eZ
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C.1.4 Champs tensoriels du second ordre symétriques

SoitT un champ tensoriel du second ordgamétrique
T:McVs — T(M)eScCV5?
Les composantes dedans la basée; eg.e,} sont:

Tr(r0,2 Te(r,0,2) T(r,6,2)
Tre(r,0,2) Toe(r,0,2) To,(r,0,2)

(matrice symétrique)
T2(r82) Terr82) TAr8.2)] 4 g e

. 1
divT = (arTrr + T (0pTro + Trr — Tog) +azTrz> €
1
+ <arTr6 + T (0gTop +2Trg) + 62T62> €

1
+ <arTrz+r (66T92+Trz)+az-rzz) €,

i (0pTrz—Toz) — 07T 07Ty —O0; T2 0rTrg — % (0gTir —2Trp)
rot T = |1 (dpTez+Trz) —07Tee 07Tro—0rTez OrToo — = (3pTro + Trr — Too)
FlaeTZZ_ aZTeZ aZTI'Z - ar TZZ arTeZ — % (aeTI'Z — Tez) {9(799781}

(AT), =0 Tee + riz (OgeTrr —409Trg — 27Ty +2Tge) + % Or Ter +0z2Tr
(AT),g=(AT)g =0 Tro+ riz (0ppTro +209Tyr —209Toe —4Trg) + % OrTro + 022110
(AT),, = (AT), =0Tz + riz (0ppTrz — 209 Toz — Trz) + % Or Trz + 022112

(AT )gg = Orr Toe + riz (OpeTep +400Tro + 2Ty —2Tgg) + % Or Tog + 022160
(AT)g, = (AT )9 =01 Tor + riz (0o Toz+200Trz — Toz) + :FL 0r Toz + 0221,

1 1
(AT),, = Orr Tzz+ 2 Ope Tzz+ T 0r Toz+ 022172

C.2 Systeme de coordonnées sphériques

NOTE IMPORTANTE : Dans la littérature scientifique, il exasleux versions du systéme de coordonnées
sphérique.

Dans celle présentée ici, 'angpeest mesuré a partir du plée; ,e;). On pourrait les appeler « coordonnées
géographiques »B(est la longitudeg est la latitude, le plarie;,e;) est le plan équatorial). Le triedre

{er 69,6y } est direct.
Dans I'autre version I'anglé est mesuré sur le méridien da partir du péle Nord. On a donc:

]!
¢=5- ¢ et €= —6€
On convertit aisément les formules avec:

cosp — sin@ et sing — cosy
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C. FORMULAIRE

C.2.1 Définition et notations

Un pointM de 'espace est repéré par 3 réeld et @ définis sur la figure C.2.

FiG. C.2 —Systéme de coordonnées sphériques

A chague poimiM on associe une base locale orthonorrgees,e, } définie par :

e = 0,0M = cosp u-+sing k= cosd cosp i + sinB cosp j + sing k
0oOM

"~ rcosh
9,OM

= —sinBi +coshj

= —sing u+cosp k= —cosB sind i +sinBcosp j +sind k

Le point courant est:
OM =r cosp cosBi+r cosp sinBj +r sinpk =re;

Sur la base locale e, on a:

dM=dre +rde =dre +rcospddeg+rdd ey

C.2.2 Champs scalaires

Soit f un champ scalaire :
f:MeVz — f(M)=1(r06,0)eR

dof 0 f
f—of A
grad Or ef+rcos¢ee+ ; €p
_ Oggf —singopf 20, f Oppf
AT =0T+ r2 cog ¢ Tt TR

90



C.2. Systéme de coordonnées sphériques

C.2.3 Champs vectoriels

Soitv un champ vectoriel :

V: McVs — VIM)=Vv(r6,0) e +Vg(r0,0)es+vy(r0,0) € € Vs

==

OrVy ﬁ OgVr — %VG (0¢Vr — V¢)
[(grad V)ij] = | 0rve ﬁ (aeVQ—Sin(])Vq,) +%Vr %%Ve

1 ; 1
0r Vo r cosh (09V¢—|—SIH¢V9) T (0¢V¢ +Vr) (&80}
. OgVp — Si 0 2
divv=0,v, + BVe —SiNdVy  O¢pVp +2V;
r cosd r
09V¢ + sind v 6¢Ve 6¢Vr — Vo OgVr Vg
tv= — e T _ i
rot v ( rcosh , e+ : OrVy ) €+ | Orve rcoscl)+r €
B OgoVr OppVr —209Vy —2Vr 2 SiNGVy — 209Ve — SING 0pVyr 20, Vi
Av= (a”vr ) r2 + r2cosp T )®
OpoVe —2SiNG 0gVy —Vg  OgppVe  20gVr —SiNG Ve  20rVe
* <a,,v9 + r2cogé T2 r2 cosp S
OpoVy +2sinddgVe —Vy ~ OpoVp +20pVr  SiNGIyVy 20y
* <6,rv¢ * r2cog o N r2 " Zcosp | v

C.2.4 Champs tensoriels du second ordre symétriques

SoitT un champ tensoriel du second ordgamétrique

T : McVz — T(M)eSc V52

Les composantes dedans la bas¢e, g,y } sont:

Tro(r,0,0) Toe(r,6,0) Top(r,0.,0) (matrice symétrique)

[Trr(rﬁ,cb) Tro(r,6,0) Tr¢(f79,¢)]
Trq,(l’,e,d)) T9¢(I’,9,¢) T¢¢(I’,9,¢) {er5.8p)

r cosp r
09 Tgg — 2 sing T9¢ 0¢Te¢ +3Tie
or Ty
+ ( rire+ r cosh + p €

d|VT = (arTrr -+

06Toe +Sind Teg — SINd T 0p Too + 3T,
N (arw ., 9eTeo ¢ OToo | 90Too +3Trg
r cosp r
69T,¢+sisr$¢Tr9 _ 0¢Tr9 athrr*ZTrd) _ arTr¢ arTrS _ aeTgb + 2Tg
r co r r rco r
rot T = 09T9¢+iir;?;gee—T¢¢) . 0¢Te?—Tr¢ 0¢Trer—T9¢ . 6rTe¢ arTee . aeTr$;§:b¢Tr¢ + Tee;Trr
OpTpp+2SiNdToy 99 Top+Tre 0 Tro+Trr —Too 0gTrop+siNdTrg | Toy
r cosp - r r r rrr —0rToo 0r Tap — rr cosh r T ey}
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C. FORMULAIRE

(AT)rr = arrTrr +

(AT)ro = (AT )or = 0rr Tro +

(AT)I'¢ - (AT)d)I' — arrTrq) +

(AT )pg = Orr Top +

(AT)9¢ = (AT)¢9 = arrTecp +

(AT)pp = On Ty +

aeeTrr a¢¢Trr - 4a¢Tr¢ - 4Trr + 2Tee

r2cog ¢ r2
SII’I(I) a¢Trr +4 S|n¢ Tr¢ —469Tre ZarTrr
+ 5 +
r< cosp r
aeeTre -2 Sin¢ aeTrq, — Trg n a¢¢Tre — 26¢T9¢ — 4Tr6
r2co2¢ r
20gT;r —209Tgg — Sind aq)Tre + 4 sind Te¢ 20/ Tro
+ 5 +
r2 cosp r
aeeTrq, +2sind 0gTrg — Tr¢ 6¢¢Tr¢ + 26¢Trr — 26¢T¢¢ - 4Tr¢
2 + 2
r2cogo r
—20gTgp —SiNG Iy Trp —2 SiNd Tgg +2SiNG Tpy  20; Trg
+ 5 +
r< cosd r
OpoTep — 4 SinG 0 Toy —2Tee +2Tpy O Tee +2Trr — 2Tpg
2 + 2
r2cogé r
4aeTr9+Sin(|) 0¢T99 —4Sin¢T,—¢ 20; Tgg
re cosp r
OpoTop +200Teg — 200 Typ —4Tay ~ Opo Tep +20¢ Tre + 2 Togp
_|_
r2cog¢ r2
209Try —SiNG 0y Top +2SiNd Tre 20 Toy
+ 5 +
r2 cosp r
0pa Tpp +4 Sind 09Ty +2Tee — 2Ty
r2cogo
000 Too +409Tro +2Tr —2Tge  SiNGFpToy ~ 20: Toy
-+ 2 - 2 +
r r2cosp r
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