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SIGNAL, n.m. (v. 1220) s'écrit aussieignalau Xllle s. (v. 1265); le mot, qui correspond a
I'ancien provencabennal(1174), est un emprunt au bas lasiignale« signe », neutre substan-
tivé du bas latirsignalis« qui sert de signe », dérivé du latin classigignum(! signe).

} Le mot apparait en francais avec des sens particuliers llemaiune epée », « sceau avec
lequel on signe un acte »(v. 126&€kignal), et c'est aussi le nom d'une constellation (v. 1265).
Il signi e aussi « ce dont un propriétaire marque un animat marque sur la peau »(v. 1298),

« gros grain de chapelet »(1328), etc. Dans tous ces empigisal désigne des signes natu-
rels ou conventionnels qui constituent ou donnent desnméitions ; aujourd’hui, dans l'usage

courant,signal correspond a un signe de nature conventionnelle, méme sigmthéoriciens
le signal peut étre formé par un signe natuyel.e mot désigne en particulier (1540) un signe
convenu fait pour indiquer le moment d'agir, d'ou la locutidonner le signal(1798). Il s'est
dit (1690) d'un moyen utilisé pour porter au loin une infotioa ; il désigne (1718) le fai
par lequel un processus commence et qui constitue un sigrsynuptome de ce processus au-
jourd'hui (XXe s.) surtout dans les emplois didactiques, @emple en psychanalys&gnal
d'angoisse

} Avec la valeur « signe conventionnel », il s'emploie pour «&® ottante (qui marque |
place des lets) »(1769), en marine da@®de international des signagk868), couramment
ceux qui reglent la circulation (1875, dans les chemins gegeis dans les télécommunications
(1933), eninformatique (v. 1970). C'est un concept esskatléntérieur de la notion théoriqu
large de signal , concernant tous les canaux de commumc@ignaux visuels, acoustiques,
olfactifs, surtout en éthiologiegchimiques.

Le ROBERT, Dictionnaire Historique de la Langue Francaise, sous
la direction d'Alain Rey, page 3504, Janvier 1999
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Notations
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FIf]

L[f]

L1(R)

Lo 55 3D
L2(R)
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kf ko

rect
sinc
tri

Ensemble des nombres entiers naturels
Ensemble des nombres entiers relatifs
Ensemble des nombres réels

Ensemble des nombres complexes

Imaginaire pur

Fréquence

Temps

Variable de Laplace

Transformée de Fourier de la fonctibn
Transformée de Laplace de la fonctibn
Ensemble des fonctions de module intégrableRsur
Ensemble des fonctions de carré intégrable sdy; 7]
Ensemble des fonctions de carré intégrableRsur
Produit scalaire entre les fonctiohsetg
Application de la distributiom sur la fonction
Norme de la fonctiorh

Impulsion de Dirac

Fonction échelon d'Heaviside

Fonction rectangle

Fonction sinus cardinal

Fonction triangle

Période d'échantillonnage



Modalités pratiques de STI tc2

MERCI DE LIRE ATTENTIVEMENT LES MODALITES DE FONCTIONNEMENT DE L'EN-
SEIGNEMENT STI TC2 “T RAITEMENT DE SIGNAL".

— Séances de CM/TD :

1. Les téléphones portables, les ordinateurs et les tabletint interdits en séances de
CM; les téléphones portables et les tablettes sont intezdit®ances de TD.

2. Les différentes activités commencent a I'heure plani Ea particulier, les respon-
sables de CM/TD sont autorisés a ne pas accepter les éleyasnfms la délicatesse
de respecter I'noraire. Dans ce cas-1a, ils seront portgsrab. L'enseignement de trai-
tement du signal est suf samment dense pour ne pas pouvpas le luxe de perdre
du temps. 8 minutes de retard sur 7 séances font environ ume ée moins!

3. Un corrigé des exercices traités en TD sera disponibldesserveur pédagogique
lorsque tous les groupes de TD auront traités le sujet. lanfka pas de corrigé pour
les travaux préparatoires.

— Travail préparatoire :

1. Le travail préparatoire d'une séance de TD est prépartopares éleves du groupe et
présenté par un (ou plusieurs) éléve(s) désigné(s) pardtrant de TD a partir de la
liste des éleves, le jour de la séance. Parallelement, u@usieurs) copie(s) seront
ramassées pour évaluation. En cas de travail non effectutabeence non justi ée
d'un éleve désigné, la note sera de 0.

2. Un des exercices du test nal sera pris dans I'ensemblexesices des travaux pré-
paratoires.

3. Les présentations doivent étre claires, précises eaeés. Elles contribuent a préparer
les éléves a la communication technique.

— Le contréle des connaissances de la compétence Savoicampése en premiére session
en 3 parties.

1. Correction du travail préparatoire de TD (10% de la notalédt

2. Microtest : il s'agit d'un test de 1h lors de la 4ieme séameeours dans lequel le sujet
sera résolu par binbmes (10% de la note totale). ATTENTI@N,seuls documents
autorisés sont le formulaire donnant les transformées dedfeet pour chaque éleve
une page recto format A4 de résumé de cBurss résumés devront étre rendus avec
la copie.

1. Unrésumé de cours ne doit pas comprendre d'élements des TD

7



3. Testterminal (80 % de la note totale). ATTENTION, les seldcuments autorisés sont
des formulaires disponibles sur le site associé a I'actfodmation de la plateforme
pédagogique (répertoire Documents et liens / Formulagtshe feuille recto-verso
format A4 de résumé de colfr€ette feuille devra étre rendue avec leur copie.

— Apres publication aupres des éléves de la note totale, siearxces de consultation de co-
pies seront organisées.

— Les éleves qui désirent des précisions sur la note totalmpstatent des probléemes au-
ront un délai de 3 semaines apres la publication des notds Sarvice de Scolarité pour
contacter le responsable du colRassé ce délai, aucun demande ne sera prise en compte.

— Alissue de la seconde session, la note de Savoir seraitt@espar la note de test de la
seconde session.

— Assiduité : conformément au réglement de scolarité, lagmmée est obligatoire pour toutes
les activités de STI tc2. Si c'est une condition nécessallen'est cependant pas suf sante
pour pleinement pro ter de I'enseignement de traitemensigumal.

1. Toute absence doit étre justi ée aupres de I'adminisirnat

2. Pour la séance de microtest, en plus de la justi catiomesigu Service de Scolarité,
toute absence doit étre signalée par email auprés du redggerte cours. Si ces deux
démarches sont effectuées et sil'absence est excuséeSmwlee de Scolarité, la note

nale sera calculée avec un poids de 90 % pour le test naloBjra regle générale
s'applique avec une note de microtest de 0.

3. En cas d'absence non excusée par le Service de Scolarit@tve désigné a partir
de la liste des éléves du groupe de TD pour présenter le ltgarégiaratoire ou pour
donner sa copie, la note de travail préparatoire sera de €agd'absence excusée par
le Service de Scolarité, la note nale de Savoir sera catcakec un poids de 90 %
pour le test nal au lieu de 80 %.

4. En cas d'absence non excusée par le Service de Scolargéaesmme de TP de 4h,
I'éléve ne pourra pas se présenter a la séance de BE de 2h &b poar note de
Savoir Faire de STI tc2. En cas de présence dans la séanceake 4fPet d'absence
non excuseée par le Service de Scolarité dans la séance de BE ldendte de Savoir
Faire sera calculée en prenant O pour note de BE. En cas d@bsenusée par le
Service de Scolarité en séance de TP de 4h, I'éleve poutiaipar & une autre séance
a condition qu'il n'ait aucune activité programmée sur céngau et que l'effectif du
groupe le permette. Un éleve ne peut se présenter en séamte die 2h que s'il a
effectué la séance de TP 4h. En n de semestre, le respondallAF essaiera en
fonction des possibilités du planning d'organiser une séate rattrapage pour le TP
4h et le BE 2h. En cas d'impossibilité et d'absence excuséee@@ervice de Scolarité
de I'éléve, I'éleve n'aura pas de note de Savoir Faire poAir.'

2. Unrésumé de cours ne doit pas comprendre d'éléments des TD



Chapitre 1

Introduction

1.1 Le signal au service de I'étre humain

Un signal est une grandeur qui dépend du terhpSette grandeur est souvent physique.
La grandeur d'un signal peut étre de différents types :
— Information : par exemple le son qui est une variation dedagion de I'air, voir guré 111 ;

Cliquer pour écouter

Alleluia du Messie de Haendel

FIGURE 1.1 — Alleluia d'Haendel

— Energie : par exemple la tension du secteur;

— Matiere : par exemple un débit d'eau en un point d'un canatigation.
Les outils présentés dans I'Action de Formation STI tc2 eonent plus particulierement les
signaux porteurs d'information.

Les signaux occupent une place prépondérante dans la vieidétte humain puisqu'ils sont ce
gui permet a un étre humain de percevoir son environnemefineragir avec lui.

Détection L'étre humain détecte les signaux issus de son environngsams, odeurs, images,
etc..) grace a ces capteurs (oreilles, nez, yeux, etc...).

Traitement |l les traite et les interprete (par exemple, il isole un sartipulier).
Génération Il est capable de générer des signaux a destination de sonramment.

9



10 CHAPITRE 1 INTRODUCTION

1.2 Limportance du signal dans nos sociétés contemporaines

C'est un lieu commun que d'af rmer que notre société conterapw est la société de l'informa-
tion. L'information y est véhiculée par les signaux. Faca enhsse des signaux qu'il est nécessaire
de traiter, souvent en temps réel, les ingénieurs ont cigydtemes technologiques d'une grande
complexité. Ceux-ci ont envahi notre société et font padialgets incontournables de notre quo-
tidien.

En réponse aux enjeux de la société actuelle, des méthddas sties puissantes pour gérer
une telle complexité ont été développées par les chercbaBsiences de I'lngénieur. La maitrise
de ces méthodes devient de plus en plus incontournable damatique de l'ingénieur quelque
soit le domaine auquel il se destine.

L'objectif de cet enseignement est de donner des basedigpies minimales préalables a
l'acquisition et a la maitrise de ces méthodes. D'autre, ganinbinée avec les enseignements
d'Automatique, il s'agit de contribuer a I'acquisition dapproche « systeme », incontournable
lorsqu'il s'agit de développer des systemes d'une certaoraplexité, méme si leur nalité n'est
pas de gérer de l'informatich

Dans le traitement de l'information, il est nécessaire de

— mesurer le signal, souvent a l'aide de capteurs (métre)ogi

— caractériser et extraire le signal utile (traitement dpnal) ;

— le transmettre par un codage adéquat (traitement du ¥ignal
Pour cela, le traitement du signal développe des méthodgebaur la modélisation mathémati-
que, ces méthodes pouvant étre ensuite mises en ceuvre gorétpe (numérique) du signal
(réalisation technologique).

1.3 Les signaux utiles

-10

FIGURE 1.2 — Signal discret

Une premiere classi cation des signaux peut étre faite :

1. Voir par exemple les Actions de Formation du semestre S@steBies mécatroniques intelligents », « Filtrage
adaptatif : application au contréle actif de bruit »ou ercorSciences de I'Information et Biologie ».



G. SCORLETTI VERSION2020-2021 11

— Signaux en temps continu ou en temps discret :

— Un signal en temps continu (@ignal contin) x est dé ni a chaque instantapparte-
nant a unintervalle dB, ouR estl'ensemble des nombres réels, ditdut entied. Un
signal continu est un modéle de signal analogique. Un semalbgique correspond a
une grandeur physique réelle qui évolue au cours du tempsxémple de signal ana-
logique est représenté gute 1.1. Leur étude est fondarteeptaur I'ingénieur car les
signhaux analogiques représentent I'essentiel des sigihamonde physique.

— Un signal en temps discret (@ignal discre} x n'est dé ni qu'a certains instants;
soit un vecteur de valeurs réellies(t = ty)g. Le cas le plus important en pratique est
celui ou8k, (tx+1 tx) = Constante= Ts. Le vecteur de valeubsse réécrit donc
fx(kTs) = xxg. Un exemple de signal discret est présenté durée 1.2.

Un signal échantillonné est un signal discret dont les valéxy g, appeléegchan-
tillons, sontissues (mesurées) d'un signal Corﬁiﬁl'lg est alors appeléeeriode d'échan-
tillonnage Un exemple de signal échantillonné est présenté gure 1.3.

Les signaux discrets sont le support de l'information quitestée par les systemes
technologiques basés sur I'électronique numeérique, figde le plus évident étant
les ordinateurs. lls constituent I'écrasante majorité ffestemes technologiques com-
plexes gérant de l'information. Leur formidable dévelopmgat ces dernieres décen-
nies a ouvert d'immenses possibilités a exploiter. lls stavenus incontournables y
compris dans des systéemes qui traditionnellement n'atdist pas de technologies
électronique. L'étude des signaux discrets est donc fondamentale pmgeéhieur
car ils représentent I'essentiel des signaux traités gasystemes complexes gérant
I'information.

— Signaux périodiques ou non. Nous allons voir dans le cteptii suit que les signaux
continus sinusoidaux constituent une classe fondame¢adegnaux périodiques.

— Signaux déterministes ou aléatoires. Cette distinctiom akordée en n de cours, dans le
chapitre 7.

2. On peut aussi dé nir le signal s& auquel on a soustrait des ensembles de mesure nulle.

3. Bien que trés simple, la représentation par un vecteunkirs réelles présente I'inconvénient majeur d'étre
un objet mathématique radicalement différent des fonstn modélisent les signaux continus. Nous verrons dans
la suite qu'un autre objet mathématique est généralemitistuplus complexe qu'un vecteur. Néanmoins, il présente
I'avantage formidable d'étre plus proche des fonctionspeut ainsi batir un ensemble d'outils communs aux signaux
continus et discrets.

4. 1l s'agit de l'opération d'échantillonnage. Dans un syst électronique, cette opération est réalisée par un
convertisseur Analogique Numérique ou CAN.

5. Un exemple frappant est I'automobile qui d'un systémerement » mécanique est devenu un systéme « méca-
tronique », c'est-a-dire un systéme qui fait massivemepebaux technologies a la fois mécaniques et électroniques
(voir I'Action de Formation de S8 « Systémes Mécatroniqugslligents ». De fait, une automobile est un systeme
qui gere de l'information.
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X X*
> / >

FIGURE 1.3 — Signal échantillonné

1.4 Plan du cours

Les 6 chapitres qui suivent correspondent chacun a un dachapitré 2 présente la modélisa-
tion et I'analyse spectrale des signaux continus (détextice chapitré B introduit une technique
de traitemenimportante des signaux analogiques : le ltrage fréquéntie chapitre[4 traite
des notions d'énergie et de puissance et de leur applicaton I'extraction d'information des
signaux. Le chapitriel 5 développe la modélisation des sigdaerets et I'échantillonnage des si-
gnaux continus. Le chapitré 6 étend le Itrage fréquentiet signaux discrets. En n le chapitié 7
est une introduction aux signaux aléatoires avec commeécatiph la génératiode signaux.

1.5 Ou trouver l'information ?

1. Sur le serveur pédagogique, sont disponibles ce docutkeertiurs ainsi que les transpa-
rents de cours au format électronique. On y trouve aussi gardent de cours complé-
mentaire.

2. Dans les livres cités en référence de ce document,[pageJd0Rre que le lecteur peut
lire avec grand pro t est [9] (en Anglais) ol![2] sur les sigmadiscrets (en Francais).

Ces sources d'information ont servi de base a la rédactioe decument.

1.6 Remarques sur l'utilisation de ce document

Ce document contient de nombreuses notes de bas de pagepdtlient se regrouper en 3

catégories :

— Rappels de dé nitions parfois trés élémentaires : elles destinées aux éleves étrangers
gui ne connaissent pas tout le vocabulaire scienti qued@trigue en Francais.

— Approfondissement de certains points du cours : d'une, parraitement du signal est
par nature multidisciplinaire et d'autre part le volumedioz limité de I'enseignement ne
permet pas de développer les différents points; certaiosren bas de page présentent
des éléments pour aller plus loin;

— Connaissance culturelle du domaine, a travers par exeraplbitliographies sommaires.
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A certaines gures sont associés des sons : pour que cettédanalité soit active, il est néces-
saire de télécharger en complément du chier .pdf du doctmercours, les chiers d'extension
.wav associés.

Les applications du traitement du signal sont extrémementbmeuses et variées. Vouloir
en faire une présentation exhaustive consommerait I'ebedu volume horaire consacré a cet
enseignement en interdisant de présenter les fondemaensi sgies et les méthodes principales
du traitement du signal, ce qui est l'objectif principal denkeignement. Néanmoins, chaque
partie (avec les TDs associés) sera illustrée par des afiphs :

— Le chapitré R est illustré par la caractérisation de I'indihumaine et de la bande VHF.

— Le codage MP3 de part ses multiples facettes permet dlidutes chapitrels|8] 5 Et 6.

— Le chapitre_ B est aussi illustré par la caractérisationatmuistique de salles, le Itrage
audio, la caractérisation de canaux de communication, tetrgéion de notes dans les
instruments de musique et la modulation d'amplitude (en.TD)

— Le chapitré # est illustré par le calcul de distances positjpmner un objet.

— Le chapitrd b est illustré par le calcul de la transforméé&-derier de signaux physiques
a partir d'une acquisition lors d'une expérience et par urighomde de compression de
signaux échantillonnés utilisée dans les CDs audios (en TD).

— Le chapitré¥ est illustré par la génération de la paroldiqyge a la téléphonie mobile.

Pour plus de détails, le livre |[6] détaille un certain nomibegplications du Traitement du Signal
en utilisantMatlab .

1.7 Remerciements

Je tiens a remercier tous les lecteurs attentifs qui pasleambreuses et constructives re-
marques ont permis de fortement améliorer la qualité de cardent ainsi que celle de tous les
supports de I'enseignement « Traitement du Signal », queitsw le fond ou sur la fornféles
étudiants (plus particulierement de la promotion 2011¢&thseignants impliqués dans cet ensei-
gnement (Ronan Perrussel, Paule Blanchart, Damien VoyereMamnick Galland, Eric Blanco,
Julien Huillery, etc..).

6. Ce n'était pas une mince tache!
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Chapitre 2

Modéliser et caractériser un signal :
Analyse en temps et en frequence

Pour pouvoir disposer d'outils ef caces pour le traitemdatsignal, il est d'abord nécessaire
de modéliser (représenter) un signal par un objet mathgoeatPuisqu'un signal est une grandeur
qui dépend du temps, une idée naturelle est de le modélisamgafonction du temps dont le
domaine de dé nition esR ou un intervalle déR.

Dans ce chapitre, nous allons voir comment il est possibleadactériser un signal représenté
par une fonction du temps a travers les notions de fréquerie spectre fréquentiel. Ce qui est
remarquable, c'est que cette caractérisation va mettreiderice que méme si la représentation
des signaux par des fonctions est naturelle, elle admeti@eisés limitations. A n d'aller au-dela,
une classe d'objets mathématiques généralisant les émscsiera introduite : les distributions. Ce
chapitre est consacré aux signaux continus. Nous verrarsld@hapitréls consacré aux signaux
discrets que pour cette classe de sighaux (hégémoniquetedaystémes technologiques actuels)
la modélisation par les distributions est incontournable.

Le spectre fréquentiel d'un signal est dé ni a partir de lafisformée de Fourier de ce signal.
Une autre application de la Transformée de Fourier est tritdé solution d'équations différen-
tielles linéaires a coef cients constants. Cependant, ceroata est discuté en n de chapitre, une
extension de la Transformée de Fourier, appelée Transéod@é&aplace, est un outil plus général
pour cette application.

Plan du chapitre Aprés une premiére introduction a la notion de fréquencewm€2.1, en par-
tant du principe qu'un signal est une fonction, la desaviptie fonctions dé nies sur un intervalle
par des fonctions sinusoidales est présentée dans lars@cioCette description est étendue
aux fonctions périodiques dans la secfion 2.3. Dans las€2id, cette description est étendue a
une classe générale de fonctions non périodiques. Néaanimén que générale, cette classe ne
contient pas des fonctions représentant des signaux éamesnutiles. Si on élargit la classe a n
de les contenir, la section 2.5 illustre qu'un probléme réatatique fondamental apparait. La no-
tion de distribution introduite dans la sectlon]2.6 offrewolution élégante avec pour béné ce de
dé nir une description par fonctions sinusoidales pour dlasse de signaux suf samment riche
pour nos objectifs pratiques. Les sectigng 2.4 et 2.6 inisaoht la Transformée de Fourier qui
permet de dé nir le spectre fréquentiel d'un signal. La sBtlP.7 présente des premiéres appli-
cations du spectre fréquentiel. L'utilisation de la Tramsiée de Fourier en conjonction avec la
Transformée de Laplace pour la résolution d'équation défiéelle est discutée sectibnR.9, ce qui
permet d'illustrer les relations entre ces deux Transf@sné
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16 CHAPITRE 2 ANALYSE EN TEMPS ET EN FREQUENCE

2.1 Introduction a la notion de fréquence

La notion de fréquence est intimement liée a une classe dauwigparticuliers qui sont les
signaux modélisables par des fonctions sinusoidaleg;&-dge les fonctions de la forme :

. t
Asin 2 —+
T
Ces classes de signaux occupent une place importante daersdgtion du son par I'homme.

L'étre humain est en effet sensible a
— la fréquence}— qui correspond a la notion de grave et d'aigu, voir le tabldawgures2.1 ;
— l'amplitude A qui correspond a la notion de puissance, voir le tableau deeg2.2.

Cliquer pour écouter Cliquer pour écouter Cliquer pour écouter
y(t) = 0:6sin(2 60Q) y(t) = 0:65sin(2 100Q) y(t) = 0:6sin(2 200Q)

6001)
1000)

TABLE 2.1 — Sons associés a des fonctions sinusoidales de diiéfieéquences

Cliquer pour écouter Cliquer pour écouter
y(t) = 0:2sin(2 60Q) y(t) = 0:65sin(2 60Q)

o
o 0.4
o z 02

: g

E & o
o S 02
o 04

o

TABLE 2.2 — Sons associés a des fonctions sinusoidales de différamplitudes

Il est aussi bien connu qu'un son constitué a partir d'uneoaison de fonctions sinusoidales
bien choisies peut produire des sons « agréables »a éddateremple est présenté tabléad 2.1.

Au-dela d'étre qualitativement intéressant, les signanxsoidaux présentent un intérét beau-
coup plus fondamental. lls permettent une description émagtique précise de larges classes de
signaux. Nous allons expliciter ce que cela signi e danshapitre.
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Cliquer pour écouter
y(t) = 0:3(sin(2: 440Qt) + sin(2 : 554t) + sin(2 : 659t))

Son agréable

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

-02 -

04|

0.3(sin(2p.440.t)+sin(2p.554.t)+sin(2p.659.t))

-0.6 -

-08

1 i i i i
0 50 100 150 200 250

FIGURE 2.1 — Un son « agréable »

2.2 Signaux modéelisés par des fonctions dé nies sur un inter-

valle %; & :séries de Fourier
PourT > 0, soitL ([ %; %]) l'espace des fonctiorfs réelles dé nies suf * = 2] telles que
’ Tif(t)zdt< 1:
On peut dé nir le produit scalaire de dein élémehtst g de cet espace par :
<f,g> = ‘ Ti f (t)g(t)dt
7

et la norme associée par :

N
|-

<

kf ko = f (t)2dt:

2

Cette norme est appelée noring La normekf k, s'interpréte comme Ia racine carrée de I'énergie
def . Pour ce produit scalaire, une base orthonorrhal@mzz deL,([ > 2]) est dé nie par :

% cosZm— sim< 0

en p]‘= sim=0

e

—sm 2m— sim>0

Par suite, toute fonctioh deL,([ %; T]) peut s'écrird:

s
f = <fiem>en:

m=1

1. Sur la signi cation de cette égalité, voir Remarque importante pagd 20.
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64— &=
€m P 2cos2m + Zsin 2m &
r r _
<f,em> L ZT2f(t)dt ZZTZ-f(t)c:os 2m dt ZZTZf(t)s.in th dt
o P r T 1 T T T
TABLE 2.3 — Coordonnées dedans la basée,gm2z
Qo an o
Z T Z T Z T
L Ttwat| 2 Ttmcos 2nt dt| 2 Ttmsin 2n L dt
T T = T T T
TABLE 2.4 — Coef cientsa, eth,

D'apreés le tableali 2.3, il existe alors des réglsa, eth, présentés dans le tabldaul2.4 telsﬁque
(2.1)

t
f(t)=a+ 2n - + in 2n =
(t) = a a, Cos nT b, sin n_l_

n=1

T T
8t 2 = =
2 2
Exemple 1 Lafonctionf dont la courbe représentative est présentée Qure 2.2 aldndétom-

position en série de Fourier suivante :
8t2[ 1;,1]; f(t)=cos 2 ¢ +4sin 2 +4cos 2 2t
B - T T T

Exemple 2 La gure 2.3 représente la courbe caractéristique de latfond dé nie par la

décomposition en série de Fourier suivante, avec? :
= 1:3959 +92108cos2 + +1:908lcos2 21 +

8t2[ 1; 1]; f(t) =
+10:545c0s2 3% +2:7034cos2 4+ +3:5953c0s2 5¢ +
+2:7778cos2 61 +1:9838cos2 71 +2:4283cos2 8:
(2.2)

On constate qu'en sommant quelques courbes sinusoidakefume tres éloignée d'une courbe

sinusoidale peut étre obtenue.
2. Une autre écriture de I'égalité (2.1) est :

8t 2 I;I; f(t)= ap+
2' 2 -

Le terme de la somme correspondanta 1, c'est-a-diresin 2 + +  , est traditionnellement appelé fondamen-
tal; les termes de la somme correspondant= 1, c'est-a-diresin 2n + + | , sont traditionnellement appelés

. t
n Sin 2”?+ n

harmoniques.
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cos(2p/Tt)
sl — — - 4sin(2p/Tt)
) — — — 4cos(2p/T2t)

s f(£)

] 0.5 0 0.5 1

FIGURE 2.2 — Représentation de la fonctibrpar sa décomposition en série de Fourier

150

100

50

-50 |

-100 i i i i
-1 -0.8 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 2.3 — Représentation de la courbe caractéristique de laidorfcdé nie par (2.2)
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En utilisant la formule d'Euled, la décomposition en série de Fourier d'une fonction peut se
ré-exprimer par :
X .
, f)= e T (2.3)

n=1

T
8t2 —
2

N —

ave ﬂ 7

o=

—|

Cy = f(t)e 2 'Tidt: (2.4)

2

L'équation [2.B) est appelée tlcomposition en série de Fourier (complede)la fonctionf sur

k T. T
l'intervalle T

Remarque Dans le cas ou la fonctidn est
1. réelle : les coef cients, sonttels que, = T, :jc,j = jc , etarg(c,) = arg(c ,);
2. pair@ : les coef cientsc, sont réels;
3. impair@, les coef cientsc, sont imaginaires purs.

Remarque importante L'égalité (2.3), ainsi que les égalités précédentes tglled2.1), doivent
se comprendre en réalité comme la convergence de la série :

X .
Sn(t) = NS

n= N
vers la fonctiorf au sens de la norme dé nie sup([ %; %]) :

lim kSN f kz =0
N1

(convergence en moyenne quadratique). Cela ne signi e pediftent que pour totit2 1—2'; T§ :
Nll!gn Sn (t) = (1)

(convergence point par point ou ponctuelle). La convergammoyenne quadratique n'implique
la convergence ponctuelle que pour des classes partiesitierfonction$ . Une classe particuliere
est celle des fonctions continues et dérivables et dontrleégéest continue (clas€®). Pour plus
de détails, voirl[14,17].

Egalité de Parseval A partir des coef cients,, I'énergie de la fonctiof peut étre déterminée :

i %

f()2dt=T jcnj?:
T

n=1

N

3. €% =cos(x) + isin(x) oui représente l'imaginaire pui? = 1.

4. ¢, = w eta, = 2Rgc,), b, = 2Im(c,). Faire attention que, contrairement a la somimd (2.1), dans |
somme[(Z.B)n prend des valeurs négatives.

5.f( t)=f(t).

6. f( t)y=f(t).
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2.3 Signaux modéelisés par des fonctions périodiques : sérigs
Fourier
On considére le cas d'une fonction périodiauéelle de périodd f, de nie surR et telle
que
23
fo(t)2dt< 1 :

N

Alors, d'aprés la section précédente,

)4 in
8t 2 I; T o fo(t) = c e Tt (2.5)
2’ 2
n=1
avec L 7 Tg
G = = fo(t)e 2 'Tidt: (2.6)

2

Puisque la fonctioffi, et les fonctions qui &associene 2 It sont des fonctions périodiques de
périodeT, la décompositior (213) est valable pour to@ R :

b3 .
8t2 R; fp(t)= che® T

n=1

Le rapport = % dé nitunefréquencemultiple de ¢ = %; o est appelérégquence fondamentale
et déniavecn > 1fréquence harmoniqudluisquen est un entier relatif, dans I'expression

ci-dessus, la « fréquence »peut étre négative dans le aagsttnégatif.

Ce qui est remarquable dans I'équation2.5), c'est qu'el¢ @m évidence que les coef cients
de la décomposition en série de Foudgraractérisent « exactemerﬁba fonctionf ,. Ils consti-
tuent ainsi un mode de représentatiorf gleC'est pour cela qu'il est commode de les représenter
graphiquement. Dans le cas ou les coef cientsont réels, ils sont représentés en fonction ge
sinon on représenie,j en fonction de etarg(c,) en fonction de sur deux gures séparées.

Exemple 1 Soit la fonction périodiqué, dé nie par :

e idt e 2 itt
2i '

1
fp(t)y=sin 2 =t =
p(t) = sin T

Par identi cation, on & | = 'E CL = '5 etc, =0 pourn 6 1letn 6 1. On obtient alors la
représentation présentée guirel2.4.

Exemple 2 A partir de la fonction «ect », fonction rectangle dé nie par :
8 1. 1
< 8t2[ 35 3 rect(t) =1
sinon rect(t) =0

et dont la courbe caractéristique est représentée [guieod.peut dé nir la fonction périodique

7. fo(t+ T)= fp(t)
8. Dans le sens présenté dan®Emarque importante présentée pade 0.
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15

0.5

le,l

-0.5

radians

-1/T

uT

p/2

\
arg(c,)

Y

-pl2 |

-UT

uT

FIGURE 2.4 — Représentation des coef ciemtsde la série de Fourier

051

rect(t)

-0.5
-1

0.5 1

FIGURE 2.5 — Courbe caractéristique de la fonction rect
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de périodeT f, par :

I.T1. fo(t) =rect t
22 0 T To

avecO < T < T, voir la courbe caractéristique représentée duré 2.6.apptication de[(2]6),

8t 2

151

0.5F

f,®

-0.5
-3

FIGURE 2.6 — Courbe caractéristique de la fonction périoditye

on peut alors établir que

T, . T
= —SInC N—
«=7 T

avecsincla fonction sinus cardinal dé nie pgr

sinc(x) = M

La courbe caractéristique de cette fonction est représegte [2.7. On notera que :
— sinc(0) = 1;
— Pour tout entier relatif non nu, sinc(n) = 0.

Les coef cientsc, sont ici réels. Aved = 2Ty, on a la représentation associée glrel 2.8 ou
la courbe en trait continu n est la courbe caractéristigadadfonction sinus cardinal.

Examinons ce que donne le somme @is+ 1 premiers termes de la décomposition en série
de Fourier ainsi obtenue :

X y
S\®= G
n= N

pourN =1, N =3, N =5 et pourN = 144, voir gure 2.9. On constate qu'au plud est
important, au plus on se rapproche de la fonction périodfqlmu@ pour les valeurs de qui

9. Si vous avez déja croisé la fonction sinus cardinal, land#®n que vous avez eu a peut-étre été différente.
Normal, il existe deux dé nitions de la fonctiainc Iégérement différentes. Pour ce qui est de cet enseighataent
Traitement de Signal, seule la dé nition présentée darte getge est considérée comme valable.

10. On parle du « phénoméne de Gibbs ».
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1.2

sinc(x)

0.4 i i i

FIGURE 2.7 — Courbe caractéristique de la fonction sinus cardinal

0-6 T T T T T T T T

TIT
e U
0.5F 0 7

0.4

FIGURE 2.8 — Coef cients de la série de Fourier de la fonction pédoei associée a la fonction
rect
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FIGURE 2.9 — Somme del premiers termes de la décomposition en série de FourieMaved ,
N =3 etN =5 (haut) etN = 144 (bas)

correspondent aux discontinuités de la courbe caracdtgrestlef ,. L'explication se trouve dans la
Remarque importante page 2D : dans I'exemple considéré ici la convergence nasppnctuelle
mais en moyenne quadratique.

2.4 Signaux modélisés pour des fonctions non périodiques :
Transformée de Fourier

2.4.1 Introduction

L'objectif est de rechercher une décomposition « du type s Fourier » mais dans le cas
d'une fonction non périodiquk appartenant &;(R) \ L»(R), c'est-a-dire telle que :
Z Z .
jif()jdt< 1 et f(t)2dt< 1 :
1 1

Le format et les objectifs du cours ne permettant pas un dpgement mathématique rigou-
reuxty, une premiere explication qualitative et rapide de ce qud pte la transposition de la
série de Fourier aux fonctions non périodiques a traverxemple va étre présentée dans ce qui
suit.

Une fonction dd_,(R) peut étre vue comme la limite de fonctions périodigueselles que
T T

11. Pour une présentation mathématiquement rigoureusgaroexemplel[3, 14].
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FIGURE 2.10 — Fonctiorf 1 obtenue a partir de
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pourT tendant vers I'in ni, voir gure[2.10. Puisque cette fonoti f 1 admet une décomposition
en série de Fourier, comment celle-ci évolue-t-elle guaend vers I'in ni?

Onrevient sur I'exemple de la fonction présentée dansitgde 2, page 21, avelg xé: 8t 2

R; f(t) =rect Tt—o . L'explication qui suit est « avec les mains ». La fonctignétant périodique

et de carré intégrable sur une période, elle admet d'apsectior 2.8 une décomposition en série
de Fourier :

X .
8t2 R; fr(t)= che? Tt (2.7)
n=1

avec Z:
2

L T trme 2t

Cn:.l.

N

La décomposition en serie de Fourier fait intervenir 'enbée des fréquences & ol + est
la fréquence fondamentale. Evidement on peut écrire f&g@.7) simplement pour l'intervalle

%; % et comme les fonctionks etf + coincide sur cet intervalle, on a alors :

8t 2

N —
N —

% .
(1) = che? Tt

n=1

avec 7

—

G==  f(t)e?tdt
T

—| =

N

Notons quee, est une fonction d&.

QuandT tend vers+ 1 , I'ensemble discret de points; 27 S€ «transforme » en un ensemble
continu de point$ g R :
n

n | :
« 3 o,, ' f g oR:»

Par suite, la variabl€ est remplacée par la variable continuet la courbeT ¢, fonction deg
se transforme en une courbe continue fonction dea gure [2.11 représente les coef cients de
la décomposition en série de Fou@multipliés parT. En prenant successiveméent= 2T,
T =4T,, T =8Ty etT = 16Ty, on obtient les représentations associées gurel 2.11aktémtre
deux points successifs étant teT, celui-ci tend vers 0 quand tend verst 1 .

Donc, quandr tend verst 1 ,

Z .,

«fTeg,,, ! f(t)e 2 'tdt »
1 2R

ce dernier ensemble dé nissant une fonction ndié&n n,

X 9 . Z 11 .
« —Tge? 't F()e''d »
T 1
n=1
donc,ona: Z ., |
f(t) = F()e'td:

1
12. quiont le bon go(t d'étre réels dans cet exemple : ce A\ddemment pas toujours le cas.
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FIGURE 2.11 —f T G,g,,, pourT = 2T, T =4T,, T =8Ty etT = 16T,

2.4.2 Deé nition de la transformée de Fourier

Dé nition 2.4.1 La fonctionF telle que
zZ .,
8 2R; F()= f(t)e 2'tdt (2.8)
1
est appelée transformée de Fourier fdet est notéd- [f ]. On dé nit la transformée de Fourier
inverse, noté& [F], par
Z.,
8t2 R; f(t)= F()e?''d:
1
Notation :f (t) $ F( )= F[f]( ).

On appelle transformation de Fourier (« Fourier TranformmA&nglais) I'applicatior@ notée
F qui a une fonction associe sa transformée de Fourier (siedlste).

On appelle spectre d'un signal (« Spectrum » en Anglais) faésentation graphique de la
transformée de Fourier du signal en fonction de la fréqueeregénéral module et/ou pha@)

La gure[2.15, pagé 33, présente deux exemples de spectreodnlen Dans le cas (trés par-
ticulier) de signaux de transformée de Fourier réelle, gnégente le spectre en fonction de la
fréquence : voir I'exemple du spectre du signal rectangedsenté guré 2.412, pagel30.

13. L'application qui a une fonction associe une fonctioh aspelée un opérateur. A n de les distinguer des
fonctions, I'application de I'opératel¥ sur la fonctiorf est notée avec des crochets (au lieu de parenthés¢g).:
Lavaleur de lafonctiofr [f ]en estalors notéE [f ]( ). L'écritureF [f (t)] est a proscrire car absurde s'applique
sur des fonctions; dr(t) ne représente pas la fonctibrmais sa valeur eh

14. Par abus de langage, le spectre d'un signal peut dédaytransformée de Fourier du signal.
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FIGURE 2.12 — Au sens du traitement du signal, ceci n'est pas un «t&pec

Remarque La transformée de Fourier et la transformée de Fourier $&vepnt tres proches
puisque leur dé nition implique qL@ :

F F]= F[F]: (2.9)

On a le résultat suivant qui nécessite la dé nition de I'enb&e L,(R) : c'est I'ensemble des
fonctionsf deR dansR telles que :

if (t)jdt< 1 :
1

Théoréme 2.4.1Sif est une fonctiolf deL ;(R) alors la fonctionF existe, est continue &t( )
tend verOquandj j!'1

Exemple AvecT, > 0, la fonctionf dé nie surR par :

8t2 R; f(t)=rect t
To

appartient & 1(R).

Notation Dans la suite du document, a n d'alléger les notations, oarpe désigner la fonc-
tion f par son expression dans laquelle la variable a été rempgsrée ce qui donne dans cet
exemple :

rect —
To

Il s'agit ici de bien faire la différence entre la fonctibret sa valeuf (t) pour la variablé.

15. F est la fonction conjuguée de, quia associer (), nombre complexe conjugué & ). Pour un nombre
complexex + iy oux ety sont des réels, le conjugué est dé ni par iy.

16. L'extension de la transformée de Fourier aux fonctiank £{R) peut se faire au sens des distributions car une
fonction delL »(R) dé nit une distribution (tempérée), voir la sectionl2.6.
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Exemple (suite) D'aprés le théoreme 2.4.1, cette fonction admet une tramsfe de Fourier. De
plus, par application directe de_(2.8), on établit que sasfamée de Fourier s'exprime a l'aide
de la fonction sinus cardinal :

8 2R; F rect T ()= To:sinc(To)
0

voir gure 2.13.

TEMPS FREQUENCE

15- 25—F—F—F—F7—F T

rect(t/TO)
o
o1
T
Tosmc(Ton)

05 i i i i i i i i i i i ol i M Y
T /2 0 T/2 -2/Td/To 0 1/T@/To
n

FIGURE 2.13 — Fonction rectangle et sa transformée de Fourier

Remargue Méme si dans I'exemple précédent la fonctierest une fonction réelle, en géné-
ral, elle est complexe. On représente graphiquement somllmgel( )j en fonction de et son
argumentrg(F ( )) en fonction de . On parle deeprésentation spectrale

2.4.3 Propriétés de la transformée de Fourier

Dansce quisuia2 R, b2 R, f etg sont deux fonctions de;(R).

2.4.3.1 Linéarité

Flaf + bg = aF[f ]+ bF[g]

2.4.3.2 Symétrie et conjugaison complexe

8 2R, F[f( )IC)=F[FIC )
h

|
8 2R, F f() ()=F[IC )
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2.4.3.3 Changement d'échelle
8 2R; F[f(a)l( )= iF[f] —
’ " jaj a

2.4.3.4 Translation temporelle

8 2R; F[f( t)l()=e?""°F[f]()

2.4.3.5 Modulation

8 2R; F[E@'"°f()I()=FIFI( o

2.4.3.6 Transformée de Fourier de la dérivée d'une fonction

La fonctionf est ici supposée dérivable avec sa deriide 2 L1(R).
8 2R; F[f9()=2 i F[f]():
Cette relation se généralise a 'ordre

8 2R; F[M)()=(2 i)"FIFI():

2.4.3.7 Transformée de Fourier de l'intégrale d'une foncton

4

F f()d = %F[f]( )+ %F[f](O) (2.10)
1

ol est appelée une impulsion de Dildet sera dé nie section 2.6, papgel 37.

2.4.3.8 Conséquences des propriétés

1. La partie réelle de la transformée de Fourier d'une famctiéelle est paire et la partie
imaginaire est impaire.

2. Le module de la transformée de Fourier d'une fonctioneésst pair et son argument est
impair.
3. Latransformée de Fourier d'une fonction réelle et pastaéelle et paire.

4. Latransformée de Fourier d'une fonction réelle et impast imaginaire et impaire.

17. La formule qui suit peut se calculer en faisant une imtiégm par partie a partie de I'expressién {2.8) de la
transformée de Fourier.

18. Il faut noter que du fait du terme encette formule ne s'obtient pas trivialement & partir dediarfule de la
transformée de Fourier de la dérivée d'une fonction. Paus gk détails, voir la note de bas de page numéro 24.
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2.4.4 Energie

Une fonctionf deL,(R) est dite &nergie nie L'énergie est d'ailleurs dé nie par
Z 1
f (t)2dt

1

soitkf k3. Si de plus appartient & ;(R) alors elle admet une transformée de FouFier

Peut-on évaluer I'énergie dea partir de sa transformée de Fourie? Le théoreme suivant
répond a cette question.

Théoréme 2.4.2 (Parseval Plancherelpoitf 2 L;(R)\ L,(R). Alors
YA 1 z 1
f (t)2dt = iF()j?d:
1 1
L'énergie peut donc aussi se calculer a partir de I'expoesde sa transformée de Fourterdans
l'espace des fréquences. La fonctiéi( )j? est appelédensité spectrale d'énergie

2.4.5 Un exemple illustratif

FIGURE 2.14 — Tourne-disque Teppaz http ://www.alienor.org/ARIES/scooters/image_tourne-
disque.htm

Soit un enregistrement sonore qui a été enregistré sur goalignyle a 45 tours par minutes.
Ce signal est restitué en lisant le disque sur un tourne-éisgac une vitesse de 33 tours par
minutes. Quelle est la relation entre le spectre du sigrsiitwé par rapport au spectre du signal
enregistré ?

Pour répondre a cette question, aprés avoir établi laoelgtii existe entre les deux signaux,
on en déduit la relation qui existe entre la transformée deido des deux signaux puis leur
spectre.

Soit x le signal enregistré a le signal restitué. Alors le signal restitué s'exprime par
x(a ) aveca = % Il s'agit donc d'un changement d'échelle temporelle. Rates

8 2R; F[e]=F[x(a)]
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D'apres la propriété de Changement d'échelle :

8 2R Fixa)l ):J%jF[x] .
Par suite,
8 2R FlEI()= oF K o

Le spectre du signal en module du signal restitué est obtgautié de celui du signal enregistré
par une contraction le long de I'axe des fréquences et laptiadtion par un facteur, voir exemple
gure 2.15.

Module du Spectre de Ghost Of You Module du Spectre de Ghost Of You (33t)
035 T T T T T 035 T T T T T

Amplitude
Amplitud

015 R 1 015

0.05— * 0.05—
I I M 0 1

L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
frequence en Hz frequence en Hz

FIGURE 2.15 — Spectre en module du signal enregistré (gauche) etremki signal reconstitué
(droite)

Le signal restitué sera donc plus grave que le signal erirégis

Le signal restitué sera d'autre part plus « puissant » dassrs ou I'énergie du signal sera
plus importante. En effet, d'apres le théoreme de Parseval :

Z+1 Z+1 ZZ+1

45 45 2
24t — ; 2q - ad .
) B(t)dt _, i®()jd 33 _, X 33 d:
En faisant le changement de variable % , On obtient
YA Z,,
B(t)2dt = 45 X (e)j*de

1 33 e=1
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D'apres le théoreme de Parseval, on aura alors :

z., Z.,

B(t)2dt = 45

2 4¢-
) 3, x(t)<dt;

D'ou la conclusion.

2.5 Limites de la modélisation des signaux par des fonctions

Certaines fonctions tres simples et potentiellement tiéssut'appartiennent pas a I'ensemble
L1(R) (nial'ensembld.,(R)). Un exemple simple est la fonctidndé nie par8t 2 R, f (t) = 1.
Quelle pourrait étre la transformée de Fourier pour cesaite ces fonctions, si elle existe? On
va examiner le cas de cette fonctibn

Exemple Lafonction8t 2 R, f (t) = 1 peut étre interprétée comme la limite d'une séquence de
fonctionsf 1, dé nies par

8t 2 R; f,(t)=rect(t=Ty);

quandT, tend verst 1 . Pour une valeur d&, donnée, la transformée de Fourier de la fonctign
est représentée gufe 2113. La gure 2116 représente lardédtion du tracé de la transformée de
Fourier pour des valeurs croissantesigdeSupposons que la transformée de Fourigrconverge
vers une fonction quan@, tend vers I'in ni. Cette fonction que I'on va noter serait alors telle
que:

1.8 60, ()=0;
2. 0)=+1.
De plus, puisqu'on peut démontrer que

Z .,

To:sinc(To)d =1
1

si la fonction existe alors elle véri e probablement la propriété :

Z .,
()d =1:

1

Cette intégrale montre qu'en faitne peut pas étre une fonctiolan effet, l'intégrale d'une fonc-
tion nulle presque partou8( 6 0, ( ) =0) ne peut valoir que 0 etici elle vait!! Donc on est
face a une absurdité si on fait I'hypothese qust une fonction ; est donc un objet mathématique
étrange a dé nir, cela ressemble a une fonction mais ce pa&sune fonction...

La morale de cet exemple est qu'il existerait certainestions intéressantes n'appartenant
pas aL,(R) (ni aL,(R)) telles que si la transformée de Fourier existe alors c'asbhjet ma-
thématique (a dé nir) qui n'est pas une fonction. Si ce nigas une fonction, quel est donc cet
étrange objet???
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sinc(Ton)
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FIGURE 2.17 — Courbe caractéristique de la fonctiog

Exemple On va essayer d'imaginer ce que pourrait étre la transfohedeourier inverse de la

fonction dé nie pa8 ,F( ) =1, sielle existe. Il semble possible de dé nir la fonctief ) = 1
comme la limite des fonctions :

8 2R; Fy,()=sinc( To)

quandT, tends ver®, voir la courbe caractéristique de la fonctiep,, gure 2.17. Comme on l'a
vu précédemment, la transformée de Fourier inverse eseaquar :

1 t
8t2 R; fr,(t)= T—Orect T

dont la courbe caractéristique est représentée gure A.$8mble que quand, tend vers), f 1,

YT 0 b T, __I

UT, Orect(t/TO)

FIGURE 2.18 — Courbe caractéristique de la fonctigp(t)

tende vers I'étrange objetintroduit précédemment... Cet exemple met en évidence dquubjet
semble avoir une autre propriété intéressante.
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FIGURE 2.19 — Fonctiong (gauche) etect((  tp)=Tp)x (droite)

Avec x une fonction continue et localement intégrable, on a

Zto+To=2
X(tg) = Ilim — x(t)dt 2.11
() = Jim = X (2.12)
ce qui se réécrit : 7
+1 1
to) = lim —rect((t to)=To)x(t)dt
X(to) D T ((t  to)=To)x(t)
= ) T(I)l!mo_l_—orect((t to)=To)x(t)dt
voir gure 2.19.
D'apres ce qui précede, on aurait donc la propriété :
Z.,
X(to) = (t to)x(t)dt: (2.12)
1

2.6 Au-dela des fonctions : les distributions

Enréalité, estune distribution. Nous allons voir que les distributisant des objets mathéma-
tiques qui généralisent les fonctions. Pour plus d'infaiores sur les distributions, se reporter, par
exemple, aux références [14] 7| 4, 5]. La théorie des digtabs est dle a Laurent Schwartz, voir

gure 2.20. Pour les besoins du Traitement de Signal, aprés dé ni les distributions, les opé-
rations de base effectuées sur les fonctions puis la Tranafmn de Fourier sont généralisées
aux distributions.

2.6.1 Deé nition des distributions

Dé nition 2.6.1 Une fonction test deR dansC est une fonction nulle en dehors d'un intervalle
borné et indé niment dérivable. On nole I'ensemble des fonctions tests.

Les propriétés réclamées pour les fonctions tests sontrtgisfgu'on peut se demander si les
fonctions tests existeft.

19. Dans ce qui suit, aussi curieux que cela puisse paraftqgeut se rendre compte que ce qui est important c'est
de savoir que les fonctions tests existent et non de lesrdiéter explicitement.
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FIGURE 2.20 — Extrait de Laurent Schwartz, « Généralisation de tonale fonction, de déri-
vation, de transformation de Fourier et applications matité@ues et physiques », Annales de
I'Université de Grenoble, Tome 21 (1945), p.57-74
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Courbe caractéristique d'une fonction test
12 T T T

0.8 =

0.6 -

exp(B/(t-1))

0.2 —

0.2 L L L L L L L
2 B B r

FIGURE 2.21 — Courbe caractéristique d'une fonction test

Exemple Les fonctions tests existent, j'en ai rencontrée une :

8t2] 1L 1J ") =exp
8t let8t 1 '(t)=0

1

voir gure 2.27. On peut démontrer que cette fonction, qguiresle en dehors d'un support borné,
est indé niment dérivable.

Dé nition 2.6.2 (Distribution) Une distributionT est une application linéaire continue d2
dansC. Notation
T: D! C
T <T'>

Exemple Etant donnéa 2 R, l'application qui @' associ€ (a) est une distribution appelée
impulsion de Dirac

A travers la notion de distribution réguliere, les disttibns apparaissent en réalité comme
une généralisation des fonctions.

Dé nition 2.6.3 (Distribution réguliere) Une distributionT est réguliére s'il existe une fonction
x localement intégrable telle que

Z +1
<T:'> = x(t)" (t)dt: (2.13)
1

Une distributionT est dite singuliére s'il n'existe pas de fonctiartelle que [(2.1B).
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Remarque Sil'objet introduit dans I'exemple pade B4 était une fonction aloepdes la rela-
tion (2.12) : z.,
(t a) (t)dt=" (a):

1
La distribution réguliere associée @  a) est telle gu'a une fonction teston associe la valeur
' (a) : on retrouve l'impulsion de Dirac! Il apparait qu'en réélit{t  a) est une distribution qui
est singuliére puisquen'est pas une fonction.

Dans ce qui suit, on notera la distribution qui a la fonction test associe la valeur (a),
c'est-a-dire :
8 2D; < 4'>="(a
et 'on s'empressera de bannir les notatiois a) ou (t a) quin'ontaucun sens puisquen'est

pas une fonction. La distribution, est notée par. On associe a, la représentation graphique
présentée guré 2.22, gauche. Sest un réel alors , est la distribution qui a la fonction te'st

Représentaion graphique de da Représentaion graphique de Id a
1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

FIGURE 2.22 — Représentation graphique deet de 4

associe la valeur' (a) avec la représentation graphique présentée gure 2.2&edro

Remarque Une suite de distributions régulieres peut converger vass distribution qui est
singuliére ; un exemple peut étre obtenu a partir de I'exeppgé-36.

Remarque Par un abus de notation et a n de limiter le nombre de notatmanipulées, pour la
distribution réguliere associée a une fonctigon utilise souvent la méme notation pour désigner
la distribution réguliére et la fonction associée. A n ditar toute ambiguité, avant d'adopter cette
notation, on noterd, la distribution réguliére associée a une fonction

2.6.2 Opérations de base sur les distributions

Les opérations de base sont maintenant généralisées atisfsraux distributions. Elles sont
dé nies de telle facon a ce que quand elles sont appliquées alistribution réguliere, c'est-a-
dire une distribution associée a une fonctiqgron obtienne la distribution réguliére associée a la
fonction résultat de I'opération effectuée sur
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Translatée d'une distribution T par la constantea La translatée d'une distributioh par la
constantea est la distribution notée, T dé nie par :

8 2D; < T;'>=<T,;"( +a)>:
La justi cation vient des distributions réguliéres : il fague lorsqu'on applique la dé nition de la

translatée , T« a la distribution régulier@, associée a une fonctiony on obtienne la distribution
reguliereT, ) associee a la translatg¢  a) de la fonctiornx. Or

YA
8 2D; <Ty a) '> = x(t a)' (t)dt
1
ce qui donne avec le changement de varig&slet a:
Z .,
8 2D; <Ty a;'> = X(©' (E+ a)dé=<T,; "' ( +a) >

1
ce qui est cohérent avec la dé nition de la translatée d'usgiution par la constanta

Changement d'échelle de constanta d'une distribution T  On appelle changement d'échelle
de constanta de la distributionT la distribution notéech, T et dé nie par :

8 2D; <ech,T;'> = i<T; o >
a4 a
La justi cation vient encore des distributions régulierakfaut que lorsqu'on applique la dé ni-
tion du changement d'écheléxh, T, a une distribution régulier€, associée a une fonction on
obtienne la distribution réguliefg;, y associée a la fonction(a ) obtenue a partir de la fonction
x par changement d'échelle. Or

Z .,
1
ce qui donne avec le changement de vari§iieat :

|

Z .

17+ e 1
8 2D; <T ;> = = o= dB= = <Tyy' - >
x(a) a . G a < T 2

ce qui est cohérent avec la dé nition du changement d'éetdline distribution.

Exemple Déterminons le changement d'échelle d'une impulsion da®iPar application de la
dé nition :
. 1 : 1, o
<ech, ,;'>= =< ' = >= =" —
19 a 18y a
Cette derniére quantité peut s'interpréter comme le résidtdlimage de la fonction test par la

- - - 1 .
dlstrlbutlonj;j o

1, 0 1 ,
— — =< — 0, >.
19 a 9 -
Par suite, 1
ech, , = jgj !

Ce qui n'est pas forcément le résultat que I'on aurait sparteent attendu du fait du factejl;jf!
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Multiplication d'une distribution par une fonction  Pour toute distributiofl et toute fonction
f indé niment dérivable, le produit T est une distribution dé nie par :

8 2D; <fT;'> =<T;f'>:

Nous utiliserons dans la suite la conséguence de ce réuttgt!'il est appliqué a la distribution
impulsion de Dirac :
f: a=1(a): a (2.14)

Dérivation d'une distribution  La dérivéeT °d'une distributionT est la distribution dé nie par :
8 2D; <T%'>= «<T;'9%: (2.15)

Cette formule a été établie de facon a généraliser la dérivakes fonctions aux distributions.
En effet, il est naturel de dé nir la dérivée d'une distritmrt réguliereT, de fonction dérivable
comme la distribution réguliéré. associée a la fonctiox®. Montrons que la formuld (2.15) est
cohérente avec cet objectif. La distribution associg&s¥écrit en effet :

Z.,
8 2D; <Ty, '> = xqt)" (t)dt:
1
En faisant une intégration par parties, on a alors :
Z ., Z
xqt)" (t)dt = RO t)]*f} X(t) dt= <T " %>

1 1

0

le premier terme de droite étant nul du fait Juest une fonction test.

La formule [2.15) permet ainsi d'étendre la notion de dédidraa des fonctions discontinues
a travers leurs distributions réguliéres associées.

Exemple Soit la fonction appelééchelon d'Heavisidet dé nie par
8
> 8t> 0 ( t) =1
t=0; (t)estnondénie
8t< 0, (t)=0

Si est considéré comme une fonction alors pp&r0, qt) =0 et Y0) n'est pas dé nie. Par
contre, on peut dé nir la dérivée de la distribution régrgi@ssociée a :

Z.,
8 2D; <T%'>= <T,;'%= "q)dt="(0)=< o'>
0

Par suite, au sens des distributions,
T°=
ce qu'on note généralement de facon abusive :

0— .
= o
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Exemple L'exemple précédent montre qu'il est possible au sens daslaitions de dé nir la
dérivée d'une fonction présentant des discontinuités. fdnetion qui s'écrit comme la somme
d'une fonction dérivable et d'une somme de fonctions éaeltiHeaviside, par exemple :

f=g+12

ou g est dérivable en est un exemple. Alors, au sens des disbrisyien utilisant I'abus de nota-
tion,ona:
fO= g°+12:

Remarque Au-dela de la généralisation de la notion de dérivation astxibutions, l'intérét de

la dérivation au sens des distributions est de permetineelsion entre limite ou somme in nie et
dérivation. En effet, si, dans le cas des fonctions, il esesgaire de poser un nombre important
d'hypothéses, ce n'est plus le cas lorsque l'inversion #ettiée au sens des distributions. Dans
le cadre de ce document de cours, cette remarque sera amppggée_120 pour établir la formule
sommatoire de Poisson.

2.6.3 Transformée de Fourier d'une distribution

Dans le droit | de la dé nition de la dérivation, on peut déima transformée de Fourier d'une
distributionT par
8 2D; < F[T]; >=<T; F[]>: (2.16)
PuisqueF [T] est une transformée de Fourier, la fonction tesst une fonction de.

Comme précédemment, cette formule peut se justi er via legidutions réguliér@ : nous

allons voir que pour une distribution réguli€fg dé nie par une fonctiorx deL;(R) \ L»(R),

on retrouve bien la transformée de Fourier telle qu'elleéadét nie section 2.4]2. En notant que
étant une fonction de, F[ ] sera une fonctiofd det :

Z,, Z ., Z.,,
<T.; F[]> = X(H)F[ J(tydt = X (t) (Je?'td dt
1 1 1

Z,, Z.,

= x(t)e 2itdt  ()d
R {z }
FIxI( )
= <Tepp; >

20. Enréalité, il y a une subtilité théorique qui n'a cepeariges de répercussion sur l'utilisation pratique que I'on
va faire de cette formule dans cet enseignement. Néannpans£tre complet, on va en souligner les grandes lignes.
La dif culté est qu'on peut démontrer que méme sést une fonction test, ce n'est pas forcément le cds[dé¢.

Par suite [ ] n'est pas dans le domaine de dé nition d@eet donc I'écriture< T; F[ ] > n'a pas de sens. Pour
surmonter cette dif culté, on est amené a dé nir les diattibns tempérées. Une distribution tempérée se dé nit de
la méme facon gu'une distribution si ce n'est qu'au lieu @dailler sur I'ensemble des fonctions teBton travaille
sur I'ensemble des fonctions a décroissance rap{@®). Une fonction est a décroissance rapide si pour @t N,
ona:
L p .
,- 'J-'E‘ P ()i=0:

On alapropriété quB S (R). Un exemple de distribution tempérée est I'impulsion deabir
Si 2S(R)alorsF[ ]2 S(R). Par suite, sT est une distribution tempérée et s2 S(R) alorsF[ 12 S(R)
et doncF [ ] appartient au domaine de dé nition de
21. Noter que dan§ (2.8)et interviennent de fagon symétrique dang 't .
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Par suite, avec cette dé nition de la transformée de Fouligme distribution, la transformée de
Fourier de la distribution réguliere associée @st la distribution réguliere associé€ §].

La transformée de Fourier d'une distribution conserve teppétés de la transformée de Fou-
rier d'une fonction, voir la sous-section 2.4.3. Notamméatiransformation de Fourier dé nie
sur les distributions est une applicatioméaire et continue

Transformée de Fourier inverse d'une distribution Elle est dé nie par :

8 2D; <F 'T|;'> =<T; F '[]>:

De la dé nition de la transformée de Fourier et de la transike inverse, on déduit que :

FF[T=T: (2.17)

Transformée de Fourier de I'impulsion de Dirac On peut la déterminer en appliquant la dé -
nition de la transformée de Fourier d'une distribution :
Z.,
<F[ad; >=< gF[]>=F[ (8 = g 2 Mdt=<Tg2ia; >:
1

Par suite,
F[ a] = Te 2 ia ,
ce que lI'on note de facon abusive :
Flal()=e?™: (2.18)
Et donc, avea =0,
F[]1=1:

Transformée de Fourier de lafonctionl C'estl'exemple de la pade B4. L'astuce est de montrer
queF ![ ]=1 etd'endéduiré [1]. Pour cela, on applique la méme démarche que précédemment
mais en utilisant la dé nition de la transformée de Fouriefeirse.

<F UYL >=<;F 1>=F [10)= ()d =<Tq >:
1

Par suite, avec I'abus de langage uséell[ ] = 1: D'apreés la relation[(2.17), on a alors :

F[1]= :
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15

0.5

-0.5

FIGURE 2.23 — Représentation du spectreFde F[cos(2 ¢ )]

Application : détermination de la transformée de Fourier dela fonction cos(2 o )
1 : :
cos(2 ot) = 5 g lotyg2iot .

La transformée de Fourier étant linéaire :

F [cos(2 0)]:% Fle2' °]+F[le?'°]:

D'aprés la relation vue sectién 2.4.8.5, a¥ec 1 :
Flee'el= .

ParsuiteF[e 2'0]= et
1
F[COS(Z 0)]22( 0+ o):

On obtient donc un spectre constitué de la représentatiatedr impulsions de Dirdd, voir
gure 2.23.

Exemple Calculons la transformée de Fourier de la fonctims(2 oa ) a partir de la trans-
formée de Fourier deos(2 o ) par application de la propriété de Changement d'échelle de la
transformation de Fourier présentée sedfion 2.4.3.3.

D'apres la propriété de changement d'échelle :

F[cos(2 oa)] = J%jech;F[cos(Z 0 )l

Comme 1
Flcos(2 o )] = 5( ot o); (2.19)

22. Etnon de raies comme il est courant d'entendre.
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ona: 1 .
ech%F[cos(Z 0)]:5 ech% 0+ech% o ::J%(ao"' ao):
Et donc 1
Fleos(2 oa )]= S(aot ao): (2.20)

Bien entendu, on aurait pu utiliser directement la formul&g2pour obtenir en remplacang par

a o la formule [2.20).

2.6.4 Transformée de Fourier de fonctions (au sens des distributions)

Dans la section 2.4.2, nous avons vu que la transformée déeFdiune fonction est dé nie
pour les fonctions dé& ;(R). L'introduction de la transformée de Fourier pour les disttions
permet de dé nir la transformée de Fourier de la distributiéguliere associée a la fonction. La
guestion qui se pose alors est de savoir pour quel ensemiibacteons il est possible de dé nir
la transformée de Fourier de la distribution réguliere eiggoa ces fonctions. Bien évidemment,
elle est dé nie pour les fonctions de; (R) puisque la transformée de Fourier d'une distribution a
été dé nie de telle facon que si on considéere une fonctioraguiet une transformée de Fourier au
sens de la dé nitioh 2.412, pagel28, la transformée de Fodeda distribution réguliére associée
a cette fonction correspond a la distribution régulieremeig® a la transformation de Fourier de
cette fonction. Cependant, en plus des fonctionk d&), on peut démontrer que la transformée
de Fourier de la distribution réguliere associée a une fomest aussi dé nie par les ensembles
de fonctions suivants :

1. les fonctions dé& »(R);

2. les fonctions localement intégrables et a croissande ketiin ni. Une fonction f est a
croissance lente a I'in ni s'il existeA > O0etm 2 N tels quejf (1))  Ajtj™ pourjtj
suf samment grand. Les fonctions périodiques ou encorélestions polynomiales (telle
gue la fonctiorl) sont des fonctions a croissance lente a I'in ni.

Par abus de langage, pour ces ensembles de fonctions, de luler de « transformée de Fourier

de la distribution réguliére associée a la fonction », omgparde « transformée de Fourier de la
fonction (au sens des distributions) ».

Cette notion de transformée de Fourier permet de dé nir lasiamée de Fourier de fonctions
importantes mais qui n'appartiennent pak #R) comme les fonctions périodiques, la fonction
échelon ou encore sinus cardinal. Le tableall 2.5 résumedasusignaux élémentaires les trans-
formées de Fourier dé nies au sens des fonctions et/ou dishditions rencontrées en cours et
en TD.

2.6.4.1 Fonctions périodiques
Le cas des fonctions périodiques est particulierementaas@nt. Soit, une fonction pério-
dique de périodd admettant une décomposition de Fourier :

X y
8t2 R; fpu(t)= che® T

n=1

A partir de la linéarité et de la continuité de la transforrdéd-ourier, on peut démontrer que :

X L
Flfol =~ GF[e ']

n=1
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Signal temporel| Transformée de Fourier
1
1
»a2R e 2ia
Pgn.,T 2 R* $Pgn
Tt 3
e® ,a2R T
rect sinc
sinc rect
siné tri
tri siné
e lo o
cos(2 o) 0ot )
sin(2 o) 70 o)

TABLE 2.5 — Transformées de Fourier usuelles
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D'aprés [Z.IB)F[e? 'T ]= n~:D'ou

==

b3
Flfo] = Cn
n=1
La transformée de Fourier d'un signal périodique est doscrdie (non nulle seulement pour
les fréquences). Si on reprend I'exemple de la fonction représentée dui@, ®n obtient la

==

0.6 T T T T A
TOIT\ c
0.5 0
04r
c
03 “ Yam
0.2
0.1r
‘ Cgq Cg 1 c, c, c, 1 Cs Cs ‘
0 T >
c C c
4
9 ¢ 7l Ce l l Co l ¢, 9
0.1 C C,
-0.2
-5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

FIGURE 2.24 — Spectre de la fonction périodique associée a la fumotict

représentation graphique gure 2]24, soit un spectre dilsipns de Dirac. On en avait vu un
exemple avec la fonction sinus, voir gure 2123.

Il est d'ailleurs intéressant de mettre en vis-a-vis ungeksre avec celui de la fonction maAif
correspondante, voir gure 2.26. Le spectrefgeest issu du spectre de sa fonction motif par
une « discrétisation » et un facteur d'échellejdeCe facteur d'échelle découle du fait que :

ya ya
z 17+ 1 n

2 208ty — — 2 ittt = — o
fo(t)e dt= = 1 fm(t)e dt= —Fn =

1

Cn:?

[N

2.6.4.2 Fonction échelon

Dans la note de bas de p@eon démontre que

1 1
FI1= 55+ 5
21 2
23. Lafonction motiff ,, d'une fonction périodiqué, de périodel est une fonction nulle sauf sur un intervallle
de longueuf telle que8t 2 I;f p(t) = fi (t). Un exemple est donné gufe ZI25.
24. Dans I'exemple page#2, nous avons vu glie . D'autre part, d'aprés la sous section 2.4.3.6,

FIEA()=21 FIFI():

Par suite
2i F[IC Y=F[1()=1: (2.21)
Ici, il faut faire attention que les termes de cette équasiamt des distributions. On peut ainsi démontrer qu'au sens

des distributions :
« ( ) »=0



G. SCORLETTI VERSION2020-2021 49

fonction motif
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0.02#

. |
|
I
1 7 7 ]
[ |
2
5

10

FIGURE 2.25 — Fonction périodique et fonction motif

Merci de bien noter le term%e qui est souvent oublié, avec parfois pour conséquence uftats
incorrect.

2.6.4.3 Fonction sinus cardinal

h [
F sinc T = T:rect(T ): (2.23)

Voir la démonstration en TD.

Par suite, la solution de I'équation (2]121) s'écrit :

1

FlI= 53

+k (2.22)

ouk est une constante a déterminer. Pour déternkinen va regarder la valeur que prend la distribution dé nie pa
F[] pour une fonction test particuliére dé nie par :

1
= —e 2
() P
Cette fonction test est telle que :
1 t2
FLIM = p==e =

En utilisant cette expression ¢ ] et la relation[(2.16), on démontre qeeF[]; > = ?91? D'autre part, en
utilisant [2.22), on démontre queF[] ; > = ke<—. Par suitek = 3.
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TEMPS FREQUENCE
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FIGURE 2.26 — Spectre d'une fonction périodique et spectre de letimm motif correspondante
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2.7 Exemples d'analyse fréquentielle

2.7.1 Caractérisation de l'audition humaine

Dans l'air, le son se propage sous la forme d'une variatiompmssion. Le niveau du son
découle donc de la pression acoustique exprimée en P&&)alL@ sensation de niveau sonore
par un auditeur humain d'une composant sinusoidale d'urappelée sonie dépend de la pression
acoustique mais aussi de la fréquence de cette composangyrb représente la pression
gue doit avoir un son en fonction de la frequence a n d'ohteme méme perception de volume
sonore pour un humain a l'ouie née[L5].

FIGURE 2.27 — Courbes d'audition isosoniques : Pression acoustiqRascal (ordonnée a droite)
versus fréquence (abscisse) (extrait/de [15])

25. L'ordonnée a gauche représente le niveau sonore dérmi pa

L =20log PE
0

avecP la pression acoustique en PascaPgt= 2 10 ° la pression acoustique de référence : elle correspond au
seuil de l'audition.
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Au dela de son intérét scienti que, la caractérisation d&dition humaine a un intérét pra-
tique important pour l'ingénieur : elle va permettre de déune partie du cahier des charges des
systemes technologiques qui vont effectuer le traitemargah pour des applications bien dé-
terminée&9. Ainsi, par exemple, un téléphone est un systéme techmplegiont I'objectif est de
traiter la parole. La guré€ 2.27 nous montre que le spectriagarole comprend des composantes
comprises entre 800 Hz et 8 kHz environ. Lorsque la paroldreat&@itée par le téléphone, il est
donc primordial de ne pas altérer la partie du spectre quiaas cette gamme de fréquences.

2.7.2 Description de la bande VHF

Il s'agit de la bande de fréquence radio qui s'étend de 3086280 MHz. Elle est utilisée de
la facon décrite dans le tablelaul2.6.

2.8 Fenétrage temporel

Pour réaliser I'analyse fréquentielle d'un signal phygguon va en pratique dans un premier
temps réaliser une expérience ou il ne sera possible de emegusignal que sur un intervalle de
temps ni, par exempld0; T,[, ou T, est le temps d'acquisition. L'objectif de la mesure étant
d'étudier le spectre du signal physigue partir du spectre du signal mesur€, on va calculer

le spectre du signalr, . Que peut-on dire du spectre du sigral par rapport au spectre du signal
X?

Pour obtenir des éléments de réponse, un exemple est exdd@ngé un second temps, un
calcul mathématique simple permettra de répondre a cedtgiqn.
Exemple Soit le signalx dé ni par :
8t2 R; Xx(t)=cos(2 ot)+ Ajcos(2 it)

avec o =10 Hz, ; =15 Hz etA; =0:1. Le spectre de ce signal est donné par :
1 A1
8 2R1 X():é( 0+ o)+7( 1+ 1)
puisque nous avons vu précédemment que :

1
F[COS(2 0)]()25( o+ o):
Il est représenté gure 2.28, gauche.

Le signalx a été mesuré pendant l'intervalle de teni@sT,[, avecT, = 1, ce qui donne le
signalxr, . Le spectre de&r, est représenté guile 2.P8, droite. On constate que si sypdetse de
X, il était facile de distinguer les (deux fois) deux impulsade Dirac caractéristiques des deux
composantes en cosinus du signal, sur le spectre du sigrsairéng,, du fait des oscillations
introduites par le fenétrage rectangulaire, il est dikaile retrouver quelque chose qui s'apparente
a ces 4 impulsions de Dirac et donc de conclure a la présermbeuecomposantes sinusoidales.

Sachant que I'objectif est d'obtenir I'image la plus délegsible du spectre dea partir de
XTas

26. Les limites de la perception ont été illustrées par latpeibelge Renée Magritte, voir par exemple le tableau
« La Trahison des images ». L'art de l'ingénieur est d'exjgiloau mieux les limites de la perception humaine. Pour
cela, il est important de les connaitre.
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Fréquence

Utilisation

30,525 a 32,125 MHz

Réseaux privés

30,750 a 32,075 MHz
31,300 MHz

32,125 a 32,500 MHz
32,500 a 33,700 MHz
32,800 MHz

33,000 a 34,850 MHz
34,850 a 36,200 MHz
36,200 a 36,400 MHz
36,400 & 37,500 MHz
37,500 & 38,250 MHz
39,000 & 40,600 MHz
40,660 a 40,700 MHz
40,995 a 41,105 MHz
41,100 a 41,200 MHz
41,205 a 41,245 MHz
41,310 a 41,475 MHz
47,000 & 47,120 MHz
47,400 & 47,600 MHz
47,600 a 47,700 MHz
50,200 MHz

50,200 a 51,200 MHz
55,750 a 63,750 MHz
56,330 MHz

62,860 MHz

68,000 a 68,460 MHz
68,462 & 69,250 MHz
69,250 & 70,000 MHz
70,250 470,525 MHz
70,525 470,975 MHz
70,975 & 71,950 MHz
71,300 & 71,800 MHz
72,200 & 72,500 MHz
72,500 a 73,300 MHz
73,300 a 74,800 MHz
74,800 a 75,200 MHz
75,200 a 77,475 MHz
77,475 a 80,000 MHz
80,000 a 82,475 MHz
82,475 a 83,000 MHz
83,000 a 87,300 MHz
87,300 a 87,500 MHz
87,500 a 108,000 MHz
108,000 & 117,950 MHz
118,000 & 136,000 MHz
137,000 & 138,000 MHz
138,000 & 144,000 MHz
143,9875 & 144,000 MHz
144,000 & 146,000 MHz
146,000 & 156,000 MHz
151,005 & 152,990 MHz
152,000 & 152,020 MHz
152,570 a 152,655 MHz
152,990 a 155,995 MHz
154,980 a 155,180 MHz
155,995 & 162,995 MHz
156,025 & 157,425 MHz
160,625 & 160,950 MHz
161,550 & 162,025 MHz
162,500 & 162,525 MHz
164,800 & 168,900 MHz
169,410 & 173,815 MHz
169,795 & 173,495 MHz
173,500 & 174,000 MHz
174,000 & 223,000 MHz
174,000 & 234,000 MHz
175,500 & 178,500 MHz
183,500 & 186,500 MHz
223,500 & 225,000 MHz
225,000 a 400,000 MHz

Appareils faible portée non spéci ques
Radiomessagerie sur site

Usage militaire

Réseaux privés

Microphones sans Is

Usage militaire

Réseaux privés

Microphones sans Is

Usage militaire

Radio-astronomie

Réseaux privés

Appareils faible portée non spéci ques
Aéromodélisme

Modélisme

Téléalarme pour personnes agées jusqu'au 31/12/2005
Téléphones sans Is

Réseaux privés

Réseaux privés en région parisienne seulement
Réseaux privés

Liaison vidéo sol-train, en région parisienne
Tra c amateur

Télévision bande |

Liaison vidéo sol-train, en région parisienne
Liaison vidéo sol-train, en région parisienne
Usage militaire

Réseaux privés

Usage militaire

Réseaux privés

Usage militaire

Réseaux privés

Appareils faible portée non spéci ques
Modélisme

Réseaux privés

Gendarmerie nationale

Radiolocalisation aéronautique (Marker)
Réseaux privés, taxis

Gendarmerie nationale

Réseaux privés

Usage militaire

Police, pompiers, SAMU

Radiomessagerie unilatérale : alphapage, biplus ou emalsig
Radiodiffusion FM bande II

Radio Navigation Aéronautique (VOR et ILS)

Tra c aéronautique, bande "air" ou "aviation" (fréquence éaesse 121,5MHz)

Liaisons satellitaires descendantes,(Satellites Météo)
Usage militaire

Fréquence réservée "vol libre"

Tra c amateur, bande des "2 métres"”

Tra c aéronautique (liaisons satellitaires montantes 4@MHz a 150MHz )

Réseaux privés

Radiomessagerie sur site

Appareils faible portée non spéci ques
Réseaux privés

Liaisons xes d'abonnés isolés

Réseaux privés en dehors des cotes

Tra ¢ maritime et uvial, bande "VHF marine"
Tra c maritime et uvial, bande "VHF marine"
Tra ¢ maritime et uvial, bande "VHF marine’
Tra ¢ maritime et uvial, bande "VHF marine’
Réseaux privés

Radiomessagerie norme ERMES

Réseaux privés

Police, pompiers, SAMU

Télévision bande 11l

DAB bande llI

Microphones sans |

Microphones sans |

Appareils faible portée non spéci ques jusqu'au 31/12£200
Tra c aéronautique et liaisons satellitaires militaires

TABLE 2.6 — Utilisation de la bande VHF

53
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05F
0.4
0.3F
0.2
0.1r

1 e

-0.1 1

0.2 i i i i i i i
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
n

FIGURE 2.28 — Spectre de (gauche) et det, (droite)

1. comment s'expliquer les différences entre le spectrergdet le spectre dg ?
2. peut-on obtenir a partir du spectrexde une image de meilleure qualité du spectrex@e

X(t) y(®)
—>{ —>

FIGURE 2.29 — Fenétrage temporel

Les signaux etxr, sont reliés par :
Ta=2

a

X1, = rect

L'opération de mesure qui au signalassocie le signatr, est un cas particulier du « fenétrage
temporel ». Une opération de fenétrage temporel est dé areupe fonctiorf , appelée fenétre,
telle qu'au signak est associé le signgltel que

8t 2 R; y(t) = f (t):x(t): (2.24)
Dans le cas de la mesure expérimenthlg) = rect %a . Cette fenétre est appelé&nétre

rectangulair@.

Sachant qug etx sont tels que (Z2.24), quelle relation reYie= F [y] etX = F[x]? Larelation
va étre établie en faisant I'hnypothése dieY etF = F[f ] existent au sens des fonctions.

Y = Fly] = F[f:x]

27. Car la courbe caractéristiquefdeappelle une fenétre.
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Par dé nition de la Transformée de Fourier :
YA t=+ 1
Y()=F[fx]()= f (H)x(t)e 2 't dt (2.25)

t=1

Il s'agit maintenant de faire apparaitke au lieu dex. Or, par dé nition de la Transformée de
Fourier inverse Z ...
x(t) = X()e'td:
=1
Pour une raison qui va devenir évidente dans la suite dulc#ddettre a été remplacée par la
lettre . En remplacank par son expression dars (2.25), on obtient :
Z t=+ 1 Z =+ 1 ) )
Y()= f(t) X()e'"'d e 2'tdt
t=1 =1
En inversant les intégrations :
Z —v1 Lz _ '
Y()= f@e'te?tdt X()d:
=1 t=1
En simpli ant le produit des termes exponentiel, on obtient
Z o1 Lz '
Y()= f(t)e 2'C dt X ( )d:
=1 t=1
Par dé nition de la Transformée de Fourier, on a
Z =41 '
f(t)e 20 Idt = F( )
t=1
ce qui donne Z,

Y()= F( )X ()d:

1
YA 1
Le terme F( )X ( )d dé nitune opération sur les fonctiofiset X appelégroduit
de convolutiorlet notée- ? X. Cette opération a les propriétés suivantes :
Commutativitée F?X = X?F
Additivité (F1+ F) ?X = (F1?X)+(F,?X)
Homogénéitée F?X =F? X = (F?X)

D'autre part, le produit de convolution entre une fonctioret I'impulsion de Dirac qui peut étre
dé ni par:
F? .=F( a:

Faire le produit de convolution de par , revient donc a faire une translationasur I'argument
deF. Par suite :
F? = F: (2.26)

Limpulsion de Dirac est donc I'élément neutre du produit de convolution. En n,peut dé nir
le produit de convolution de deux impulsions de Dirac :

a? b= arb (2.27)
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En conclusion:
yt)=f@):x(@) $ Y()=F?2X()

Le fenétrage temporel modi e donc la transformée de foygedonc le spectre) d'un signal.
Appliquons cette relation pour établir le lien entre la sfanmée de Fourier du signe}, et la
transformée de Fourier du signalPuisque la fonctioh s'exprime a l'aide de la fonctiorect :

t T.=2
8t2 R; f(t)=rect ——2—
Ta
la transformée de Fourier dg, sera alors relié a celle depar :

X1, = T.e ' Tesinc(Ta) ?X

La courbe caractéristique de la fonctidn sinc (T, )j est représentée gu. Quand, !
1 , elle tend vers l'impulsion de Dirac et doicr, ! X.

1.2Ta

Tar n b
0.8Tar |
lobe central

Ta|5|nc(Tan)|
o
(o]
_|
=

lobes latéraux
0.4Taf 4

0.2Tar i b

0 Il
-1/Ta0 1/Ta
n

FIGURE 2.30 — Spectre en amplitude d'une fenétre rectangulaire

En conclusion, le spectre du signal mesuré sera donc dasisetoaas différent du spectre de
sa mesure. |l convient de prendre cela en compte si I'olbjdetia mesure est d'étudier le spectre
du signalx a partir du spectre du signsf, .

La question est : « comment a partir du signal mesutéobtenir un spectre plus proche

du spectre de& que le spectre dey, ? » La réponse a cette question est basée sur une nouvelle

28. Sile lecteur désire se rappeler la forme du spectre efitadgde la fenétre rectangulaire, mon jeune neveu
conseille le moyen mnémotechnique suivant : penser a urh dbignneur.
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::::::

FIGURE 2.31 — FonctiowWhanning (t) dé nissant la fenétre de Hanning

opération de fenétrage ag,. Dans la suitext, est noté plus simplememgt Pour cela, on utilise
une fenétre temporelle dé nie par la fonctiantelle qu'avecy; dé ni par :

8t 2 R; y;(t) = w(t)y(t)

le spectre dg; soit plus proche du spectre deque le spectre dg I'est. Une premiére fenétre
appelédenétre de Hannir@ est dé nie par la fonctionw notéewWnanning :
_ 1 1 2 (t Ta=2) t Ta=2
8t 2 R, Whanning (t) = 5+ 508 T—aa ‘rect T—: : (2.28)

La courbe caractéristique de cette fonction est représegige [2.31. On a alors

yi (t) = Whanning (t):y(t)
qui se réécrit :

1 1 2 (t Ta=2) t T,=2 t T.=2
= -+ = _— —_— —_—
vt (1) 5% 5 cos T rect T, rect T, X(t)
ot 1 1 2 (t Ta=2) t T,=2
= 4+ = i S AR o AT
vt (t) 5% 5 cos T rect T, x(t)

c'est-a-direys (t) = Whanning (t):X(t). Par suite,
Ys = Whanning ?X

Le signal de sortigs de la fenétre de Hanning avec pour signal d'entyéest aussi le signal
de sortie de la fenétre de Hanning avec pour enttd@n a donc « remplacé » la fenétre rectan-
gulaire par la fenétre de Hanning. L'amplitude du spectréadenétre de HanninGVhanning €St
représentée gurg 2.32.

Le tableal 2]7 donne une comparaison entre la fenétre grdtare et la fenétre de Hanning.
Pour ce qui est de I'amplitude du spectre des deux fenéadabeé latéral le plus important n'est
plus qu'a 3% de la valeur maximale, contre 22 % dans le cased@nétre rectangulaire ; cepen-
dant le lobe centrale est deux fois plus étendu.

Une amélioration de la fenétre de Hanning app&éétre de Hmming a été proposeée : elle

29. ou fenétre de Hann du nom du météorologiste Australibs\van Hann.
30. du nom du mathématicien américain Richard W. Hamming.
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.STar

lobe central

lobes latéraux

.OS*.%Ta*

-2/Ta 0 2/Ta

FIGURE 2.32 — Spectre en amplitude de la fenétre de Hanning

| Fenétre rectangulaire \ Fenétre de Hanning
Ta=2 1 1 2 ( Ta=2) . Ta=2
w rect — 3+ 3c0s === rect —

. \ .
1.2Ta
Taf B
STar
0.8Tar 4
lobe central
= lobe central
<, /
=4
2 0.6Ta
B
]
=
0.4Ta /Iobes latéraux lobes latéraux
0.2Tar /
0 i 03~5Tar :
UTa0 UTa 2Ta 0 2Ta

TABLE 2.7 — Comparaison entre la fenétre rectangulaire et la fedétiHanning
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0.5Tafr /\

2/Ta O 2/Ta

FIGURE 2.33 — Spectre en amplitude de la fenétre de Hamming

est dé nie par la fonction :

2 (t Ta=2 t Ta=2
8t 2 R; Whamming (t) = +(1  )cos 2t Ta=2) rect ——2~—
avec = 0:54. Le lecteur attentif peut noter que pour= 0:5, la fenétre d'Hanning est ob-

tenue. Par rapport a cette derniére, le coef cienh été optimisé de facon a diminuer le plus
possible I'amplitude maximale des lobes latéraux, voirdeuttat gure[2.3B. Les deux fenétres
sont comparées dans le tabléad 2.8.

Exemple (suite) L'exemple présenté pagel52 est maintenant repris. La fen@tHanning est
appliquée sur le signadr,. Son expression dé nie paf (2/28) pour l'intervalle T,] s'adapte
sans dif culté a l'intervalle %&; %= , ce qui donne :

1 1 2t t
Bhanning (1) = > + > Ccos T_a rect T_a
Le calcul de la transformée de Fourier de la sortie de la fertit Hanning pour I'entrée 1,-,
donne le spectre représenté glre 2.34. On distingue deewules « raies » qui correspondent
aux deux composantes sinusoidales du signal. Cet exemydelle vif intérét des fenétres tem-
porelles pour I'analyse fréquentielle de signaux expéniraex.

Un exemple de fenétrage temporel : la note de musiqueLa note produite par un instrument
de musique est basée sur une variation de la pression apgigtii est périodique. Des exemples
sont présentés gure 2.B5. Comme dans l'exemple présentee[@ul, le fait que le signal soit
périodique et donc avec un spectre fréquentiel bien dé niimportant pour obtenir un son
« agréable a écouter ». Le probleme pratique est que la nateimstrument de musique a for-
cément une durée limitée. Comme on I'a vu précédemment, simgait générer ce signal sur un
intervalle de temps de durée limitée revient a pratiquerap@ation de fenétrage rectangulaire.
Lintervalle étant court, la conséquence est I'obtentiumdson dont le spectre fréquentiel peut
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] [ Fenétre de Hanning \ Fenétre de Hamming

2 (_Ta=2) . Ta=2 2 () 2
= irect —t= +(1  )cos — 2= rect 2

1 1
w §+ ECOS

" ( t ) - ‘ ’

0.5Tar

lobe central

lobes latéraux

,03*,%Ta*

i I
-2[Ta 0 2/Ta -2/Ta 0 2/Ta

wW() "

TABLE 2.8 — Comparaison entre la fenétre de Hanning et la fenétreadenting
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FIGURE2.34 — Spectre de -, (gauche) etdg +, -, apres application d'une fenétre de Hanning
(droite)
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FIGURE 2.35 — Sighaux périodiques correspondant a un piano (gaatheune clarinette (droite)
(extrait de[15])

étre éloigné du spectre fréquentiel du signal périodigueespondant. Cela se produit par un
« claguement ». La solution est d'éviter ce phénomeéne encpapit une fenétre temporelle. C'est
la solution adoptée dans les instruments de musique. Unee dilpique de fenétre temporelle

A Déclin

Attaque
Maintien

temps

FIGURE 2.36 — Fenétre temporelle d'instrument de musique

pour un instrument de musique est esquissée 2.36itanellement, on décompose cette
fenétre temporelle en 4 phases : la phase d'attaque, lendézlinaintien et la chute. Il faut noter
que sur le gurd 2.36, la phase d'attaque et la chute sont&®ae qui n'est pas sans rappeler les
fenétres d'Hanning/Hamming, voir tableauls

On peut illustrer ce phénomene de « claguement » a traveesiiple suivant. On considére le
signal dé ni par :

8t 2 [0:05; Q1]; x(t)=0:2sin (2:1000t + 5
sinon x(t)=0

Il s'agit d'un signal sinusoidal auquel on a appliqué uneéfemrectangulaire. Ce signal est repré-
senté gure2.3F7 a gauche en haut. Si on examine son specamplitude a gauche en bas, on

31. Bien s(r, la plupart des instruments de musique ont e¢hiés avant que les techniques de fenétrage temporel
soient créées. Comme Monsieur Jordain le personnage dEkageé théatre le « Bourgeois Gentilhomme » de Moliére
faisait de la prose sans le savoir, les fabricants d'insemiside musique ont fait du fenétrage temporel sans le savoir
Cependant, contrairement & Monsieur Jordain, cette irdtetjion peut présenter un grand intérét : celui de pereettr
le développement de méthodes permettant une meilleureiseales systemes que I'on congoit.
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Cliquer pour écouter Cliquer pour ecouter
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FIGURE 2.37 — Signal sinusoidal fenétré

constate que par rapport au spectre du signal sinusoidgleldre est plus étalé. On applique sur
ce signalx une fenétre de Hamming, ce qui donne le sighahming Qui €St représenté a droite

de la gure[Z.37 avec son spectre en amplitude. En cliquantaswgure, écouter les deux sons
correspondants.

2.9 Reésolution d'équations différentielles ou de la transformée
de Fourier a la transformée de Laplace

—

Transformation

1
Résolution Résolution
difficile simple
2
3
- Transformation -
inverse

FIGURE 2.38 — Transformez votre vie!

Les propriétés de la Transformée de Fourier présentéasrs@cl.3 peuvent étre exploitées
pour la résolution d'équations différentielles linéaigesoef cients constants. Le principe est de
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calculer la transformée de Fourier de la solution puis @dabtla solution par transformée de
Fourier inverse suivant le schéma présenté durel2.38. Gedllastré dans I'exemple qui suit.
Exemple Soit I'équation différentielle :

8t 2 R; y(t)+ ay(t) = bx(t): (2.29)

On désire déterminer la fonctignsolution de cette équation poxir=

1. La premiére étape consiste a prendre la transformée deFda cette équation. La trans-
formée de Fourier a la propriété de linéarite[af + bg = aF [f ] + bF [g]. D'ou

Fly+ayl=F[yl+aF [y]:
Par la propriété sur la dérivatior[f MW]( )=(2 i )"F( ),ona:
Flyl=2 i F [y]:
Par suite, la transformée de Fourier de I'équation difféede mene a :
i +aY()=bX():
D'ouonaY( )= G( )X( ) avec

b
G():2i +a:

2. Laseconde étape consiste a remplxcear son expression. D'aprés la sous se¢tion 216.4.2 :

1 1
FI[]l= ——+ =:
L] 21 2
D'ou L 1
Y=GC—+ =G
21 2

Or, d'apres[(2.14), pade ¥ = G(0) soitb=a.

3. La troisieme étape consiste a faire une décompositioméemedits simples de la fonction
rationnelleY ( ).

b 1 b=a b=a
() = - — = t o

i 21 +a2i 21 +a
par décomposition en elements simples. D'ou :

L 1 1§
Y—b—a% 2 i +a

_{z_}
FI1

D'apresle TD 1:
1

21 +a
D'ou, en prenant la transformée de Fourier inverse, on nbtie

Fle? 1=

y=b=al e?
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La démarche précédente n'a de sens que si pour les signatyy, il est possible de dé nir
leur transformée de Fourier. Pour la fonctiors , nous savons d'apres la sous section 2.6.4.2
que celle-ci est dé nie au sens des distributions. La famcyi correspond elle a une fonction qui
fait intervenir le termee 2.

— Dans le cas oa > 0, y appartient a,(R) et donc d'aprés Théorénie 2.4.1, il admet

forcément une transformée de Fourier.

— Dans le cas oa < 0,y n'appartient pas &,(R) et elle n'est pas a croissance lente a I'in-

ni. D'aprés la sous section 2.6.4, il n'est donc pas évidgumex admette une transformée
de Fourier, méme au sens des distributf@ns

Par suite, la démarche appliquée dans I'exemple précéedesitpas correcte dans le cas ou
a < 0. Comment I'adapter pour pouvoir traiter correctement cetgxe ?

Pour cela, on arecourt a une astuce (changement de vagabtnsiste a introduire le signal
ztelquey = e z,avec telleque > aetwtelquex = e w, dans I'équation 2.29, ce qui
donne :

8t2 R; e'z(t)+(a+ )e'z(t)= be w(t)

soit
8t2 R; z(t)+(a+ )z(t)= bwt):

Avec >  a, les fonctionsz et w appartiennent & 1(R) : il est alors possible de dé nir leur
transformée de Fourier et donc d'appliquer la transforneEalrier a I'équation ci-dessus.

Or, par dé nition, 7
+1

z(t)e 2 't dt

Z()

1
Z ..
e ty(e 2'tdt

1
y(t)e (+2 i )tdt

1
Soits = +2 i une variable complexe appelgariable de LaplacelLa quantité ci-dessous
dé nit une fonction des appeléelransformée de Laplace bilatératkey :
Y(s) = y(t)e Stdt

1
et notéd. ,[y](s). L [y] est une généralisation de la transformée de Fobtjgf qui était dé nie
par : 7

+1

FIyl( )= ) y(te 2 't dt

ou l'onaremplac® i par la variable complexe Attention que l'intégrale ci-dessus n'est bien
dé nie que pours appartenant a un sous ensembleCdaien dé ni. Dans I'exemple considéré, le
nombre complexs doit étre tel que R@) > aou aestappelé abscisse de convergence.

Dé nir la transformée de Laplace deavec un abscisse de convergence @eevient donc a
dé nir la transformée de Fourier dequi est bien dé nie puisque 2 L 1(R).

32. Et c'est effectivement le cas.
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Il est aussi possible de dé nir lmansformée de Laplace monolatérale

Y(s) = y(t)e Stdt
t=0

gue l'on notera dans la suite]ly]. Pour les signauy tels que8t < 0, y(t) = 0, les transformées
de Laplace monolatérale et bilatérale coinciférouvent, la résolution des équations différen-
tielles telles quel(2.29) se fait potur 0, avec des conditions initiales données poer 0, par
exemple : (

8t 0; y(t)+ ay(t) = bx(t)

y(0) = Yo
Ceci expligue l'intérét particulier de la transformée de laap monolatérale. Un autre point est

gue le calcul d'une transformée bilatérale peut se ramaneakul de deux transformées mono-
latérales caron a:

Z .. Z, Z .,
y(t)e Stdt = y(t)e Sdt+ y(t)e Stdt
1 1 0
z'., Z .,

= y( t9e’dto+ y(t)e Sdt
0 0

en faisant le changement de variable  t°dans la premiére intégrale. Ces deux termes corres-
pondent a deux transformées monolatérales :

Lulyl(s) = LIy( )I( s)+ LIyl(s):
Dans la suite, on ne s'intéressera donc qu'a la transforradeagdlace monolatérale.
Comme dans le cas de la transformée de Fourier, on peut desbliansformées de Laplace

(monolatérales) de fonctions usuelles ainsi que de digioibs. Un certain nombre d'exemples
sont présentés dans le tabléad 2.9.

Du fait de la proximité des deux transformées, les promid&ila transformée de Laplace sont
similaires aux propriétés de la transformée de Fourier,tabieal 2.70.

Exemple En appliquant la transformée de Laplace sur I'équation :
8t 0; y(t)+ ay(t) = bx(t)
y(0) = Yo

et les propriétés du tableau 2.10 de la sous section, ombbti's :
(s+a)Y(s) y(0)= bX(s)

D'apres le tableau 219, on a alors

b 1+ 1 y(0) = y(0) b:a+ b?za

s+as s+a s+ a
D'apres le tableali 219, on en déduit que :

8t2 R; y(t)=(y(0) b=ge * (t)+(b=9(1):

Y(s) =

33. Ces sighaux sont parfois appetésisauxCependant, cette appellation est assez trompeuse plastpgsalité
est la propriété d'un systéme de convolution qui se traduitg@fait que la réponse impulsionnelle de ce systéme est
nulle pour leg < 0.



66 CHAPITRE 2 ANALYSE EN TEMPS ET EN FREQUENCE

Temporel Laplace | Ensemble de dé nition
1 C
a e? C
1 C
e 2 - Res) > a
a2R
e 2sin(ly) ﬁg Re(s) > a
a2R
e?coslo) | arirz Re(s) > a
0
az2R

TABLE 2.9 — Transformées de Laplace usuelles

Linéarité L[af + bg = aL[f]+ bL[g]
Changement L[f (a )](s) = %jL[f] s
d'échelle

Translation LIf(  to)](s) = e StL[f](s)
temporelle

Modulation Lle® f](s)= L[f](s So)

Dérivée | L[f ™M](s) = s"L[f](s) s" H Q)+ s" 2 D@)+ +sf™ 20)+ f V()

Z

Intégration L f (u)du (s) = éL[f 1(s)
0

TABLE 2.10 — Propriétés de la Transformation de Laplace (momaliafe
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2.10 Enrésumeé

— S'il est naturel de modéliser un signal par une fonctiore approche plus satisfaisante
consiste a modéliser un signal par une distribution, najigirétend la notion de fonction.

— Une distribution particuliere et incontournable en &aient du signal est I'impulsion de
Dirac ,.

— Un signal peut étre caractérisé par son spectre, l'andhgspientielle correspondant a
I'étude de ce spectre. Comme nous l'avons vu dans I'exemplé&addition humaine, le
spectre d'un signal peut permettre de déterminer l'infdramgpertinente pour une applica-
tion donné&’. ce point estimportant : il sera par exemple exploité dankapitre suivant
pour extraire l'information « utile » d'un signal dans le glitae suivant.

— La décomposition en série de Fourier est un premier oudihalyse fréquentielle valable
pour des fonctions dé nies sur un intervalle (avec certaipepriétés) et pour des fonc-
tions périodiques. Cependant, dans ce qui suit, sauf indicabntraire, I'analyse fréquen-
tielle se basera sur la transformée de Fourier, car ellegieutié nie pour une classe riche
de signaux, contrairement a la série de Fourier, quitte & lardau sens des distributions.

— Les spectres de signaux élémentaires ont été étudiéseasides exemples :

1. Non périodiques : rect, f, sinc, ...
2. Périodiques

— La transformée de Fourier peut étre utilisée pour la réswid'équations différentielles
linéaires a coef cients constants a condition de s'assquélle est bien dé nie pour les
signaux sur lesquels elle s'applique.

— La transformée de Laplace est une extension de la tranéfode Fourier qui est bien
dé nie pour une classe de signaux plus importante que lsstoamée de Fourier, par
exemple pour les signaux qui ont une divergence exponknéidin ni. Elle permet ainsi
de résoudre de facon plus systématique les équationsatiffélies.

— Dans la suite du document, par convention, une lettre rouadait référence a un signal
dans le domaine temporel et la méme lettre en majuscule arssfarmée de Fourier ou
de Laplace.

— Le fenétrage temporel permet de représenter la dégradiatimduite lorsque I'on veut
approximer le spectre d'un signaldé ni sur R par la spectre d'une mesure de ce signal
sur un intervalle de temps borné. Il offre aussi des méthpdeslimiter cette dégradation.

2.11 Annexe du chapitre : un exemple de scripiatliab

SousMatlab , il existe deux modes de fonctionnement :
1. Soit les commandes sont tapées en ligne, sous le premputans la fenétrdlatlab ;

2. Soit un chierfilename.m est créé dans lequel une suite d'instructidviatiab est
écrite. Ce chier est ensuite exécuté sddatlab . Un tel chier est appelécript Pour
créer un nouveau script, cliquer sous la fendeglab sur la premiére icbne en haut a
gauche. L'éditeur qui est ouvert s'utilise alors comme téditeur. Pour I'exécuter, apres
avoir sauvegardé le chier, taper le nom du script (sangé#agion .m) sous le prompt de
Matlab ou cliquer sur l'icone play de I'éditeur.

34. C'est-a-dire dans le cas de l'audition humain, la parsaiu qui est effectivement pergu par un étre humain.
35. Cette fonction est dé nie en TD.
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Conseil pratique : le second mode de fonctionnement estrpidé&au premier.

Dans les exemples présentés dans ce chapitre, les ddapish ont essentiellement servi
a tracer les courbes caractéristiques de fonctions. Panm&e pour obtenir guré 2]2, la suite
d'instructions suivante permet de tracer la courbe cariatifue de la fonction (212) :

T = 2 % Initialisation de la variable T

tv = linspace(-T/2,T/2,1000); % Création d'un vecteur de 1000 éléments
% espaceés linéairement dont le premier
% vaut -T/2 et le dernier +T/2

ft = cos(2 *pilT *tv)+4 =sin(2 *pi/T *tv) + 4 *(cos(2 *pilT *2*tv));
% Calcul des valeurs de la fonction f
% pour t prennant ses valeurs dans le
% vecteur tv

figure, % Création d'une nouvelle figure

plot(tv, ft); % Tracé des points de coordonnées prises dans les vecteurs
% tv et ft, les points successifs
% étant reliés par des segments de droite

grid on; % Affichage d'une grille

hold on; % Fige le contenu de la figure active

plot(tv,cos(2 *pilT *tv)," tv,4 *sin(2 *pilT *tv),-."\tv,
4% cos(2 *pilT *2xtv),--");
% Trace sur la figure les différents termes
% de la décomposition en série de Fourier

Un point de syntaxe : le % dé nit le début d'une zone de comraees. De plus pour avoir
d'information sur une fonctioMatlab de nomxxnom_de_fonctigrconsulter l'aide, par exemple
en tapantelp nom_de_fonctiosous le prompt> dans la fenétrélatlab .



Chapitre 3

Modéliser et caractériser un systeme :
Convolution et Itrage fréquentiel

Dans le chapitre précédent, nous avons vu comment casgatan signal par I'analyse fréquen-
tielle. Dans ce chapitre, nous allons mettre a prot cetteacirisation pour aborder une des
grandes techniques de traitement de signal permettantraiiex d'un signal donné, un signal
« utile » : il s'agit d'obtenir le signal utile comme la sorti#&un systeme de convolution (judicieu-
sement choisi) ayant en entrée le signal a traiter ( Itrage)

Les différentes notions sous-jacentes sont introduites/aits des éléments sur la compression
MP3 dans la sectidn 3.1. Aprés avoir dé ni I'opération derdge fréquentiel dans la section]3.2,
les systemes et les systemes de convolution sont ensuitésdi#ans la sectidn 3.3. Leur mise en
ceuvre pour le ltrage est abordée dans la sediioh 3.4 : le dgpdtrage présenté est quali é de
fréquentiel car basé sur une caractérisation fréquentilds signaux telle que présentée dans le
chapitre précédent. Le chapitre se termine sur le fenéteagporel présenté sectibn 2.8.

3.1 Un exemple introductif : la compression MP3

La compression est un ensemble de méthodes visant a rédspade nécessaire a la représen-
tation d'un signal. Ce point est important que ce soit pourd@smission d'un signal ou son
stockage. La compression MB2st un algorithme de compression audio. Elle s'appliquesa de
signaux sonores destinés a étre écoutés par un étre tﬁlrﬁm’rfagon schématique, un signal
sonorex peut se décomposer en deux parties :

8t 2 R; X(t) = Xy(t) + X, (t)

1. x, est la partie « utile » : dans I'exemple présent, il s'agit@@éartie du son audible par
I'étre humain;

2. X, est la partie « inutile » : dans I'exemple présent, il s'agitld partie du son inaudible
par I'étre humain.

1. La compression MP3 ou « MPEG-1 Layer 3 » est une technotag@péenne. L'algorithme « MPEG-1 Layer
3 » décrit dans les standards ISO/CEI IS 11172-3 et ISO/CHBHL8-3 est soumis a des redevances (droits com-
merciaux) a Philips (entreprise néerlandaise), TDF (enise francaise), France Télécom (entreprise francdRe),
(entreprise allemande), Fraunhofer IIS (entreprise allese) et Thomson (entreprise francaise) pour toute utdisa
ou implantation physique (notamment sur les baladeurs MP3)

2. Ce point bien qu'évident est en fait fondamental pour loiemprendre la compression MP3.
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La compression MP3 est basée sur le constat que I'oreilleeimeme pouvant percevoir que,
plutét que de coder I'ensemble du signal sormord est simplement nécessaire de coder la part
utile x,,. Puisque seule la partie utile est codée, la quantité deémnmécessaire sera donc plus
faible que si I'ensemble du signalétait code.

La question est de savoir comment extraifea partir du signak. Cette question peut étre
abordée en deux étapes :

1. Caractérisation du signaj, : cette caractérisation se fait a partir de l'analyse en teetp
en fréquence du signaltelle qu'elle a été présentée dans le chapitre précédent;

2. Extraction de la partie utilg, : I'extraction dex, se fait par des techniques de ltrage
dont le principe est présenté dans ce chapitre.

FIGURE 3.1 — Principe du codage MP3 (extrait de http ://computerdtoffworks.com/mp31.htm)

La caractérisation de, est basée sur différentes réﬁek)nt quelgues exemples sont présen-

tées ci-dessous.

— Loreille humaine ne percoit que la partie du spectre casgpentre 20 Hz et 20 kHz
environ. On peut donc éliminer les composantesxd#ont le spectre est nul dans cet
intervalle de fréquences.

— Si le signal peut étre décomposé en deux composantes depetere est non nul dans
deux intervalles de fréquences distincts et que les érsedgeces signaux different de
facon importante, on ne peut conserver que la composantigolal présentant I'énergie
la plus importante, voir guré3]1.

— En dessous d'une certaine fréquence, l'oreille humaimstrplus capable de faire la dis-
tinction spatiale du son. Il est alors plus judicieux de cdaeart du signak correspondant
a cet intervalle de fréquence en mono plutdt qu'en stéréo.

— Etc..

Le point commun entre toutes ces regles est qu'elles sogekasr les caractéristiques du spectre
du signal et que le signal utile peut étre obtenu en « supptimeertaines composantes spectrales

3. Qui constituent un modele psycho-acoustique de I'argillmaine.
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