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SIGNAL, n. m. (v. 1220) s'écrit aussiseignalau XIIIe s. (v. 1265) ; le mot, qui correspond à
l'ancien provençalsennal(1174), est un emprunt au bas latinsignale« signe », neutre substan-
tivé du bas latinsignalis« qui sert de signe », dérivé du latin classiquesignum(! signe).

} Le mot apparaît en français avec des sens particuliers : « quillon d'une epée », « sceau avec
lequel on signe un acte »(v. 1260,seignau), et c'est aussi le nom d'une constellation (v. 1265).
Il signi�e aussi « ce dont un propriétaire marque un animal »,« marque sur la peau »(v. 1298),
« gros grain de chapelet »(1328), etc. Dans tous ces emplois,signal désigne des signes natu-
rels ou conventionnels qui constituent ou donnent des informations ; aujourd'hui, dans l'usage
courant,signal correspond à un signe de nature conventionnelle, même si pour les théoriciens,
le signal peut être formé par un signe naturel.} Le mot désigne en particulier (1540) un signe
convenu fait pour indiquer le moment d'agir, d'où la locution donner le signal(1798). Il s'est
dit (1690) d'un moyen utilisé pour porter au loin une information ; il désigne (1718) le fait
par lequel un processus commence et qui constitue un signe, un symptôme de ce processus au-
jourd'hui (XXe s.) surtout dans les emplois didactiques, par exemple en psychanalyse,signal
d'angoisse.

} Avec la valeur « signe conventionnel », il s'emploie pour « bouée �ottante (qui marque la
place des �lets) »(1769), en marine dansCode international des signaux(1868), couramment
ceux qui règlent la circulation (1875, dans les chemins de fer), puis dans les télécommunications
(1933), en informatique (v. 1970). C'est un concept essentiel, à l'intérieur de la notion théorique
large de signal , concernant tous les canaux de communication (signaux visuels, acoustiques,
olfactifs, surtout en éthiologie,chimiques).

Le ROBERT, Dictionnaire Historique de la Langue Française, sous
la direction d'Alain Rey, page 3504, Janvier 1999
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Notations
N Ensemble des nombres entiers naturels

Z Ensemble des nombres entiers relatifs

R Ensemble des nombres réels

C Ensemble des nombres complexes

i Imaginaire pur

� Fréquence

t Temps

s Variable de Laplace

F [f ] Transformée de Fourier de la fonctionf

L [f ] Transformée de Laplace de la fonctionf

L1(R) Ensemble des fonctions de module intégrable surR

L2([� T
2 ; T

2 ]) Ensemble des fonctions de carré intégrable sur[� T
2 ; T

2 ]

L2(R) Ensemble des fonctions de carré intégrable surR

< f; g > Produit scalaire entre les fonctionsf etg

< T; ' > Application de la distributionT sur la fonction'

kf k2 Norme de la fonctionf

� Impulsion de Dirac

� Fonction échelon d'Heaviside

rect Fonction rectangle

sinc Fonction sinus cardinal

tri Fonction triangle

Ts Période d'échantillonnage



Modalités pratiques de STI tc2

M ERCI DE LIRE ATTENTIVEMENT LES MODALITÉS DE FONCTIONNEMENT DE L' EN-
SEIGNEMENT STI TC2 “T RAITEMENT DE SIGNAL ”.

— Séances de CM/TD :

1. Les téléphones portables, les ordinateurs et les tablettes sont interdits en séances de
CM; les téléphones portables et les tablettes sont interditsen séances de TD.

2. Les différentes activités commencent à l'heure plani�ée. En particulier, les respon-
sables de CM/TD sont autorisés à ne pas accepter les élèves n'ayant pas la délicatesse
de respecter l'horaire. Dans ce cas-là, ils seront portés absents. L'enseignement de trai-
tement du signal est suf�samment dense pour ne pas pouvoir sepayer le luxe de perdre
du temps. 8 minutes de retard sur 7 séances font environ une heure en moins !

3. Un corrigé des exercices traités en TD sera disponible surle serveur pédagogique
lorsque tous les groupes de TD auront traités le sujet. Il n'yaura pas de corrigé pour
les travaux préparatoires.

— Travail préparatoire :

1. Le travail préparatoire d'une séance de TD est préparé partous les élèves du groupe et
présenté par un (ou plusieurs) élève(s) désigné(s) par l'encadrant de TD à partir de la
liste des élèves, le jour de la séance. Parallèlement, une ou(plusieurs) copie(s) seront
ramassées pour évaluation. En cas de travail non effectué oud'absence non justi�ée
d'un élève désigné, la note sera de 0.

2. Un des exercices du test �nal sera pris dans l'ensemble desexercices des travaux pré-
paratoires.

3. Les présentations doivent être claires, précises et ef�caces. Elles contribuent à préparer
les élèves à la communication technique.

— Le contrôle des connaissances de la compétence Savoir se décompose en première session
en 3 parties.

1. Correction du travail préparatoire de TD (10% de la note totale).

2. Microtest : il s'agit d'un test de 1h lors de la 4ième séancede cours dans lequel le sujet
sera résolu par binômes (10% de la note totale). ATTENTION, les seuls documents
autorisés sont le formulaire donnant les transformées de Fourier et pour chaque élève
une page recto format A4 de résumé de cours1 Les résumés devront être rendus avec
la copie.

1. Un résumé de cours ne doit pas comprendre d'élèments des TDs.
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3. Test terminal (80 % de la note totale). ATTENTION, les seuls documents autorisés sont
des formulaires disponibles sur le site associé à l'action de formation de la plateforme
pédagogique (répertoire Documents et liens / Formulaires)et une feuille recto-verso
format A4 de résumé de cours2 Cette feuille devra être rendue avec leur copie.

— Après publication auprès des élèves de la note totale, deuxséances de consultation de co-
pies seront organisées.

— Les élèves qui désirent des précisions sur la note totale ouconstatent des problèmes au-
ront un délai de 3 semaines après la publication des notes parle Service de Scolarité pour
contacter le responsable du cours.Passé ce délai, aucun demande ne sera prise en compte.

— A l'issue de la seconde session, la note de Savoir sera constituée par la note de test de la
seconde session.

— Assiduité : conformément au règlement de scolarité, la présence est obligatoire pour toutes
les activités de STI tc2. Si c'est une condition nécessaire,elle n'est cependant pas suf�sante
pour pleinement pro�ter de l'enseignement de traitement dusignal.

1. Toute absence doit être justi�ée auprès de l'administration.

2. Pour la séance de microtest, en plus de la justi�cation auprès du Service de Scolarité,
toute absence doit être signalée par email auprès du responsable de cours. Si ces deux
démarches sont effectuées et si l'absence est excusée par leService de Scolarité, la note
�nale sera calculée avec un poids de 90 % pour le test �nal. Sinon, la règle générale
s'applique avec une note de microtest de 0.

3. En cas d'absence non excusée par le Service de Scolarité d'un élève désigné à partir
de la liste des élèves du groupe de TD pour présenter le travail préparatoire ou pour
donner sa copie, la note de travail préparatoire sera de 0. Encas d'absence excusée par
le Service de Scolarité, la note �nale de Savoir sera calculée avec un poids de 90 %
pour le test �nal au lieu de 80 %.

4. En cas d'absence non excusée par le Service de Scolarité enséance de TP de 4h,
l'élève ne pourra pas se présenter à la séance de BE de 2h et aura0 pour note de
Savoir Faire de STI tc2. En cas de présence dans la séance de TPde 4h et d'absence
non excusée par le Service de Scolarité dans la séance de BE de 2h, la note de Savoir
Faire sera calculée en prenant 0 pour note de BE. En cas d'absence excusée par le
Service de Scolarité en séance de TP de 4h, l'élève pourra participer à une autre séance
à condition qu'il n'ait aucune activité programmée sur ce créneau et que l'effectif du
groupe le permette. Un élève ne peut se présenter en séance deBE de 2h que s'il a
effectué la séance de TP 4h. En �n de semestre, le responsablede l'AF essaiera en
fonction des possibilités du planning d'organiser une séance de rattrapage pour le TP
4h et le BE 2h. En cas d'impossibilité et d'absence excusée parle Service de Scolarité
de l'élève, l'élève n'aura pas de note de Savoir Faire pour l'AF.

2. Un résumé de cours ne doit pas comprendre d'élèments des TDs.



Chapitre 1

Introduction

1.1 Le signal au service de l'être humain

Un signal est une grandeur qui dépend du tempst. Cette grandeur est souvent physique.
La grandeur d'un signal peut être de différents types :

— Information : par exemple le son qui est une variation de la pression de l'air, voir �gure 1.1 ;
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FIGURE 1.1 – Alleluia d'Haendel

— Énergie : par exemple la tension du secteur ;
— Matière : par exemple un débit d'eau en un point d'un canal d'irrigation.

Les outils présentés dans l'Action de Formation STI tc2 concernent plus particulièrement les
signaux porteurs d'information.

Les signaux occupent une place prépondérante dans la vie de tout être humain puisqu'ils sont ce
qui permet à un être humain de percevoir son environnement etd'interagir avec lui.

Détection L'être humain détecte les signaux issus de son environnement (sons, odeurs, images,
etc..) grâce à ces capteurs (oreilles, nez, yeux, etc...).

Traitement Il les traite et les interprète (par exemple, il isole un son particulier).
Génération Il est capable de générer des signaux à destination de son environnement.

9
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1.2 L'importance du signal dans nos sociétés contemporaines

C'est un lieu commun que d'af�rmer que notre société contemporaine est la société de l'informa-
tion. L'information y est véhiculée par les signaux. Face à la masse des signaux qu'il est nécessaire
de traiter, souvent en temps réel, les ingénieurs ont créé des systèmes technologiques d'une grande
complexité. Ceux-ci ont envahi notre société et font parti des objets incontournables de notre quo-
tidien.

En réponse aux enjeux de la société actuelle, des méthodes scienti�ques puissantes pour gérer
une telle complexité ont été développées par les chercheursen Sciences de l'Ingénieur. La maîtrise
de ces méthodes devient de plus en plus incontournable dans la pratique de l'ingénieur quelque
soit le domaine auquel il se destine.

L'objectif de cet enseignement est de donner des bases scienti�ques minimales préalables à
l'acquisition et à la maîtrise de ces méthodes. D'autre part, combinée avec les enseignements
d'Automatique, il s'agit de contribuer à l'acquisition de l'approche « système », incontournable
lorsqu'il s'agit de développer des systèmes d'une certainecomplexité, même si leur �nalité n'est
pas de gérer de l'information1

Dans le traitement de l'information, il est nécessaire de
— mesurer le signal, souvent à l'aide de capteurs (métrologie) ;
— caractériser et extraire le signal utile (traitement du signal) ;
— le transmettre par un codage adéquat (traitement du signal).

Pour cela, le traitement du signal développe des méthodes basées sur la modélisation mathémati-
que, ces méthodes pouvant être ensuite mises en œuvre en électronique (numérique) du signal
(réalisation technologique).

1.3 Les signaux utiles
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k
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FIGURE 1.2 – Signal discret

Une première classi�cation des signaux peut être faite :

1. Voir par exemple les Actions de Formation du semestre S8 « Systèmes mécatroniques intelligents », « Filtrage
adaptatif : application au contrôle actif de bruit »ou encore « Sciences de l'Information et Biologie ».
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— Signaux en temps continu ou en temps discret :

— Un signal en temps continu (ousignal continu) x est dé�ni à chaque instantt apparte-
nant à un intervalle deR, oùR est l'ensemble des nombres réels, ou àR tout entier2. Un
signal continu est un modèle de signal analogique. Un signalanalogique correspond à
une grandeur physique réelle qui évolue au cours du temps. Unexemple de signal ana-
logique est représenté �gure 1.1. Leur étude est fondamentale pour l'ingénieur car les
signaux analogiques représentent l'essentiel des signauxdu monde physique.

— Un signal en temps discret (ousignal discret) x n'est dé�ni qu'à certains instantstk

soit un vecteur de valeurs réellesf x(t = tk)g. Le cas le plus important en pratique est
celui où8k, (tk+1 � tk) = Constante= Ts. Le vecteur de valeurs3 se réécrit donc
f x(kTs) = xkg. Un exemple de signal discret est présenté �gure 1.2.

Un signal échantillonné est un signal discret dont les valeurs f xkg, appeléeséchan-
tillons, sont issues (mesurées) d'un signal continu4. Ts est alors appeléepériode d'échan-
tillonnage. Un exemple de signal échantillonné est présenté �gure 1.3.

Les signaux discrets sont le support de l'information qui est traitée par les systèmes
technologiques basés sur l'électronique numérique, l'exemple le plus évident étant
les ordinateurs. Ils constituent l'écrasante majorité dessystèmes technologiques com-
plexes gérant de l'information. Leur formidable développement ces dernières décen-
nies a ouvert d'immenses possibilités à exploiter. Ils sontdevenus incontournables y
compris dans des systèmes qui traditionnellement n'utilisaient pas de technologies
électroniques5. L'étude des signaux discrets est donc fondamentale pour l'ingénieur
car ils représentent l'essentiel des signaux traités par les systèmes complexes gérant
l'information.

— Signaux périodiques ou non. Nous allons voir dans le chapitre qui suit que les signaux
continus sinusoïdaux constituent une classe fondamentalede signaux périodiques.

— Signaux déterministes ou aléatoires. Cette distinction sera abordée en �n de cours, dans le
chapitre 7.

2. On peut aussi dé�nir le signal surR auquel on a soustrait des ensembles de mesure nulle.
3. Bien que très simple, la représentation par un vecteur de valeurs réelles présente l'inconvénient majeur d'être

un objet mathématique radicalement différent des fonctions qui modélisent les signaux continus. Nous verrons dans
la suite qu'un autre objet mathématique est généralement utilisé, plus complexe qu'un vecteur. Néanmoins, il présente
l'avantage formidable d'être plus proche des fonctions : onpeut ainsi bâtir un ensemble d'outils communs aux signaux
continus et discrets.

4. Il s'agit de l'opération d'échantillonnage. Dans un système électronique, cette opération est réalisée par un
convertisseur Analogique Numérique ou CAN.

5. Un exemple frappant est l'automobile qui d'un système « purement » mécanique est devenu un système « méca-
tronique », c'est-à-dire un système qui fait massivement appel aux technologies à la fois mécaniques et électroniques
(voir l'Action de Formation de S8 « Systèmes Mécatroniques Intelligents ». De fait, une automobile est un système
qui gère de l'information.
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x x *

FIGURE 1.3 – Signal échantillonné

1.4 Plan du cours

Les 6 chapitres qui suivent correspondent chacun à un cours.Le chapitre 2 présente la modélisa-
tion et l'analyse spectrale des signaux continus (détection). Le chapitre 3 introduit une technique
de traitementimportante des signaux analogiques : le �ltrage fréquentiel. Le chapitre 4 traite
des notions d'énergie et de puissance et de leur applicationpour l'extraction d'information des
signaux. Le chapitre 5 développe la modélisation des signaux discrets et l'échantillonnage des si-
gnaux continus. Le chapitre 6 étend le �ltrage fréquentiel aux signaux discrets. En�n le chapitre 7
est une introduction aux signaux aléatoires avec comme application la générationde signaux.

1.5 Où trouver l'information?

1. Sur le serveur pédagogique, sont disponibles ce documentde cours ainsi que les transpa-
rents de cours au format électronique. On y trouve aussi un document de cours complé-
mentaire.

2. Dans les livres cités en référence de ce document, page 202. Un livre que le lecteur peut
lire avec grand pro�t est [9] (en Anglais) ou [2] sur les signaux discrets (en Français).

Ces sources d'information ont servi de base à la rédaction de ce document.

1.6 Remarques sur l'utilisation de ce document

Ce document contient de nombreuses notes de bas de page. Ellespeuvent se regrouper en 3
catégories :

— Rappels de dé�nitions parfois très élémentaires : elles sont destinées aux élèves étrangers
qui ne connaissent pas tout le vocabulaire scienti�que et technique en Français.

— Approfondissement de certains points du cours : d'une part, le traitement du signal est
par nature multidisciplinaire et d'autre part le volume horaire limité de l'enseignement ne
permet pas de développer les différents points ; certaines notes en bas de page présentent
des éléments pour aller plus loin ;

— Connaissance culturelle du domaine, à travers par exemple des bibliographies sommaires.
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A certaines �gures sont associés des sons : pour que cette fonctionnalité soit active, il est néces-
saire de télécharger en complément du �chier .pdf du document de cours, les �chiers d'extension
.wav associés.

Les applications du traitement du signal sont extrêmement nombreuses et variées. Vouloir
en faire une présentation exhaustive consommerait l'ensemble du volume horaire consacré à cet
enseignement en interdisant de présenter les fondements scienti�ques et les méthodes principales
du traitement du signal, ce qui est l'objectif principal de l'enseignement. Néanmoins, chaque
partie (avec les TDs associés) sera illustrée par des applications :

— Le chapitre 2 est illustré par la caractérisation de l'audition humaine et de la bande VHF.
— Le codage MP3 de part ses multiples facettes permet d'illustrer les chapitres 3, 5 et 6.
— Le chapitre 3 est aussi illustré par la caractérisation de l'acoustique de salles, le �ltrage

audio, la caractérisation de canaux de communication, la génération de notes dans les
instruments de musique et la modulation d'amplitude (en TD).

— Le chapitre 4 est illustré par le calcul de distances pour positionner un objet.
— Le chapitre 5 est illustré par le calcul de la transformée deFourier de signaux physiques

à partir d'une acquisition lors d'une expérience et par une méthode de compression de
signaux échantillonnés utilisée dans les CDs audios (en TD).

— Le chapitre 7 est illustré par la génération de la parole appliquée à la téléphonie mobile.
Pour plus de détails, le livre [6] détaille un certain nombred'applications du Traitement du Signal
en utilisantMatlab .

1.7 Remerciements

Je tiens à remercier tous les lecteurs attentifs qui par leurs nombreuses et constructives re-
marques ont permis de fortement améliorer la qualité de ce document ainsi que celle de tous les
supports de l'enseignement « Traitement du Signal », que ce soit sur le fond ou sur la forme6 les
étudiants (plus particulièrement de la promotion 2011) et les enseignants impliqués dans cet ensei-
gnement (Ronan Perrussel, Paule Blanchart, Damien Voyer, Marie-Annick Galland, Eric Blanco,
Julien Huillery, etc..).

6. Ce n'était pas une mince tâche !
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Chapitre 2

Modéliser et caractériser un signal :
Analyse en temps et en fréquence

Pour pouvoir disposer d'outils ef�caces pour le traitementdu signal, il est d'abord nécessaire
de modéliser (représenter) un signal par un objet mathématique. Puisqu'un signal est une grandeur
qui dépend du temps, une idée naturelle est de le modéliser par une fonction du temps dont le
domaine de dé�nition estR ou un intervalle deR.

Dans ce chapitre, nous allons voir comment il est possible decaractériser un signal représenté
par une fonction du temps à travers les notions de fréquence et de spectre fréquentiel. Ce qui est
remarquable, c'est que cette caractérisation va mettre en évidence que même si la représentation
des signaux par des fonctions est naturelle, elle admet de sérieuses limitations. A�n d'aller au-delà,
une classe d'objets mathématiques généralisant les fonctions sera introduite : les distributions. Ce
chapitre est consacré aux signaux continus. Nous verrons dans le chapitre 5 consacré aux signaux
discrets que pour cette classe de signaux (hégémoniques dans les systèmes technologiques actuels)
la modélisation par les distributions est incontournable.

Le spectre fréquentiel d'un signal est dé�ni à partir de la Transformée de Fourier de ce signal.
Une autre application de la Transformée de Fourier est le calcul de solution d'équations différen-
tielles linéaires à coef�cients constants. Cependant, comme cela est discuté en �n de chapitre, une
extension de la Transformée de Fourier, appelée Transformée de Laplace, est un outil plus général
pour cette application.

Plan du chapitre Après une première introduction à la notion de fréquence section 2.1, en par-
tant du principe qu'un signal est une fonction, la description de fonctions dé�nies sur un intervalle
par des fonctions sinusoïdales est présentée dans la section 2.2. Cette description est étendue
aux fonctions périodiques dans la section 2.3. Dans la section 2.4, cette description est étendue à
une classe générale de fonctions non périodiques. Néanmoins, bien que générale, cette classe ne
contient pas des fonctions représentant des signaux élémentaires utiles. Si on élargit la classe a�n
de les contenir, la section 2.5 illustre qu'un problème mathématique fondamental apparaît. La no-
tion de distribution introduite dans la section 2.6 offre une solution élégante avec pour béné�ce de
dé�nir une description par fonctions sinusoïdales pour uneclasse de signaux suf�samment riche
pour nos objectifs pratiques. Les sections 2.4 et 2.6 introduisent la Transformée de Fourier qui
permet de dé�nir le spectre fréquentiel d'un signal. La section 2.7 présente des premières appli-
cations du spectre fréquentiel. L'utilisation de la Transformée de Fourier en conjonction avec la
Transformée de Laplace pour la résolution d'équation différentielle est discutée section 2.9, ce qui
permet d'illustrer les relations entre ces deux Transformées.

15
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2.1 Introduction à la notion de fréquence

La notion de fréquence est intimement liée à une classe de signaux particuliers qui sont les
signaux modélisables par des fonctions sinusoïdales, c'est-à-dire les fonctions de la forme :

A sin
�

2�
t
T

+ �
�

Ces classes de signaux occupent une place importante dans la perception du son par l'homme.

L'être humain est en effet sensible à
— la fréquence1

T qui correspond à la notion de grave et d'aigu, voir le tableaude �gures 2.1 ;
— l'amplitudeA qui correspond à la notion de puissance, voir le tableau de �gures 2.2.

Cliquer pour écouter
y(t) = 0 :6 sin(2� 600t)
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Cliquer pour écouter
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Cliquer pour écouter
y(t) = 0 :6 sin(2� 2000t)
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TABLE 2.1 – Sons associés à des fonctions sinusoïdales de différentes fréquences

Cliquer pour écouter
y(t) = 0 :2 sin(2� 600t)
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Cliquer pour écouter
y(t) = 0 :6 sin(2� 600t)
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TABLE 2.2 – Sons associés à des fonctions sinusoïdales de différentes amplitudes

Il est aussi bien connu qu'un son constitué à partir d'une combinaison de fonctions sinusoïdales
bien choisies peut produire des sons « agréables »à écouter.Un exemple est présenté tableau 2.1.

Au-delà d'être qualitativement intéressant, les signaux sinusoïdaux présentent un intérêt beau-
coup plus fondamental. Ils permettent une description mathématique précise de larges classes de
signaux. Nous allons expliciter ce que cela signi�e dans ce chapitre.
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Cliquer pour écouter
y(t) = 0 :3 (sin(2�: 440:t) + sin(2 �: 554:t) + sin(2 �: 659:t))

0 50 100 150 200 250
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t

0.
3(

si
n(

2p
.4

40
.t)

+
si

n(
2p

.5
54

.t)
+

si
n(

2p
.6

59
.t)

)

Son agréable

FIGURE 2.1 – Un son « agréable »

2.2 Signaux modélisés par des fonctions dé�nies sur un inter-
valle

�
� T

2 ; T
2

�
: séries de Fourier

PourT > 0, soitL2([� T
2 ; T

2 ]) l'espace des fonctionsf réelles dé�nies sur[� T
2 ; T

2 ] telles que
Z T

2

� T
2

f (t)2dt < 1 :

On peut dé�nir le produit scalaire de deux élémentsf etg de cet espace par :

< f; g > =
Z T

2

� T
2

f (t)g(t)dt

et la norme associée par :

kf k2 =

vu
u
t

Z T
2

� T
2

f (t)2dt:

Cette norme est appelée normeL2. La normekf k2 s'interprète comme la racine carrée de l'énergie
def . Pour ce produit scalaire, une base orthonormalef emgm2 Z deL2([� T

2 ; T
2 ]) est dé�nie par :

em =

8
>>>>><

>>>>>:

q
2
T cos

�
2�m t

T

�
si m < 0

1p
T

si m = 0
q

2
T sin

�
2�m t

T

�
si m > 0

Par suite, toute fonctionf deL2([� T
2 ; T

2 ]) peut s'écrire1 :

f =
1X

m= �1

< f; e m > em :

1. Sur la signi�cation de cette égalité, voir laRemarque importantepage 20.
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em
1p
T

q
2
T cos

�
2�m t

T

� q
2
T sin

�
2�m t

T

�

< f; e m >
1

p
T

Z T
2

� T
2

f (t)dt

r
2
T

Z T
2

� T
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f (t) cos
�

2�m
t
T

�
dt

r
2
T

Z T
2

� T
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f (t) sin
�

2�m
t
T

�
dt

TABLE 2.3 – Coordonnées def dans la basef emgm2 Z

a0 an bn

1
T

Z T
2

� T
2

f (t)dt
2
T

Z T
2

� T
2

f (t) cos
�

2�n
t
T

�
dt

2
T

Z T
2

� T
2

f (t) sin
�

2�n
t
T

�
dt

TABLE 2.4 – Coef�cientsan etbn

D'après le tableau 2.3, il existe alors des réelsa0, an et bn présentés dans le tableau 2.4 tels que2

:

8t 2
�
�

T
2

;
T
2

�
; f (t) = a0 +

1X

n=1

�
an cos

�
2�n

t
T

�
+ bn sin

�
2�n

t
T

��
: (2.1)

Exemple 1 La fonctionf dont la courbe représentative est présentée �gure 2.2 admetla décom-
position en série de Fourier suivante :

8t 2 [� 1; 1]; f (t) = cos
�

2�
t
T

�
+ 4 sin

�
2�

t
T

�
+ 4 cos

�
2� 2

t
T

�
:

Exemple 2 La �gure 2.3 représente la courbe caractéristique de la fonction f dé�nie par la
décomposition en série de Fourier suivante, avecT = 2 :

8t 2 [� 1; 1]; f (t) = 1 :3959 + 92:108 cos
�
2� t

T

�
+ 1:9081 cos

�
2� 2 t

T

�
+ � � �

� � � + 10:545 cos
�
2� 3 t

T

�
+ 2:7034 cos

�
2� 4 t

T

�
+ 3:5953 cos

�
2� 5 t

T

�
+ � � �

� � � + 2:7778 cos
�
2� 6 t

T

�
+ 1:9838 cos

�
2� 7 t

T

�
+ 2:4283 cos

�
2� 8 t

T

�

(2.2)
On constate qu'en sommant quelques courbes sinusoïdales, une forme très éloignée d'une courbe
sinusoïdale peut être obtenue.

2. Une autre écriture de l'égalité (2.1) est :

8t 2
�
�

T
2

;
T
2

�
; f (t) = a0 +

1X

n =1

� n sin
�

2�n
t
T

+ � n

�

Le terme de la somme correspondant àn = 1 , c'est-à-diresin
�
2� t

T + � 1
�
, est traditionnellement appelé fondamen-

tal ; les termes de la somme correspondant àn > 1, c'est-à-diresin
�
2�n t

T + � n
�
, sont traditionnellement appelés

harmoniques.
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FIGURE 2.2 – Représentation de la fonctionf par sa décomposition en série de Fourier
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FIGURE 2.3 – Représentation de la courbe caractéristique de la fonction f dé�nie par (2.2)
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En utilisant la formule d'Euler3, la décomposition en série de Fourier d'une fonction peut se
ré-exprimer par :

8t 2
�
�

T
2

;
T
2

�
; f (t) =

1X

n= �1

cne2� i n
T t (2.3)

avec4

cn =
1
T

Z T
2

� T
2

f (t)e� 2� i n
T tdt: (2.4)

L'équation (2.3) est appelée ladécomposition en série de Fourier (complexe)de la fonctionf sur
l'intervalle

�
� T

2 ; T
2

�
.

Remarque Dans le cas où la fonctionf est

1. réelle : les coef�cientscn sont tels quecn = c� n : jcn j = jc� n etarg(cn ) = � arg(c� n ) ;

2. paire5 : les coef�cientscn sont réels ;

3. impaire6, les coef�cientscn sont imaginaires purs.

Remarque importante L'égalité (2.3), ainsi que les égalités précédentes tellesque (2.1), doivent
se comprendre en réalité comme la convergence de la série :

SN (t) =
NX

n= � N

cne2� i n
T t

vers la fonctionf au sens de la norme dé�nie surL2([� T
2 ; T

2 ]) :

lim
N !1

kSN � f k2 = 0

(convergence en moyenne quadratique). Cela ne signi�e pas forcément que pour toutt 2
�
� T

2 ; T
2

�
,

lim
N !1

SN (t) = f (t)

(convergence point par point ou ponctuelle). La convergence en moyenne quadratique n'implique
la convergence ponctuelle que pour des classes particulières de fonctionsf . Une classe particulière
est celle des fonctions continues et dérivables et dont la dérivée est continue (classeC1). Pour plus
de détails, voir [14, 7].

Égalité de Parseval A partir des coef�cientscn , l'énergie de la fonctionf peut être déterminée :

Z T
2

� T
2

f (t)2dt = T
1X

n= �1

jcn j2:

3. ei x = cos(x) + i sin(x) où i représente l'imaginaire pur :i2 = � 1.
4. cn = an � i bn

2 et an = 2Re(cn ), bn = � 2Im(cn ). Faire attention que, contrairement à la somme (2.1), dans la
somme (2.3),n prend des valeurs négatives.

5. f (� t) = f (t).
6. f (� t) = � f (t).
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2.3 Signaux modélisés par des fonctions périodiques : sériesde
Fourier

On considère le cas d'une fonction périodique7 réelle de périodeT f p dé�nie sur R et telle
que

Z T
2

� T
2

f p(t)2dt < 1 :

Alors, d'après la section précédente,

8t 2
�
�

T
2

;
T
2

�
; f p(t) =

1X

n= �1

cne2� i n
T t (2.5)

avec

cn =
1
T

Z T
2

� T
2

f p(t)e� 2� i n
T tdt: (2.6)

Puisque la fonctionf p et les fonctions qui àt associente� 2� i n
T t sont des fonctions périodiques de

périodeT, la décomposition (2.3) est valable pour toutt 2 R :

8t 2 R; f p(t) =
1X

n= �1

cne2� i n
T t :

Le rapport� = n
T dé�nit unefréquence, multiple de� 0 = 1

T ; � 0 est appeléfréquence fondamentale
et � dé�ni avec n > 1 fréquence harmonique. Puisquen est un entier relatif, dans l'expression
ci-dessus, la « fréquence »peut être négative dans le cas oùn est négatif.

Ce qui est remarquable dans l'équation (2.5), c'est qu'elle met en évidence que les coef�cients
de la décomposition en série de Fouriercn caractérisent « exactement »8 la fonctionf p. Ils consti-
tuent ainsi un mode de représentation def p. C'est pour cela qu'il est commode de les représenter
graphiquement. Dans le cas où les coef�cientscn sont réels, ils sont représentés en fonction de� ;
sinon on représentejcn j en fonction de� etarg(cn ) en fonction de� sur deux �gures séparées.

Exemple 1 Soit la fonction périodiquef p dé�nie par :

f p(t) = sin
�

2�
1
T

t
�

=
e2� i 1

T t � e� 2� i 1
T t

2i
:

Par identi�cation, on ac� 1 = i
2, c1 = � i

2 et cn = 0 pourn 6= � 1 et n 6= 1. On obtient alors la
représentation présentée �gure 2.4.

Exemple 2 A partir de la fonction «rect », fonction rectangle dé�nie par :
8
<

:

8t 2 [� 1
2 ; 1

2] rect(t) = 1

sinon rect(t) = 0

et dont la courbe caractéristique est représentée �gure 2.5, on peut dé�nir la fonction périodique

7. f p(t + T) = f p(t)
8. Dans le sens présenté dans laRemarque importanteprésentée page 20.
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de périodeT f p par :

8t 2
�
�

T
2

;
T
2

�
; f p(t) = rect

�
t

T0

�

avec0 < T 0 < T , voir la courbe caractéristique représentée �gure 2.6. Parapplication de (2.6),
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0
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t

f p(t
)

T

T
0

FIGURE 2.6 – Courbe caractéristique de la fonction périodiquef p

on peut alors établir que

cn =
T0

T
sinc

�
n

T0

T

�

avecsinc la fonction sinus cardinal dé�nie par9

sinc(x) =
sin(�x )

�x
:

La courbe caractéristique de cette fonction est représentée �gure 2.7. On notera que :
— sinc(0) = 1;
— Pour tout entier relatif non nuln, sinc(n) = 0 .

Les coef�cientscn sont ici réels. AvecT = 2T0, on a la représentation associée �gure 2.8 où
la courbe en trait continu �n est la courbe caractéristique de la fonction sinus cardinal.

Examinons ce que donne le somme des2N + 1 premiers termes de la décomposition en série
de Fourier ainsi obtenue :

SN (t) =
NX

n= � N

cne2� i n
T t

pour N = 1, N = 3, N = 5 et pourN = 144, voir �gure 2.9. On constate qu'au plusN est
important, au plus on se rapproche de la fonction périodiquef p sauf10 pour les valeurs det qui

9. Si vous avez déjà croisé la fonction sinus cardinal, la dé�nition que vous avez eu a peut-être été différente.
Normal, il existe deux dé�nitions de la fonctionsinc légèrement différentes. Pour ce qui est de cet enseignementde
Traitement de Signal, seule la dé�nition présentée dans cette page est considérée comme valable.

10. On parle du « phénomène de Gibbs ».
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FIGURE 2.9 – Somme desN premiers termes de la décomposition en série de Fourier avecN = 1,
N = 3 etN = 5 (haut) etN = 144 (bas)

correspondent aux discontinuités de la courbe caractéristique def p. L'explication se trouve dans la
Remarque importantepage 20 : dans l'exemple considéré ici la convergence n'est pas ponctuelle
mais en moyenne quadratique.

2.4 Signaux modélisés pour des fonctions non périodiques :
Transformée de Fourier

2.4.1 Introduction

L'objectif est de rechercher une décomposition « du type série de Fourier » mais dans le cas
d'une fonction non périodiquef appartenant àL1(R) \ L2(R), c'est-à-dire telle que :

Z + 1

�1
jf (t)jdt < 1 et

Z + 1

�1
f (t)2dt < 1 :

Le format et les objectifs du cours ne permettant pas un développement mathématique rigou-
reux11, une première explication qualitative et rapide de ce que peut être la transposition de la
série de Fourier aux fonctions non périodiques à travers un exemple va être présentée dans ce qui
suit.

Une fonction deL2(R) peut être vue comme la limite de fonctions périodiquesf T telles que

8t 2
�
�

T
2

;
T
2

�
; f T (t) = f (t)

11. Pour une présentation mathématiquement rigoureuse, voir par exemple [3, 14].
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pourT tendant vers l'in�ni, voir �gure 2.10. Puisque cette fonction f T admet une décomposition
en série de Fourier, comment celle-ci évolue-t-elle quandT tend vers l'in�ni?

On revient sur l'exemple de la fonction présentée dans l'exemple 2, page 21, avecT0 �xé : 8t 2

R; f (t) = rect
�

t
T0

�
. L'explication qui suit est « avec les mains ». La fonctionf T étant périodique

et de carré intégrable sur une période, elle admet d'après lasection 2.3 une décomposition en série
de Fourier :

8t 2 R; f T (t) =
1X

n= �1

cne2� i n
T t (2.7)

avec

cn =
1
T

Z T
2

� T
2

f T (t)e� 2� i n
T tdt:

La décomposition en série de Fourier fait intervenir l'ensemble des fréquences :
�

n
T

	
n2 Z

où 1
T est

la fréquence fondamentale. Évidement on peut écrire l'égalité (2.7) simplement pour l'intervalle�
� T

2 ; T
2

�
et comme les fonctionsf et f T coïncide sur cet intervalle, on a alors :

8t 2
�
�

T
2

;
T
2

�
; f (t) =

1X

n= �1

cne2� i n
T t

avec

cn =
1
T

Z T
2

� T
2

f (t)e� 2� i n
T tdt:

Notons quecn est une fonction denT .

QuandT tend vers+ 1 , l'ensemble discret de points
�

n
T

	
n2 Z

se « transforme » en un ensemble
continu de pointsf � g� 2 R :

«
�

n
T

	
n2 Z

�! f � g� 2 R: »

Par suite, la variablenT est remplacée par la variable continue� et la courbeTcn fonction de n
T

se transforme en une courbe continue fonction de� . La �gure 2.11 représente les coef�cients de
la décomposition en série de Fourier12 multipliés parT. En prenant successivementT = 2T0,
T = 4T0, T = 8T0 etT = 16T0, on obtient les représentations associées �gure 2.11. L'écart entre
deux points successifs étant de1=T, celui-ci tend vers 0 quandT tend vers+ 1 .

Donc, quandT tend vers+ 1 ,

« f Tcngn2 Z �!
� Z + 1

�1
f (t)e� 2� i �t dt

�

� 2 R

»

ce dernier ensemble dé�nissant une fonction notéeF . En�n,

«
1X

n= �1

1
T

Tcne2� i n
T t �!

Z + 1

�1
F (� )e2� i �t d� »

donc, on a :

f (t) =
Z + 1

�1
F (� )e2� i �t d�:

12. qui ont le bon goût d'être réels dans cet exemple : ce n'estévidemment pas toujours le cas.
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FIGURE 2.11 –f Tcngn2 Z pourT = 2T0, T = 4T0, T = 8T0 etT = 16T0

2.4.2 Dé�nition de la transformée de Fourier

Dé�nition 2.4.1 La fonctionF telle que

8� 2 R; F (� ) =
Z + 1

�1
f (t)e� 2� i �t dt (2.8)

est appelée transformée de Fourier def et est notéeF [f ]. On dé�nit la transformée de Fourier
inverse, notéeF � 1[F ], par

8t 2 R; f (t) =
Z + 1

�1
F (� )e2� i �t d�:

Notation :f (t) $ F (� ) = F [f ](� ).

On appelle transformation de Fourier (« Fourier Tranform » en Anglais) l'application13 notée
F qui à une fonction associe sa transformée de Fourier (si elleexiste).

On appelle spectre d'un signal (« Spectrum » en Anglais) la représentation graphique de la
transformée de Fourier du signal en fonction de la fréquence(en général module et/ou phase)14.

La �gure 2.15, page 33, présente deux exemples de spectre en module. Dans le cas (très par-
ticulier) de signaux de transformée de Fourier réelle, on représente le spectre en fonction de la
fréquence : voir l'exemple du spectre du signal rectangle représenté �gure 2.4.2, page 30.

13. L'application qui a une fonction associe une fonction est appelée un opérateur. A�n de les distinguer des
fonctions, l'application de l'opérateurF sur la fonctionf est notée avec des crochets (au lieu de parenthèses) :F [f ].
La valeur de la fonctionF [f ] en� est alors notéeF [f ](� ). L'écritureF [f (t)] est à proscrire car absurde :F s'applique
sur des fonctions ; orf (t) ne représente pas la fonctionf mais sa valeur ent.

14. Par abus de langage, le spectre d'un signal peut désignerla transformée de Fourier du signal.
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FIGURE 2.12 – Au sens du traitement du signal, ceci n'est pas un « Spectre »

Remarque La transformée de Fourier et la transformée de Fourier inverse sont très proches
puisque leur dé�nition implique que15 :

F � 1[F ] = F [F ]: (2.9)

On a le résultat suivant qui nécessite la dé�nition de l'ensemble L1(R) : c'est l'ensemble des
fonctionsf deR dansR telles que :

Z + 1

�1
jf (t)jdt < 1 :

Théorème 2.4.1Si f est une fonction16 deL1(R) alors la fonctionF existe, est continue etF (� )
tend vers0 quandj� j ! 1 .

Exemple AvecT0 > 0, la fonctionf dé�nie surR par :

8t 2 R; f (t) = rect
�

t
T0

�

appartient àL1(R).

Notation Dans la suite du document, a�n d'alléger les notations, on pourra désigner la fonc-
tion f par son expression dans laquelle la variable a été remplacéepar � , ce qui donne dans cet
exemple :

rect
�

�
T0

�
:

Il s'agit ici de bien faire la différence entre la fonctionf et sa valeurf (t) pour la variablet.

15. F est la fonction conjuguée deF , qui à� associeF (� ), nombre complexe conjugué deF (� ). Pour un nombre
complexex + iy oùx et y sont des réels, le conjugué est dé�ni parx � iy.

16. L'extension de la transformée de Fourier aux fonctions deL 2(R) peut se faire au sens des distributions car une
fonction deL 2(R) dé�nit une distribution (tempérée), voir la section 2.6.
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Exemple (suite) D'après le théorème 2.4.1, cette fonction admet une transformée de Fourier. De
plus, par application directe de (2.8), on établit que sa transformée de Fourier s'exprime à l'aide
de la fonction sinus cardinal :

8� 2 R; F
�
rect

�
�
T0

��
(� ) = T0: sinc(�T 0)

voir �gure 2.13.
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FIGURE 2.13 – Fonction rectangle et sa transformée de Fourier

Remarque Même si dans l'exemple précédent la fonctionF est une fonction réelle, en géné-
ral, elle est complexe. On représente graphiquement son module jF (� )j en fonction de� et son
argumentarg(F (� )) en fonction de� . On parle dereprésentation spectrale.

2.4.3 Propriétés de la transformée de Fourier

Dans ce qui suit,a 2 R, b2 R, f etg sont deux fonctions deL1(R).

2.4.3.1 Linéarité

F [af + bg] = aF [f ] + bF [g]

2.4.3.2 Symétrie et conjugaison complexe

8� 2 R; F [f (�� )]( � ) = F [f ](� � )

8� 2 R; F
h
f (� )

i
(� ) = F [f ](� � )
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2.4.3.3 Changement d'échelle

8� 2 R; F [f (a� )]( � ) =
1

jaj
F [f ]

� �
a

�

2.4.3.4 Translation temporelle

8� 2 R; F [f (� � t0)]( � ) = e� 2� i �t 0 F [f ] (� )

2.4.3.5 Modulation

8� 2 R; F [e2� i � 0 � f (� )]( � ) = F [f ] (� � � 0)

2.4.3.6 Transformée de Fourier de la dérivée d'une fonction

La fonctionf est ici supposée dérivable avec sa dérivée17 f 0 2 L1(R).

8� 2 R; F [f 0](� ) = 2 � i � F [f ] (� ):

Cette relation se généralise à l'ordren :

8� 2 R; F [f (n) ](� ) = (2 � i � )n F [f ] (� ):

2.4.3.7 Transformée de Fourier de l'intégrale d'une fonction

F
� Z �

�1
f (� )d�

�
=

1
2� i �

F [f ](� ) +
1
2

F [f ](0)� (2.10)

où � est appelée une impulsion de Dirac18 et sera dé�nie section 2.6, page 37.

2.4.3.8 Conséquences des propriétés

1. La partie réelle de la transformée de Fourier d'une fonction réelle est paire et la partie
imaginaire est impaire.

2. Le module de la transformée de Fourier d'une fonction réelle est pair et son argument est
impair.

3. La transformée de Fourier d'une fonction réelle et paire est réelle et paire.

4. La transformée de Fourier d'une fonction réelle et impaire est imaginaire et impaire.

17. La formule qui suit peut se calculer en faisant une intégration par partie à partie de l'expression (2.8) de la
transformée de Fourier.

18. Il faut noter que du fait du terme en� , cette formule ne s'obtient pas trivialement à partir de la formule de la
transformée de Fourier de la dérivée d'une fonction. Pour plus de détails, voir la note de bas de page numéro 24.
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2.4.4 Énergie

Une fonctionf deL2(R) est dite àénergie �nie. L'énergie est d'ailleurs dé�nie par
Z 1

�1
f (t)2dt

soit kf k2
2. Si de plusf appartient àL1(R) alors elle admet une transformée de FourierF .

Peut-on évaluer l'énergie def à partir de sa transformée de FourierF ? Le théorème suivant
répond à cette question.

Théorème 2.4.2 (Parseval Plancherel)Soitf 2 L1(R) \ L2(R). Alors
Z 1

�1
f (t)2dt =

Z 1

�1
jF (� )j2d�:

L'énergie peut donc aussi se calculer à partir de l'expression de sa transformée de FourierF dans
l'espace des fréquences. La fonctionjF (� )j2 est appeléedensité spectrale d'énergie.

2.4.5 Un exemple illustratif

FIGURE2.14 – Tourne-disque Teppaz http ://www.alienor.org/ARTICLES/scooters/image_tourne-
disque.htm

Soit un enregistrement sonore qui a été enregistré sur un disque vinyle à 45 tours par minutes.
Ce signal est restitué en lisant le disque sur un tourne-disque avec une vitesse de 33 tours par
minutes. Quelle est la relation entre le spectre du signal restitué par rapport au spectre du signal
enregistré?

Pour répondre à cette question, après avoir établi la relation qui existe entre les deux signaux,
on en déduit la relation qui existe entre la transformée de fourier des deux signaux puis leur
spectre.

Soit x le signal enregistré etex le signal restitué. Alors le signal restitué s'exprime parex =
x(a� ) aveca = 33

45. Il s'agit donc d'un changement d'échelle temporelle. Par suite,

8� 2 R; F [ex] = F [x(a� )]
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D'après la propriété de Changement d'échelle :

8� 2 R; F [x(a� )]( � ) =
1

jaj
F [x]

� �
a

�

Par suite,

8� 2 R; F [ex](� ) =
45
33

F [x]
�

45
33

�
�

Le spectre du signal en module du signal restitué est obtenu àpartir de celui du signal enregistré
par une contraction le long de l'axe des fréquences et la multiplication par un facteur, voir exemple
�gure 2.15.
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FIGURE 2.15 – Spectre en module du signal enregistré (gauche) et spectre du signal reconstitué
(droite)

Le signal restitué sera donc plus grave que le signal enregistré.

Le signal restitué sera d'autre part plus « puissant » dans lesens où l'énergie du signal sera
plus importante. En effet, d'après le théorème de Parseval :

Z + 1

�1
ex(t)2dt =

Z + 1

� = �1
j eX (� )j2d� =

�
45
33

� 2 Z + 1

� = �1

�
�
�
�X

�
45
33

�
� �

�
�
�

2

d�:

En faisant le changement de variablee� = 45
33� , on obtient

Z + 1

�1
ex(t)2dt =

45
33

Z + 1

e� = �1
jX (e� )j2 de�:
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D'après le théorème de Parseval, on aura alors :

Z + 1

�1
ex(t)2dt =

45
33

Z + 1

�1
x(t)2dt;

D'où la conclusion.

2.5 Limites de la modélisation des signaux par des fonctions

Certaines fonctions très simples et potentiellement très utiles n'appartiennent pas à l'ensemble
L1(R) (ni à l'ensembleL2(R)). Un exemple simple est la fonctionf dé�nie par8t 2 R, f (t) = 1 .
Quelle pourrait être la transformée de Fourier pour certaines de ces fonctions, si elle existe? On
va examiner le cas de cette fonctionf .

Exemple La fonction8t 2 R, f (t) = 1 peut être interprétée comme la limite d'une séquence de
fonctionsf T0 dé�nies par

8t 2 R; f T0 (t) = rect( t=T0);

quandT0 tend vers+ 1 . Pour une valeur deT0 donnée, la transformée de Fourier de la fonctionf T0

est représentée �gure 2.13. La �gure 2.16 représente la déformation du tracé de la transformée de
Fourier pour des valeurs croissantes deT0. Supposons que la transformée de Fourierf T0 converge
vers une fonction quandT0 tend vers l'in�ni. Cette fonction que l'on va noter� serait alors telle
que :

1. 8� 6= 0, � (� ) = 0 ;

2. � (0) = + 1 .

De plus, puisqu'on peut démontrer que

Z + 1

�1
T0: sinc(�T 0)d� = 1

si la fonction� existe alors elle véri�e probablement la propriété :

Z + 1

�1
� (� )d� = 1:

Cette intégrale montre qu'en fait� ne peut pas être une fonction. En effet, l'intégrale d'une fonc-
tion nulle presque partout (8� 6= 0, � (� ) = 0 ) ne peut valoir que 0 et ici elle vaut1! ! ! Donc on est
face à une absurdité si on fait l'hypothèse que� est une fonction ;� est donc un objet mathématique
étrange à dé�nir, cela ressemble à une fonction mais ce n'estpas une fonction...

La morale de cet exemple est qu'il existerait certaines fonctions intéressantes n'appartenant
pas àL1(R) (ni à L2(R)) telles que si la transformée de Fourier existe alors c'est un objet ma-
thématique (à dé�nir) qui n'est pas une fonction. Si ce n'estpas une fonction, quel est donc cet
étrange objet???
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FIGURE 2.16 – Fonction rectangle et sa transformée de Fourier
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FIGURE 2.17 – Courbe caractéristique de la fonctionFT0

Exemple On va essayer d'imaginer ce que pourrait être la transforméede Fourier inverse de la
fonction dé�nie par8� , F (� ) = 1 , si elle existe. Il semble possible de dé�nir la fonctionF (� ) = 1
comme la limite des fonctions :

8� 2 R; FT0 (� ) = sinc( �T 0)

quandT0 tends vers0, voir la courbe caractéristique de la fonctionFT0 , �gure 2.17. Comme on l'a
vu précédemment, la transformée de Fourier inverse est donnée par :

8t 2 R; f T0 (t) =
1
T0

rect
�

t
T0

�

dont la courbe caractéristique est représentée �gure 2.18.Il semble que quandT0 tend vers0, f T0

-T/2 0 T/2      
 

0   

 

1/T_0   

 

t

1/
T

0re
ct

(t
/T

0)

T
0

1/T
0

T
0
 ®  0 T

0
 ®  0

T
0
 ®  0

FIGURE 2.18 – Courbe caractéristique de la fonctionf T0 (t)

tende vers l'étrange objet� introduit précédemment... Cet exemple met en évidence que cet objet
� semble avoir une autre propriété intéressante.
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Avecx une fonction continue et localement intégrable, on a

x(t0) = lim
T0 �! 0

1
T0

Z t0+ T0=2

t0 � T0=2
x(t)dt (2.11)

ce qui se réécrit :

x(t0) = lim
T0 �! 0

Z + 1

�1

1
T0

rect((t � t0)=T0)x(t)dt

=
Z + 1

�1
lim

T0 �! 0

1
T0

rect((t � t0)=T0)x(t)dt

voir �gure 2.19.

D'après ce qui précède, on aurait donc la propriété :

x(t0) =
Z + 1

�1
� (t � t0)x(t)dt: (2.12)

2.6 Au-delà des fonctions : les distributions

En réalité,� est une distribution. Nous allons voir que les distributions sont des objets mathéma-
tiques qui généralisent les fonctions. Pour plus d'informations sur les distributions, se reporter, par
exemple, aux références [14, 7, 4, 5]. La théorie des distributions est dûe à Laurent Schwartz, voir
�gure 2.20. Pour les besoins du Traitement de Signal, après avoir dé�ni les distributions, les opé-
rations de base effectuées sur les fonctions puis la Transformation de Fourier sont généralisées
aux distributions.

2.6.1 Dé�nition des distributions

Dé�nition 2.6.1 Une fonction test' deR dansC est une fonction nulle en dehors d'un intervalle
borné et indé�niment dérivable. On noteD l'ensemble des fonctions tests.

Les propriétés réclamées pour les fonctions tests sont si fortes qu'on peut se demander si les
fonctions tests existent19.

19. Dans ce qui suit, aussi curieux que cela puisse paraître,on peut se rendre compte que ce qui est important c'est
de savoir que les fonctions tests existent et non de les déterminer explicitement.
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FIGURE 2.20 – Extrait de Laurent Schwartz, « Généralisation de la notion de fonction, de déri-
vation, de transformation de Fourier et applications mathématiques et physiques », Annales de
l'Université de Grenoble, Tome 21 (1945), p.57-74
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FIGURE 2.21 – Courbe caractéristique d'une fonction test

Exemple Les fonctions tests existent, j'en ai rencontrée une :

(
8t 2] � 1; 1[ ' (t) = exp

�
t2

t2 � 1

�

8t � 1 et8t � � 1 ' (t) = 0

voir �gure 2.21. On peut démontrer que cette fonction, qui est nulle en dehors d'un support borné,
est indé�niment dérivable.

Dé�nition 2.6.2 (Distribution) Une distributionT est une application linéaire continue deD
dansC. Notation

T : D ! C
' 7! < T; ' >

Exemple Etant donnéa 2 R, l'application qui à' associe' (a) est une distribution appelée
impulsion de Dirac.

A travers la notion de distribution régulière, les distributions apparaissent en réalité comme
une généralisation des fonctions.

Dé�nition 2.6.3 (Distribution régulière) Une distributionT est régulière s'il existe une fonction
x localement intégrable telle que

< T; ' > =
Z + 1

�1
x(t)' (t)dt: (2.13)

Une distributionT est dite singulière s'il n'existe pas de fonctionx telle que (2.13).
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Remarque Si l'objet � introduit dans l'exemple page 34 était une fonction alors d'après la rela-
tion (2.12) : Z + 1

�1
� (t � a)' (t)dt = ' (a):

La distribution régulière associée à� (� � a) est telle qu'à une fonction test' on associe la valeur
' (a) : on retrouve l'impulsion de Dirac ! Il apparaît qu'en réalité � (� � a) est une distribution qui
est singulière puisque� n'est pas une fonction.

Dans ce qui suit, on notera� a la distribution qui à la fonction test' associe la valeur' (a),
c'est-à-dire :

8' 2 D ; < � a; ' > = ' (a)

et l'on s'empressera de bannir les notations� (�� a) ou� (t � a) qui n'ont aucun sens puisque� n'est
pas une fonction. La distribution� 0 est notée par� . On associe à� a la représentation graphique
présentée �gure 2.22, gauche. Si� est un réel alors�� a est la distribution qui à la fonction test'

 0      a   
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0.6

0.8

1

1.2

Représentaion graphique de d
a

 0      a   
 

0   

 

 

 

 

 

Représentaion graphique de ld
a

l

FIGURE 2.22 – Représentation graphique de� a et de�� a

associe la valeur�:' (a) avec la représentation graphique présentée �gure 2.22, droite.

Remarque Une suite de distributions régulières peut converger vers une distribution qui est
singulière ; un exemple peut être obtenu à partir de l'exemple page 36.

Remarque Par un abus de notation et a�n de limiter le nombre de notations manipulées, pour la
distribution régulière associée à une fonctionx, on utilise souvent la même notation pour désigner
la distribution régulière et la fonction associée. A�n d'éviter toute ambiguïté, avant d'adopter cette
notation, on noteraTx la distribution régulière associée à une fonctionx.

2.6.2 Opérations de base sur les distributions

Les opérations de base sont maintenant généralisées des fonctions aux distributions. Elles sont
dé�nies de telle façon à ce que quand elles sont appliquées à une distribution régulière, c'est-à-
dire une distribution associée à une fonctionx, on obtienne la distribution régulière associée à la
fonction résultat de l'opération effectuée surx.



G. SCORLETTI VERSION2020-2021 41

Translatée d'une distribution T par la constantea La translatée d'une distributionT par la
constantea est la distribution notée� aT dé�nie par :

8' 2 D ; < � aT; ' > = < T; ' (� + a) > :

La justi�cation vient des distributions régulières : il faut que lorsqu'on applique la dé�nition de la
translatée� aTx à la distribution régulièreTx associée à une fonctionx, on obtienne la distribution
régulièreTx(�� a) associée à la translatéex(� � a) de la fonctionx. Or

8' 2 D ; < T x(�� a) ; ' > =
Z + 1

�1
x(t � a)' (t)dt

ce qui donne avec le changement de variableet = t � a :

8' 2 D ; < T x(�� a) ; ' > =
Z + 1

�1
x(et)' (et + a)det = < T x ; ' (� + a) >

ce qui est cohérent avec la dé�nition de la translatée d'une distribution par la constantea.

Changement d'échelle de constantea d'une distribution T On appelle changement d'échelle
de constantea de la distributionT la distribution notéeechaT et dé�nie par :

8' 2 D ; < echaT; ' > =
1

jaj
< T; '

� �
a

�
> :

La justi�cation vient encore des distributions régulières: il faut que lorsqu'on applique la dé�ni-
tion du changement d'échelleechaTx à une distribution régulièreTx associée à une fonctionx, on
obtienne la distribution régulièreTx(a� ) associée à la fonctionx(a� ) obtenue à partir de la fonction
x par changement d'échelle. Or

8' 2 D ; < T x(a� ) ; ' > =
Z + 1

�1
x(at)' (t)dt

ce qui donne avec le changement de variableet = at :

8' 2 D ; < T x(a� ) ; ' > =
1

jaj

Z + 1

�1
x(et)'

 
et
a

!

det =
1

jaj
< T x ; '

� �
a

�
>

ce qui est cohérent avec la dé�nition du changement d'échelle d'une distribution.

Exemple Déterminons le changement d'échelle d'une impulsion de Dirac. Par application de la
dé�nition :

< echa� � 0 ; ' > =
1

jaj
< � � 0 ; '

� �
a

�
> =

1
jaj

'
� � 0

a

�
:

Cette dernière quantité peut s'interpréter comme le résultat de l'image de la fonction test' par la
distribution 1

jaj � � 0
a

:
1

jaj
'

� � 0

a

�
= <

1
jaj

� � 0
a

; ' > :

Par suite,

echa� � 0 =
1

jaj
� � 0

a
:

Ce qui n'est pas forcément le résultat que l'on aurait spontanément attendu du fait du facteur1
jaj !
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Multiplication d'une distribution par une fonction Pour toute distributionT et toute fonction
f indé�niment dérivable, le produitf:T est une distribution dé�nie par :

8' 2 D ; < f:T; ' > = < T; f:' > :

Nous utiliserons dans la suite la conséquence de ce résultatlorsqu'il est appliqué à la distribution
impulsion de Dirac :

f:� a = f (a):� a (2.14)

Dérivation d'une distribution La dérivéeT0d'une distributionT est la distribution dé�nie par :

8' 2 D ; < T 0; ' > = � < T; ' 0 > : (2.15)

Cette formule a été établie de façon à généraliser la dérivation des fonctions aux distributions.
En effet, il est naturel de dé�nir la dérivée d'une distribution régulièreTx de fonction dérivablex
comme la distribution régulièreTx0 associée à la fonctionx0. Montrons que la formule (2.15) est
cohérente avec cet objectif. La distribution associée àx0s'écrit en effet :

8' 2 D ; < T x0; ' > =
Z + 1

�1
x0(t)' (t)dt:

En faisant une intégration par parties, on a alors :

Z + 1

�1
x0(t)' (t)dt = [ x(t)' (t)]+ 1

�1| {z }
0

�
Z + 1

�1
x(t)' 0(t)dt = � < T x ; ' 0 >;

le premier terme de droite étant nul du fait que' est une fonction test.

La formule (2.15) permet ainsi d'étendre la notion de dérivation à des fonctions discontinues
à travers leurs distributions régulières associées.

Exemple Soit � la fonction appeléeéchelon d'Heavisideet dé�nie par

8
><

>:

8t > 0; �( t) = 1

t = 0; �( t) est non dé�nie

8t < 0; �( t) = 0

Si � est considéré comme une fonction alors pourt 6= 0, � 0(t) = 0 et � 0(0) n'est pas dé�nie. Par
contre, on peut dé�nir la dérivée de la distribution régulière associée à� :

8' 2 D ; < T 0
� ; ' > = � < T � ; ' 0 > = �

Z + 1

0
' 0(t)dt = ' (0) = < � 0; ' >

Par suite, au sens des distributions,
T0

� = � 0;

ce qu'on note généralement de façon abusive :

� 0 = � 0:
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Exemple L'exemple précédent montre qu'il est possible au sens des distributions de dé�nir la
dérivée d'une fonction présentant des discontinuités. Unefonction qui s'écrit comme la somme
d'une fonction dérivable et d'une somme de fonctions échelons d'Heaviside, par exemple :

f = g + 12�

où g est dérivable en est un exemple. Alors, au sens des distributions, en utilisant l'abus de nota-
tion, on a :

f 0 = g0+ 12�:

Remarque Au-delà de la généralisation de la notion de dérivation aux distributions, l'intérêt de
la dérivation au sens des distributions est de permettre l'inversion entre limite ou somme in�nie et
dérivation. En effet, si, dans le cas des fonctions, il est nécessaire de poser un nombre important
d'hypothèses, ce n'est plus le cas lorsque l'inversion est effectuée au sens des distributions. Dans
le cadre de ce document de cours, cette remarque sera appliquée page 120 pour établir la formule
sommatoire de Poisson.

2.6.3 Transformée de Fourier d'une distribution

Dans le droit �l de la dé�nition de la dérivation, on peut dé�nir la transformée de Fourier d'une
distributionT par

8� 2 D ; < F [T]; � > = < T; F [� ] > : (2.16)

PuisqueF [T] est une transformée de Fourier, la fonction test� est une fonction de� .

Comme précédemment, cette formule peut se justi�er via les distributions régulières20 : nous
allons voir que pour une distribution régulièreTx dé�nie par une fonctionx deL1(R) \ L2(R),
on retrouve bien la transformée de Fourier telle qu'elle a été dé�nie section 2.4.2. En notant que
� étant une fonction de� , F [� ] sera une fonction21 det :

< T x ; F [� ] > =
Z + 1

�1
x(t)F [� ](t)dt =

Z + 1

�1
x(t)

� Z + 1

�1
� (� )e� 2� i �t d�

�
dt

=
Z + 1

�1

� Z + 1

�1
x(t)e� 2� i �t dt

�

| {z }
F [x]( � )

� (� )d�

= < T F [x]; � > :

20. En réalité, il y a une subtilité théorique qui n'a cependant pas de répercussion sur l'utilisation pratique que l'on
va faire de cette formule dans cet enseignement. Néanmoins,pour être complet, on va en souligner les grandes lignes.

La dif�culté est qu'on peut démontrer que même si� est une fonction test, ce n'est pas forcément le cas deF [� ].
Par suite,F [� ] n'est pas dans le domaine de dé�nition deT et donc l'écriture< T; F [� ] > n'a pas de sens. Pour
surmonter cette dif�culté, on est amené à dé�nir les distributions tempérées. Une distribution tempérée se dé�nit de
la même façon qu'une distribution si ce n'est qu'au lieu de travailler sur l'ensemble des fonctions testsD on travaille
sur l'ensemble des fonctions à décroissance rapideS(R). Une fonction� est à décroissance rapide si pour toutp 2 N,
on a :

lim
j � j!1

j� p� (� )j = 0 :

On a la propriété queD � S (R). Un exemple de distribution tempérée est l'impulsion de Dirac.
Si � 2 S(R) alorsF [� ] 2 S(R). Par suite, siT est une distribution tempérée et si� 2 S(R) alorsF [� ] 2 S(R)

et doncF [� ] appartient au domaine de dé�nition deT.
21. Noter que dans (2.8),t et � interviennent de façon symétrique danse� 2� i �t .
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Par suite, avec cette dé�nition de la transformée de Fourierd'une distribution, la transformée de
Fourier de la distribution régulière associée àx est la distribution régulière associée àF [x].

La transformée de Fourier d'une distribution conserve les propriétés de la transformée de Fou-
rier d'une fonction, voir la sous-section 2.4.3. Notamment, la transformation de Fourier dé�nie
sur les distributions est une applicationlinéaireet continue.

Transformée de Fourier inverse d'une distribution Elle est dé�nie par :

8' 2 D ; < F � 1[T]; ' > = < T; F � 1[' ] > :

De la dé�nition de la transformée de Fourier et de la transformée inverse, on déduit que :

F � 1[F [T]] = T: (2.17)

Transformée de Fourier de l'impulsion de Dirac On peut la déterminer en appliquant la dé�-
nition de la transformée de Fourier d'une distribution :

< F [� a]; � > = < � a; F [� ] > = F [� ](a) =
Z + 1

�1
e� 2� iat � (t)dt = < T e� 2� i a � ; � > :

Par suite,

F [� a] = Te� 2� i a � ;

ce que l'on note de façon abusive :

F [� a](� ) = e� 2� ia� : (2.18)

Et donc, aveca = 0,

F [� ] = 1:

Transformée de Fourier de la fonction1 C'est l'exemple de la page 34. L'astuce est de montrer
queF � 1[� ] = 1 et d'en déduireF [1]. Pour cela, on applique la même démarche que précédemment
mais en utilisant la dé�nition de la transformée de Fourier inverse.

< F � 1[� ]; � > = < �; F � 1[� ] > = F � 1[� ](0) =
Z + 1

�1
� (� )d� = < T 1; � > :

Par suite, avec l'abus de langage usuel,F � 1[� ] = 1: D'après la relation (2.17), on a alors :

F [1] = �:
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FIGURE 2.23 – Représentation du spectre deF = F [cos(2�� 0� )]

Application : détermination de la transformée de Fourier dela fonction cos(2�� 0� )

cos(2�� 0t) =
1
2

�
e2� i � 0 t + e� 2� i � 0 t

�
:

La transformée de Fourier étant linéaire :

F [cos(2�� 0� )] =
1
2

�
F [e2� i � 0 � ] + F [e� 2� i � 0 � ]

�
:

D'après la relation vue section 2.4.3.5, avecf = 1 :

F [e2� i � 0 � ] = � � 0 :

Par suite,F [e� 2� i � 0 � ] = � � � 0 et

F [cos(2�� 0� )] =
1
2

(� � 0 + � � � 0 ) :

On obtient donc un spectre constitué de la représentation dedeux impulsions de Dirac22, voir
�gure 2.23.

Exemple Calculons la transformée de Fourier de la fonctioncos(2�� 0a� ) à partir de la trans-
formée de Fourier decos(2�� 0� ) par application de la propriété de Changement d'échelle de la
transformation de Fourier présentée section 2.4.3.3.

D'après la propriété de changement d'échelle :

F [cos(2�� 0a� )] =
1

jaj
ech1

a
F [cos(2�� 0� )]:

Comme
F [cos(2�� 0� )] =

1
2

(� � 0 + � � � 0 ) ; (2.19)

22. Et non de raies comme il est courant d'entendre.
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on a :

ech1
a
F [cos(2�� 0� )] =

1
2

�
ech1

a
� � 0 + ech1

a
� � � 0

�
: =

jaj
2

(� a� 0 + � � a� 0 ) :

Et donc
F [cos(2�� 0a� )] =

1
2

(� a� 0 + � � a� 0 ) : (2.20)

Bien entendu, on aurait pu utiliser directement la formule (2.19) pour obtenir en remplaçant� 0 par
a� 0 la formule (2.20).

2.6.4 Transformée de Fourier de fonctions (au sens des distributions)

Dans la section 2.4.2, nous avons vu que la transformée de Fourier d'une fonction est dé�nie
pour les fonctions deL1(R). L'introduction de la transformée de Fourier pour les distributions
permet de dé�nir la transformée de Fourier de la distribution régulière associée à la fonction. La
question qui se pose alors est de savoir pour quel ensemble defonctions il est possible de dé�nir
la transformée de Fourier de la distribution régulière associée à ces fonctions. Bien évidemment,
elle est dé�nie pour les fonctions deL1(R) puisque la transformée de Fourier d'une distribution a
été dé�nie de telle façon que si on considère une fonction quiadmet une transformée de Fourier au
sens de la dé�nition 2.4.2, page 28, la transformée de Fourier de la distribution régulière associée
à cette fonction correspond à la distribution régulière associée à la transformation de Fourier de
cette fonction. Cependant, en plus des fonctions deL1(R), on peut démontrer que la transformée
de Fourier de la distribution régulière associée à une fonction est aussi dé�nie par les ensembles
de fonctions suivants :

1. les fonctions deL2(R) ;

2. les fonctions localement intégrables et à croissance lente à l'in�ni. Une fonction f est à
croissance lente à l'in�ni s'il existeA > 0 et m 2 N tels quejf (t)j � Ajtjm pour jtj
suf�samment grand. Les fonctions périodiques ou encore lesfonctions polynomiales (telle
que la fonction1) sont des fonctions à croissance lente à l'in�ni.

Par abus de langage, pour ces ensembles de fonctions, au lieude parler de « transformée de Fourier
de la distribution régulière associée à la fonction », on parlera de « transformée de Fourier de la
fonction (au sens des distributions) ».

Cette notion de transformée de Fourier permet de dé�nir la transformée de Fourier de fonctions
importantes mais qui n'appartiennent pas àL1(R) comme les fonctions périodiques, la fonction
échelon ou encore sinus cardinal. Le tableau 2.5 résume pourdes signaux élémentaires les trans-
formées de Fourier dé�nies au sens des fonctions et/ou des distributions rencontrées en cours et
en TD.

2.6.4.1 Fonctions périodiques

Le cas des fonctions périodiques est particulièrement intéressant. Soitf p une fonction pério-
dique de périodeT admettant une décomposition de Fourier :

8t 2 R; f p(t) =
1X

n= �1

cne2� i n
T t :

A partir de la linéarité et de la continuité de la transforméede Fourier, on peut démontrer que :

F [f p] =
1X

n= �1

cnF [e2� i n
T � ]:
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Signal temporel Transformée de Fourier

1 �

� 1

� a, a 2 R e� 2� ia�

PgnT , T 2 R+ 1
T Pgn1

T

� 1
2� i � + 1

2 �

e� a� � , a 2 R 1
2� i � + a

rect sinc

sinc rect

sinc2 tri

tri sinc2

e2� i � 0 � � � 0

cos(2�� 0� ) 1
2 (� � 0 + � � � 0 )

sin(2�� 0� ) 1
2i (� � 0 � � � � 0 )

TABLE 2.5 – Transformées de Fourier usuelles
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D'après (2.18),F [e2� i n
T � ] = � n

T
: D'où

F [f p] =
1X

n= �1

cn � n
T

:

La transformée de Fourier d'un signal périodique est donc discrète (non nulle seulement pour
les fréquencesnT ). Si on reprend l'exemple de la fonction représentée �gure 2.6, on obtient la
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FIGURE 2.24 – Spectre de la fonction périodique associée à la fonction rect

représentation graphique �gure 2.24, soit un spectre d'impulsions de Dirac. On en avait vu un
exemple avec la fonction sinus, voir �gure 2.23.

Il est d'ailleurs intéressant de mettre en vis-à-vis un tel spectre avec celui de la fonction motif23

correspondante, voir �gure 2.26. Le spectre def p est issu du spectre de sa fonction motiff m par
une « discrétisation » et un facteur d'échelle de1

T . Ce facteur d'échelle découle du fait que :

cn =
1
T

Z T
2

� T
2

f p(t)e� 2� i n
T tdt =

1
T

Z + 1

�1
f m (t)e� 2� i n

T tdt =
1
T

Fm

� n
T

�
:

2.6.4.2 Fonction échelon�

Dans la note de bas de page24, on démontre que

F [�] =
1

2� i �
+

1
2

�:

23. La fonction motiff m d'une fonction périodiquef p de périodeT est une fonction nulle sauf sur un intervalleI
de longueurT telle que8t 2 I; f p(t) = f m (t). Un exemple est donné �gure 2.25.

24. Dans l'exemple page 42, nous avons vu que� 0 = � . D'autre part, d'après la sous section 2.4.3.6,

F [f 0](� ) = 2 �i� F [f ] (� ):

Par suite
2�i� F [�]( � ) = F [� ](� ) = 1 : (2.21)

Ici, il faut faire attention que les termes de cette équationsont des distributions. On peut ainsi démontrer qu'au sens
des distributions :

« �� (� ) » = 0
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FIGURE 2.25 – Fonction périodique et fonction motif

Merci de bien noter le terme12 � qui est souvent oublié, avec parfois pour conséquence un résultat
incorrect.

2.6.4.3 Fonction sinus cardinal

F
h
sinc

� �
T

�i
= T: rect(T� ): (2.23)

Voir la démonstration en TD.

Par suite, la solution de l'équation (2.21) s'écrit :

F [�] =
1

2�i �
+ k� (2.22)

où k est une constante à déterminer. Pour déterminerk, on va regarder la valeur que prend la distribution dé�nie par
F [�] pour une fonction test particulière dé�nie par :

� (� ) =
1

p
2�

e� � 2
2

Cette fonction test est telle que :

F [� ](t) =
1

p
2�

e� t 2
2 :

En utilisant cette expression deF [� ] et la relation (2.16), on démontre que< F [�] ; � > = 1
2

p
2�

. D'autre part, en

utilisant (2.22), on démontre que< F [�] ; � > = k 1p
2�

. Par suite,k = 1
2 .
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TEMPS FRÉQUENCE
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FIGURE 2.26 – Spectre d'une fonction périodique et spectre de la fonction motif correspondante
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2.7 Exemples d'analyse fréquentielle

2.7.1 Caractérisation de l'audition humaine

Dans l'air, le son se propage sous la forme d'une variation depression. Le niveau du son
découle donc de la pression acoustique exprimée en Pascal (Pa). La sensation de niveau sonore
par un auditeur humain d'une composant sinusoïdale d'un sonappelée sonie dépend de la pression
acoustique mais aussi de la fréquence de cette composante. La �gure 2.2725 représente la pression
que doit avoir un son en fonction de la fréquence a�n d'obtenir une même perception de volume
sonore pour un humain à l'ouïe �ne [15].

FIGURE 2.27 – Courbes d'audition isosoniques : Pression acoustiqueen Pascal (ordonnée à droite)
versus fréquence (abscisse) (extrait de [15])

25. L'ordonnée à gauche représente le niveau sonore dé�ni par :

L = 20 log
�

P
P0

�

avecP la pression acoustique en Pascal etP0 = 2 � 10� 5 la pression acoustique de référence : elle correspond au
seuil de l'audition.
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Au delà de son intérêt scienti�que, la caractérisation de l'audition humaine a un intérêt pra-
tique important pour l'ingénieur : elle va permettre de dé�nir une partie du cahier des charges des
systèmes technologiques qui vont effectuer le traitement du son pour des applications bien dé-
terminées26. Ainsi, par exemple, un téléphone est un système technologique dont l'objectif est de
traiter la parole. La �gure 2.27 nous montre que le spectre dela parole comprend des composantes
comprises entre 800 Hz et 8 kHz environ. Lorsque la parole va être traitée par le téléphone, il est
donc primordial de ne pas altérer la partie du spectre qui estdans cette gamme de fréquences.

2.7.2 Description de la bande VHF

Il s'agit de la bande de fréquence radio qui s'étend de 30.525à 400 MHz. Elle est utilisée de
la façon décrite dans le tableau 2.6.

2.8 Fenêtrage temporel

Pour réaliser l'analyse fréquentielle d'un signal physiquex, on va en pratique dans un premier
temps réaliser une expérience où il ne sera possible de mesurer ce signal que sur un intervalle de
temps �ni, par exemple[0; Ta[, où Ta est le temps d'acquisition. L'objectif de la mesure étant
d'étudier le spectre du signal physiquex à partir du spectre du signal mesuréxTa , on va calculer
le spectre du signalxTa . Que peut-on dire du spectre du signalxTa par rapport au spectre du signal
x ?

Pour obtenir des éléments de réponse, un exemple est examiné. Dans un second temps, un
calcul mathématique simple permettra de répondre à cette question.

Exemple Soit le signalx dé�ni par :

8t 2 R; x(t) = cos (2�� 0t) + A1 cos (2�� 1t)

avec� 0 = 10 Hz, � 1 = 15 Hz etA1 = 0:1. Le spectre de ce signal est donné par :

8� 2 R; X (� ) =
1
2

(� � 0 + � � � 0 ) +
A1

2
(� � 1 + � � � 1 )

puisque nous avons vu précédemment que :

F [cos (2�� 0� )]( � ) =
1
2

(� � 0 + � � � 0 ) :

Il est représenté �gure 2.28, gauche.

Le signalx a été mesuré pendant l'intervalle de temps[0; Ta[, avecTa = 1, ce qui donne le
signalxTa . Le spectre dexTa est représenté �gure 2.28, droite. On constate que si sur le spectre de
x, il était facile de distinguer les (deux fois) deux impulsions de Dirac caractéristiques des deux
composantes en cosinus du signal, sur le spectre du signal mesuréxTa , du fait des oscillations
introduites par le fenêtrage rectangulaire, il est dif�cile de retrouver quelque chose qui s'apparente
à ces 4 impulsions de Dirac et donc de conclure à la présence dedeux composantes sinusoïdales.

Sachant que l'objectif est d'obtenir l'image la plus �dèle possible du spectre dex à partir de
xTa ,

26. Les limites de la perception ont été illustrées par le peintre belge Renée Magritte, voir par exemple le tableau
« La Trahison des images ». L'art de l'ingénieur est d'exploiter au mieux les limites de la perception humaine. Pour
cela, il est important de les connaître.
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Fréquence Utilisation
30,525 à 32,125 MHz Réseaux privés
30,750 à 32,075 MHz Appareils faible portée non spéci�ques
31,300 MHz Radiomessagerie sur site
32,125 à 32,500 MHz Usage militaire
32,500 à 33,700 MHz Réseaux privés
32,800 MHz Microphones sans �ls
33,000 à 34,850 MHz Usage militaire
34,850 à 36,200 MHz Réseaux privés
36,200 à 36,400 MHz Microphones sans �ls
36,400 à 37,500 MHz Usage militaire
37,500 à 38,250 MHz Radio-astronomie
39,000 à 40,600 MHz Réseaux privés
40,660 à 40,700 MHz Appareils faible portée non spéci�ques
40,995 à 41,105 MHz Aéromodélisme
41,100 à 41,200 MHz Modélisme
41,205 à 41,245 MHz Téléalarme pour personnes âgées jusqu'au 31/12/2005
41,310 à 41,475 MHz Téléphones sans �ls
47,000 à 47,120 MHz Réseaux privés
47,400 à 47,600 MHz Réseaux privés en région parisienne seulement
47,600 à 47,700 MHz Réseaux privés
50,200 MHz Liaison vidéo sol-train, en région parisienne
50,200 à 51,200 MHz Tra�c amateur
55,750 à 63,750 MHz Télévision bande I
56,330 MHz Liaison vidéo sol-train, en région parisienne
62,860 MHz Liaison vidéo sol-train, en région parisienne
68,000 à 68,460 MHz Usage militaire
68,462 à 69,250 MHz Réseaux privés
69,250 à 70,000 MHz Usage militaire
70,250 à 70,525 MHz Réseaux privés
70,525 à 70,975 MHz Usage militaire
70,975 à 71,950 MHz Réseaux privés
71,300 à 71,800 MHz Appareils faible portée non spéci�ques
72,200 à 72,500 MHz Modélisme
72,500 à 73,300 MHz Réseaux privés
73,300 à 74,800 MHz Gendarmerie nationale
74,800 à 75,200 MHz Radiolocalisation aéronautique (Marker)
75,200 à 77,475 MHz Réseaux privés, taxis
77,475 à 80,000 MHz Gendarmerie nationale
80,000 à 82,475 MHz Réseaux privés
82,475 à 83,000 MHz Usage militaire
83,000 à 87,300 MHz Police, pompiers, SAMU
87,300 à 87,500 MHz Radiomessagerie unilatérale : alphapage, biplus ou eurosignal
87,500 à 108,000 MHz Radiodiffusion FM bande II
108,000 à 117,950 MHz Radio Navigation Aéronautique (VOR et ILS)
118,000 à 136,000 MHz Tra�c aéronautique, bande "air" ou "aviation" (fréquence de détresse 121,5MHz)
137,000 à 138,000 MHz Liaisons satellitaires descendantes,(Satellites Météo)
138,000 à 144,000 MHz Usage militaire
143,9875 à 144,000 MHz Fréquence réservée "vol libre"
144,000 à 146,000 MHz Tra�c amateur, bande des "2 mètres"
146,000 à 156,000 MHz Tra�c aéronautique (liaisons satellitaires montantes de 148MHz à 150MHz )
151,005 à 152,990 MHz Réseaux privés
152,000 à 152,020 MHz Radiomessagerie sur site
152,570 à 152,655 MHz Appareils faible portée non spéci�ques
152,990 à 155,995 MHz Réseaux privés
154,980 à 155,180 MHz Liaisons �xes d'abonnés isolés
155,995 à 162,995 MHz Réseaux privés en dehors des côtes
156,025 à 157,425 MHz Tra�c maritime et �uvial, bande "VHF marine"
160,625 à 160,950 MHz Tra�c maritime et �uvial, bande "VHF marine"
161,550 à 162,025 MHz Tra�c maritime et �uvial, bande "VHF marine"
162,500 à 162,525 MHz Tra�c maritime et �uvial, bande "VHF marine"
164,800 à 168,900 MHz Réseaux privés
169,410 à 173,815 MHz Radiomessagerie norme ERMES
169,795 à 173,495 MHz Réseaux privés
173,500 à 174,000 MHz Police, pompiers, SAMU
174,000 à 223,000 MHz Télévision bande III
174,000 à 234,000 MHz DAB bande III
175,500 à 178,500 MHz Microphones sans �l
183,500 à 186,500 MHz Microphones sans �l
223,500 à 225,000 MHz Appareils faible portée non spéci�ques jusqu'au 31/12/2005
225,000 à 400,000 MHz Tra�c aéronautique et liaisons satellitaires militaires

TABLE 2.6 – Utilisation de la bande VHF
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FIGURE 2.28 – Spectre dex (gauche) et dexTa (droite)

1. comment s'expliquer les différences entre le spectre dexTa et le spectre dex ?

2. peut-on obtenir à partir du spectre dexTa une image de meilleure qualité du spectre dex ?

x(t) y(t)

f(t)

FIGURE 2.29 – Fenêtrage temporel

Les signauxx et xTa sont reliés par :

xTa = rect
�

� � Ta=2
Ta

�
:x

L'opération de mesure qui au signalx associe le signalxTa est un cas particulier du « fenêtrage
temporel ». Une opération de fenêtrage temporel est dé�nie par une fonctionf , appelée fenêtre,
telle qu'au signalx est associé le signaly tel que

8t 2 R; y(t) = f (t):x(t): (2.24)

Dans le cas de la mesure expérimentale,f (t) = rect
�

�� Ta =2
Ta

�
. Cette fenêtre est appeléefenêtre

rectangulaire27.

Sachant quey etx sont tels que (2.24), quelle relation relieY = F [y] etX = F [x]? La relation
va être établie en faisant l'hypothèse queX , Y etF = F [f ] existent au sens des fonctions.

Y = F [y] = F [f:x ]

27. Car la courbe caractéristique def rappelle une fenêtre.
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Par dé�nition de la Transformée de Fourier :

Y(� ) = F [f:x ](� ) =
Z t=+ 1

t= �1
f (t)x(t)e� 2� i �t dt (2.25)

Il s'agit maintenant de faire apparaîtreX au lieu dex. Or, par dé�nition de la Transformée de
Fourier inverse

x(t) =
Z � =+ 1

� = �1
X (� )e2� i �t d�:

Pour une raison qui va devenir évidente dans la suite du calcul, la lettre� a été remplacée par la
lettre� . En remplaçantx par son expression dans (2.25), on obtient :

Y(� ) =
Z t=+ 1

t= �1
f (t)

Z � =+ 1

� = �1
X (� )e2� i �t d� e � 2� i �t dt

En inversant les intégrations :

Y(� ) =
Z � =+ 1

� = �1

� Z t=+ 1

t= �1
f (t)e2� i �t e� 2� i �t dt

�
X (� )d�:

En simpli�ant le produit des termes exponentiel, on obtient:

Y(� ) =
Z � =+ 1

� = �1

� Z t=+ 1

t= �1
f (t)e� 2� i (� � � )tdt

�
X (� )d�:

Par dé�nition de la Transformée de Fourier, on a
Z t=+ 1

t= �1
f (t)e� 2� i (� � � )tdt = F (� � � )

ce qui donne

Y(� ) =
Z 1

�1
F (� � � )X (� )d�:

Le terme
Z 1

�1
F (� � � )X (� )d� dé�nit une opération sur les fonctionsF etX appeléeproduit

de convolutionet notéeF ? X . Cette opération a les propriétés suivantes :

Commutativité F ? X = X ? F

Additivité (F1 + F2) ? X = ( F1 ? X ) + ( F2 ? X )

Homogénéité �F ? X = F ? �X = � (F ? X )

D'autre part, le produit de convolution entre une fonctionF et l'impulsion de Dirac qui peut être
dé�ni par :

F ? � a = F (� � a):

Faire le produit de convolution deF par� a revient donc à faire une translation dea sur l'argument
deF . Par suite :

F ? � = F: (2.26)

L'impulsion de Dirac� est donc l'élément neutre du produit de convolution. En�n, on peut dé�nir
le produit de convolution de deux impulsions de Dirac :

� a ? � b = � a+ b: (2.27)
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En conclusion :
y(t) = f (t):x(t) $ Y(� ) = F ? X (� )

Le fenêtrage temporel modi�e donc la transformée de fourier(et donc le spectre) d'un signal.
Appliquons cette relation pour établir le lien entre la transformée de Fourier du signalxTa et la

transformée de Fourier du signalx. Puisque la fonctionf s'exprime à l'aide de la fonctionrect :

8t 2 R; f (t) = rect
�

t � Ta=2
Ta

�

la transformée de Fourier dexTa sera alors relié à celle dex par :

X Ta =
�
Tae� �i � Ta sinc (Ta� )

�
? X

La courbe caractéristique de la fonctionjTa sinc (Ta� )j est représentée �gure28 2.30. QuandTa !
1 , elle tend vers l'impulsion de Dirac et doncX Ta ! X .
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FIGURE 2.30 – Spectre en amplitude d'une fenêtre rectangulaire

En conclusion, le spectre du signal mesuré sera donc dans tous les cas différent du spectre de
sa mesure. Il convient de prendre cela en compte si l'objectif de la mesure est d'étudier le spectre
du signalx à partir du spectre du signalxTa .

La question est : « comment à partir du signal mesuréxTa obtenir un spectre plus proche
du spectre dex que le spectre dexTa ? » La réponse à cette question est basée sur une nouvelle

28. Si le lecteur désire se rappeler la forme du spectre en amplitude de la fenêtre rectangulaire, mon jeune neveu
conseille le moyen mnémotechnique suivant : penser à un doigt d'honneur.



G. SCORLETTI VERSION2020-2021 57

0 Ta
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

temps t

w
(t

)

Fenêtre de Hanning

FIGURE 2.31 – Fonctionwhanning (t) dé�nissant la fenêtre de Hanning

opération de fenêtrage dexTa . Dans la suite,xTa est noté plus simplementy. Pour cela, on utilise
une fenêtre temporelle dé�nie par la fonctionw telle qu'avecyf dé�ni par :

8t 2 R; yf (t) = w(t)y(t)

le spectre deyf soit plus proche du spectre dex que le spectre dey l'est. Une première fenêtre
appeléefenêtre de Hanning29 est dé�nie par la fonctionw notéewhanning :

8t 2 R; whanning (t) =
�

1
2

+
1
2

cos
�

2� (t � Ta=2)
Ta

��
: rect

�
t � Ta=2

Ta

�
: (2.28)

La courbe caractéristique de cette fonction est représentée �gure 2.31. On a alors

yf (t) = whanning (t):y(t)

qui se réécrit :

yf (t) =
�

1
2

+
1
2

cos
�

2� (t � Ta=2)
Ta

��
: rect

�
t � Ta=2

Ta

�
: rect

�
t � Ta=2

Ta

�
:x(t)

soit

yf (t) =
�

1
2

+
1
2

cos
�

2� (t � Ta=2)
Ta

��
: rect

�
t � Ta=2

Ta

�
:x(t)

c'est-à-direyf (t) = whanning (t):x(t). Par suite,

Yf = Whanning ? X

Le signal de sortieyf de la fenêtre de Hanning avec pour signal d'entréey est aussi le signal
de sortie de la fenêtre de Hanning avec pour entréex. On a donc « remplacé » la fenêtre rectan-
gulaire par la fenêtre de Hanning. L'amplitude du spectre dela fenêtre de HanningWhanning est
représentée �gure 2.32.

Le tableau 2.7 donne une comparaison entre la fenêtre rectangulaire et la fenêtre de Hanning.
Pour ce qui est de l'amplitude du spectre des deux fenêtres, le lobe latéral le plus important n'est
plus qu'à 3% de la valeur maximale, contre 22 % dans le cas d'une fenêtre rectangulaire ; cepen-
dant le lobe centrale est deux fois plus étendu.

Une amélioration de la fenêtre de Hanning appeléefenêtre de Hamming 30 a été proposée : elle

29. ou fenêtre de Hann du nom du météorologiste Australian Julis von Hann.
30. du nom du mathématicien américain Richard W. Hamming.
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TABLE 2.7 – Comparaison entre la fenêtre rectangulaire et la fenêtre de Hanning
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FIGURE 2.33 – Spectre en amplitude de la fenêtre de Hamming

est dé�nie par la fonction :

8t 2 R; whamming (t) =
�

� + (1 � � ) cos
�

2� (t � Ta=2)
Ta

��
rect

�
t � Ta=2

Ta

�
:

avec� = 0:54. Le lecteur attentif peut noter que pour� = 0:5, la fenêtre d'Hanning est ob-
tenue. Par rapport à cette dernière, le coef�cient� a été optimisé de façon à diminuer le plus
possible l'amplitude maximale des lobes latéraux, voir le résultat �gure 2.33. Les deux fenêtres
sont comparées dans le tableau 2.8.

Exemple (suite) L'exemple présenté page 52 est maintenant repris. La fenêtre de Hanning est
appliquée sur le signalxTa . Son expression dé�nie par (2.28) pour l'intervalle[0; Ta] s'adapte
sans dif�culté à l'intervalle

�
� Ta

2 ; Ta
2

�
, ce qui donne :

ewhanning (t) =
�

1
2

+
1
2

cos
�

2�t
Ta

��
rect

�
t

Ta

�
:

Le calcul de la transformée de Fourier de la sortie de la fenêtre de Hanning pour l'entréex � Ta =2

donne le spectre représenté �gure 2.34. On distingue de nouveau les « raies » qui correspondent
aux deux composantes sinusoïdales du signal. Cet exemple illustre le vif intérêt des fenêtres tem-
porelles pour l'analyse fréquentielle de signaux expérimentaux.

Un exemple de fenêtrage temporel : la note de musiqueLa note produite par un instrument
de musique est basée sur une variation de la pression acoustique qui est périodique. Des exemples
sont présentés �gure 2.35. Comme dans l'exemple présenté �gure 2.1, le fait que le signal soit
périodique et donc avec un spectre fréquentiel bien dé�ni est important pour obtenir un son
« agréable à écouter ». Le problème pratique est que la note d'un instrument de musique a for-
cément une durée limitée. Comme on l'a vu précédemment, simplement générer ce signal sur un
intervalle de temps de durée limitée revient à pratiquer uneopération de fenêtrage rectangulaire.
L'intervalle étant court, la conséquence est l'obtention d'un son dont le spectre fréquentiel peut
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TABLE 2.8 – Comparaison entre la fenêtre de Hanning et la fenêtre de Hamming
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FIGURE 2.34 – Spectre dex � Ta =2 (gauche) et dex � Ta =2 après application d'une fenêtre de Hanning
(droite)
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FIGURE 2.35 – Signaux périodiques correspondant à un piano (gauche) et à une clarinette (droite)
(extrait de [15])

être éloigné du spectre fréquentiel du signal périodique correspondant. Cela se produit par un
« claquement ». La solution est d'éviter ce phénomène en appliquant une fenêtre temporelle. C'est
la solution adoptée dans les instruments de musique. Une allure typique de fenêtre temporelle

C h u t e

M a i n t i e n
A t t a q u e

D é c l i n

t e m p s

FIGURE 2.36 – Fenêtre temporelle d'instrument de musique

pour un instrument de musique est esquissée �gure 2.36. Traditionnellement, on décompose cette
fenêtre temporelle en 4 phases : la phase d'attaque, le déclin, le maintien et la chute. Il faut noter
que sur le �gure 2.36, la phase d'attaque et la chute sont douces ce qui n'est pas sans rappeler les
fenêtres d'Hanning/Hamming, voir tableau 2.831.

On peut illustrer ce phénomène de « claquement » à travers l'exemple suivant. On considère le
signal dé�ni par :

(
8t 2 [0:05; 0:1]; x(t) = 0 :2 sin

�
(2�: 1000:t + �

2

�

sinon x(t) = 0

Il s'agit d'un signal sinusoïdal auquel on a appliqué une fenêtre rectangulaire. Ce signal est repré-
senté �gure 2.37 à gauche en haut. Si on examine son spectre enamplitude à gauche en bas, on

31. Bien sûr, la plupart des instruments de musique ont été inventés avant que les techniques de fenêtrage temporel
soient créées. Comme Monsieur Jordain le personnage de la pièce de théâtre le « Bourgeois Gentilhomme » de Molière
faisait de la prose sans le savoir, les fabricants d'instruments de musique ont fait du fenêtrage temporel sans le savoir.
Cependant, contrairement à Monsieur Jordain, cette interprétation peut présenter un grand intérêt : celui de permettre
le développement de méthodes permettant une meilleure maîtrise des systèmes que l'on conçoit.
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FIGURE 2.37 – Signal sinusoïdal fenêtré

constate que par rapport au spectre du signal sinusoïdal, lespectre est plus étalé. On applique sur
ce signalx une fenêtre de Hamming, ce qui donne le signalxhamming qui est représenté à droite
de la �gure 2.37 avec son spectre en amplitude. En cliquant sur la �gure, écouter les deux sons
correspondants.

2.9 Résolution d'équations différentielles ou de la transformée
de Fourier à la transformée de Laplace
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FIGURE 2.38 – Transformez votre vie !

Les propriétés de la Transformée de Fourier présentées section 2.4.3 peuvent être exploitées
pour la résolution d'équations différentielles linéairesà coef�cients constants. Le principe est de
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calculer la transformée de Fourier de la solution puis d'obtenir la solution par transformée de
Fourier inverse suivant le schéma présenté �gure 2.38. Ceci est illustré dans l'exemple qui suit.

Exemple Soit l'équation différentielle :

8t 2 R; _y(t) + ay(t) = bx(t): (2.29)

On désire déterminer la fonctiony solution de cette équation pourx = � .

1. La première étape consiste à prendre la transformée de Fourier de cette équation. La trans-
formée de Fourier a la propriété de linéarité :F [af + bg] = aF [f ] + bF [g]. D'où

F [ _y + ay] = F [ _y] + aF [y] :

Par la propriété sur la dérivation :F [f (n) ](� ) = (2 � i � )n F (� ), on a :

F [ _y] = 2� i � F [y] :

Par suite, la transformée de Fourier de l'équation différentielle mène à :

(2� i � + a) Y(� ) = bX(� ):

D'où on aY(� ) = G(� )X (� ) avec

G(� ) =
b

2� i � + a
:

2. La seconde étape consiste à remplacerX par son expression. D'après la sous section 2.6.4.2 :

F [�] =
1

2� i �
+

1
2

�:

D'où
Y = G

1
2� i �

+
1
2

G�

Or, d'après (2.14), page 42,G� = G(0)� soit b=a�.

3. La troisième étape consiste à faire une décomposition en éléments simples de la fonction
rationnelleY(� ).

G(� )
1

2� i �
=

b
2� i � + a

1
2� i �

=
� b=a

2� i � + a
+

b=a
2� i �

par décomposition en éléments simples. D'où :

Y = b=a

0

B
B
@�

1
2� i � + a

+
1

2� i �
+

1
2

�
| {z }

F [�]

1

C
C
A

D'après le TD 1 :

F [e� a� �] =
1

2� i � + a
D'où, en prenant la transformée de Fourier inverse, on obtient :

y = b=a
�
1 � e� a�

�
� :
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La démarche précédente n'a de sens que si pour les signauxx et y, il est possible de dé�nir
leur transformée de Fourier. Pour la fonctionx = � , nous savons d'après la sous section 2.6.4.2
que celle-ci est dé�nie au sens des distributions. La fonction y correspond elle à une fonction qui
fait intervenir le termee� at .

— Dans le cas oùa > 0, y appartient àL1(R) et donc d'après Théorème 2.4.1, il admet
forcément une transformée de Fourier.

— Dans le cas oùa < 0, y n'appartient pas àL1(R) et elle n'est pas à croissance lente à l'in-
�ni. D'après la sous section 2.6.4, il n'est donc pas évidentquex admette une transformée
de Fourier, même au sens des distributions32.

Par suite, la démarche appliquée dans l'exemple précédent n'est pas correcte dans le cas où
a < 0. Comment l'adapter pour pouvoir traiter correctement cet exemple?

Pour cela, on a recourt à une astuce (changement de variable)qui consiste à introduire le signal
z tel quey = e� � z, avec� telle que� > � a et w tel quex = e� � w, dans l'équation 2.29, ce qui
donne :

8t 2 R; e�t _z(t) + ( a + � ) e�t z(t) = be�t w(t)

soit
8t 2 R; _z(t) + ( a + � ) z(t) = bw(t):

Avec � > � a, les fonctionsz et w appartiennent àL1(R) : il est alors possible de dé�nir leur
transformée de Fourier et donc d'appliquer la transformée de Fourier à l'équation ci-dessus.

Or, par dé�nition,

Z (� ) =
Z + 1

�1
z(t)e� 2� i �t dt

=
Z + 1

�1
e� �t y(t)e� 2� i �t dt

=
Z + 1

�1
y(t)e� (� +2 � i � )tdt

Soit s = � + 2� i � une variable complexe appeléevariable de Laplace. La quantité ci-dessous
dé�nit une fonction des appeléeTransformée de Laplace bilatéraledey :

Y(s) =
Z + 1

�1
y(t)e� stdt

et notéeL bl[y](s). L bl[y] est une généralisation de la transformée de FourierF [y] qui était dé�nie
par :

F [y](� ) =
Z + 1

�1
y(t)e� 2� i �t dt

où l'on a remplacé2� i � par la variable complexes. Attention que l'intégrale ci-dessus n'est bien
dé�nie que pours appartenant à un sous ensemble deC bien dé�ni. Dans l'exemple considéré, le
nombre complexes doit être tel que Re(s) > � a où � a est appelé abscisse de convergence.

Dé�nir la transformée de Laplace dey avec un abscisse de convergence de� a revient donc à
dé�nir la transformée de Fourier dez qui est bien dé�nie puisquez 2 L1(R).

32. Et c'est effectivement le cas.
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Il est aussi possible de dé�nir latransformée de Laplace monolatérale

Y(s) =
Z + 1

t=0
y(t)e� stdt

que l'on notera dans la suiteL [y]. Pour les signauxy tels que8t < 0, y(t) = 0 , les transformées
de Laplace monolatérale et bilatérale coïncident33. Souvent, la résolution des équations différen-
tielles telles que (2.29) se fait pourt � 0, avec des conditions initiales données pourt = 0, par
exemple : (

8t � 0; _y(t) + ay(t) = bx(t)

y(0) = y0

Ceci explique l'intérêt particulier de la transformée de Laplace monolatérale. Un autre point est
que le calcul d'une transformée bilatérale peut se ramener au calcul de deux transformées mono-
latérales car on a :

Z + 1

�1
y(t)e� stdt =

Z 0

�1
y(t)e� stdt +

Z + 1

0
y(t)e� stdt

=
Z + 1

0
y(� t0)est0

dt0+
Z + 1

0
y(t)e� stdt

en faisant le changement de variablet ! � t0 dans la première intégrale. Ces deux termes corres-
pondent à deux transformées monolatérales :

L bl[y](s) = L [y(�� )�]( � s) + L [y�]( s):

Dans la suite, on ne s'intéressera donc qu'à la transformée de Laplace monolatérale.

Comme dans le cas de la transformée de Fourier, on peut établirles transformées de Laplace
(monolatérales) de fonctions usuelles ainsi que de distributions. Un certain nombre d'exemples
sont présentés dans le tableau 2.9.

Du fait de la proximité des deux transformées, les propriétés de la transformée de Laplace sont
similaires aux propriétés de la transformée de Fourier, voir tableau 2.10.

Exemple En appliquant la transformée de Laplace sur l'équation :
(

8t � 0; _y(t) + ay(t) = bx(t)

y(0) = y0

et les propriétés du tableau 2.10 de la sous section, on obtient alors :

(s + a) Y(s) � y(0) = bX(s)

D'après le tableau 2.9, on a alors

Y(s) =
b

s + a
1
s

+
1

s + a
y(0) =

y(0) � b=a
s + a

+
b=a
s

D'après le tableau 2.9, on en déduit que :

8t 2 R; y(t) = ( y(0) � b=a)e� at �( t) + ( b=a)�( t):

33. Ces signaux sont parfois appeléscausaux. Cependant, cette appellation est assez trompeuse puisquela causalité
est la propriété d'un système de convolution qui se traduit par le fait que la réponse impulsionnelle de ce système est
nulle pour lest < 0.
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Temporel Laplace Ensemble de dé�nition

� 1 C

� a e� a� C

� 1
� C�

e� a� � 1
� + a Re(s) > � a

a 2 R

e� a� sin(! 0� )� ! 0
(� + a)2+ ! 2

0
Re(s) > � a

a 2 R

e� a� cos(! 0� )� � + a
(� + a)2+ ! 2

0
Re(s) > � a

a 2 R

TABLE 2.9 – Transformées de Laplace usuelles

Linéarité L [af + bg] = aL [f ] + bL [g]

Changement L [f (a� )](s) = 1
jaj L [f ]

�
s
a

�

d'échelle

Translation L [f (� � t0)](s) = e� st0 L [f ](s)
temporelle

Modulation L [es0 � f ](s) = L [f ] (s � s0)

Dérivée L [f (n) ](s) = snL [f ](s) �
�
sn� 1f (0) + sn� 2f (1) (0) + � � � + sf (n� 2)(0) + f (n� 1)(0)

�

Intégration L
� Z �

0
f (u)du

�
(s) =

1
s

L [f ](s)

TABLE 2.10 – Propriétés de la Transformation de Laplace (monolatérale)



G. SCORLETTI VERSION2020-2021 67

2.10 En résumé

— S'il est naturel de modéliser un signal par une fonction, une approche plus satisfaisante
consiste à modéliser un signal par une distribution, notionqui étend la notion de fonction.

— Une distribution particulière et incontournable en traitement du signal est l'impulsion de
Dirac � a.

— Un signal peut être caractérisé par son spectre, l'analysefréquentielle correspondant à
l'étude de ce spectre. Comme nous l'avons vu dans l'exemple del'audition humaine, le
spectre d'un signal peut permettre de déterminer l'information pertinente pour une applica-
tion donnée34. Ce point est important : il sera par exemple exploité dans le chapitre suivant
pour extraire l'information « utile » d'un signal dans le chapitre suivant.

— La décomposition en série de Fourier est un premier outil d'analyse fréquentielle valable
pour des fonctions dé�nies sur un intervalle (avec certaines propriétés) et pour des fonc-
tions périodiques. Cependant, dans ce qui suit, sauf indication contraire, l'analyse fréquen-
tielle se basera sur la transformée de Fourier, car elle peutêtre dé�nie pour une classe riche
de signaux, contrairement à la série de Fourier, quitte à la dé�nir au sens des distributions.

— Les spectres de signaux élémentaires ont été étudiés à travers des exemples :

1. Non périodiques : rect, tri35, sinc,� ...

2. Périodiques

— La transformée de Fourier peut être utilisée pour la résolution d'équations différentielles
linéaires à coef�cients constants à condition de s'assurerqu'elle est bien dé�nie pour les
signaux sur lesquels elle s'applique.

— La transformée de Laplace est une extension de la transformée de Fourier qui est bien
dé�nie pour une classe de signaux plus importante que la transformée de Fourier, par
exemple pour les signaux qui ont une divergence exponentielle à l'in�ni. Elle permet ainsi
de résoudre de façon plus systématique les équations différentielles.

— Dans la suite du document, par convention, une lettre minuscule fait référence à un signal
dans le domaine temporel et la même lettre en majuscule à sa transformée de Fourier ou
de Laplace.

— Le fenêtrage temporel permet de représenter la dégradation introduite lorsque l'on veut
approximer le spectre d'un signalx dé�ni sur R par la spectre d'une mesure de ce signal
sur un intervalle de temps borné. Il offre aussi des méthodespour limiter cette dégradation.

2.11 Annexe du chapitre : un exemple de scriptMatlab

SousMatlab , il existe deux modes de fonctionnement :

1. Soit les commandes sont tapées en ligne, sous le prompt>> dans la fenêtreMatlab ;

2. Soit un �chier filename.m est créé dans lequel une suite d'instructionsMatlab est
écrite. Ce �chier est ensuite exécuté sousMatlab . Un tel �chier est appeléscript. Pour
créer un nouveau script, cliquer sous la fenêtreMatlab sur la première icône en haut à
gauche. L'éditeur qui est ouvert s'utilise alors comme toutéditeur. Pour l'exécuter, après
avoir sauvegardé le �chier, taper le nom du script (sans l'extension .m) sous le prompt de
Matlab ou cliquer sur l'icône play de l'éditeur.

34. C'est-à-dire dans le cas de l'audition humain, la part duson qui est effectivement perçu par un être humain.
35. Cette fonction est dé�nie en TD.
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Conseil pratique : le second mode de fonctionnement est préférable au premier.

Dans les exemples présentés dans ce chapitre, les scriptsMatlab ont essentiellement servi
à tracer les courbes caractéristiques de fonctions. Par exemple, pour obtenir �gure 2.2, la suite
d'instructions suivante permet de tracer la courbe caractéristique de la fonction (2.2) :

T = 2; % Initialisation de la variable T

tv = linspace(-T/2,T/2,1000); % Création d'un vecteur de 1000 éléments
% espacés linéairement dont le premier
% vaut -T/2 et le dernier +T/2

ft = cos(2 * pi/T * tv)+4 * sin(2 * pi/T * tv) + 4 * (cos(2 * pi/T * 2* tv));
% Calcul des valeurs de la fonction f
% pour t prennant ses valeurs dans le
% vecteur tv

figure, % Création d'une nouvelle figure

plot(tv, ft); % Tracé des points de coordonnées prises dans les vecteurs
% tv et ft, les points successifs
% étant reliés par des segments de droite

grid on; % Affichage d'une grille

hold on; % Fige le contenu de la figure active

plot(tv,cos(2 * pi/T * tv),':',tv,4 * sin(2 * pi/T * tv),'-.',tv,
4* cos(2 * pi/T * 2* tv),'--');

% Trace sur la figure les différents termes
% de la décomposition en série de Fourier

Un point de syntaxe : le % dé�nit le début d'une zone de commentaires. De plus pour avoir
d'information sur une fonctionMatlab de nomxxnom_de_fonction, consulter l'aide, par exemple
en tapanthelp nom_de_fonctionsous le prompt>> dans la fenêtreMatlab .



Chapitre 3

Modéliser et caractériser un système :
Convolution et �ltrage fréquentiel

Dans le chapitre précédent, nous avons vu comment caractériser un signal par l'analyse fréquen-
tielle. Dans ce chapitre, nous allons mettre à pro�t cette caractérisation pour aborder une des
grandes techniques de traitement de signal permettant d'extraire d'un signal donné, un signal
« utile » : il s'agit d'obtenir le signal utile comme la sortied'un système de convolution (judicieu-
sement choisi) ayant en entrée le signal à traiter (�ltrage).

Les différentes notions sous-jacentes sont introduites à travers des éléments sur la compression
MP3 dans la section 3.1. Après avoir dé�ni l'opération de �ltrage fréquentiel dans la section 3.2,
les systèmes et les systèmes de convolution sont ensuite dé�nis dans la section 3.3. Leur mise en
œuvre pour le �ltrage est abordée dans la section 3.4 : le typede �ltrage présenté est quali�é de
fréquentiel car basé sur une caractérisation fréquentielle des signaux telle que présentée dans le
chapitre précédent. Le chapitre se termine sur le fenêtragetemporel présenté section 2.8.

3.1 Un exemple introductif : la compression MP3

La compression est un ensemble de méthodes visant à réduire l'espace nécessaire à la représen-
tation d'un signal. Ce point est important que ce soit pour la transmission d'un signal ou son
stockage. La compression MP31 est un algorithme de compression audio. Elle s'applique à des
signaux sonores destinés à être écoutés par un être humain2. De façon schématique, un signal
sonorex peut se décomposer en deux parties :

8t 2 R; x(t) = xu(t) + xr (t)

où

1. xu est la partie « utile » : dans l'exemple présent, il s'agit de la partie du son audible par
l'être humain ;

2. xr est la partie « inutile » : dans l'exemple présent, il s'agit de la partie du son inaudible
par l'être humain.

1. La compression MP3 ou « MPEG-1 Layer 3 » est une technologieeuropéenne. L'algorithme « MPEG-1 Layer
3 » décrit dans les standards ISO/CEI IS 11172-3 et ISO/CEI IS13818-3 est soumis à des redevances (droits com-
merciaux) à Philips (entreprise néerlandaise), TDF (entreprise française), France Télécom (entreprise française),IRT
(entreprise allemande), Fraunhofer IIS (entreprise allemande) et Thomson (entreprise française) pour toute utilisation
ou implantation physique (notamment sur les baladeurs MP3).

2. Ce point bien qu'évident est en fait fondamental pour biencomprendre la compression MP3.
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70 CHAPITRE 3 CONVOLUTION ET FILTRAGE

La compression MP3 est basée sur le constat que l'oreille humaine ne pouvant percevoir quexu,
plutôt que de coder l'ensemble du signal sonorex, il est simplement nécessaire de coder la part
utile xu. Puisque seule la partie utile est codée, la quantité de données nécessaire sera donc plus
faible que si l'ensemble du signalx était codé.

La question est de savoir comment extrairexu à partir du signalx. Cette question peut être
abordée en deux étapes :

1. Caractérisation du signalxu : cette caractérisation se fait à partir de l'analyse en temps et
en fréquence du signalx telle qu'elle a été présentée dans le chapitre précédent ;

2. Extraction de la partie utilexu : l'extraction dexu se fait par des techniques de �ltrage
dont le principe est présenté dans ce chapitre.

FIGURE 3.1 – Principe du codage MP3 (extrait de http ://computer.howstuffworks.com/mp31.htm)

La caractérisation dexu est basée sur différentes règles3 dont quelques exemples sont présen-
tées ci-dessous.

— L'oreille humaine ne perçoit que la partie du spectre comprise entre 20 Hz et 20 kHz
environ. On peut donc éliminer les composantes dex dont le spectre est nul dans cet
intervalle de fréquences.

— Si le signal peut être décomposé en deux composantes dont lespectre est non nul dans
deux intervalles de fréquences distincts et que les énergies de ces signaux diffèrent de
façon importante, on ne peut conserver que la composante du signal présentant l'énergie
la plus importante, voir �gure 3.1.

— En dessous d'une certaine fréquence, l'oreille humaine n'est plus capable de faire la dis-
tinction spatiale du son. Il est alors plus judicieux de coder la part du signalx correspondant
à cet intervalle de fréquence en mono plutôt qu'en stéréo.

— Etc..
Le point commun entre toutes ces règles est qu'elles sont basées sur les caractéristiques du spectre
du signal et que le signal utile peut être obtenu en « supprimant » certaines composantes spectrales

3. Qui constituent un modèle psycho-acoustique de l'oreille humaine.
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