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et
C.S.N.S.M.++, Bat. 104-108, 91405 ORSAY-Campus, FRANCE*
(+) Unité de recherche associée au C.N.R.S.
{++) Unité de recherche propre de 1'I.N2.P3 (CNRS)

(*) Adresse actuelle.

RESUME

Dans une premiére legon, nous montrerons en quoi 1’approximation Hartree-
Fock (avec traitement des corrélations d'appariement a la BCS) fournit une
description microscopique possible des propriétés statiques des noyaux. Nous
étudierons en particulier, dans 1le «cadre d’un développement de la
fonctionnelle énergie autour de la densité réduite Hartree-Fock, les théorémes
de Koopmans et de Strutinsky. La seconde legon développera une approche des
propriétés moyennes nucléaires dans le cadre de 1’approximation semi-classique
de Wigner-Kirkwood. Les relations fonctionnelles de Thomas-Fermi étendues
seront présentées dans leur principe. Enfin, un bref survel des approches
semi-classiques sera effectué dans la troisiéme legon. Il apparaitra alors
possible de retrouver microscopiquement le modéle de la goutte liquide et de

restaurer 4 une trés bonne approximation les effets de couche. L’extension de

ces approches a température finie sera également abordée.
I - INTRODUCTION

Notre but est de décrire microscopiquement des propriétés moyennes. Pour
certains, 1'adjectif moyenne s’opposerait d’'emblée a 1'adverbe microscopique-
ment, en quelque sorte sur.le mode d’une opposition entre phénoménclogique et
théorique. Il n'en est rien et c’est le but avoué de ce cours de montrer que

rien n’empéche de faire intelligemment une moyenne de résultats microscopiques

Une description microscopique de propriétés moyennes suppose :
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1) que 1l'on se place au niveau des interactions entre constituants
élémentaires (*) (d'oll il est clair que toute microscopie est phénoménologique
au minimum a la mesure du choix des constituants élémentaires) ;
2) que 1’on scoit capable d’effectuer de tels calculs de fagon systématique (en
effet, pour faire une moyenne valable, il faut une statistique suffisante) ;
3) que 1’on ait une procédure fondée physiquement pour effectuer une telle
moyenne.

La condltion 1) ci-dessus écarte a priori toute approche phénoméniologique

du type modele de la goutte liguide ou encore ce qu'on appelle parfols la

méthode macroscopique-microscopigue utilisant de fagon ad hoc le développement

de 1’énergie a la Strutinsky 1 (on verra cependant plus lein que ce dévelop-
pement peut étre défini et utilisé de facon authentiquement microscopique).

La condition 2) pour sa part, écarte a priori dans 1l'état actuel de 1’art
numérique, des approches du type calculs de modéle en couches. En effet de
tels calculs sont restreints pour 1'instant au voisinage plus ou meins
immédiat des nombres magiques, malgré des progrés récents tout & fait
Impressionnants 2{

En revanche, 1'approximation de Hartree-Fock, incluant un tralitement

supplémentaire adéquat des corrélations d’'appariement, utilisant des inter-
actions effectives (**) phénoménologiques a prouvé sa capacité a traiter tous
les noyaux de fagon extensive et satisfaisante'(pur une revue des possibilités
de tels calculs, cf par exemple la référence 5). Notons au passage que de tels
calculs ont été rendus possibles & partir de travaux de piecnniers 67
effectués a Orsay au début des années 1970.

Ainsl qu'on le verra plus loin, 1’approximation de Hartree-Fock entraine
la définition d'un potentiel & un corps attractif dans le cas nucléaire qu’on
appelle champ moyen. Or il est un fait bien connu en Mécanique Quantique, que
pour des potentiels attractifs (au moins -en général- pour des valeurs falibles
des nombres quantiques assoclés 3 1'énergie) on observe un groupement des
niveaux d’'énergie associés, qu'on appelle “couches". Si K est 1’énergie
cinétique et H = K + V le Hamiltonien, 1’énergie minimale E(N) d'un systéme de

N particules (H c¢'est-a-dire V étant supposé indépendant de N}, s'écrira :
N
E(N) =
E(N) 1; e, (1)

(*) c’est en effet le sens courant du terme microscopique appliqué & une
théorie physique (par exemple la mécanique statistique comme thermodynamique
microscopique.

(**) Interaction effeclive s’oppose ici a interation réaliste, en tant que la
premiére est une interaction dérivée de la seconde par "habillage" des effets

de milieu (cf par exemple les références 3 et 4).
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ol la sommation des énergies propres e de H s’effectuera pour les N énergles

les plus basses. De telle sorte que l'on obtiendra :

E (N+1) = E(N) + e
N+1

(2)

Compte tenu de 1'existence de couches (cf figure 1), on aura avec les

notations de la figure 1 :

e > le
le | _ le,1 > le,l

distance au

potentiel.

(3)

centre

T V(r)
e, .. gin
> -8 ———t> Figure 1 Représentation
7 schématique de 1’ existence
?;? b eovehe de couches dans un potentiel
- V(r) atiractif ou r est la
= (r)

du

Ce fait se traduit en Physique Atomigue (ou V est le champ noyau-électron dans

une description simplifiée o0 1’on néglige 1’ écrantage des interactions

électron-électron) a de brusques variations du potentiel d’ionisation (cf la

figure 2 tirée de la référence 8),

conduisant 4 la définition des nombres

magiques (nombres autour desquels on passe d’une couche & une autre) et donc &

la classification périodique des éléments de Mendeleev.
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Figure 2 :
de 1’atome. Les fléches indiquent les nombres magiques.

Cette figure est tirée de la référence 8.

Potentiel d’ionisation (en eV) en fonction du nombre d’électrons Z
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De tels phénoménes sont également observés en Physique Nucléaire ou

1’ équivalent du potentiel d’ionisation est 1’énergie de séparation du dernier
nucléon. Comme on le voit en effet sur la figure 3, le nombre de neutrons
N = 126 est magique autour du plomb (2 = 82), puisque 1’énergie de séparation
des deux derniers neutrons S2n y expérimente une forte discontinuité (*).
A ces wvarliations de 1'énergie on peut montrer théoriquement et
expérimentalement (par exemple sur les déplacements isotopiques) que sont
associées des variations plus ou moins brusques de la distribution de
fermions, au~dela de la variation d’'échelle en Al pour un systéme saturant
de A fermions (en fait, outre 1’extension spatiale différente on observe
également des variations de la déformablilité).

Une facon de faire disparaitre ces fluctuations et donc d'accéder & des
propriétés moyennes -en ce sens précis- consiste a faire une approximation
semi-classique, c'est-a-dire : exprimer les résultats gquantlques sous forme de
développement en puissance de h et trohquer ce dévelbppement en n'en retenant
que les premiers termes. Un tel développement autour de i = 0 revient en fait
4 se placer dans des conditions de nombre quantique associé a 1’énergie
d’excitation E*. élevé (E‘lE » un quantum élémentaire proportionnel a h). On
peut montrer explicitement dans certains cas (cf par exemple la référence 9)
que cela est équivalent & un élargissement de la densité spectrale : la somme
de fonctions delta est remplacée par une somme de fonctions & largeur finie.
Pour une largeur suffisamment élevée, on élimine ainsi les fluctuations
quantiques.

C’est dans le cadre d'un tel développement, appelé développement de
Wigner-Kirkwood, appliqué aux solutions Hartree-Fock que nous nous placerons
pour décrire microscopiquement les propriétés moyennes nucléaires. Le chapitre
II sera consacré & un bref rappel de la nature et des résultats de 1'approxi-
mation de Hartree-Fock en Physique Nucléaire. Dans le chapitre III nous
présenterons rapidement 1'approximation semi-classique a la Wigner-Kirkwood et
les relations fonctionnelles de Thomas-Ferml étendues. Nous esqulsserons enfin
au chapitre IV les résultats récents obtenus dans la détermination microscopi-

que des propriétés moyennes des noyaux.

(*) Cette énergie de séparation 32 est obtenue par simple différence des
n
énergies de liaison. L' interprétation de 52 en termes de valeurs propres d'un
n

Hamiltonien 4 1 corps H repose sur 1’'équation (2) que 1’on verra plus tard

éire plus générale que ce qu'il y parait pour 1’ instant.
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Figure 3 : Energie de séparation de deux neutrons SZn {en MeV) en fonction du
nombre de neutrons N pour différentes valeurs de Z correspondant & des
€léments lourds (les isotopes sont connectés par des lignes en traits pleins).

Cette figure est due &4 G. Audi (Communication privée).
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II - L'approximation de particules indépendantes (ou approximation de Hartree-

Fock)

Dans approximation de particules indépendantes, 1’'adjectif indépendantes
doit étre pris au sens des probabilités indépendantes, c'est-a-dire ou les
probabilités pour N particules sont factorisées en produits de N probabilités
pour chacune des particules. Sachant que (en ne s'attachant qu’aux variables
d’espace ?1), la probabilité de présence en [?1“..?EJ est donnée par
|w (?1,..?N)|2, une condition suffisante pour qu'on ait cette factorisation
est bien évidemment :

v, 4 ?i}) e () (4)

i1

It

N
Il
i=1

Pour satisfaire au principe de Pauli qui postule que tout état physique de
fermions doit étre état propre avec la valeur propre 1 de 1’'antisymétriseur AN
de N particules (état complétement antisymétrique} on prendra JN wo au lieu de

wo’ c'est~a-dire le déterminant de Slater :

1 wl(fi)...¢n(rf)

p— (5).
3> 2
v N! wl(ru)...wn(rNJ

% —
wo({ rl}) =

Pour obtenir la solution de 1’équation de Schriddinger stationnaire

associée au Hamitonien H

H llﬂ) = FE hb) {6},
on peut appliquer le principe variationnel de Ritz
3E [y] = O (7}
ou la fonctionnelle E [y] est définie & partir de |¢> comme
<y |H]|yp>
E [¢] = , (8).
<y | v >

L’ approximation de Hartree-Fock consistera A résoudre (7) en limitant 1’'espace
variationnel au sous-ensemble ™ des déterminants de Slater dé&finis en (5).
Dans les appendices A et B nous rappelons les définitions et les
propriétés des opérateurs a8 1 et 2 corps d’une part et de la matrice densité
réduite a un corps p &’autre part.
En Physique Nucléaire, on prendra pour Hamiltonien H :

H = K+v {9)

(*) hélas ! ce n’est pas un sous-espace : la somme de deux déterminants de

Slater n’est pas un déterminant de Slater !
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olt K est 1'énergie cinétique (opérateur & 1 corps} et v 1’interaction nucléon-
nucléon (opérateur a4 2 corps). Pour un déterminant de Slater |¢>, défini par

za matrice densité p on aura :

<¢|H|¢>=E Ipl (10)
ol (compte tenu des équations (A4, A5)) :
Elpl =trKp+1/2trtrpvop (11).

L'application du principe variationnel approché conduira donc 3 annuler
la variation de E en fonction de p. Cependant p étant la matrice densité
associée a un déterminant de Slater normé est soumis a deux contréintes
(équations (B2) et (B7)). Introduisant la matrice de multiplicateurs de
Lagrange A et un autre tel multiplicateur A, on cherchera donc & annuler les
variations de E’ defini par :

E' =E [p] - tr Alp®=p) - A tr p (12)
Ceci conduit a :
K+trpv-Ap-pA+A-2a=0 (13)

ot tr p v est un opérateur a 1 corps dont il est aisé de voir en prenant les
€¢léments de matrice qu'il n'est rien d’autre que le potentiel Hartree-Fock V

défini pour des états & 1 corps quelconque i et j par :

<i|V]3>= g <ia | vy (14).

A occupés

On appellera Hamiltonien de Hartree-Fock, 1’opérateur h :

h = K+¥ (15).
Prenant le commutateur avec p, de 1'équation variationnelle (13), on obtient :
[h,p]l - [Ap,pl - [pA,p]l + [A,p]l = 0O (16}
qui, pulsque :
| [Ap,p] + [pA,p] = [A,p] (17)
4 cause de 1'équation (B7), se simplifie en :
{h,pl =0 (18).

Donc h et p ont un jeu commun de vecteurs propres. C'est-a-dire que les états
propres cccupés |A> de p apparalssant dans 1’équation (B5) sont solutions de
1’équation non linéaire (h dépendant de p via V) :

hla>=e |25 | (19)
appelée équation de Hartree-Fock.

Dans ce qui suit nous allons briévement montrer en guoi une interaction
effective, 1’interaction de Skyrme SIII ajustée il y a presque vingt ans
essentiellement sur les propriétés de saturation de 3 noyaux sphériques, est
capable de décrire quantitativement les propriétés nucléaires. Cette inter-

action phénoménologique n’a que six paramétres valables pour toute la table
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des noyaux (pour les corrélations d’appariement s’ajoutent deux paramétres
supplémentaires présentement ajustés pour une région de masse donnée).
Tout d’abord, les propriétés de saturation des noyaux sont parfaitement

19 pour 1les noyaux magiques, les énergies de liaison B sont

reproduites 7
calculées a4 moins de 2 MeV prés, du noyau 85 (B « 128 MeV) au noyau 208py,
(B = 1636 MeV). Les rayons de charge r de ces mémes noyaux sont également
bien évalués pulsqu’ils reproduisent les données a environ 0.05 fm prés (du
noyau %0 o1 r = 2.73 fm au noyau 2% ou r = 5.50 fm). Les propriétés
de déformation (moments quadrupolaires ou hexadécapolaires) des noyaux bien
déformés de la région des terres rares 1) ou de la région des actinides 12)
sont quantitativement bien décrites par de tels calculs. De fagon plus
générale, 1’ensemble des propriétés spatiales des solutions Hartree-Fock {plus
BCS) sondées par des opérateurs a4 1 corps est contenu dans la matrice densité
p, notamment dans ses éléments de matrice diagonaux :

p(R) = < B|p|R > = § le, ] | (20).

A occupés

La reproduction des données de diffusion d’électrons par la densité de charge
calculée selon l’équation (20) aprés convolution par le facteur de forme du
proton est généralement trés bonne 103 |

Au-dela des ©propriétés statiques, on s'’intéresse aux propriétés
d'excitations notamment collectives. Pour ce faire, on peut calculer la
déformabilité des noyaux en effectuant des calculs HF sous contrainte. Un
13) pour 17 1isotopes ﬁairs du Fer —de A =
52 (N=2=26) a A = 84 (N=58}- est présenté sur la figure 4 ol }’énergie totale

E est portée en fonction du moment quadrupolaire {axlial) de masse Q. On voit

exemple de tels calculs extensifs

qu'en fonction du remplissage de neutrons, on obtient des noyaux rigldement

sphériques (pour les nombres magiques N = 28, S0) des noyaux mous, des noyaux

déformés oblate et prolate ainsi que 1'amorce d’un minimum superdéformé (pour
(*)

A=66) ",

Les énergles de séparation calculées sont en bon accord avec les données
expérimentales la ou ces derniéres sont connues. Blen entendu, la seule donnée

d’énergies potentielles est insuffisante, il faut connaitre également les

15)

paramétres d’inertie. Ces derniers ont été également calculés {sans autres

paramétres que ceux de la force de Skyrme SIII) pour les 5 modes

18)

quadrupolaires qui sont connus depuis Bohr et Mottelson comme étant ceux

qui dominent la dynamique collective A basse énergie d’excitation. Ayant ainsi

‘s 56 .
(*) L’ isotone “"Ni présente un minimum superdéformé beaucoup plus marqué(14)
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déterminé microscoplquement les paramétres du Hamiltonien de Bohr ! ). sa

18}

diagonallisation conduit a4 des spectres de noyaux transitionnels en

excellent accord avec les données expérimentales comme on le voit sur la

19) du noyau 190Pt.

figure 5 dans le cas
Autour de la solution d'équilibre, le noyau peut effectuer des vibrations
harmoniques (résonances géantes) comme la résonance géante Iisovectorielle
dipolaire. Les propriétés de cette dernidre sont bien reprodultes avec
1’interaction de Skyrme SIII dans des calculs RPA explicites 19) ou en termes
de régles de somme RPA 20) pour les noyaux sphériques. Dans le cadre du modéle
rotor plus une {(ou deux) quasli-particule{s), on peut décrire 16) 1es &tats de
basse énergie des noyaux bien déformés Iimpairs (ou impair-impairs). La

parfaite reproduction de 1'éveolution des tétes de bande pour un certain nombre
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2 — '"‘- lﬁ?‘)z,t

ol 0 SIII

~ Figure 5 : Combaraison entre spectres a basse énergie expérimental et calculé
dans le noyau 19?Pt. L’ interaction de Skyrme SIII a été utilisée. Cette figure

est tiréde de la référence 19).

d'isotopes impairs de 1'Uranium 2

indique clairement la qualité du spectre
des états Hartree-Fock correspondant a 1'interaction de Skyrme SIII. Ceci est
22)

. Dans

certains cas (éléments de matrice de type Newby, ou Gallagher—M_oékowski). on

confirmé par 1'étude dans ce méme cadre de noyaux impalr-impairs

peut relier les énergies d'excitation mesurées a des éléments de matrice de
1'interaction effective. Comme on le voit dans les tables 1 et 2, 1’ accord

obtenu avec 1’interaction de Skyrme SIII est tout a fait remarquable dans

1’ ensemble.
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Table 1 : Eléments de matrice du type Gallagher-Moskowski, expérimentaux et
théoriques (en keV). Une valeur moyenne est portée dans les cas ol la méme

configuration est considérée dans plusieurs noyaux.

Configuration Noyau Exp. Théor.
proton neutron
172" [400] 1727 [631] 8 88 8
12" [530] 7/2" [743] 234pa 79 84
172% 1631] 2% 102 52
5/2" [642] 172716311 8p 82 51
5/2" 1622] #8Np, #*%Am 36 70
5,27 [523] 1/27[501] 240,242 pm 45 40
172716311 238\ p, 240,242,204, 62 70
172" [620] 242 pm 22 22
5/2" [622] 2By, H0222M My 6 12
772" 1624] 24m ' 200 341

" Table 2 : Eléments de matrice du type Newby, expérimentaux et théoriques (en
keV). Une valeur moyenne est portée dans les cas ol la méme configuration est

considérée dans plusieurs noyaux.

Configuration Noyau Exp. Théor.
proton neutron

1,27 1400] 172" 6311 23%\p -3 -8
1/27[530] 1727 [631] 238,2360,, %Np —a4 26
s/2" [642] s/27 1622] 238p, 242 An -54 -29
5/27[523] 5/2" [622] 2By, 20,242,204, 26 27
7,27 16331 7/2" [624) 24 pm 33 63

7/2" 1613] 250py -25 ~19
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Ce qui précéde ne constitue qu’un exemple de comparaison entre données
expérimentales et calculs self-consistants. On auralt pu montrer le méme type
d'accord avec une interaction due & Gogny 7), dont la partie centrale est
constituée par deux gaussiennes. Le but 1ici était seulement de montrer 1les
capacités prédictives de ce type d’approche dans la description des propriétés
nucléaires statiques et A relativement basse énergie d’'excitatlon.

Nous allons maintenant démontrer et discuter deux théorémes concernant
1’énergie d’un déterminant de Slater : le théoréme de Koopmans et le théoréme
de Strutinsky. Dans les deux cas, il s’agit d’'un développement de la
fonctionnnelle énergie. Partant de 1’expression de Elpl donnée en (11) et
écrivant p sous la forme :

pP=p,*
on obtient )
Elp] = Elp )] + tr (K + V) 8p + 1/2 trir &p v 3p (21)

ou Vb est le potentiel Hartree-Fock (tr v po) associé a Py Similairement, on
aurait :

Elp]l = Elp ) + tr (K + V) & - 1/2 trtr 3p v 8p (22).

I1 est clair que si1 p et P, sont des déterminants de Slater correspondant & N
particules, donc satisfalsant aux deux conditions (B2) et (B7), le caractére
variationnel de P, pour E’', définie en (12), conduit a 1’annulation du terme

linéaire en 8p dans (21) ou (22)}.

¥ Théoréme de Koopmans

Considérons une densité p, asociée & un déterminant de Slater |¢o>
correspondant a N particules. On définit p comme la densité assoclée au
déterminant de Slater |¢> ayant N+1 particules, construit a partir des N
fonctions d'onde a 1 corps définissant |¢o> et de la fonction d’onde Punr état

Alors &8p est

propre de K + Vb non occupé dans |¢o>, d’ énergle propre €

donné par ;

dp = |o, > <p (23).

N+1 N+1I

Il est clair que la condition (B2) satisfaite par P, avec N particules n'est
pas satisfaite par p. En conséquence, dang le développement (21) on aura un

terme du premier ordre non nul. On obtient aisément ;

K+V) 8 =e 8 (24)
et a cause du caractére antisymétrique de v
3p v 3 =0 ' (25),
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L’ énergle associée & |¢> s'écrira alors :
= b)),
Elp] E[pol te, (26)
Le résultat est connu sous le nom de théoréme de Koopmans. Il généralise
1*équation (2) obtenue avec des seuls potentiels & 1 corps. Dans le cadre du
formalisme Hartree-Fock, ce résultat est un résultat approché, car en général
le champ Hartree-Fock associé a N+1 particules est différent du champ Vo, on

dit que la derniére particule "polarise" ce champ. En fait, dans des calculs

réalistes 10)’ on s'apergoit que :
{N} (N+1)
E(N+1) = E(N} + 1/2 (e“+1 e ) (27)
L (N) (N+1) R
ou e . (eN+1 respectivement) note 1’état propre du Hamiltonien de Hartree-

Fock pour N (N+1 respectivement) particules. Bien entendu, le théoréme de
Koopmans est & la base de la définition "expérimentale" des énergies
Hartree-Fock & un corps €t Indépendamment des effets de polarisation
mentionnés plus haut, il faut mentionner que la lecture de AE = E(N+1) - E(N)
comme un état propre du Hamiltonien de Hartree-Fock, repose sur la valldité de
1’ approximation de Hartree-Fock. En particulier, prés des noyaux magiques, des
effets importants de couplage entre les degrés de liberté d’une particule
individuelle avec les vibrations de 1’ensemble du noyau entrainent que AE en
peut étre assimilée que grossiérement A une énergle propre du Hamliltonien de

Hartree-Fock 2528

* Théoréme de Strutinsky
On prendra maintenant pour p la densité d’une solution Hartree-Fock a N
particules et pour Py {qu’on appelera ici p) son approximation semi-classique.
Contrairement a ce qui était le cas précédemment, on aura blen :
trp=N (28)
mais en revanche :
p2%p (29).
Le développement (22) de 1'énergie E[p] aura donc bien un terme du premier
ordre, et A partir de (21) on écrira :
Elp] = Elp] + tr (K + ¥) 8p + 1/2 tr 3p v 3p (30)

ol F est le potentiel de Hartree-Fock semi-classlique

V=trve (31).
Le terme du premier ordre SE est appelé énergie de correction de couches.
I1 peut s’écrire (|p> étant un état propre de h = K + ?, d’ énergie propre e“):

SE=trhdp=VYe (p -p) (32)
P E u Py =Py ‘

ol Py = < p|p]u > prend les valeurs 1 ou O suivant que 1’état |u> est occupé

ou non alors que E; suit une lol de distribution "douce" (valant 1 pour e‘u
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trés inférieur au potentiel chimique A et O pour eu trés supérieur & A). Cette
énergie SE peut donc &tre considérée comme la fluctuation autour de sa valeur

moyenne S = tr h p de la somme S des énergies propres des états |uw> occupés :

= 33
S ¥ e, (33)

it occupés
et donc : )
8E = §-§ (34).

I1 est donc clair que S8E sera négative quand le potentiel chimique A
appartiendra a une région de faible densité spectrale pour h (situation
correspondant & un nombre magique de particules, c’est-a-dire au début ou i la
fin d’une couche). Elle sera en revanche positive quand A sera situé en milieu
de couches. Ce terme correctif s’'ajoute (au terme de second ordre en 3p prés)
a Elp] pour contribuer a 1’essentiel de E{p]. Il est important de noter que
cette énergle moyenne El[p] qui est par construction lentement variable en
fonction du nombre de particules (donc insensible a la position de A &
1'intérieur ou au bord d'une couche). Ce supplément de stabilité explique
pourquoi les noyaux magiques (c’est-a-dire ayant des nombres de particules

27,28) o effet, la forte dégénérescence des

magiques) seront sphériques
niveaux due a la symétrie sphérique (2j + 1 niveaux pour un niveau de moment
angulaire j) est levée quand cette symétrie est brisée et en conséquence |3E|
diminue (cet effet s'ajoutant en le dominant & une lente augmentation de Efpl
quand le noyau se déforme). Il revient & Strutinsky 29 @ avolr remarqué dque
cette situation de magicité pouvait é&galement exister {quoique dans une
moindre mesure qu’a la sphéricité) pour des potentiels déformés, volre trés
déformés. Cette remarque a été a la base de )’explication 30 qu'il a fourni
du phénoméne d’ iscmérisme de forme (cf par exemple 1l’existence de noyaux super
déformés a bas spin V).
Ce qu'il est convenu d'appeler la "méthode de Strutinsky" comprend
plusieurs éléments. Fondamentalement, elle s'appuie sur le théoréme donné par
1’équation {30) supplémenté par les hypothéses suivantes :
a) Elp] est donnée par la formule de la goutte liquide par exemple dans la
paramétrisation de la référence 28 ; |
b) le terme du premier ordre SE donné par 1’expression de 1'équation (34) peut
étre calculé en remplacant h par un pofentiel 4 un corps phénéménologique
(modéle de Nilsson, Saxon-Woods, etc...) ;
c) le terme d’ordre 2 dans le développement (30) est négligeable ;

d) une méthode pratique pour calculer la valeur moyenne 5 est proposée 32{

Partant d'une solution Hartree-Fock p et définissant de fagon self-

33} 33-3%5)

consistante la matrice densité p , on a pﬁ montrer explicitement
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pour une grande variété de noyaux et de déformations que les hypothéses a), b)
et c) précédentes étalent fondées. Cecl est en particulier illustré sur la
figure 6 ou 1’énergie Hartree-Fock Elp] (traits pleins légers) est prati-

quement non discernable significativement de El{pl, appelée sur la figure E,

T T T i I ¥ '
168
- Yb SI
o J
5 Ewr
=z
W 30} .
=
Q
= i 3
<
p3
g -1330 + — — E (approx.) -
b £ (sell-
o (MeV) consistent)
I 1 [ i L L 1 1
-20 0 ' 20 40 (b)

Figure 6
Comparaison entre énergies de déformation self-consistantes et semi-classiques
ainsi qu’avec leurs approximations dans le noyau 168y, calculé avec 1’ inter-

action de Skyrme SIII. Cette figure est tirée de la référence 33).

augmenté de SE. La petitesse du terme 1/2 trir dp 7 8p est également patente
pour les résultats présentés dans la table 3. Notons enfin que le rapport
existant entre "méthode de  Strutinsky" et approche microscopique
self-consistante a pu étre établi également en présence de corrélations
d’ appariement et a température finte . |

Le lien entre la procédure proposée par Strutinsky pour calculer S et
1’ approximation semi-classique discutée au chapitre III a éte approfondi au
cours des années notamment (et principalement) dans les travaux de R.K.

Bhaduri et ceollaborateurs 36).
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Table 3
Noyau Elpl] E(p] 3E 8.E
%9 -126.8 -122.1 -4.7 0.0
10y -339.6 -337.5 -2.6 0.5
ey -479.9 ~473.7 -6.8 0.6
907r -779.2 -774.3 -5.5 0.6
145, -960. 4 -961.1 0.5 0.2
1%8yh ~1352.2 ~1349.6 -3.0 0.4
208py, ~1625. 4 ~1606.6 -19.2 0.4

Valeur des énergies (en MeV) apparaissant dans le développement de 1’énergie &
la Strutinsky. Les différents termes sont définis dans le texte sauf 62E qui
est la différence entre Elp] et E[E] + 8E. Les calculs ont été effectués avec

1’ interaction de Skyrme SII1I.
I11 - Développement semi-classique

Dans ce qui suit nous considérerons, sauf mention du contraire, un
Hamiltonien (H = K + ¥) 4 un corps avec un potentiel local V.

Définissons tout d’abord 1’opérateur de Bloch CB dépendant d'un paramétre

CB ='e_BH (35).

Il satisfait & 1’équation :

réel B comme :

B_ 8
LR Ioid (36).

On 1'appelle propagateur de Bloch parce qu'il et formellement identique {au
remplacement prés de B par it/h) au propagateur de la Mécanique Quantlique
C(to,t) défini pour une fonction d’onde Y dépendant du temps t par :

pit) = C(to,t) w(to) (37)
et gqui satisfait & 1’analogue de (36), c’est-a-dire l'équation de Shrodinger :

HC=1ih g (38).
S1 le spectre de H est définl par des états propres |n>, de fonction d’onde en

représentation - ?. @n(?) et des énergles propres €, la représentation - ? de

CB sera

B2y = RFP> =10 @ oo @re ™ (39)
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et la trace de Cﬁ, évaluée sur la base compléte {|n>} sera la fonction de
partition Z(B).
Définissons maintenant 1’opérateur densité spectrale ge

g8 = 3(e-H) (40).
Sa représentation - ¥ est donnée par : ,
e - - >, % o, _
g (2, 7) <r|g |r > E ¢n(r) ¢n(r ) 8(e en) (41)

et sa trace est la (“fonction") densité spectrale :
tr g° = gle) = g dle - € ) (42).

Nous allons maintenant montrer que la connalssance de CB entraine la

connaissance de g et de la dengité p.

Il est clair que :

00 00
FRF) = [ P pstec o @ 0. @) = [ PP @) ae (43)
o n n’ 'n n- o

donc que CB est la transformée de Laplace de ge

]
= 44
o 2,00 @ (a4)
et donc que g est obtenu par transformation de Laplace inverse & partir de CB
=gt B (45).
B—-)e

Supposons que dans le déterminant de Slater représenté par p, on prenne pour
états occupés, tous les états propres de H jusqu'a une certaine valeur maximum

A. On aura donc (en supposant que les valeurs propres de H sont non-négatives)

I gle) de (46)

Ou encore
PR = I de (2, 2) @ (A-e) (47)

ou 8(x) est la fonction "échelon" de Heavyside (8(x)= 1 pour x>0, 8(x)= 0 pour
x=0). L'équation (47) manifeste que ph est le produit de corrélation de g et
®(x). En conséguence, utillsant un théoréme bien connu concernant les

transformées de Laplace de produit de convolution, on a :

A _ A
21 3 p = (2A g g) (Eheﬁ 8 (A)) (a8)
soit :

r_C®

£ 5 P =B_ (49)

et par transformation de Laplace inverse :

A g1 |8
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I1 résulte de ce quil précéde qu’avec CB on connait le nombre de
particules N(A) et 1’énergie totale E(A). Pour N(A), ceci est une conséquence

directe de 1’équation (50). En effet, en en prenant la trace on obtient :

_ e-1 [Z2(B8)
N(A) = EB%R [—-——] (51).
B
L’ énergie E(A) peut s’écrire comme :
E(A) = tr Ih g5 e ® (A-e) (52)
o .
soit en identifiant e &3 A - (A-e) :
E(A) = A N(A) - tr [J"" g°(a-e) 8 (r-e) ] (53).
0
Utilisant
1
£ g (x @ (X)) = Ez (54)
on obtient :
_ _ -1 Z(B)
E(A) = A N{A) 2891 52 ] {55).

En résumé, il apparait donc que CB contient toute 1'information souhaitée
sur les vecteurs propres et les valeurs propres de H. C'est doﬁc pour cette
quantité que nous allons essayer d'évaluer une approximation semi-classique,
c’est-a-dire sa valeur dans un développement tronqué en pulssance de h. Avant
de le faire cependant, nous allons étudler exactement un cas particulier

simple, le cas de Thomas-Fermi ou le potentiel V et constant et é&gal a Vo

Dans ce cas les éléments de matrice (?,?') de 1'équation de Bloch
s’ écrivent :
[- b 92, vo] FRy=-LER) (56).
2m B
Passant en coordonnées relatives (2 = 7 - ') et en coordonnées du centre de
masse (ﬁ =172 (B + ?')) et se placant dans le repére du centre de masse,
Cﬁ(ﬁ,g) ne dépend plus que de 2 comme :

2
m s

s~ BV,

3s2 :
R - () g (s7).
2nh

A 1'aide de 1'équation (50), on obtient la densité correspondante. Par exemple

sa partie locale (2 = 0) est :

A -1 sr2 -BVo [ m 3/2]
Pt =g [ g% o [_.] (58)
AA onh®

soit :
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A r n 3/2 4 3/2
plo= 2 — ,, -V 8-V (59).
\2rh 3
On définit un "moment de Fermi" kF par :
( 2 1/2
k.=] 2 m-v) (60)
F 2 0
| b

et 1la densité pA s'écrit alors (en tenant compte d’une dégénérescence

quadruple de spin et 4’isospin) :

2

Pre—le -V (61).
2 F o
3n
Pour la partie non-locale (2 = 0) de pA on montre gue :
3
A,
2
p(8) = Py k J (sz) (62)

jl(u) est la fonction de Bessel sphérique donnée par :
1
jl(u) = (sin u - u cos u) (63).
u

En pratique, cette partie non-locale de pA n’ intervient que pour calculer

< ¥ >. Définissant une densité d’'énergie cinétique rA comnme

Ao e 9,
o (3) ‘v‘ m o (2, P, . (64),

r=r’

on obtient aisément :

<K >

I da°r TA(?) (65).

A partir de 1’équation (62), la densité t peut s’écrire dans le cas Thomas-~
Fermi :
A 2 5
T =—k e (A-V) (66)
2 F 0
5n
Si on se place en degd du point tournant classique ( A-Vo >0 ), on peut se
débarasser de la fonction de Heavyside. Des équations (61) et (66), on tire

par élimination de k .
2/3 5/3
™ = 3 [3“] (67).

En conclusion quand V est constant, la solutlon est invariante par
translaticn : pA et Th sont constants comme 11 se doit. En outre ces deux
quantités sont reliées par la relation de Thomas-Fermi de 1’équation (67)
valable en dega du point tournant classique.

En général V n'est pas constant. Dans ce cas, on effectue généralement

une approximation dite approximation de densité locale qui revient a
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postuler que dans une portion de 1’espace ou v(?) peut étre considéré comme
constant, les relations obtenues dans le cas de Thomas-Fermi sont encore
valables. Ainsi, si V(%) dépend de 7 ph(?), TA(?), kF(?) dépendent de .
Dans ces expressions, on note la présence d'une racine carrée YA-V 2
certaines puissances positives. Il convient de rappeler ici que cette guantité
est réelle en deca des points tournants classiques (qui dans ce cas d’'espece
sont localisés aux endroits ou ¥(Z) = A).

Ainsi, dans le cas de 1’approximation de densité locale, la relation (67)
d'égalité numérique devient relation fonctionnelle. En fait, i1 a été
récemment montré 3?)qwe cette relation pouvait étre étendue au deld du point .
tournant. Pour ce faire, M. Brack remarque que :

a) une certaine relation fonctionnelle existe, identique de part et d’autre du
point tournant quand on se place A température T finle ;

b) & la limite ou T tend vers zéro par valeurs positives, cette relation
fonctionnelle tend vers 1'équation (67) de part et d’autre du point

tournant.

Dans 1'appendice C, nous rappelons briévement la définition et les
propriétés essentielles de la transformation de Wigner dont nous aurons besoin _
pour poursuivre notre bréve description du développement semi-classique
3&41). Nous allons en effet calculer maintenant la transformée de Wigner du

propagateur de Bloch CB que nous pouvons développer comme ;

n
-y by (68).

n n! "
Pour le Hamiltonien H considéré, on trouve que sa transformée de Wigner H

n’est rien d'autre que le Hamiltonien classique :
32
- P
H:*—-—-{-V (69).
2m

La transformée de Wigner du carré du Hamiltonien

H2 = K% + KV + VK + V2 (70)
s'écrit avec les notations de 1'appendice C :
/2} gz 2 Bz 1 x 32 , ,
H® = [_EE + 2 > v - 2 2 7m A" V] + ¥V (71).
Puisque :
PA2v=2avV . (72),
on obtient finalement :
~2 o2 B
H =H - in AV (73).

Donc la transformée de Wigner de cB &crit sous la forme de 1’équation (68)

sera
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. B (., 1B
B -gRe+— | B-—av]+... (74).
2
am :
Si on somme toutes les contributions (c¢’est-a-dire a tous les ordres en
B) du premier ordre en h, on note que :
{0) -
B o A (75).
(0)
Incidemment en faisant la transformation de Fourier inverse de CB on

retrouve le résultat a la Thomas-Fermi de 1’équation (57). A 1l’ordre 2 du
développement en pulssance de h, la méme sommation sur tous les ordres en B

conduit a :

2.2
3 _an h°B B B
B - R [-AV+~(V’V)2+——[B.3]2V] (76).

8m 3 3m

‘ (o) (2)
En faisant la transformation de Laplace inverse de (Cﬁ + CB )/B., on

obtient la transformée de Wigner de p valide a 1'ordre 2 en puissances de h

(cf équation (50)). En intégrant ce résultat sur ﬁ, la densité p(ﬁ), A cette

approximation, s’écrit :

1 ( 2n)*?
p(R) = a(a-v) [ — [ — ] (- ¥

Snz hz

1 { 2m ) ()2 AV
- — + e (77).
247° | B® ax-1?"%  a-n?

Pour la densité d’énergie cinétique T on obient a partir de la transformée de

Wigner p(ﬁ,g) précédemment obtenue & 1'ordre he .

1 (2mn)¥2 [ 3 <o
t@®) = 8(-v) — | - - (A1)
an° | 5

(78).

1 B2 9 (¥N?
1/2
172

- - — | 5 v - - —
8 2m 4 (A-1V)

La relation de Thomas-Fermi entre T et p peut alors étre étendue a
1’ordre h® (en anglais "Extended Thomas-Fermi® ou "ETF") en élimimant (A-¥)'"®
entre les expressions (77) et (78) de p et T. On obtient alors (noter que dans
les équations (77) et (78) on n’a pris en compte qu’'une dégénérescence 2, de
spin par exemple)

3 2/3 (39]2 Ap
tlpl =~ (3Bn%) p7° 4 + — (79].

5 36p 3
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On peut pousser un tel développement en puissances de h jusqu'a 1’'crdre
4. Aprés cet ordre, on obtient des termes divergents du type qua dans la
relation (80) par exemple. Les expressions deviennent beaucoup plus
compliquées quand la masse posséde une dépendance radiale 40) (masse
effective reflétant la non-localité du potentiel de Hartree-Fock avec des
interactions du type de celle de Skyrme par exemple) c’est-a-dire quand pour
les fonctions d’onde en P

h2
K=-—9 .17 (80),
2m
ou quand le Hamiltonien H contient en plus du potentiel central local ¥V, un
potentiel spin orbite 41{

Nous allons maintenant esquisser irés rapidement les diverses méthodes
employées pour effectuer des calculs self-consistants classiques. Tout d’abord
certains auteurs (cf la référence 38 pour une revue de 1’approche et des
résultats) ont utilisé une méthode variationnelle. La matrice densité semi-

classique E, & un ordre en h donné, est déterminée par :

8E [p] = 0O (81)
aveC :
n,p (82).

tr p =N ;
P, =N i a

Si on utilise une interaction de type Skyrme, on peut montrer 6 que pour un

déterminant de Slater [¢>, pair par renversement du sens du temps :

2
<g|H|¢> = J' d’r ¥ [ p(D), (D), I ] (83)

_)
ol p et T ont été définis précédemment, J est une densité dite de spin-orbite

définie dans la référence 6 et H = K+v (Skyrme). Sachant que dans le cadre
d’'une gpproximation seml-classique on peut définir une relation fonctionnelle
liant J & p de méme nature que celle liant 7 & p, il résulte de ce qui précéde
que :

Elpl =trKp+ . trirp v p = J' @ # @) (84)
od H est une fonctionnelle bien définie (une fois que v est donnée} de la
fonction densité E[?).

Le reésultat de la varlation (81) sera donc une fonction densité E(?)
résultant soit de la solution d’'équations du style Euler-Lagrange, soit de la
variation de paramétres définissant la forme analytique de BI?). C'est cette
deuxiéme méthode qui a été largement utilisée 38& la solution des équations
d’Euler étant réservée pour 1'ordre h' a des cas particuliérement simples (cf

par exemple la référence 42).
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Une autre méthode a été également employée 43{ Elle consiste en une
détermination itérative de CB. A partir d¢'un ansatz pour E(?). on détermine un
potentiel local a 1 corps ¥ (dans le cas d’une interaction v a la Skyrme) et
une masse effective & insérer dans K de la forme de celle donnée dans
1’équation (80). Employant une technique dite de resommation partielle 44,45
du développement de Wigner-Kirkwood, on définit alors CB 2 partir de H=XK + V
d’oll 1'on déduit un nouveau 5(?) sans passer par des relations fonctionnelles

du type de celle de 1’équation (79).
IV -~ Quelques exemples d’application

Par mangque de temps nous nous contenterons ici de donner quelques grandes
lignes renvoyant & la littérature citée pour plus de détails sur a la fois le
formalisme employé et les résultats obtenus. De méme nous ne mentionnerons que
quelques exemples d’application, le but icil n’étant pas d’étre exhaustif mais

d'indiquer quelques axes de développement récent.

IV.1 - 1a goutte ligulde retrouvée

Pour retrouver microscoplquement les paramétres de la goutte liquidé, on
peut penser A4 deux approches possibles. L’une consiste & définir ces
paraméfres Intervenant dans :

E/A = a (1+k I%) + a (1+k 1%)
h v s B

AV3 a 52 p71/3 . (85)

(avec des notations usuelles)} par un calcul de matiére nucléalre infinie pour
a et k‘r et de matieére nucléaire semi-infinie pour a et ks. Pour ce dernier
calcul, on considére un profil p{?) indépendant de X et y. Pour un cylindre de
section droite dS paralléle & xQOy, 1'énergle de surface est calculée comme la

perte de liaison dEs due 4 la non-saturation dans la direction Oz soit :

a, = as | [5‘% (p(2)) - 2 pl2) ] dz O (s6).

2/3

*
Intégrant cecl sur la surface 4nr§ A d'un noyau sphérique défini‘ ) par un

1/3 N . :
rayon r, A (ot A est le nombre de nuclécns), on obtient donc as comme

-0
a_ = 4w rz I;m [ H(pl(z)) - a plz) ] dz (87}).

Les paramétres d'asymétrie kv et k sont obtenus en effectuant ce méme type de
s

calculs pour la matiére nucléaire infinie ou semi~infinie avec N = Z.

(*) Ce parameétre de rayon r, est défini par (4/3)nr3 Py = 1, ou P, est la

densité de saturation de la matiére rnucléaire infinie.
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Un des problémes de cette approche est que par nécessité, 1’énergie
coulombienne n’est pas prise en compte. Elle do;t donc étre évaluée & part, de
telle sorte qu’elle n’est pas traitée de fagon cohérente avec 1'interaction
forte nucléon-nucléon.

La seconde approche s’appuie sur la constatation évidente que par
construction E[E] ne posséde pas de fluctuations quantiques (effets de
couche). L'ajustement d’une formule de goutte liquide telle que celle de
1’ équation (85) dolt donc étre beaucoup plus alsé que dans le cas d’énergles
possédant ces fluctuations. On calcule donc E pour un nombre suffisant de
noyaux finis (avec 1'énergie de Coulomb cette fois-ct t) et on n’a plus qu’a
ajuster les parametres,

On trouvera gdans la référence 38 une discussion exhaustive de ces
déterminations de paramétres de la goutte liquide. Volontairement dans ce

. 46)
cours, le modéle

de la gouttelette (droplet model) n’a pas été discute, a
la fois pour alléger 1’exposé et parce qu’'il n’est pas clair que le
développement effectué jusqu’a présent dans ce modéle, solt microscopiquement

: . : fo s 38,47
fondé pour les valeurs de A considérées en Physique Nucléaire ™’ \

IV.2 - Extension & température finie

Comme dans toute description canonique (ocu grand-canonique), 1’approche
variationnelle sera formellement identique au cas de température nulle, si on
remplace E par 1’énergie libre de Helmholtz F = E -TS {ou T est la température
et S 1'entropie). En outre, A température suffisamment élevée, 1’élargissement
thermique de la densité spectrale rend les calculs & 1'approximation semi-
classique indiscernable des calculs quantiques a 1’approximation de Hartree-
Fock (cf par exemple la discussion de la référence 35). On peut montrer en
effet °> que la densité spectrale & température T finie, g (e) est donnée
comme un produit de convolution de la densité spectrale gle) & T = 0 avec une

fonction fT(e] donnée par :

1
2
ch (e/2T)

fT(e) = (1/4T) (88).

La fonction de Bloch a T finie qui est définie {(cf équation (44)) par
transformation de Laplace a partir de g°, sera donc un simple produit de la
fonction de Bloch A T = 0 et de la transformée de Laplace de fT(e) soit(*)
nBT

_ B
By = Brr=oy ST D)

(89).

(*) Il est tres important de noter que le paramétre f§ entrant dans la défini-

tion (35) de CB n"a rien & voir avec la température T considérée ici.
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On est donc capable d'effectuer les mémes calculs semi-classiques qu’'a tempé-
rature nulle a4 1’aide d’une modification somme toute mineure. Ceci requiert
dans le cadre d’une approche ETF que les relations fonctionnelles comme celles
existant entre T et p solent généralisées A température finle. Ceci a été
effectuée dans la référence 37.

A températrue finie, on pourra ainsi définir des paramétres de goutte

liquide chaude qui différent de ceux de la goutte liquide froide 18 Crest

ainsi par exemple que la tension de surface a_ est une fonction décroissante
de T, de méme que le coefficient coulombien a_ {ce qul est évident car le
rayon croit avec T). Aussi tenant compte du fait que a décroit plus vite que
a  avec T, la fissilité x qui mesure la stabilité d’une goutte de liquide
chargée croitra avec T. C'est ainsi 493 qu’avec 1’ interaction de Skyrme SkM*
de la référence 50, le noyau 28%, est trouvé instable par fisslon & une
température légérement supérieure 3 4 MeV/k (ol k est la constante de

Boltzmann) alers que x = 0.75 a T = 0.

IV.3 - Restauration des effets de couche

Le fait que E[p] - E[p] soit une quantité relativement faible a inspiré
diverses approches microscopiques permettant de calculer rapidement une bonne
approximation des résultats obtenus de fagon plus compliquée dans le
formalisme Hartree-Fock.

Partant d’un Hamiltonien construit avec une interaction effective
nucléon-nucléon a la Skyrme, on vient de voir qu’il était possible d’obtenir
une densité p semi-classique-self-consistante (c'est-d-dire sa partie locale
ainsi que les parties non locales "utlles" telles que T via les relations
fonctionnelles ETF). On peut alors d&éfinir une bonne approximation du

potentiel de Hartree-Fock comme étant donnée par :

V=trpv (90),
définissant done un Hamiltonien de Hartree-Fock approché :

h=K+V (91).

Les solutions propres de h( en,|n> ) permettent, en particulier, de calculer

une corection de couches :
SE=trh (p - p) (92),

qui ajoutée a E[;] fournit une approximation de Elpl, & 1’aide du théoréme de
Strutinsky. D'autre part, avec le bras ]n) on peut construire un déterminant
de Slater |¢> qui est une approximation du déterminant de Slater de

Hartree-Fock, conduisant & une autre approximation de Elp]

Elp} =« < ¢ | K+v (Skyrme) | ¢ > (93)
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appelée approximation de la valeur moyenne (en anglais "Expectation Value
Method" ou "EVM") proposée dans un contexte plus phénoménologique, il y a
assez longtemps s

Quand des solutions semi-classiques self-consistantes sont utilisées pour
déefinir h, on a pu montrer, récemmentsa), que ces deux approximations a Elp]
conduisent 4 des approximations tout a fait bonnes des énergies relatives
(comme par exemple des énergies potentielles de déformation) ainsi qu'a une
description satisfaisante des déterminants de Slater, solutlions des équations

de Hartree-Fock.
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APPENDICE A

Opérateurs 4 1 et 2 corps

On appelle O (02 respectivement) un opérateur a4 1 (2 respectivement)

corps les opérateurs :

01 = ? 0, - (A1)
et 1
0,=- L 0O (A2)
2 1#) ]

ou les sommations portant sur chacune des N particules du probléme. Les
opérateurs 01 et 0ij ne font intervenir que les variables dynamiques des 1ém°

 léme

et j particules, en outre

0 =0 (A3)
ij j1

et la dépendance de 0i et O1J dans les variables considérées est formellement
identique pour toutes valeurs des indices i et j. L’énergie cinétique ou le
potentiel électron-noyau sont des exemples d’opérateur 01 alors dque les
interactions forte nucléon-nucléon ou coulombienne électron-électron sont des

cas particuliers d’opérateurs 02.

Pour un déterminant de Slater |¢> on montre que :

<y | o, | g>=F<i|o]i> (A4}
i
et 1
<plo, lu>=- T <1j|0]|13> (A5)
2 1,1}
avec
D = (1 -P)O (A6)

o P est 1’opérateur permutation de toute les variables dynamiques (de i et }
dans 1'exemple de 1’équation (AS)). Dans les expressions (A4-A6) on a négligé
de noter la dépendance en i et j des opérateurs 0i et 511, pour simplifier

1’ écriture.
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APPENDICE B

Matrice densité réduite & 1 corps

Soit |¢> un état normé correspondant 4 N particules. On définit un
opérateur p, matrice densité réduite a 1 corps (‘), aglssant dans 1'espace des

états a4 1 corps par (quels que solent « et B états & 1 corps orthonormés) :

<u|p|3>=<¢|a;au|.p> (B1)
ol a, est un opérateur qui détruit une particule dans 1'état a et a; un
opérateur qui crée une particule dans 1'état B. La définition de 1’action de
a, et a; sur l'état |w> est opératoire quel que soit |¢> car on peut toujours
décomposer |w> sur une base de déterminants de Slater construits avec des
états A4 1 corps o, B pour lesquels leur action est connue. A cet effet, on
définit que a, agissant sur un déterminant de Slater |¢> ne comportant pas de
particules dans 1'état a donne zéro. Il en résulte que < ¢ | a; a, | » >
compte le nombre de particules dans 1'état e« présent dans |¢>.
' Limitons-nous maintenant au cas de la densité p définie a partir d'un
déterminant de Slater |¢> construit avec N états a 1 corps |A> ortho-
" normalisés. Complétons la base { |A> } avec des états { |p> } de telle scorte
que { |A>, |u> } forme une base compléte orthonormalisée des états a 1 corps.
11 résulte de ce qui précéde qu'en effectuant la trace de p (défini pour |¢>]
sur cette base, aon a :

tr p = N (B2)

D'autre part, on voit que <v’'|p|v> ne sera différent de zéro que si v = v’ et
v est un état occupé dans |¢>, soit :

<v]|p]|v>= 3, P, (B3)

olt P, = 1 pour un état occupé dans |¢> et zéro pour un état inoccupé. Donc la

base { |A>, |u> } diagonalise p.

De la définition de a; et a , on dédult que a; a, est le projecteur d’un

~

¢tat quelconque & 1 particule sur 1'état v soit :
a’ a_ = [v> <v| (B4)
v v
d’ol d’aprés le théoréme de la décomposition spectrale

p=Z |a> < (B5)
A

ol la somme est restreinte sur les états occupés dans |[¢>. A cause de 1’ortho-

normalisation de la base, on a :

(*) dans ce qui suit on appellera p matrice densité pour simplifier.
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(jv> <v|) (\v'> <V'[) = va, |v> <v| (B6)

et donc :
P> =p (B7).

Soient O les opérateurs provenant des définitions (A1) et (A2) des’
opérateurs a 1 et 2 corps. On aura :
tr p0 = X:_<v|p|v’> <’ |0|v> (B8}
vy’
o v, 1 sont a priori des états quelconques 4 1 corps. Compte tenu des
équations (B3) et (A4) on voit que :

tr p 0 =) aloja> = <p|o, [¥> (B9)

A occupés

De méme, si on définit pour le cas d’un opérateur & 2 corps :

trtr pOp = E w|p|v'> w"ip|y"'> 'V’ "|5|vv“> (B10)
vv! vllvl "
alors :
1/2 trtr pOp = 1/2 E <t |ojan> = <w|oz|w> (B11).

AA' occupésn
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APPENDICE C
Transformée de Wigner

Soit un opérateur O dont les éléments de matrice dans la représentation - ?
sont : ‘
O F) = < 20| > (€1).
Passant dans le systéme de coordonnées relatives et du centre de masse

(ﬁ,g) décrit dans le texte, on définira la transformée de Wigner de O comme la

transformée de Fourier de O(ﬁ,g) par rappert a 2 soit :

TN , 22 P4 2
o (R,B) = I d’s e ™So R+ R-- (c2)
2 2
avec
P=hE& (C3).
En prenant la transformation inverse, on a :
g g d3k 1?-9 ~ 5
o|B+—- R--|= I - %0 &) (ca).
2 2 (2n)

Dans le cas particulier ol 1’opérateur O est la densité p, on obtient la

fonction densité en intégrant p sur K [équation (C4) avec $ = O]
a’k
p(R) = I

et la "densité" d’impulsion en intégrant p sur R :

— p &3P (Cs)
n

p(B) = < B|p|3 > = I a’r ; (R, ) (Cé)

ou le bra |3> est 1’onde plane d'impulsion 3. De fagon plus générale, si p
représente un déterminant de Slater |¢>, on aura pour des opérateurs ne
dépendant que de 1’opérateur position ou de 1’opérateur impuléion :
d’rd’k .
< ¢|ol¢ > = Ij e p(R,8) o(R ou B) S (CT)

ou O (ﬁ ou 3] est le nombre réel obtenu en remplagant dans 0 1’opérateur

position ou 1'opérateur impulsion par R ou P. Ces propriétés (C5- C7) font
apparaitre que 5 est presque une densité en phase a un corps. Ceci est en
toute rigueur impossible a définir en mécanique quantique & cause du principe
d’incertitude de Heisenberg. C'est d’ailleurs a cause de la non-commutation
des opérateurs position et impulsion que 1’'équation (C7) n'est pas valable
pour des opérateurs 0 les plus généraux (dépendant de la position et de
1"impulsion). En outre, s’il est aisé de montrer que ; ne prend que des

valeurs réelles, il s'avére que cette densité peut prendre des valeurs
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<y >
négatives, la disqualifiant donc comme une densité de probabilité en R et P,

indépendamment de ce qui précéde.

Soient deux opérateurs A et B, on montre que :

A~ " -
[AB] = A eMV2 p (c8)
ou A est 1’opérateur "crochet de Poisson” défini comme :
“ « >
A=V-V -V -V (c9)
R P P R

avec les fléches a droite (5), respectivement A gauche (¢), signifiant que la
dérivation s’ effectuera sur la quantité se trouvant & droite, respectivement a

gauche de 1’opérateur. Il est clair que :

AAPB = (-)"BAPA (C10).
En conséque&gs :
[A,B] = A [elhA/z - e”ihA/z] B (C11)
soit :
Pas - -
[A,B] = 21 A sin (hA/2) B (C12).

Donnons maintenant, quelques exemples de transformées de Wigner (ﬁx

signifiant 1'opérateur R, compocsante sur O de ﬁ, et une notation identique
X X

pour px)
A=R ; A=R"
o . x ' (C13)
B = Py s B = P,
donc : 5/§} h
[ R .,p ] = 2i — = ih {C14),
X x 2

comme il se doit. L'énergie cinétique K et un potentiel local ¥ auront donc

pour transformées de Wigner :

-2
~ P
£ = — (C15)
2m
et :
vV = ¥(B) , (C16).

Enfin a 1'ordre le plus bas en h (limite classique), on tire de

1’ équation (C1l2) que :

S - - Ao

[A,B] = 1h AAB={AB} (C17)
la notation { , } étant la notation traditionnelle pour le crochet de Poisson.
On retrouve donc le falt bien connu qu’on passe formellement de la mécanlque
classique i la mécanique quantique en remplagant un crochet de Polsson par un
commutateur divisé par ih (exemple : de 1’équation de Liouville a 1’équation

de Von Neumann).




