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PONCTIONS DE GREEN ET QUASIPARTICULES

P. Grangé
Institut Laue-Langevin Grenoble

Résumé :

Les propriétés des fonctions de Green & une particule sont exposées pour
un systéme de particules indépendantes et en interaction. Les équations du
mouvement pour cette fonction conduisent au développement perturbatif de
1'énergie propre (self-énergie) et & 1’introduction du concept de quasi-
particules. Diverses approximations usuelles pour calculer cette énergie propre
sont présentées et discutées en relation avec la nature de l’interaction entre
les constituants du systéme. Les propriétés spécifiques des quasi-particules

obtenues dans ces approximations sont précisées.

Abstract :

Properties of single particle Green’s functions are displayed for systems
of independent or interacting particles. The equations of motion for these
Green’s functions lead to the perturbative expansion of the self- energy and to
the introduction of the quasi-particle concept. Usual approximations to
calculate this self-energy are presented and discussed in relation to the
specifities of the interaction among the constituents of the system.

Quasi-particles properties obtained in these approximations are pointed out.




I — FONCTIONS DE GREEN : INTRODUCTION, UTILITE

L'utilité des fonctions de Green dans la solution des équations aux
dérivées partielles est bien établie depuis leur introduction par Green en 1828
en électromagnétisme. Elles se sont avérées depuig étre un outil extrémement
puissant en mécanique quantique pour le traitement des systémes en interaction
et de leur réponse & des perturbations externes. A ce jour encore, elles sont
extrémement utiles dans 1’étude des liens entre dynamique classique et
quantiquel).

a) Pour une bréve introduction & la méthode des fonections de Green appliquée
a la solution d'une équation aux dérivées partielles non homogéne, il est utile
de considérer le cas électrostatique.

En présence de charges, le potentiel électrostatique ¢(r) obéit a

1’équation de Poisson non homogéne :

(L)

€ ’
0

) = - (1-1)

ou p(r) est la densité de charge en r. Si les charges sont ponctuelles
de valeur qq en r;, on sait que la solution s'écrit

o

1 i ‘
A T A | | (1-2)

o 1

C’est-a-dire la superposition des solutions pour chaque charge
individuelle obtenues de la loi de Couiomb,pour la force entre 2 charges

ponctuelles qq et q2 distante de r.

En remplacant les charges ponctuelles discrétes par des charges
distribuées avec une densité e{r) le potentiel en r, par rapport & l'origine
est ¢

. ,
$(xr,) = d’r.,. (1-3)
1 dne J T, | 2




Dans cette expression

-1

6(|ry~ £, ) = l4meo|ry- r,]] (1-4)
est la fonction de Green de l'équation (1-1). Utilisant la propriété
V2 1
(75 = -¥1), (1-5)
on voit que
8(r-r’)
e |z - e (1-6)

Done G( |r-r’|) est le potentiel en r correspondant & une charge ponctuelle
unitaire en r’. En appliquant l’/opérateur Vi sur ¢(£1) on vérifie que (1-3)

est solution de (1-1). 1
b) Le cas des éguations de Maxwell
) 2
=l s(v2 B R CTUERC IO (1-7)
t
P(E! t)
D q) = - ——E-—"—""- (1“8)
o]

permet d’introduire la notion de fonction de Green "retardée". En effet
posons R = r-r’, s = t-t'. La fonction de Green commune & (1-7) et (1-8)
doit obéir & 1’équation

G(R,s) = - 8(R)S(s) | | (1-9)

dont la solution, compte tenu des conditions aux limites du probleéme,
s’obtient par transformation de Fourier spatiale. Pour s>o, G(R,0) = o et

cz on trouve
€%+ 28  ls=g ~

G(R,s) = o(s). Z%ﬁ §(R-cs). - ' (1-10)




La fonction &(R-cs) exprime le temps de retard R/¢ avec lequel
1’interaction a lieu 4 la distance R du point initial, d’ol la dénomination
de fonction de Green retardée appliquée a (1-10). Cet aspect apparait encore
mieux dans 1’expression du potentiel scalaire électrique (ou vecteur
magnétique A). En effet & 1’aide de (1-10) la solution de {1-8) s'écrit

1
ot = o= [Prrdvediee |, e, o)
(o]
3
¢ d'r’ . R _
o = CEES 3 1-1)

En appliquant le d’Alembertien sur (1-11) et 4 1’aide de (1-5) on
vérifie que ¢(r, t) est bien solution de (1.8).

Ces deux exemples nous montrent deux faits importants :
1) La réponse d’un systéme a un terme de source, c’est-a-dire une perturbation,
est exprimée A 1’aide d‘une fonction de Green indépendante de 1la

perturbation.

ii)La fonction de Green elle-méme n'est complétement déterminée qu’une fois
donnée les conditions aux limites du probléme : elle les incorpore alors
dans son expression formelle et il n'’est plus nécessaire d’'y faire référence

explicitement par la suite.

c) La réponse linéaire des systémes quantiques est décrite par une éqﬁation
différentielle du premier ordre en temps dont la solution peut naturellement
s’exprimer & 1’aide d’une fonction de Green. Bien qu’élémentaire ce résultat de
mécanique quantique est 3 la base de l7interprétation de nombreux phénoménes
expérimentaux traités dans cette école (cf. Cours de J. Delorme et M.
Ericsson}. I1 est donc utile de le redériver fixant ainsi les notations
utilisées ultérieurement. Une application immédiate en est donnée au paragraphe

suivant.

Soit H le Hamiltonien du systéme tel que

H=Hy, + I’




Hy est 1’hamiltonien du systéme non perturbé (indépendant du temps) et H’ la
perturbation (qui peut dépendre du temps). On considére en général que le
systéme est en équilibre avant lfaction de H’ 4 t=to et que cette situvation est
caractérisée par un opérateur densité Po- Aux instants ultérieurs 1’opérateur
densité obéit & 1’équation d’évolution?)

if %g = [H+ H', o]. (1-12)

La situation d’équilibre 4 t € to entraine apo/at = ¢ et donc [Ho’ p0]=o :

P, est une fonction de Hy,f(H,), qui pour l‘’ensemble grand canonique s’écrit

p, = exp[-B(H - wN)]/Z, (1-13)

avec

Z = Tr exp[-B(H - wN)], (1-14)

ot la trace (Tr) est prise sur les états propres du systéme & to. Ici
B = T‘l, T est la température absolue, p le potentiel chimique (multiplicateur
de Lagrange pour imposer la conservation du nombre de particules), N
l'opérateur nombre de particules.

La solution de (1-12) s’obtient en passant dans la représentation de
Heisenberg ot

H(t) = U(t) H U(t) (1-15)

It

iHot M
e

avec U(t) . En définissant p(t) de facon similaire & H(t), on

obtient a partir de (1-12) une équation pour p(t)

~

# 32E - (r(0), ol (1-16)

dont la solution au ler ordre en H' (p(to):pd) s'écrit

t

a(t) = p - A |

[B(t"), o ldt’. (1-17)
ta




donc

PR § -
p(t) = Po™ —,:?I ut(t) [H ("), pO]U(t) dtr. (1-18)
to

»

S8i M est un opérateur correspondant & une observable, alors sa valeur moyenne
est telle que :

<M>

Trdp(t)M}

t ~r
Telo M} - 5 Tr{MU+(t)Jt£H(t'), p 14t U() }. (1-19)

Ici le premier terme correspond a la valeur moyenne d’équilibre de M et le
deuxiéme terme donne le changement <&M> par rapport a4 cette valeur et induit
par la perturbation.

En définissant M(t) comme en (1-15) pour H et en utilisant la propriété

cyclique de la trace, <8M> s’écrit
i t - -
<> = g _{todtrfrr{po[fl'(t'), M(t)] b (1-20)
Pour H’(t) = A(t).B, ol A(t) est une fonction scalaire <&M> devient

: L - .
<> = g | dva(e)Tedp [B(L7), M(t)]}
to

. Idt'G(t, t7)ACE!), (1-21)
(8]

avec
6(t,t7) = - g Tr {p [H(t), B(t')]bo(t-t1). (1-22)

Le résultat (1-21) est sous une forme analogue a celle obtenue pour le
champ électrique ¢(r, t). La présence de la fonction ©(t-t') montre que la
valeur <&4> ne dépend que de 1l’histoire du systéme pour des temps t'
antérieur & t : comme pour $(r, t); G(t, t’) est aussi assimilée & une

fonction de Green retardée.




D’une fagon générale les fonctions de Green permettent de décrire
1’émission électromagnétique, les expériences d’absorption et de transmissionm,
lratténuation acoustique, les expériences de résonance de spins électroniques

ou nucléaires, etc...
d) Comme dernier exemple simple d’application des fonctions de Green et qui
montre cependant la structure analytique générale des développements

ultérieurs, considérons le cas de l’oscillateur harmonique a une dimension de

masse unitalre et entrainé par une force dépendante du temps £(t).
Ici la perturbation H’/(t) s’éerit

H'(t) = - Xf(t) (1-23)

Le formalisme précédent s‘applique directement et la fonction de Green
d’aprés (1-22) s’éerit

G(t,t7) = - 5 Tr{p [X(t), X(t')]{O(t-t"). (1-24)

La solution des équations Heisenberg pour X(t) donne le méme résultat

que pour l’oscillateur classique soit

X(t) = Xcoswt + %sinmt (1-25)

et on obtient

[X(t), X(t')] = [X cosam,-% sinwt’] + [% sinwt , Xcoswt’]

i
e
e|

sin w {t-t’). (1-26)

Ce commutateur étant un scalaire et tenant compte de la normalisation
r l 3 r 1 ‘
G(t, t') = - = sin (t-t’') e(t-t*) {1-27)

La fonction de Green ne dépend que de t-t’, un résultat gémnéral que nous
démontrerons au chapitre suivant, et oscille avec la fréquence w de

1'oscillateur.




Supposons que nous reconsidérons le méme probléme avec un terme
d’amortissement des oscillations pouvant trouver son origine dans les
interactions de l’oscillateur avec son environnement. Quel sera le comportement
de G(t) guant t =7 Un tel systéme est non conservatif et il n’est pas possible
d’écrire un hamiltonien et d’utiliser le formalisme précédent pour obtenir la
fonction de Green quantique. Cependant 1l’expression de la fonction de Green
classique est instructive en soi par comparaison avec (1-27).

L'équation du mouvement est

2
3—%—+ l%+ w2x = f(t), (1-28)
t T t

dont la fonction de Green doit satisfaire

2
%—5 L L %‘ N u?] G(t) = - &(t). (1-29)
t T t

Pour les conditions initiales X(o) = ﬁ(o) = 0, la solution de (1-28) est

bien connue (par transformation de Laplace par ex.) et s’écrit

1 - (tit')
x(t) = — | dt’ e T sin o (t-t7) £(t') (1-30)
%L “

avec u% = ug— —l—. On voit que

4

- LE%%L) sinuﬁ(t-t’)
u’l ]

G(t, t’) = &(t-t’) e (1-31)

et
lim, , 6(t) = 0.

La fonction de Green décrit donc le retour vers la position d’équilibre de

1foscillateur sur un temps caractéristique 7.

Par la suite nous serons amenés 3 considérer les transformées de Fourier
par rapport a t des fonctions de Green et il est utile de mettre en évidence

les propriétés dans le plan complexe de la transformée d’une expression telle
que (1-31).




Soit donc

G(w) = I dt e ®s(t)

® de _
T 1wt T .
= — g e gin t (1-32)
L & “

L7intégrale est élémentaire et nous donne

1 1

G(w) = - weay+1/T w—ml+i/1?'

(1-33)

G(w) présente des poles simples a4 w=+ w ~ i/Tet si wr>> 1 o = w:
ces poles sont prés de 1l’axe réel et aux fréquences naturelles du systéme. Le
déplacement par rapport & 1’axel réel dépend de la valeur de T, temps de
décroissance exponentielle de G(t).

Nous verrons dans les paragraphes suivants que l’écriture (1-33) de G(w)
et les propriétés analytiques qui en découlent sont tout a fait génériques des
approximations de quasi-particules faites sur les fonctions de Green de
systémes en interaction.

IT - DEFINITIONS ET PROPRIETES DES FONCTIONS DE GREEN

Dans ce paragraphe nous allons dériver les propriétés principales des
fonctions de Green, nécessaires 4 1'introduction et a4 la discussion du concept
de quasiparticules. Il ne s’agit pas ieci d’étre novateur ni méme exaustif (pour
cela on pourra consulter les ouvrages de la Réf. 3), mais d’obtenir le plus
simplement possible les résultats et formules utilisées dans les différents
exposés de cette école et pour lesquels il est souvent utile de ne pas perdre

de vue les conditions d’obtention et les limites de validité.

a) fonction de Green & deux temps

Soient ¢(t) et y*(t’) deux opérateurs respectivement d’annihilation et de
création pris 4 deux temps différents t et t’ (la dépendance spatiale n'est pas
indiquée pour alléger la notation). Conformément au paragraphe précédent sur la

réponse linéaire , la fonction de Green retardée Gp(t,t’) est définie comme




Gty ) = ~ pTrda [W(t) ¥ (t)] be(t-t7) (2-1)

- F<Iuy, Wl

Ici
[W(t), W (t)], = WOV () + e (t)w(e) (2-2)
avec

{e =1 pour des bosons

£ =-1 pour des fermions

L’opérateur Tr (trace) est celui déja rencontré et son utilisation sera
clarifiée par la suite

La fonction de Green avancée Ga{t,t’) est introduite par généralisation de

{2-1) et joue un réle important dans la discussion des propriétés de particules
simples. Elle s’écrit

Gy Tr {o [¥(t), ¥ (L)) bectr-1) (2-3)

= 4 <[W(1), ¥ ()] > 8(t-1).

Dans le traitement des systémes a température finie les fonctions de Green
peuvent étre obtenues sur la base des définitions suivantes en variant t et t’
de fagcon continue et appropriée dans le plan complexe. La température T, ou
plus précisément B = T-1 (kg = 1), est traitée comme un temps imaginaire

i = 1). Dans ce cas, on utilise la fonction de Green en température suivante
G (T, )=~ < Y-iT)yr(-it) > &(v-1")
+ & < Yr(-iTyP(-iT) > & T -1) {2-4)

avec le méme £ qu’auparavant.

b) Considérons un systéme dont le Hamiltonien H est indépendant du temps et

soit la fonction de corrélation oft, t') des deux opérateurs Y(t) et y*{(t’)} aux
temps différents t et tf




o (t,t') = < Pyt (t’) >,
La définition contenue en (2-1) de <A> donne
o(t, t') = z2-1 Tr[e—BH eiHty g-iHtgiHt’ yre~iHt")
Comme [e~fH, eiHt] - o et Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA) alors

o(t, t') 7-1 Tr[e-—ﬂ{weiH(t’—t)w-o-e-—iH(t'ut)]

n

CWOIWH(L - 1))

<y(t—tf Yyt (o)>. (2-5)

La corrélation o ne dépend que de la différence t-t’ comme annoncé.

Soit maintenant la tranformée de Fourier G(w) de Ggr(t-t’) par rapport a la

différence t-t’' = T

() _[ dt eimGR(T)

—iI a1 T <, ¥t ()] (2-6)
(8]

On volt que 1’intégrale (2-6) doit en fait &tre envisagée au sens d’une
transformée de Laplace car sa convergence dépend du comportement de

vim . e” T K[W(D), ¥ (0)>] ] (2-7)

pour tout N > o petit. Si donc cette limite est bornée alors G(w) pour

w = Rew + in converge partout dans le demi plan supérieur de w. C'est le cas en
général pour un systéme en équilibre thermodynamique o0 les corrélations entre
opérateurs du type (2-5) ne croissent pas exponentiellement avec le temps mais
pour les systémes hors d’équilibre la limite T3 est un probléme mathématique
délicat4). Nous considérons ici que la limite {2-7) existe de telle sorte que
1rintégrale {2-6) soit définie (au sens des distributions comme nous verrons

plus loin).




_]4_

c) Il est maintenant possible, partant de la définition des fonctions de Green,
de donner une représentation générique de G{w), dite forme spectrale.

Soit |m> les états propres de H tels que :

Him> = E_|m> (2-8)
et notons

<m [¢{0) [n> = v

<m|¥*(o) [n> = Wt
Alors d’aprés la définition (2-3) de <[A, B]¢ >, G{w) s’écrit

G(w)

- ij dt e'271 T <nfe ®y(t), v (o)1 [n >
0 m

- iI dtet® 71§ e B 11wt (o) vt (o) W 1) b |md>
O m

a iwt,-1 — ~gEm + i(Em-En)t
- 1] dte™™ 27" ) e [v ¥ e
0 m,n

+ i(En-Em)t
*€ ¥on¥nm® ]
_ IJ dt el®ty-1 E:(e_BEm+ € e—ﬁEn)w vt ei(EmaEn)t
mn - nm
o m,n
= ~ Z_l Z e-BEm+e e_ﬁEn v +
- En - Em - @ mir nm
m,n
= -fEm _ fEn
-1 e +€e *
-z wdmen e VoV (3B + E)
- H]

]
|
BQ-
"
x>
o~
b
S

(2-9)



._]5_.

A(x) est appelée fonction spectrale et peut sfécrire

Ao = 27N+ e e )Y N (g (£)8-B B ), (2-10)
. .

ol nous avons réintroduit explicitement 1la dépendence spatiale des

opérateurs de création et d’annihilation.

d) A partir de cette expression on obtient immédiatement deux régles de somme

souvent invoquées :

278 T e By (gt (1)

- ~

- (1+£e-sx) mn mn i

®  A(r,r';x)
I dx
o

< W (e )> (2-11)

et

J dxA(r,r’;x)

-1 _ - _
7 }: [14¢e B(En Em)]e ﬁEm'pmnq’:am
mn

AWB), ¥ ()]

= (). (2-11)

Soit G’( w) la transformée de Fourier de la fonction de Green avancée
GA(T). Un raisonnement analogue & celui développé pour G( w) montre que G’(o»
est analytique dans le demi plan inférieur de w (4 cause de &t’'-t)) et s’éecrit
comme G( w) avec la méme fonction spectrale A(x). Ceci est encore vrai pour la
fonction de Green en température G(T ,T') de l‘expression {2-4).

On a donc

Gp(®) = lim G(win) = lim j_wdxw_i—ghL (2-12)
Gy (w) = lim  G(w-in) = limn_)oj_wdx E)_‘Hx%ilh (2-13)

C’est en ce sens que G{w) est dite fonction générique, puisqu’elle conduit
aux deux fonctions de Green retardée et avancée. Ces deux relations établissent
bien la nature de distribution des fonctions de Green. De plus, au sens des

distributions on établit la relation suivante2)

. 1 PP _ .
llmn_’0 wxilh = ox +,1n8(u»x) {(2-14)

ou PP désigne la partie principale au sens de Cauchy.




On obtient donc :

Gp (@) - G,(w) = - 2m‘jm dxA(x) §(arx)

2niA(w); (2-15)

Il y a discontinuité de G{ w) & travers l’axe réel(qui est une coupure) et
tenant compte de (2-11), (2-9) nous montre que G( w) décroit au moins comme w1

si |w|om=.

e) Revenons & la fonction de Green en température et montrons qu’en effet c’est
4 nouveau la méme fonction spectrale A(x) qui intervient.

Comme en temps réel, en temps imaginaire et pour un hamiltonien indépendant du
temps G(711, T7) ne dépend que de la différence T = T1-T3. Considérons T tel que
0 < T% P (Best 1'inverse de la température T du systéme) et donc

- < T- B & o. D'aprés la définition (2-4) et en utilisant 1’invariance

cyclique de la trace,

G(T-B) = & < ¥ (O)W-iTrip)

e 770rr (o By (TR, H(T-B)y

e 77 3¢ e_ﬂﬂw e_HT@feHT§

£ < Wo)y (it)>

-£ G(T)., (2-16)

Nous avons donc a distinguer deux cas

i) € =1 : G(1) est antipériodique pour les fermions, de péricdes 28 :

G(T™B) = - G(T) (2-17)
Posons

&= (21 + 1w, (2-18)

oG (=8 | 321+ SlaT . _ -igT (2-19)

On peut donc décomposer G{1t) en série de Fourier

o =% %jc(cl)e‘icl?. (2-20)



_l?_

il) € = -1 : G(T) est périocdique pour les bosons de période B

G(1T-B) = G(T). (2-21)
Dans ce cas on pose :
cl = 21§, (2-22)

et G(T) prend la méme forme qu’‘en (2-20),

Dans les deux cas Ekcl) est donné par :

- B igT

(g - Jd't el AT (). (2-23)
Lo ]

La forme spectrale de E;‘(cl) s’obtient & partir de la définition de G(T),
reportée dans (2-23), c’est-A-dire :

- IB dt eiclT Z_lTr {evﬁﬂw e_HT¢+eHT}

0

€%

B .
- I dt el QT 771y {e_ﬁHeHTw e_HTw+}
0

]

it ,-1 -FEm + (Em-En)T
- Tod-r 1G9y %ﬂe wovoe

Em-En+131)8

-1 _gEm, o+ [&E™ - 1]
277 ) e Yian Y Em—En+iZ,1

\ m,n

On utilise la définition de C1 pour écrire

il 8 lsien-1
e af . -1 sig=1

= - E.

Ceci conduit a

| : -FfEn ~B8Ffm
-1 + [ee + e ]
G(ﬁ)= Z %n%m%m mmmuig

. j:dx ;%ix—’x | | (2-24)

Dans le cas des fonctions de Green a4 température finie nous avons donc mis
en évidence leurs caractéres périodiques que nous utiliserons par la suite et

établi que la méme fonction spectrale A(x) détermine leurs coefficients du

6)

développement de Fourier. On montre de plus ' que la connaissance des G({;) aux
valeurs discrétes de Cl détermine G{w) de facon unique pourvu que 1l’on impose

-1 . .
un comportement en & = pour cette fonction si |w|o=.




Nous pouvons clore ce paragraphe en résumant les propriétés obtenues dans

la figure suivante du plan complexe en w :

Imw

Ga(co) ahn%hc(uz. —i%,

— G(i9)= G('%y)
Lian ou Gw)= G, (w) Coupure
%EL ® e

.
Rew

,Qc%{: ot G(w)= Gy(w)

PP I
Y i o ko

G.A(u) ano ﬁa}u‘u

ITII - FONCTIONS DE GREEN A UNE PARTICULE

Dans ce paragraphe nous allons étudier plus en détail la forme
caractéristique de la fonction de Green a une particule pour des systémes de
particules indépendantes et en interaction. Partant des définitions en temps
imaginaire nous montrerons comment les propriétés macroscopiques d’un sysféme
sont reliées au comportement microscopique décrit par la fonction de Green &

une particule.

a) La fonction de Green & une particule et i température finie a été définie en

(2-4). On la note sous forme compacte
GEBE T) = - <TO{W(L,-10w (r',-iT) P (3-1)

ou TO symbolise 1/opération de positionnement des opérateurs dans l’expression
de la valeur moyenne définie en (2-3), ¥W(r,-11) venant le premier si T > T/ et

vice-versa.

On a vu que

W, -i1) = e Wy(r)e BT

(3-2)
Vi, -19= el Ty it

et done [W(r,-iv) "= ¥'(x, i1) # ¥'(r, -17D).



Pour un systéme invariant par translation G(r,T ;_r’,T) ne dépend en fait
que de r-r’'. En effet pour un tel systéme 1’opérateur de moment P, générateur

des translations, est donné par

P = a’r W) (-iDv' (D). (3-3)

I1 commute avec H et son commutateur avec le champ y(r) s’évalue

facilement, quelque soit € = + 1, comme,

- iw(r) = [wWx), B, : (3-4)
qui peut étre réecrit sous la forme intégrale

-iP.r iP.r
¥wr) = e v(o)e . (3-3)

Reportant dans (3-1), en utilisant [P, H] = o et la propriété cyclique de
la trace, on obtient une expression qui ne dépend effectivement que de r-r’.

L’onde plane étant état propre de P peut étre prise comme base pour
17écriture des opérateurs de champ en terme des opérateurs de création aE
et d’annihilation a, pour une particule de moment k -

ik.r
-1/2 « TR
Wr) = @ e a (3-6)
k pot ]

~

ol @ est le volume de normalisation. Définissons

-1_ ik.r
G(r, T) = @ 2 e Gk, 1. (3-7)
k
Tenant compte du fait que <aka£,> = Sk gr pour un systéme invariant par
~ r\-l,nl
translation (le moment est conservé) et reportant (3-6) dans (3-1) et en
utilisant (3-7) on trouve

Gk, T = - <T0{a, (-iThay (o) P. (3-8)

De facon identique, & partir de la définition (2-10) de A(r,r’,w) = A(r-r’;w),
on obtient 1l'expresssion réelle

i

Ak, o = 2 (leee ™) T Mo ) {P8(wEneBn). (3-9)
m,n ~

et donc

® Alkix)

Ge (ks ) = j_wdx (3-10)

w- X+in '
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soit en utilisant (2-14)

ImG(k,®) = - mACk,w). (3-11)

A température nulle 1’interprétation physique de A(k,w) est claire : en
effet lorsque § » = dans (3-9) seul le terme m = o correspondant & 1’énergie
Eoz 0 c’est a dire le fondamental (pris ici comme origine de 17échelle
d’énergie) intervient et

Al @ = ¥ [<alay o> |*8(w-E_+E ) (3-12)
n ~

La somme sur n compte donc le nombre des états ayant une énergie
d’excitation w et reliés 4 1'état fondamental par addition d‘un particule
supplémentaire : c’est la densité d’états Nk(ug.

La densité totale est donc

-1

N(w) Q

H

Ak, o)

2=

1
~ 7 ImGp(r;w) l£=o. (3-13)

Finalement en terme de A(k, w}, la régle de somme (2-11) prend la forme
gimple suivante

o
[ doag,w = <ia,a1 -1 (3-14)

b) pour un systéme de particules indépendantes le Hamiltonien s’écrit

H = %eo(k)al’;al& (3-15)

ol eo(k) est l’énergie de particule simple. Soit ¢k(£) l/état normalisé

(i.e <rla’ o>) de cette particule. L’expression équivalente i (3-6) est
L 18, P

W) = g $(£)ay - | | (3-16)

~
-~

s P N P + + .
Les particules étant indépendantes, <aEa£ > = <a&a&> 6&!%' et la fonction

de Green retardée (ou avancée) s'écrit
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) *
| Gplrtir't’) = —1§ %(g)%(g') <[al£(t),a];“(t’)]€ > &(t-t’)
=Y 6 (D)6 ()G (ks t-t’). (3-17)
Cependant l’équation d’évolution des a, donne a partir de (3-15);
a&(t) = e“leo(k)ta&(o), (3-18)
| soit
Gplkit) = -ie‘ieo(k)tqak, ay] > 6(t)
_ _ieie, (R tgeyy, (3-19)
Par transformée de Fourier, on obtient la fonction de Green générique
1T —— (3-20)
! w - eo(k)
et donc
*
H (D) (L")
G(r,z’ ;W) =§ 5o (3-21)

¢) Les systémes macroscopiques réels (gaz, liquides, électrons dans les métaux,
noyaux...) sont en fait constitués de particules en interaction. Or on observe
que beaucoup de leurs propriétés peuvent étre décrites comme s‘ils étaient
constitués de particules presque indépendantes. Dans le cas des noyaux quelques
unes de ces propriétés particuliéres font 1l’objet, & cette école, du cours de

5. GALES. L‘exposé exhaustif, tant du point d’une théorique que des résultats

expérimentaux, est donné dang la Réf. 6).

Puisque en réalité les constituants du systéme ne se déplacent pas de
fagon totalement indépendante les uns par rapport aux autres, comment ceci
peut-il se manifester dans les fonctions de Green ? Les constituants peuvent
induire des excitations collectives du systéme. Ceci implique que les états
propres exacts gont des combinaisons linéaires des états de particules simples
originaux avec des énergies étalées par rapport aux originales & cause de

ltinteraction.

L’existence d’une largeur dfétalement I, dfautant plus grande que
l’interaction est forte, entraine qu‘en moyenne les constituants ne restent

qu'un temps fini T, donné par le principe d’incertitude Tt ~ 4, dans un état
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précis. Dans le cas des particules indépendantes T'¥o et T devient infini (ecar

It doit rester fini de l‘ordre de Hf) : l’expression (3-19) montre bien que la
fonction de Green oscille indéfiniment, en compléte analogie avec 1’exemple de
l’oscillateur harmonique du premier paragraphe. Pour le systéme en interaction

nous pouvons donc attendre un comportement en fonction du temps du type

. t
Gy (K, t) ~ -izke‘le(k)t‘iﬁTET (), (3-22)

ol T(k) est la durée de vie de 1'état k (cf. l’oscillateur harmonique amorti).
Posons

V(k) = [2t(k)]° L. (3-23)

Alors la transformée de Fourier G(k,w) prend la forme

2y
Gk @) ~ STV

(3-24)

et présente un pole a w = e(k) - iW(k) : W(k) étant positif GR(k,uo est
analytique dans le demi plan supérieur en ® (comme pour le cas libre ou le
dénominateur de GR est w - eo(k)+in).

Supposons qu’il n’existe aucune autre contribution a GR que celles du
type pble simple. Alors d’aprés (3-11)

Ak, @) = = W(k)gk — (3-25)
(e(k)-w)“+ W (k)

A(k, w) étant réel et positif (densité d’état), Zk est aussi positif. De plus
intégrant (3-25) sur w, on obtient

K’ (3-26)

[}

I Ak, w)dw = Z

-

Cependant on a montré le résultat exact (3-14) et donc on devrait avoir
Zk= 1. Cependant il est clair que l’argumentation est incorrecte car
1’intégrale de A(k,w) recoit aussi des contributions provenant du comportement
de G(k,w) non réductible en pdles simples et on peut s‘attendre a trouver
Zk# 1. Un systéme pour lequel les formes (3-22) et (3-25) sont des bonnes
approximations est dit posséder des quasi-particules d’énergie e(k) et durée de
vie (k). Lfapproximation est d’autant meilleure que W(k) est "petit" (devant

e(k)).
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Réécrivons e(k) comme

k2
e(k) = 7= + V(K), (3-27)
G(k,w) a donc des poles de quasiparticules pour

k2
5t Vik) - iw(k)

£
|

2

v k). (3-28)

I(k) est appelé "opérateur de masse" ou self-énergie (ici indépendante de
w). Le calcul microscopique de cette quantité est donc & la base de l’analyse
ultérieure de la fonction de Green selon les approximations (3-22) ou (3-24),
que nous aborderons au paragraphe IV.

d) l’opérateur de masse, de fagon générale, dépend des deux variables k et w.
Tenant compte de cette dépendance et sans avoir & considérer le calcul
explicite de I, il est possible de définir des quantités physiques
caractéristiques des propriétés du milieu. I(k,w) est introduit généralement en
écrivant G(k,w) comme : ‘

G(k, @) = — : (3-29)
© - 3= - I(k,w)

Les pbles de G(k,w) sont donc solution de 1‘équation

w = %ﬁ'+ L (k,w {3-30)

I1 est utile de développer toutes les quantités dans le dénominateur de
G(k, ®) autour de la valeur réelle e(k), solution de 1/équation

2
e(k) = %ﬁ + Re I(k,e(k)). (3-31)

Supposons de plus que la dépendance en w de Im E(k,w) est faible de telle
sorte que

Im I(k, @) ~In I(k, e(k)))
O (3-32)
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alors
2 K2 ek
® = gp - Hkw) = w5 - Reltk,e(k)) - (wek)) 3= | eciy
+ 1.W(k) +0((n»e(k))2)
- z;l4w - e(k) + 1 ZW(k)}
+ 0((w-e(k))?) (3-33)

ou nous avons défini

-1

R i Y

k (3-34)

On peut donc écrire la forme approchée suivante de la fonction de Green

Zy

B
w-e(RHE W) * © (k,w). (3-35)

Gk, w) =~

Dans GB(k, w) est cachée la partie incohérente de la fonction de Green,
c'est -4 dire celle ne présentant pas de comportement du type oscillatoire
amorti en fonction du temps : l’approximation de quasi-particule revient a
négliger GB et a ne prendre en compte qué la contribution de pole simple avec

son résidu 2.

Revenons a l'équation (3-31) donnant e(k). Considérons w fixé et cherchons
la valeur ky(w) telle que

o7

= 5+ Re Ik, &). , (3-36)

b

m

Faisons 1"hypothése, bien vérifié expérimentalement 6), que

ReZ(k{w),w) = V(w) = V° + aw, (3-37)

et définissons

m*
S1om (3-38)
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alors (3-36) s’écrit

k2

w=§;—*+%v". (3-39)

Pour une dépendance non linéaire de V{w) en w, on définit en général

m* g V(W) (3-40)

m T dw !

Ce qui conduit a la vitesse de groupe vg de la quasiparticule

o

o dw
Vg = F = H-E; . (3—41)
Le libre parcours moyen X est la distance parcourue par la quasiparticule

pendant sa durée de vie T, soit
A=v .T
g

k
Eg 12,2, . InZ(k_(w),w)

k
= ﬁg— 2 Im 2 (k (), w. (3-42)
K 0
0
Ici m,  est tel que
o
m
S0y
m m k
(o)
m
k m
0 W ,
== - | (3-42")

Mo _ [1 _ 3ReI(k,w) ]

m 9w w = e(k)

n -1 (3-43)
k _ [1 . m SRel(k,w ]

m k dk w = e(k).
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On voit donc que pour connaitre les propriétés de quasiparticules dans le
milieu, caractérisées par la masse effective et le libre parcours moyen, il est
nécessaire d’étudier la dépendance en moment k et en énergie w de l’opérateur
de masse. Pour toute approximation de I indépendante de w, mym = 1, et la
masse effective de la quasiparticule s’identifie seulement & la masse . « Nous
reviendrons sur cette particularité aux paragraphes IV et V.

e) Nous allons maintenant dériver en quelques lignes l’équation du
mouvement pour la fonction de Green & une particule, qui va nous sgervir de

point de départ pour le calcul microscopique de lfopérateur de masse I(k,w).

Nous considérons un systéme de particules (fermions ou bosonsg)
interagissant via un potentiel a deux corps V(r). Pour alléger la notation
on omet les indices de spin (isospin) affectant les opérateurs de champ w(r)
et ¢ (r) et sans perdre en généralité le potentiel peut étre pris comme un
scalaire.

Nous avons donc
W), v (o1, = 83 (-1, (3-44)
et le Hamiltonien du systéme s’écrit

H - Id W (Dh (DWED)+ & J'd rd’r’ v () (EHV(-E")

WrOwWD. (3-45)

Tei ho(E) est une densité hamiltonienne & un corps pour les particules

pouvant se déplacer dans un potentiel externe scalaire U(r) et/ou vecteur A(r).

En évaluant les commutateurs [y,H] et (v",H] avec la relation (3-44) on
obtient les équations du mouvement pour Y(r,-iT) et ¢ﬁ(£,—ir)

- g%‘z EHT[¢(£)’H13_H1; ho(E)W(E,-iT)+Jh3r'¢7(£f,_11)

V(r-r )W’ ,~-itDwr,-i1n

4 . {3-46)
] . . .

T = b V(@ -iD + [Eret (-1t -1

V(z-r")¥(r’,-i1.
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Considérons la fonction de Green thermique définie précédemment, soit

G(rGr't) = - <Wr,~iDwr’,-1tv 1)

+ & <¥(r’,-17)w(e,-i1)>8(1-1),
et en la dérivant par rapport 4 T en tenant compte de (3-46) on obtient (la
différentiation des fonctions O conduit aux & de Dirac)

32605, T ) = - <V, ,-1T)] > 8(-T)

+ h (£) < TO{W(r,-iDv'(r’,-iv) P (3-47)
+ [ePemver crofur, i W 10w (7 -0 (et i) B

Dans cette expression, lors du positionnement des opérateurs indiqués
symboliquement par TO, celui avec <1, doit é&tre positionné avant ceux avec <
(l’ordre pour les deux opérateurs au temps T est sans importance puisque
ceux-ci commutent ou anti-commutent). Nous pouvons réecrire (3-47) en

introduisant la fonction de Green a deux particules Go

[%; * h0<£>]¢(£ﬂ.r.’ )= - 8(r-r') (-1

(3-48)
+ Jhsr“ V(r-r") GZ(ET,E“T;E’T’,E"T+).

A premiére vue cette équation ne semble pas trés utile puisque Gy n'est
pas connu. On peut continuer et dériver une équation pour Gop qui va faire
intervenir des fonctions de Green d’ordre plus élevé. La suite d’équation est
finie ou infinie suivant que le nombre de particules du systéme est fini ou
infini. En pratique, on cherche A résoudre (3-48) par des approximations

successives que nous allons développer au paragraphe IV.

g) il est utile de voir que la fonction de Green G(rt;r’' ') permet d’avoir
accés aussi aux propriétés macroscopiques du systéme. Pour cela considérons le

potentiel thermodynamique 2 défini comme

Q=kT 1n 2 ~ {3-49)




_28...

Pour 1'ensemble grand canonique la fonction de partition Z a été définie
en (1-14). Des quantités macroscopiques telles que l’entropie S et la chaleur
spécifique Cy s’obtiennent A partir de @

S = - (),

{3-50)

Cv = T(89/3T)V, u

Nous voulons relier @ & 1a fonction de Green G(rtir’t'). Pour cela nous
allons considérer le Hamiltonien H(A) tel que

H(N) = H + W, (3-51)
avec 0<){l. Le probléme de départ correspond & X=1.

Nous avons

(N = - kT 1n [Tre” &Ny (3-52)

et donc

aq —Lr -BH(X)
= 7 e B
B2 ’ { } (3-53)

B<V>.

Dans <V> quatre opérateurs de champ interviennent et donc la fonction de
Green Gz. Pour relier <V> a G, nous pouvons utiliser (3-47) : le terme
impliquant quatre opérateurs de champ n’est autre que 2)XV> si nous faisons
r=r’ et T'-T par valeur positive. Donc '

1y 1,3 3 QA P
MV = - lim, % _[d r 1im£,+£{[§; . ho(E)]G (ctr/T) (3-54)

En intégrant (3-53) sur Ade 0 & 1 on obtient

2A1)-(0) = - £ JJ% j &r ([ &+ ho(r)]G()‘)(r'_T;E't')}
0 l;f

orf

=
2

(3.55)
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Ici o) est le potentiel thermodynamique pour le systéme sans

interaction, en général calculable sans difficultés.

L'intérét de 1’étude de G(rT;r’T') est donc multiple en raison des aspects

microscopiques et macroscopiques du systéme qu‘elle permet d’aborder.

IV — APPROXTMATIONS GENERALES

Dans ce paragraphe nous allons dériver et discuter les approximations
d’ordre général pour lesquelles il est possible en principe de résoudre
lréquation (3-48). On obtiendra ainsi une approche systématique du calcul
microscopique de l’opérateur de masse qui permettra d’explorer quantitativement

le hien fondé des arguments qualitatifs précédents.

a) Considérons tout d‘abord un systéme de particules indépendantes caractériseé
par la densité hamiltonienne & un corps ho(E) et plongé dans un champ extérieur
a4 un corps U(r, t). Dénotons la fonction de Green correspondante G(Elti;ngé;U)

Elle obéit & 1l’équation
[—32—1 +ho(e) + UCEy, 1) |60 T3, Tl = -850~ T)8(E- 5y)  (4-1)
1 2 .
avec ho(E) = =5y T-u+ Uo(g) . Supposons connue la fonction de Green G,
du systéme avec U = o. Nous allons alléger les notations en écrivant dorénavant

G(1,2;U) = G(;lti;gz TQ;U)
8(1,2) = 6(11— 12)6(51 - 52)

L

Donc le systéme d'équations

3
[ﬁ Fh (1) + U(l)]G(1,2;U) - - 8(1,2)
[g_"1+ h0(1)]eo(1,z) = - &(1,2) (4-2)

doit étre résolu pour G(1,2;U), connaigsant Go(1,2), et pour 11? 0, 12% B8 avec

la condition aux bornes déduite de (2-16)

G(o,2;U) = - £ G(B,2;U). (4-3)
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La solution pour G(1,2;U) s’écrit grice & Go(l,z) sous la forme intégrale

8
G(1,2;U) = Go(1,2) + J d3 Go(l,S)U(S)G(S,Z;U) (4-4)
o

8 8
avec J dl = Jhté Jh3r3 . On voit que, gréce & la propriété (2-16) satisfaite
0

par GO et aux limites d’intégration sur Ty (4-3) est automatiquement
satisfait.

Nous allons chercher une solution de (4-4) sous la forme

6(1,2;0) = 5 ¢M™q1,2;0) (4-5)
Nn=0

ol 1’indice n compte le nombre d/intéraction U présent dans G(n). Bien sdr

G (o) = G°(1,2). En reportant dans (4-4) et en identifiant les termes contenant

le méme nombre d’intéraction U on obtient

8
™D a,2m - [a3 6,(1,3) 03 € 3,20
0

8
= Jﬁh3 J d4...JEA(n+2)GO(1,3)U(3)GO(3.4)U(4)
o 0

o

...U(n+2)G0(n+2,2). (4-6)

Soit

8
G(1,2;0) = G (1,2) + Jdl'Go(l,l')U(l')Go(l',Z)
O

6 8
. J;dl' J;dZ' Gy (1, 1)UL )G, (17,27 )U(2" )6 (2", 2)

R (4-7)

Revenons a4 la définition de G0(1,2).

Go(1,2) = - <L)y (2> &(t - 1)

+ & VWOt~ 1))
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Dans le premier terme '(2) crée une particule en "2" et (1) détruit une
particule en 1 : ce terme décrit la propagation d'une particule de "2" vers
"1", Dans le deuxiéme terme nous avons destruction d’une particule en "1" ou
création d’un trou en "1" et création d’une particule en "2" ou destruction
d’un trou en "2" : Ce terme décrit la propagation d’un trou de "1" vers "2".
Tenant compte de cet aspect de propagation nous allons représenter le résultat
(4-7) sous forme de diagrammes (i.e. de dessin). Tout d’abord pour T > Ty nous

représentons la propagation d’une particule de 2 vers 1

pour G0(1,2) par et pour G(1,2;U) par

Nous convenons de représenter 1l’action du potentiel U sur une particule
par une croix sur la ligne de cette particule. Ainsi la représentation
"hiéroglyphique” de (4-7) sera

1 1 1
1!
= + ¥+ +
2 2 2

avec la convention qu’a chaque croix 1l’intégration sur la variable
correspondante est i effectuer.

On peut maintenant ne faire que des dessins et obtenir les expressions
algébriques correspondantes simplement de la fagon suivante
i)} pour chaque ligne orientée du vertex b vers a introduire un facteur
G {a,b).
0

ii) pour chaque vertex n ou il y a une croix introduire un facteur U(n) et
intégrer sur les variables "n".

L’équation compléte (4-4) prend une forme picturale simple

1 1 1
= + 3
2 2 2

L’étape suivante consiste & étendre ces dessins au cas de particules en

intéraction mutuelle.
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b) Revenons au hamiltonien total écrit en (3-45). Dans cette expression V
déerit la diffusion de deux particules l'une en r l'autre en r’, Nous noterons
maintenant GO(1,2) la fonction de Green en rapport avec Ho (notée G(1,2;U)
dans le paragraphe précédent). V relie donc 2 particules : une particule peut
voyager de "2" vers "3" et 14 étre diffusée par son interaction avec une autre
particule du milieu se trouvant en "4" par exemple. Nous convenons de
représenter cette interaction entre les particules en "3" et en "4" par une
ligne pointillée, ce qui donne '

Cependant la fonction de Green décrit la propagation globale de la
particule supplémentaire entre un état initial et un état final identique et
donc la particule excitée doit retourner a son état de départ. Ceci ne peut
s’obtenir que zi

i) la ligne particule en "4" se boucle sur elle-méme (ou échange sa place)
ii) ou au moins une deuxiéme diffusion i lieu qui raméne la particule "4" 3
son état initial.

1
3 ____4(::} 3. _ 4
2 . =

[ ST VS L
Vo

Cas i) du premier ordre en V

1
R e
3 —_—M4
2

Un cas ii) possible (parmi d’autres) du deuxiéme ordre en V.

Avec les régles d’interprétation précédentes il est facile d’écrire la

contribution du cas ci-dessus :

Jh3 Jha Jhs Jhs 6o (1,5)6,(5,3)6,(3,2)6,(4,6) G_(6,4)
V(3,4) V{(5,6)
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avec V(1,2) = V(E1 - 52) 6(11 - TQ) : la fonction & traduit l‘action
instantanée de V.

Revenons & 1’équation différentielle de G(1,17). Avec les notations

abrégées elle s’écrit :

3 , :
[5?I + ho(l)] 6(1,17) = - &1,1%)
' J&z V(1,2) 6,(12;1°2%). (4-8)

On voit qu’elle fait intervenir un facteur V et si nous voulons une
équation pour G(1,1’) qui ne fasse intervenir que ce seul facteur qu’elle est
donc la forme la plus simple de G2 ad l'ordre zéro en V? Il nous faut donc
trouver G2 pour un systéme de particules indépendantes décrit par la fonction
de Green a une particule. Notons qu’en général

c¢{1,2,. 051,24, .. nr) to " ¢t 1,2,...nf17,27,..07) i
(4-9)
A partir des équations du mouvement pour les champs on obtient sans

difficultés 1’équation satisfaite par Gﬁo). Elle sfécrit

[ %——-+ h (1)] e$(1,2...n;1727..nry = - Ej(-a)i"15(1,if)
Tl 8] n iT=1

X Gg_1(2,3-.-n;l"z.f...’if_l’il_'_l’.'.n,)’(4-10)

ol le membre de droite vient de la différentiation des fonctions 8 contenues
dans la définition de Géo).

Cette équation peut s’intégrer a 1’aide de la fonction de Green i une
particule Go’ la condition aux limites (4-9) étant ainsi automatiquement

satisfaite.
On obtient

(0) d ir-1 (o)
Gy (1,2,0.m517,27 07 )=y (-€)" 76 (1,1)G] 1(2,3..0317,27,..47-1,i7+1..n").
f=1 -

i

(4-11)
Dans le cas particulier n = 2 (G(i)s Go) cela s’écrit :
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G2(12;1’2’)~= Go(l,l')Go(Z,Z')-e Go(l,Z’)Go(Z,l') {4-12)

On note que méme dans le cas ou il n’y a pas d’interaction 4 2-corps V,
G2 n‘est pas nul. Reportant (4-12) dans (4-8) on peut écrire

) . ,
[‘ﬁ;* ho(l)] 6(1,1) = &1,1')

' sz V(l,2)[G0(1,1’)G0(2,2)' . GO(1,2)G0(2,1')]

+ termes d’ordre plus élevé en V. (4-13)

¢) Réecrivons cette équation en introduisant la quantité

£(1,2) = &(1,2) JhZ' V(1,2')Go(2',2’) - EV(1,2)G0(1,2). (4-14)

Seit
[%1 ; ho(l)] G(1,1) = - &1,11) + [z K1,2) 6 (2,17)

+ termes d’ordre plus élevé en V. (4-13")

Comme nous allons le voir I est bien la "self-énergie" au premier
ordre en V.

A 1'aide de la fonction de Green Go (1,1}, solution de

[%; h0(1)]c0(1,1') - - 81,17 (4-15)

on peut écrire G(1,1') sous la forme
G(1,1') = Go(l,l’) + Jﬁ2d2' Go(l,Z) £(2,2°) GO(Z';l’)

+ termes d’ordre plus élevé en V. (4~16)
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Nous pouvens a nouveau dessiner symboliquement cette relation comme suit :

4 4 A
2

= A + d e
2
A A A

Sous cette forme on voit immédiatement qu’on peut regrouper tous les
termes d’'ordre plus élevé en V qui représentent juste une itération du terme de
base en L, comme dans le cas simple précédent avec un potentiel externe & un
corps. On obtient ainsi une équation intégrale pour G(1,1’), connue sous le nom
d’équation de Dyson. Cependant avant de 1l’écrire, il convient de faire 1la
distinction entre les contributions & la self-énergie qui sont générées
automatiquement par la répétition indiquée ci-dessus (contributions
inappropriées) et celles qui ne le sont pas (contributions appropriées). Pour
illustrer cette distinction reprenons 1'expression (4-14) de I(1,2), du premier
ordre en V, qui se représente comme la somme des deux diagrammes suivants (cf.

le cas 1) au début de ce paragraphe) :

—-0  + {

o

Au deuxiéme ordre en V, nous avons déja indiqué une contribution a £ en
dessinant un cas ii) possible. I1 y a 10 contributions au total, du deuxiéme
ordre en V, que 1’on obtient en développant explicitement l‘équation pour Gp. A
cet ordre 1la, impliquant deux interactions V, on peut encore dessiner ces
contributions par simple inspection, sur la base des deux figures ci-degsus. On

obtient tout d’abord 4 contributions a I :

0O | O N

I'. 4
A + + S, *

I‘ ‘

'\ Jk' ¥ 3

ﬁ' ;

qui apparaissent bien comme une répétition du terme de base de la contribution

du premier ordre en V a E. On obtient de plus 6 autres contributions :
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qui ne peuvent pas étre générées itérativement & partir des deux diagrammes &
une interaction V de départ : ces contributions 4 la self-énergie sont
irréductibles ou appropriées. On voit en effet que contrairement aux quatre
premiéres, il n’est pas possible de les réduire aux deux formes simples
initiales en coupant une ligne particule. Nous noterons par r* la self-énergie
battie & partir des contributions appropriées seulement. Au premier ordre en V,
I* se confond avec I. Cette distinction entre contributions appropriées et
inappropriées étant faite, il est clair que l’équation intégrale pour G{1,1’)

ne doit faire intervenir que I* et se représente sous la forme
A 1 1

H|

-+

F)
1 A’ A
S5i nous ne prenons en compte que le premier ordre en V (cf. eq. 4-14) pour
la self-énergie, on obtient la forme particuliére suivante :

1 1 1 1
L 2 I\
= + 20 Nl g0 A
1’ 1/ 1r 1

Cette équation pour la fonction de Green est connue sous le nom

d’approximation self-consistante de Hartree-Fock.

Nous verrons plus loin le contenu physique de cette équation et la nature de la
self-consistance invoquée.

Dans l’espace (k,w) 1l’équation intégrale de Dyson s’écrit

G(k,w) = Go(k,uﬂ + Go(k,uﬂ X (k, w)G(k, w) {(4-17)
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dont la solution formelle est

G, w) = 630k, w - £k, o], (4-18)

soit en tenant compte de (3-20)

1
- e (k) - £ (K, w

Gk, w) = {4-19)

Nous avons maintenant une premiére approximation microscopique a 1l’opérateur de
masse L : l'approximation Hartree-Fock (HF) self-consistante. Regardons de plus
prés son centenu dans le cas d’un systéme dans un potentiel externe i un corps
et d’un potentiel dfinteraction indépendants du spin. Reintroduisant Iles
indices de spin, et pour le cas des fermions, on aura

3 v
By = [ Vo [- g7+ v e
1
Bi= 3 [ [P v Ve vgevm. (4-20)
Soit {¢§} la suite compléte des fonctions propres de H_

0 7 0 0o .0
B = [- 75+ U@ ]6w = ¢ . (4-21)

Avec nos conventions et en temps réel t, nous avons vu que

* —ieP(t-t*
GoEtE' ) = - T 4506 (r)e e () (4-22)
]
+ . +
lo(t-t7) < o lajal 8> - e(t'—t) < g Jala, [¢> ]
ou |¢0> est 1/état fondamental du systéme non interagissant.
Notons
<t Ja,atle> = n)
07 l11'0 ] (4-23)
+ <
<¢ laa,|¢> = n.,
6" 33 o J
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et introduisons la représentation intégrale de la fonction saut

= -1t
. dw e
o(t) = - limg, J;ZE S — (4-24)

La fonction de Green G0 s'écrit alors

>
Gl £'50) - § #(0) 6" (x) i, L— | 29
3

L'équation intégrale pour G(r,r’;w) se lit d’aprés les diagrammes

précédents (4-17)

avec

G(r,r’,w) = G (r,r’;w) + _[d3r1d3r'1G°(£.51=w)E (ry3c’9)G(r], LW

(4-26)
L (5yr2'y) = (2s+l) 8(x,- E'l)jﬁarZV(gl— £y) 5% Tdf;ﬁiwﬁS(gl,Ez;ao
- V(g- 1) 2% .[ff:,’ emac(‘f-lpg'l:w). (4-27)

Ici (2s+1) est la dégénérescence de spin. On voit que dans l’approximation

HF (4-27), L est indépendant de w et réel pur : les quasi-particules ont une

durée de vie infinie et se comportent donc comme des particules libres de masse

aeffective %i déterminée uniquement par la masse "k" définie en (3-43). On peut

done

soit

écrire G(r,r’;w) sous une forme équivalente 3 1l’expression (4-25) de Go’
x

G(rr'5w) = § $5(D)45(c")
3 ]

(4-28)

ou les inconnues sont les *j(E) et les énergies ey

Introduisons 1l/opérateur L1 tel que :
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7

1
Ly = - 0= 5=+ U(rl)
= - w+ H. (4-29)
Alors
LiGo(kyr £150) = - 8(xy- 1) (4-30)

Appliquons Llsur G(r,r’;w) défini en (4-28) et obéissant a (4-26). En
utilisant (4-30) on obtient une équation aux valeurs propres pour fj(gl) et ej,

2
v
[‘ =+ “<£1’] )+ [Pree) 4 - e, G

On voit que la self-énergie agit comme un potentiel non local. De plus
i) I est hermitique : {¢j} forme une suite orthonormale d’états propres
ii) E est composé de 2 termes : un terme direct local (terme de Hartree) un
terme non local d‘échange (terme de Fock)
iii) La nature de l'auto-consistance est apparente d’aprés (4-27), {4-28) et
{4-31) : L s’obtlent & partir des Qj(g), mals & leur tour les ¢j(£)
s'obtiennent a partir de E.

d) Ayant obtenu une premiére approximation générale pour l’opérateur de masse,
nous allons en discuter son domaine d’application et voir ainsi dans quelles
conditions et pour quels systémes il est nécessaire de rechercher une
évaluation plus élaborée de L.

L’équation intégrale pour‘la fonction de Green G fait intervenir la fonction de
Green & 2 particules G7 que nous avons écrite en termes de G seulement alors

que l’expression compléte de Gy est :
G2(1,2;1'2’) = G(1,1")G(2,2') - £ G(1,2")G(2,1") + Gc(12;1'2') (4-32)

Ici les deux premiers termes du membre de droite représentent la partie
non correlée tandis que Gc représente la partie correlée que nous avons
négligée. Ces corrélations entre les particules peuvent raisonablement étre
négligées si la distance moyenne entre 2 particules est beaucoup plus grande
que la portée a du potentiel d'intéraction. Si p est la densité du miliey, la
distance moyenne entre 2 particules est de 1’ordre de p-1/3 et donc la

condition de non prise en compte des corrélations serait
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p—1/3 5> 4

ou /3 a <1 (4-33)

En chiffre, pour un systéme nucléaire, le pion détermine la longue portée
de l’interaction entre nucleons et donc a‘1= m, = 140 MeV = O.Tfm'l; 1a
condition serait donec p<<0.34 fm_3. La densité moyenne & l'intérieur des noyaux
lourds est de 1’ordre de 0.17 fm—3 et il semblerait & premiére vue que
1l’approximation HF devrait étre satisfaisante pour décrire les propriétés
statiques des noyaux. Ceci est effectivement le cas, mais c’est seulement aprés
un examen plus approfondi gqu’il est possible de répondre affirmativement. En
effet un probléme majeur se pose lorsqu’on examine de plus prés 1l’interaction

nucléon-nucléon, a4 travers les résultats des déphasages libres dans 1’onde 150;

See)
80" I~

40° ¢ ~ .

- >
250 2~ ~o E(Mev)

que nous avons représenté schématiquement dans la figure ci-dessus. Le
changement de signe & Elab" 250 MeV indique que 1l’intéraction N-N est fortement
répulsive a courte portée et ce comportement est bien représenté par un coeur
dur de rayon ¢ voisin de 0.5 fm, suivi d'une forme attractive du type Yukawa,
, ® r <c
V(r) = ,
: Voe_(mnr)/(mnr) r > c. (4-34)

Pour un tel potentiel, les éléments de matrice de l’intéraction ne sont
pas finis et il est donc nécessaire de savoir traiter les corrélations de
courte portée conduisant 4 la définition d’une intéraction effective finie

utilisable dans une approche HF.

Dfun autre cdété si les forces sont de longue portée, la relation (4-33)
indique que, si 1l’on considére le‘systéme pour des densités croissantes, alors
il devient nécessaire d’aller au-deld de lfapproximation HF standard. Ceci peut
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étre envisagé a travers les resommations (RPA) d’une suite de diagrammes
particuliers contribuant & IL(k,w). C'est le cas du potentiel a longue portée de
Coulomb pour 1le gaz dfélectron, tandis que le gaz d’Hélium posséde
essentiellement des corrélations de courte portée (le potentiel de Lenard Jones
est pratiquement un coeur dur). Le gaz de nucléon est difficile A& traiter car
le potentiel nucléon-nucléon a & la fois les caractéristiques de courte et

longue portée.

V — RESOMMATIONS PARTICULIERES, D’ORDRE INFINI EN V, POUR L’OPERATEUR DE MASSE

Nous avons vu un exemple de resommation d‘ordre infini en nombre
d’interaction V donné par l‘’équation de Dyson. Cette resommation est de
caractére purement géométrique. Nous allons examiner maintenant d’autres types

de sommations imposées par des considérations physiques.

a) Pourquoi sommer les diagrammes en anneaux souvent mentionnés au cours de
cette école {cours de M. Ericsson et de J. Delorme) ?

Considérons le diagramme approprié non-réductible du 2éme ordre en V déja
rencontré et contribuant & la self-énergie L. Soit I; cette contribution

(B"w) V' (91\,)

(R-gu)g (BDA R

(ko) T g

Pour une intéraction scalaire (sans étiquette de spin) draprés les conventions
q

du paragraphe III, nous obtenons facilement que ZE est tel que

5o~ Jafojee ] @ e
. Go(Efq,uﬁ+v)Go(&—q,uﬁ—v). {5-1)

Ici V(q) est la transformée de Fourier du potentiel d’interaction

-ig.x

o~

V(q) = _[d3x Ve S (5-2)
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2
Pour le gaz de Coulomb, V(q) = Ef, et 1'intégrale en (5-1) diverge
q
car elle se comporte en Jh3q/q4(1a limite g% des 3 facteurs G est réguliére).
Pour un potentiel de portée finie m -1 du type Yukawa 1'integrale n‘est plus
divergente, mais la contribution est maintenant dominée par les valeurs de g

inférieure ou égale 4 m_ et c'est aussi la partie de longue portée du potentiel

n
qui rend cette contribution importante.

La situation devient apparement encore plus catastrophique si on considére
des contributions d’ordre plus élevé dans le nombre d’anneaux présents. Soit en
effet la contribution suivante

(k) pmm == — ~ -

a0,

A ——-
g
(hw) b-3 “9‘3 |

pour laguelle nous aurons une intégrale du type Jh q[&(q)j j aﬁ%
done encore plus divergente & g-o, q

‘ n anneay
{

Cependant si nous considérons la somme infinie de tous ces diagrammes en
anneaux, alors nous formons une progression géométrique formellement sommable
et la somme est finie!

Pour voir ceci définissons

(g, V) = N_[dml_[d3p G (R @) Go(e+q,6>+v), (3-3)

et introduisons un vertex effectif d’intéraction tel que :

v Lt ]
(q¥) 9 (p1g @), | --0 $ooo
—awe = -Zoa 4 PR Qe + O

Soit : (3"”

V.(2,V) = V(@) + ¥(q)n®(g, WV(q)+... (5-4)
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- viq) _
1 - V(q)r°(g, V)

Pour évaluer la contribution totale & Zg, nous devons soustraire la
contribution V(q) seule car elle est déja présente dans le terme HF

(cfest -~ ; N )

On aura donc

B;,total (&’“Q"Jh“ dSq[&r(q,v) - V(Q)]GO(E—Q, W - V)

2.0
v(a) |“n°(g, v
~Jﬁv d3q [ ] 4 G_(k-q,w-v). (5-5)
1 - V(q) n°(q,v) °

2 2
L’intégrale sur g se comporte comme j ﬂ_ﬂ%___z_ﬂ_____ .
qa q - oq)

3)

Considérant np( » V) on montre ue la limite g0 de o{q) est une
1 q

constante pour les valeurs physiques de v et donc la divergence est levée.

Pour un potentiel de portée finie, c’est la comparaison entre le premier
terme de la série donné par V(q) et la somme compléte qui permet seulement de
décider de la nécessité de la resommation.

Ici, nous avons mis lfaccent sur un type particulier de diagrammes, pour
mettre en évidence de fagon simple les modifications apportées aux propriétés
analytiques de I(k,w) par la resommation, ici dite de Tamm-Dancoff. Dans le
méme cadre, des schémas de resommation plus élaborés existent pour lesquels on
pourra consulter les Réf. (3). Nous reviendrons sur cette question & la fin de
ce paragraphe.

b) Nous allons examiner maintenant comment traiter le cas d’un potentiel
d’interaction 4 coeur dur (ou fortement répulsif). C’est 1’aspect essentiel du
probléme du gaz de nucleons ou d’atomes d’/Hélium.

Le traitement de la diffusion libre par un coeur dur est & la base du
traitement en milieu & densité finie et il est utile de rappeler quelques
résultats.
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Considérons 1’équation de Schrédinger pour deux particules de masse m
interagissant par un potentiel V. Dans le centre de masse, elle s’écrit

(7 + ¥ ww) = vowD. (5-6)

Ici v(r) = 2m V(r) = mV(r) (f = 1). La solution d’onde sortante de (5-6)
s'écrit a l’aide de la fonction de Green G( )(r—r '), satisfaisant a 1'équation

[7s 1® J6 ey = - sez-er) (5-7)
La solution de (5-7) est :
ik fe-r’ |
G("’)(E_EI) = e—zﬂm . (5—8)
Elle permet d’écrire

ik, r

W) =e Jh 6 (e ve) ) (@) (5-9)
De cette expression on en déduit le comportement asymptotique

. ik.r ikr
Y (D) o= + E(k,k) S

, (5-10)

r

qui définit 1‘amplitude de diffusion pour une transition d’un vecteur d’onde
incident k vers un vecteur d’onde final k', soit

- ik’.r’
ERK') = - 75 [Prr e T v, (5-11)

Si V(r) a un coeur dur a r=c (ie V(r) est infini pour r<c) alors la
particule ne peut pas pénétrer le coeur dur et uk(g) =0 pour r € ¢, de telle
sorte que l'amplitude de diffusion (5-11) reste finie. En effet le
développement en ondes partielles de f s’éerit

£(k,9) =)

(21 + 1) e15
l=0

1
sin&l Pl(cose) (5-12)
avec (par calcul direct & partir de (5-6))

5 (k) = - & k)t ” (5-13)
21 DI - DI
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£(k, k') - K11+ 180)80 + 0k

= - ¢+ ik ¢ 4 0(k%e3y. (5-14)
k=0

Pour obtenir f(k,k’) fini il faut donc avoir le comportement correct de
¢k(£) 4 r=c, ce qui ne peut pas s’obtenir par une solution perturbative de
(3-9) (ie un développement en puissance de v).

Considérons maintenant V fini (mais aussi repulsif que voulu) et placons
nous dans l’espace des moments ou

i

- ipr
(p) = [¢°r e == * () (5-15)
Y %,

et —ipr
V(p) = Jh3r e ~v(l.:_).

Lféquation intégrale (5-9) devient

3
3 1 d"g
(p) = (2m)~&(p-k) - v(q) w (p-q). (5-16)
'R % o’ _ k2. 15 J;Zn)3 D % led

Definissons
tk,k’) = - 4n £(k, k)

- 25135 [¢%a vt w 9. (5-17)
It ~

Multiplions (5-16) par v(p-q) et intégrons sur p. Ceci donne l’équation
intégrale de Lippman Schwinger pour t(p,k) :

d3q v(p-q) t(p,k)

t(psk) = v(p-k) + , (5-18)
2n3 K- %+ is
ou écrite sous forme matricielle équivalente
led > <cd |
t(w) =V + V) (5-18")

c,d “- e, (c)-e (D)+I3 t{w).

~

Il convient de noter que la solution de (5-18) demande la connaissance de




_46F

t(q,k) pour tous les q2> o (hors couche) et pas seulement pour q2= k2 (sur
couche).

Nous savons donc générer l’amplitude de diffusion libre toujours finie
quelque soit la répulsion du potentiel initial V. Comment étendre ceci A un
assemblage de particules, de densité finie ? Le coeur dur interdit tout
développement perturbatif et la self-énergie au lexr ordre en V n’a pas de sens.
Comme pour la diffusion libre, la quantité physique est l’amplitude finie de

diffusion & 2 corps dans le milieu. Par rapport a la diffusion libre les

différences sont :

i) tous les états intermédiaires |g,g> ne sont pas permis pour la diffusion car
tous ceux dont 1l’énergie est plus petite que 1l’énergie de Fermi sont déja
occupés.

i1) les particules ont des énergies e{c) différentes des énergies libres
purement cinétiques eo(c) = §aw en raison de la présence des autres particules.

En fait nous aveons vu que

2
e(e) = %ﬁ + Re) (¢, e(c)).

Soit g(w) l’amplitude de diffusion dans le milieu.
Une fagon (non unique) de définir g(w) est d’écrire la généralisation de
(5-18) dans le milieu, soit :

5 0 | ¢d > < ¢4 |

glw) = V + vczé e ™8 @ - e(0) -~ e(d) v 16 g(w),

~

(5-19)

ou nz = 1(0) pour un état ¢ au dessus (dessous) du niveau de Fermi.

Pour la self-énergie, la resommation (5-19) correspond aux diagrammes

suivants : (Rt} — (Rw)._ _

¢ d

Z(h,w):—_ ——— + C d + ———— 4oee
0%00 < d

(Rupb—~ -~ )

L’approximation obtenue est dite Brueckner Hartree-Fock (BHF) et s'écrit

Tggp(ko = ¥ 0§ <k, i eCare) [k, >, (5-20)

5

. — — —
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Cette expression garde la dénomination de Hartree-Fock car I comporte une
contribution directe (Hartree) et d’échange (Fock). Cependant elle étend
considérablement la simple approche de Hartree Fock. En effet, nous avons
maintenant une interaction effective g(w) qui est complexe et qui génére donc
une largeur pour les états de particule simple. Nous avons pour la partie

imaginaire W(k) du potentiel optique
W(k) = Z¢k).Im[ Z(k,e(k))].

Un calcul microscopique de W(k) est donc possible et les résultats peuvent
étre confrontés avec tout un ensemble dfobservations empiriques 6). 11 y a
toujours un probléme délicat d’autoconsistance entre les énergles des
quasi-particules, les fonctions d’onde et l’interaction effective g(w).

Considérant (5-19), on voit maintenant, qu’ayant incorporé dans g(w) les
effets des corrélations de courte portée et la longue portée de g étant celle
de V, il est possible d'appliquer & nouveau le critére (4-33) a l’approximation
BHF. Les calculs montrent effectivement que les propriétés statiques des noyaux
de l’oxygéne au plomb sont bien décrites dans une approche de Hartree Fock avec
interaction effective /). L’extension (5-19) resomme tous les diagrammes en
"échelle” comme dans la diffusion 1libre. Il est possible de définir une
amplitude de diffusion plus générale qui tient compte du fait que la paire de
particules dans l’état intermédiaire peut sze propager soit comme une paire au
dessus du niveau de Fermi (c’est le cas retenu pour écrire 5-19) soit comme une
paire de trous sous le niveau de Fermi. Lféquation intégrale, dite de
Galitskii, est dérivée et discutée dans Fetter et Walecka 3). La majorité des
calculs microscopiques de l’opérateur de masse est en fait effectuée & partir
de 1l’équation (5-19), pour la raison que, dans le systéme infini, les
contributions & 1‘’énergie de liaison, générées par les rediffusions trou-trou,
sont trouvées négligeables par rapport & celles générées par les rediffusions
particule-particule. Nous allons donec poursuivre la discussion sur la base de

la définition (5-19) de lfinteraction effective.
A ce stade, il est légitime de se poser au moins deux gquestions :

i) Pourquoi s’arréter A cet ordre en g (i.e & la définition (5-20)) pour

l7approximation de 1’opérateur de masse ?




_.48_.

ii) Au début de ce paragraphe nous avens vu que l’interaction
nucléon-nucléon a & la fois des caractéristiques de longue et courte
portée. Est ce qu’il est possible d'incorporer et de sommer les
contributions des diagrammes en anneaux et de traiter les corrélations
de courte portée ensemble ?

La réponse 3 ces deux questions est en fait reliée et peut étre donnée a
partir de considérations sir les contributions & 1l’opérateur de masse d'ordre
plus élevé en g.

En raison de la définition de g(w) un seul type de contribution a I du
2éme ordre en g existe, £2b(E,a0, dénommé correction de corrélation. Elle a
pour expression graphique

- et
Prevh s e -

L}

Ly d .é ‘ﬂ (i + | e

—

e et . e — - — -

Donc a cet ordre l’énergie de la quasi-particule s’écrit

2
e(k) = 5= + Re Ly (k,e() + Ty (koe(k)) |- (5-21)

Cette correction joue un réle important pour la compréhension des
propriétés de transport du milieu nucléaire 9).

Il est facile de dessiner et d’écrire une expression algébrique Eg(&,uo

du 3éme ordre en g. Graphiquement

(R,w)

dont 1l’expression est 67
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L2k, W = - %JE < ki leCave(3)) [k 1>,

: 2
<11 lg(e(i)+e(1)) [c,d >, |
F njnn] k. - (5-22)
[

[e(1)+e(1)-e(c)-e(d)]

n <l1|g le,d >< c,d| -gll,l> .

< . .
ny <k,jlglk,g >p0

ol nous avons symboliquement écrit le dénominateur d’énergie comme e et
représenté les contraintes dues au principe de Pauli par Q.

La fonction d'onde correlée & 2-corps <r1r2[w 1) > est telle que

<yl el > = <y e > (5-23)
1152 rz 7= S Eyefp ¥

ol <El, £2|i,l > = ¢, l(rl,rz) est une onde plane & 2 particules.

.0On peut donc réécrire (5-22) comme

2

1 < <13 3
B,W = - 3 1>:i ny o} [¢’r,d’r,

x <kilglsi >, (5-24)
On définit maintenant 1l’intégrale de "blessure" moyennée K, comme

_ 5 (2) 2
g = 0 < [nen 14 ey - WP ) By (5-25)

ou p est la densité du milieu et <.>py la moyenne prise sur les états (1,j) en
dessous du niveau de Fermi. On voit donc que

Bk, @ = - K Bk, o). (5-26)
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A cet ordre Ky apparait comme le petit paramétre dans le développement de

1l’opérateur de masse (pour p ~ 0.17 fn~3

p).

, K2 ~ 0.2 mais croit fortement avec

¢) Cependant l’argumentation ci-dessus est incompléte. Bien que chaque
contribution & I avec une ligne trou supplémentaire (ie 1 < kp) donne
effectivement un facteur K, comme ci-dessus, il existe une suite infinie de
contributions avec un nombre croissant de matrice g mais un nombre donné de
lignes trous. En effet, considérons la suite des diagrammes suivants a deux
lignes trous seulement :

(bw)

m
ok + s
(R)

b,1 b,2 b,3

I3 ! 4

S0it 23 la contribution globale & 1/opérateur de masse

m- ol S SRy (5-27)

Lfévaluation directe de Eg’z et 22’3 montre que ces contributions sont de

méme importance et il en est ainsi pour tous les termes de la somme I, : ces

LW o

.

diagrammes doivent étre sommer d’une maniére analogue & la diffusion a 2 corps
par solution d’une équation intégrale a4 3-corps dite de Bethe-Faddeev.

La figure ci-dessus montre que Zg incorpore un diagramme anneau avec n=2
mais ne somme pas la série des anneaux puisque les contributions d’ordre
supérieur en nombre d’anneaux appartiennent aux ordres supérieurs en nombre de
lignes trous et comme telles sont reléguées dans 24, etc...Cependant il vy a une
facon d’incorporer tous les anneaux (et bien plus) en considérant les
contributions a I formées par la somme

zg . (zg)z + ()3

97 e = 22(1 - zg)‘l (5-28)
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c’est 4 dire en inversant la matrice 1—2?. Cecl est appelé la "sommation
généralisée en anneaux" qui permet de traiter 4 la fois les corrélations de
courte et de longue portée. Ce traitement passe par la solution difficile des
équations du probléme & 3-corps et nfa été effectuée 8) que dans la

matiére nucléaire infinie.

Nous conclurons en mentionnant que 1l’étude des propriétés de l'opérateur
de masse dans le plan (k, w), au-deld de l'approximation BHF (5-20) est sans
doute nécessaire pour une meilleure compréhension microscopique du modéle en
couche., Il existe actuellement des possibilités de pouvoir conduire cette
étude 9) sans de trop lourds calculs grace a des représentations séparables du

potentiel d’interaction pour le gaz de nucleons ou d‘atomes d’Hélium.

3

Je remercie les organisateurs de cette école pour leur invitation a
présenter cet exposé, préparé essentiellement pour des non-spécialistes,
suivant les recommandations d‘usage. Au prix d’impasses, de démonstrations et
de discussions plus ou moins savamment éludées, et donc condamnables sans
appel, j’espére néanmoins avoir montré que pour étayer le concept de
quasi-particule, il est nécessaire d’étudier microscopiquement 1’opérateur de
masse et que cette étude est toujours un domaine actif de recherches tant en
Physique Nucléaire que dans le domaine voisin de la matiére condensée ol j'ai
puisé la plupart des notations et quelques exemples.

Je remercie Karine Sultan pour le traitement du texte et Y. Grandati pour

ga relecture attentive.
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