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Si vous êtes l'une des 150 personnes qui t�el�echargent annuellement ce polycopi�e sur archives-ouvertes.fr,
et que vous passez par Le Mans, venez m'o�rir un caf�e (sans sucre)... et on en pro�tera pour parler du
contenu a�n de l'am�eliorer.

Jean-Michel
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Chapitre 1

M�ethode de travail

1.1 Les objectifs

Cet enseignement sera dispens�e pendant les s�eances de CRAIES("Coop�erons �a notre Rythme d'Ap-
prentissage Individualis�e E�cace et Sympathique"). Lorsque plus ieurs enseignements sont propos�es pen-
dant les s�eances de CRAIE, vous choisissez �a quelle s�eance vousvous rendez. Pour que vous puissez
organiser vos apprentissages, pour chacun des enseignements,un plan de travail personnel et pour l'ann�ee
r�esume :

| les �etapes de formation (brevets),
| les objectifs de formations (ceintures ou examen).
| le nombre de s�eances �a priori qu'il vous faut suivre,

1.2 La p�edagogie utilis�ee

Les s�equences d'enseignement en pr�esentiel (CRAIES) sont divis�ees en quatres parties :
| Lors de votre entr�ee dans la salle, vous prenez un plot de couleur et vous y ins�erez le triaide et

�eventuellement le drapeau du brevet dont vous êtes r�ef�erent. Vous posez en �evidence sur la table
votre plot.

| Lecture silencieuse du polycopi�e pendant 10 minutes. Vous cochez les lieux o�u vous avez une
di�cult�e, au besoin notez votre question. Durant cette phase, v ous ne cherchez pas de l'aide
aupr�es de vos coll�egues.

| Lors d'un second temps, il est demand�e �a chacun s'il a une quest ion. La question est pos�ee �a
haute voix, l'enseignant r�epond �a tous. Ce module �etant ouvert gratuitement sur le net, nous
souhaitons enregistrer en vid�eo les phases de questions-r�eponses qui seront ensuite index�ees dans
le polycopi�e aux lieux ad�equats, ce qui permettra de les consulter en di��er�e. Cela permettra aux
personnes suivant ce cours �a distance, de consulter les FAQ (frequently asked questions). Si vous
ne souhaitez pas apparâ�tre �a l'�ecran, par respect pour votre droit �a l'image ou pour cause mise en
plis d�efectueuse ce matin l�a car vous aviez tellement travaill�e hier soir, seule votre voix peut être
enregistr�ee en ne vous placant pas dans le cadre de la webcam. La prise d'image est assur�ee par un
�etudiant-cam�eraman. Un autre �etudiant veille �a ce que l'enseign ant r�epête la question et lui fait
signe s'il oublie de le faire, puis v�eri�e dans les faq que cette questionn'a pas d�ej�a �et�e enregistr�ee. Si
oui, il fait signe �a l'�etudiant-cam�eraman qu'il peut arrêter la pr ise d'image. L'enseignant continue
de r�epondre �a la question pos�ee.

| Une phase d'exercices (brevets) est alors faite, �a votre rythm e. La banque de brevet regroupe
l'ensemble des exercices (https ://cel.archives-ouvertes.fr/cel-00611694). Ils ont �et�e �ecrits suite
aux erreurs rencontr�ees les plus fr�equemment dans les copies d'examen. Cette banque de brevets
concerne l'ensemble des trois ann�ees de formation �a l'ENSIM. Un arbre des connaissances vous
permet, en grisant les brevets dont vous êtes d�etenteur-trice de savoir o�u vous en êtes dans la
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formation propos�ee. Pour un brevet que vous avez bien compris,vous pouvez en devenir le r�ef�erent :
votre rôle est alors d'aider les autres �a l'obtenir. Un syst�eme de drapeau, que vous posez sur votre
table lors des s�eances suivantes, permet aux �etudiants de vousidenti�er et de venir chercher de
l'aide. Vous n'êtes pas oblig�e de r�epondre instantan�ement �a la demande d'aide : �nissez ce que vous
êtes en train de faire. N�eanmoins, bien que le demandeur d'aide puisse commencer un autre brevet
en vous attendant, ne le laissez pas mariner pendant 1/2 h. L'aide del'enseignant se concentre sur
les brevets pour lesquels il n'y a pas encore de r�ef�erent. A�n quechacun puisse se concentrer sur
son travail, si vous �echangez avec vos voisins, merci de le faire enchuchotant.

| Les trois derni�eres minutes d'une s�equence sont utilis�ees pou r noter votre progression sur le plan
de travail et de prendre un peu de recul sur votre activit�e pendant cette s�eance.

1.3 L'�evaluation des comp�etences

L'�evaluation est faite par la validation de comp�etences. Le châ�nage des comp�etences est indiqu�e en
d�ebut du polycopi�e.

Le CA de l'Ensim a vot�e �a l'unanimit�e en juillet 2016 : "Les modalit�es d'examen d'une mati�ere doivent
être uniques". La validation des comp�etences sera donc faite par un examen quitestera la totalit�e des
comp�etences au programme.

Etre d�etenteur d'une comp�etence, implique qu'en tant qu'expert de celle-ci, vous aidiez vos camarades
�a l'obtenir, en les orientant sur les brevets a��erents, en r�epon dant �a leur questions sur ces brevets, en
insistant sur des points qui vous ont �eventuellement fait rater cette comp�etence dans des tentatives
pr�ec�edentes, en inventant des exercices similaires, sans d�evoiler le contenu du sujet de la comp�etence ni
les r�eponses.

L'interfa�cage avec les modalit�es de contrôle des connaissancesn�ecessite, h�elas, une note... (Relire
l'invariant p�edagogique 19 de C�elestin Freinet [15]). Le cumul de vos points vous fourni la note. Nous
transmettrons les comp�etences que chacun d'entre vous a valid�ees, aux coll�egues des enseignements �a
venir qui ont comme pr�erequis des comp�etences de ce module.

Nous vous souhaitons une bonne d�ecouverte, une int�eressante confrontation des mod�eles que nous
d�evelopperons lors de cette formation �a la r�ealit�e des essais e�ectu�es en travaux pratiques, et bien sûr...
une bonne coop�eration entre vous, sauf lors de la validation de comp�etences.
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Chapitre 2

Situation de ce cours et objectifs.

Tous les documents (cours, td, tp , examens, corrig�es, qcm) relatifs �a ce cours sont disponibles sous
http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php?id=403

Dans les cours pr�ec�edents de dynamique des structures, ont �et�e pos�ees les fondements des m�ethodes
d'analyse des vibrations. Une fois la mise en �equations faite, par l'�ecriture de l'�equation dynamique locale
(d'une corde, d'une poutre, d'une membrane ou d'une plaque) ainsi que des conditions aux limites, des so-
lutions analytiques �etaient recherch�ees de fa�con exactes. Par chance (ou par comp�etence de l'enseignant),
les exemples trait�es poss�edaient la sympathique propri�et�e qu'il existait une solution explicite au syst�eme
d'�equations. Ce n'est �evidemment pas toujours le cas. Ceci estd'autant plus vrai que l'on consid�ere une
cin�ematique de l'�el�ement de structure �el�ementaire de plus e n plus complexe, a�n de prendre en compte
les e�ets de cisaillement transverse ou la perte de l'orthogonalit�e dela normale au repos avec la �bre ou
le feuillet moyen.

Nous aborderons tout d'abord la m�ethode de Rayleigh-Ritz, qui est applicable �a des structures
discr�etes ou continues, et nous ne l'appliquerons qu'�a des cin�ematiques d�ej�a connues de vous.

Les m�ethodes d'analyse modale ont �et�e pr�esent�ees dans l'autre partie de ce module par Fran�cois
Gautier. Un ancien polycopi�e sur la même th�ematique est n�eanmoins pr�esent dans ce document.

Vous disposez alors de mesures de qualit�e, de mod�ele de qualit�e, et lorsque vous les confrontez... bien
�evidemment, les r�esultats sont signi�cativement di��erents. Il faut donc trouver un moyen de confronter
ces r�esultats et d'am�eliorer le mod�ele. C'est l'objet du chapitre 6, qui traite des m�ethodes de recalage de
mod�ele. Ne disposant que de deux s�eances, les concepts de baseseront introduits.

Nous n'aborderons pas dans ce cours les m�ethodes num�eriques de r�esolution de probl�eme aux valeurs
propres. Nous invitons le lecteur �a se reporter au cours de NicolasJoly. N�eanmoins, si le temps le permet,
nous pourrons aborder les m�ethodes �etag�ees, de r�eductionet de sous-structuration, que vous utilisez d�ej�a
par l'interm�ediaire des codes de calcul.

Certaines s�eances n�ecessiteront l'utilisation de calcul num�erique (je pr�econise l'utilisation de Scilab)
ou de calcul formel (je pr�econise l'utilisation de Maxima "wxmaxima" ) .

Jean-Michel G�enevaux
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Chapitre 3

Note, comp�etences et plan de
progression dans cet enseignement

Votre note, puisqu'il en faut une, sera le cumul des points acquis aux ceintures multipli�e par 20/16.

3.1 Comp�etences de dynamique des structures et de recalage

1. jaune (7 points) : d�eterminer de fa�con approch�ee la premi�ere ou deuxi�eme fr�equence propre d'une
structure discr�ete et sa forme propre associ�ee.

2. orange (7 points) : d�eterminer de fa�con approch�ee la premi�ere ou deuxi�eme fr�equence propre d'une
structure continue et sa forme propre associ�ee.

3. verte (6 points) : d�eterminer de fa�con approch�ee les premi�eres fr�equences propres d'une structure
mixte et les confronter �a celles d�etermin�ees exp�erimentalement.

3.2 Plan de progression

Pour que vous veilliez �a ne pas prendre du retard dans votre progression, veuillez compl�eter en �n
de s�eances les brevets obtenus, les pages lues, les num�eros de brevets dont vous êtes r�ef�erent et vos
impressions sur chaque s�eance.

3.2.1 J'ai lu les pages :

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 30 - 67 69 71 73
L'enchainement des comp�etences est visible sur http ://perso.univ-lemans.fr/ � jmgenev/comp.
Les brevets pour se pr�eparer �a leur validation sont : 101, 102, 103 115, 116, 107, 108, 178, 176, 118,

132, 120, 121, 123, 124 177, 128, 129, 131, 174 et 175

3.2.2 Je suis r�ef�erent des brevets :

3.2.3 Lors de cette s�eance...

Compl�eter * avec "content", "�enerv�e", "d�e�cu", "inquiet ", "fatigu�e", "satisfait", "soulag�e", ...
| Aujourd'hui, je me sens * ...

du travail que j'ai e�ectu�e durant le cours, car ...
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| Aujourd'hui, je me sens * ...
du travail que j'ai e�ectu�e durant le cours, car ...

| Aujourd'hui, je me sens * ...
du travail que j'ai e�ectu�e durant le cours, car ...

| Aujourd'hui, je me sens * ...
du travail que j'ai e�ectu�e durant le cours, car ...

| Aujourd'hui, je me sens * ...
du travail que j'ai e�ectu�e durant le cours, car ...

| Aujourd'hui, je me sens * ...
du travail que j'ai e�ectu�e durant le cours, car ...

| Aujourd'hui, je me sens * ...
du travail que j'ai e�ectu�e durant le cours, car ...

| Aujourd'hui, je me sens * ...
du travail que j'ai e�ectu�e durant le cours, car ...
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Chapitre 4

M�ethodes approch�ees cin�ematiques

4.1 Quotient de Rayleigh : rappel succinct

4.1.1 D�e�nition

Un syst�eme conservatif en oscillations a son hamiltonnien conserv�e. Ce hamiltonnien est la somme de
l'�energie potentielle V et de l'�energie cin�etique T du syst�eme.

H (t) = V (t) + T(t): (4.1)

Si nous recherchons un mode de vibration du syst�eme �a une pulsation ! , l'�energie cin�etique et l'�energie
potentielle sont en quadrature de phase :

V (t) = Vmax sin (!t )2 T(t) = Tmax sin (!t + � =2)2: (4.2)

Soit le quotient de Rayleigh qui est d�e�ni par,

R(! ) =
Vmax

Tmax =! 2 ; (4.3)

l'�egalit�e des maxima d'�energies donne,
R(! ) = ! 2: (4.4)

Pour illustrer ceci, consid�erons un syst�eme de massem, reli�e au rep�ere galil�een par une rigidit�e k,
astreinte �a ne se d�eplacer que dans une direction et rep�er�ee dans l'espace par la coordonn�eex(t) =
Xsin (!t ). On a alors,

(
1
2

kx(t)2)max = ((
1
2

m _x(t)2)max ; (4.5)

soit
((

1
2

k(Xsin (!t ))2)max = ((
1
2

m(X!cos (!t ))2)max ; (4.6)

et donc,

Vmax = (
1
2

kX 2 = (
1
2

mX 2! 2 = Tmax ; (4.7)

On trouve naturellement que le quotient de Rayleigh est,

R(! ) = ! 2 = k=m: (4.8)

G�en�eralisons ceci �a une structure discr�ete �a plusieurs degr�es de libert�e.

10



Figure 4.1 { Une structure discr�ete �a 2 degr�es de libert�e.

4.1.2 Exemple pour une structure discr�ete

Les �equations de mouvement fournissent les matrices de masseM et de rigidit�e K .

M = m
�

1 0
0 2

�
K = k

�
3 � 2

� 2 3

�
(4.9)

Le quotient de Rayleigh fourni donc,

R(! ) =
vt Kv
vt Mv

(4.10)

Soit pour le vecteur proprevtest = [1 ; 2]t , une pulsation propre estim�ee,

! =
p

R(! ) =

s
vt

test Kv test

vt
test Mv test

=

r
7k
9m

= 0 :88! 0; (4.11)

avec! 0 =
q

k
m .

Si l'on choisit un autre vecteur de test, par exemple
on trouve une autre pulsation :

La r�esolution exacte (nullit�e du d�eterminant de K � ! 2M ) donne les deux pulsations propres :0:806! 0

et 1:96! 0.
L'approximation de ! est fortement d�ependante du choix du vecteur propre estim�e.

4.1.3 Principe de meilleur approximation de la valeur propr e

Pour obtenir une valeur exacte, il faut "intuiter", le vecteur prop re exact. On peut penser �a des
d�eplacements induits par les forces d'inertie du syst�eme.

Montrons, en s'inspirant de [14], que la valeur du coe�cient de Rayleigh majore ! 2
1 .On notera ~xj

est le ji�eme vecteur propre exact . Consid�erons le vecteur test ~v comme une d�ecomposition suivant la
direction du premier vecteur propre et suivant les autres vecteurs propres,

~v = ~x1 +
NX

i =2

ci ~xi : (4.12)

Le coe�cient de Rayleigh s'�ecrit alors

R = vT Kv
vT Mv ; (4.13)

= (x 1 +
P N

i =2 ci x i )T K (x 1 +
P N

i =2 ci x i )
(x 1 +

P N
i =2 ci x i )T M (x 1 +

P N
i =2 ci x i )

; (4.14)

=
x T

1 Kx 1 +
P N

i =2 (x T
1 Kc i x i )+

P N
i =2 (ci x T

i Kx 1 )+
P N

i =2

P N
j =2 (ci cj x T

i Kx j )

x T
1 Mx 1 +

P N
i =2 (x T

1 Mc i x i )+
P N

i =2 (ci x T
i Mx 1 )+

P N
i =2

P N
j =2 (ci cj x T

i Mx j )
: (4.15)

Or l'orthogonalit�e des modes (�a travers M et K ) pour j di��erents de i

xT
i Mx j = 0 ; (4.16)

xT
i Kx j = 0 ; (4.17)
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implique,

R = x T
1 Kx 1 +0+0+

P N
i =2 (c2

i x T
i Kx i )

x T
1 Mx 1 +0+0+

P N
i =2 (c2

i x T
i Mx i )

: (4.18)

Si de plus les modes sont norm�es �a 1 �a traversM ,

xT
i Mx i = 1 ; (4.19)

xT
i Kx i = ! 2

i ; (4.20)

alors,

R = x T
1 Kx 1 +

P N
i =2 (c2

i ! 2
i )

x T
1 Mx 1 +

P N
i =2 c2

i
; (4.21)

=
(x T

1 Kx 1 )(1+(
P N

i =2 (c2
i ! 2

i )=(x T
1 Kx 1 ))

(x T
1 Mx 1 )(1+(

P N
i =2 c2

i )=(x T
1 Mx 1 )) ; (4.22)

= x T
1 Kx 1

x T
1 Mx 1

1+
P N

i =2 (c2
i ! 2

i )=! 2
1

1+
P N

i =2 c2
i

; (4.23)

= ! 2
1

1+
P N

i =2 (c2
i ! 2

i )=! 2
1

1+
P N

i =2 c2
i

: (4.24)

La seconde fraction est positive. Le choix d'un vecteur test~v qui ne correspond pas au premier vecteur
propre ~x1 (qui est inconnu), implique que le coe�cient de Rayleigh trouv�e est une valeur par exc�es de la
valeur exacte.

En pratique, on n'a aucune id�ee de la valeur de! 1, on est donc contraint �a ne pouvoir que comparer
deux solutions entre elles, et �a choisir celle qui donne la plus basse fr�equence.

Pour tester si vous mâ�trisez cette m�ethode, faites les brevets 102 et 103.

4.1.4 D�etermination par r�ecurrence du premier mode

Nous devons r�esoudre le probl�eme,

! 2 M ~v = K ~v: (4.25)

Le terme de gauche est �equivalent aux forces d'inertie, qui agissent sur une structure de rigidit�e K .
D�ecouplons l'espace d'un instant les deux vecteurs~v et notons,

! 2 M ~x (n ) = K ~x (n +1) : (4.26)

Supposons connu, le vecteur �a l'it�eration n, on calcule des forces proportionnelles aux forces d'inertie
M ~x (n ) , que l'on exerce sur la structure pour trouver le vecteur �a l'it�era tion n + 1.

Fort du r�esultat pr�ec�edent, on peut mettre en place une m�et hode it�erative :

1. On choisi un vecteur de d�epart ~x

2. On calcule le coe�cient de Rayleigh

3. On calcule les forces d'inertie associ�ees �a ce d�eplacement

4. On calcule les d�eplacements engendr�es par ces forces d'inertie

5. On reprend au point 2 avec ce nouveau vecteur~x

6. On s'arrête lorsque le coe�cient de Rayleigh est stable.
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On pourra montrer que cette m�ethode it�erative converge vers la plus basse des fr�equences propres du
syst�eme, sous r�eserve de choisir un vecteur de d�epart qui, d�ecompos�e sur la base des vecteurs propres,
poss�ede une composante sur~x1.

Nous verrons par la suite comment calculer de fa�con it�eratives lesautres modes propres.
Faisons un instant une petite pause, pour appliquer la m�ethode ci-dessus au premier exemple trait�e.
Initialisons avec un vecteur d�eplacement,

~x(1) = [1 2] t ; (4.27)

d�ebut des it�erations : Calculons le coe�cient de Rayleigh qui lui est associ�e,

! 2 =
7k
9m

; (4.28)

Calculons les forces d'inertie pour ce mouvement~x(1) ,

~F (1) = ! 2M ~x (1) =
7k
9

[1 4]t ; (4.29)

Calculons le d�eplacement associ�e �a ce chargement ~F (1) ,

~x(1+1) = K � 1 ~F (1) =
7
9

[11=5 14=5]t ; (4.30)

Simpli�ons le vecteur d�eplacement par un vecteur colin�eaire, ne faisant pas apparâ�tre les termesk, m et
! ,

~x(2) = [11 14]t ; (4.31)

Il su�t de reprendre �a l'�etape not�ee d�ebut des it�erations
En it�erant plusieurs fois, on converge vers la solution exacte.

Pour tester si vous mâ�trisez cette m�ethode, faites le brevet 115..

Sur http ://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la r�epon se �a une question sur cette
partie. Le �chier est nomm�e mad faq101.

Une fois le premier mode trouv�e, si vous êtes int�eress�es par lesecond, il su�t d'ins�erer dans la
d�emarche pr�ec�edente la relation d'orthogonalit�e des vecteur s propres (�a travers la matrice de masse M !).
Le vecteur ~x(n +1) est rendu orthogonal au vecteur propreV1 en changeant l'une de ses composantes a�n
que le nouveau vecteur~~x(n +1) v�eri�e l'�equation,

[~x(n +1) ]t M V1 = 0 ; (4.32)

soit v�eri��ee.
Faisons le sur un exemple. Supposons pour un syst�eme �a 2ddl quele vecteur propre ~V1 du premier

mode soit ~V1 = [1 2] t , que la matrice de masse soit

M = m
�

3 0
0 2

�
(4.33)
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et que lors de la recherche du second vecteur propre, �a l'it�eration n, le vecteur test obtenu ~xn soit
~xn = [3 2] t Le calcul dex t

n MV 1 donnem(9 + 8) = 17 m. Les vecteurs~V1 et ~vn ne sont pas orthogonaux
�a travers M. Pour que cette orthogonalit�e soit v�eri��ee, il su� t de changer une composante de~xn . Par
exemple, choisissons que~xn = [ z 2]t . Nous obtenons l'�equation 3z + 8 = 0 soit z = � 8=3. On peut donc
remplacer le vecteur~xn par le vecteur ~~xn = [ � 8=3 2]t , calculer le coe�cient de Rayleigh, et refaire une
it�eration en calculant les forces d'inertie associ�ees, les d�eplacements ~xn +1 que l'on r�e-orthogonalise en
construisant ~~xn +1 par la même proc�edure.

Pour tester si vous mâ�trisez cette m�ethode, faites le brevet 116.

Sur http ://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la r�epon se �a une question sur cette
partie. Le �chier est nomm�e mad faq102.

4.1.5 Exemple pour une structure continue

Cette m�ethode de Rayleigh est g�en�eralisable aux structures continues. Par exemple pour une structure
1D de type poutre les expressions de l'�energie cin�etiqueT et de l'�energie potentielle V sont donn�ees en
fonction d'une fonction de forme choisie arbitrairement (s; t), avec s l'abscisse curviligne ett le temps.

L'�energie cin�etique d'une poutre de longueur l , de module de YoungE de moment quadratiqueI , et
de d�eplacement transverse de la �bre moyenne (s; t) est :

Tmax = 1 =2
Z l

0
�S

�
d2 (s;t )

dt2

� 2

ds: (4.34)

Si l'on consid�ere des mouvements p�eriodiques, prenons-les sousla forme,

 (s; t) = 	( s) cos(!t ); (4.35)

ce qui donne comme valeurs maximales d'�energie cin�etique et d'�energie potentielle,

Tmax = 1=2! 2
Z

�S 	 2
(s) ds (4.36)

Vmax = 1=2
Z

EI
�

d2	 (s)

ds2

� 2

ds (4.37)

L'�egalit�e de ces deux grandeurs si le syst�eme est conservatifnous donne le coe�cient de Rayleigh pour
un syst�eme continue 1D,

R = ! 2 =

R
EI

h
d2 	 ( s )

ds2

i 2
ds

R
�S 	 2

(s)ds
(4.38)

On peut traiter l'exemple d'une poutre encastr�ee libre (exer2.mws).
On peut r�ecapituler les tests ci-dessous,
| si 	 (s) = s2 alors ! 2 =
| �a compl�eter
|
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Figure 4.2 { Poutre encastr�ee libre et choix d'une fonction de forme 

Pour obtenir une valeur exacte, il faut comme pr�ec�edemment "intuiter", une fonction de forme r�ealiste.
Il faut surtout que celle-ci respecte les conditions aux limites cin�ematiques, et si c'est possible les condi-
tions aux limites dynamiques.

Pour l'exemple ci-dessus, ces conditions s'�ecrivent enx = 0,

	(0) = 0 	 0(0) = 0 (4.39)

et en x = l ,
	 00(l ) = 0 	 000(l ) = 0 (4.40)

V�eri�er les conditions cin�ematiques "interne" est tout autant ind ispensable, pour �eviter la croissance
�a l'in�ni de l'�energie potentielle v.

Nous pourrions g�en�eraliser ais�ement cette d�emarche au cas des cordes, membranes, plaques ou solides
tridimensionnels.

Pour tester si vous mâ�trisez cette m�ethode, faites le brevet 106.

Si vous voulez r�einvestire cette connaissance sur d'autres exemples faites les brevets 107
ou 108.

4.2 M�ethode de Rayleigh -Ritz

4.2.1 Principe

Toute la di�cult�e de la m�ethode de Rayleigh est de "bien choisir" le vec teur ou la fonction de forme
�a tester. On se contraint en fait �a rechercher la solution dans un espace des solutions �a une dimension :
des vecteurs proportionnels au vecteur choisi, des fonctions de formes proportionnelles �a la fonction de
forme choisie. Tel le ver de terre ayant toujours v�ecu dans un tuyau (espace 1D) et qui d�ebouche dans
un espace multidimensionnel, recherchons maintenant la solution dans des espaces plus riches, engendr�es
par des bases de vecteurs ou de fonctions.
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Soit un syst�eme discret conservatif �a n degr�es de libert�e. D�ecomposons le vecteur~x sur une base de
vecteurs~vi ,

~x =
mX

i =1

qi ~vi : (4.41)

Les vecteurs~vi doivent former une base ind�ependante, et doivent v�eri�er les conditions aux limites
cin�ematiques. Si m = n, c'est un changement de base, sim < n , c'est une projection dans un sous-
espace.

Pour une structure continue, le nombre de degr�es de libert�e estin�ni. Ce sera donc toujours une
projection dans un sous-espace engendr�e par des fonctions deforme qui doivent r�ealiser une base,

 (x) =
mX

i =1

qi  i (x): (4.42)

On recherchera dans les deux cas les vecteurs [...,qi ,...] qui satisfont aux �equations.

4.2.2 Exemple pour une structure discr�ete

Introduisant 4.41 dans le syst�eme d'�equations de base,

M
mX

i =1

•qi ~vi + K
mX

i =1

qi ~vi = 0 ; (4.43)

on peut introduire la matrice L des vecteurs de base,

~x = L~q; (4.44)

et r�e�ecrire le syst�eme sous la forme,
M L ~q00+ K L ~q = ~0: (4.45)

En multipliant par la matrice transpos�ee de L ,

L t M L ~q00+ L t K L ~q = ~0; (4.46)

on peut regrouper,
M 0 = L t M L; K 0 = L t K L; (4.47)

pour obtenir,
M 0 ~q00+ K 0~q= ~0 (4.48)

On peut alors calculer le quotient de Rayleigh en fonction desqi ,

R =
~qt K 0~q
~qt M 0~q

(4.49)

Comme nous savons que le quotient de Rayleigh approche par exc�esla valeur de ! 2, il su�t de rechercher
les minima de cette fonction desqi ,

@R
@qi

= 0 : (4.50)

Ce syst�eme de m �equations �a m inconnues peut être r�esolu. Les valeurs optimales des~qi fournissent la
meilleur approximation de la pulsation propre dans cet espace de solutions. On dispose alors des vecteurs
propres ~Qi , et on peut alors revenir dans l'espace initial par la transformation,

~X i = L ~Qi (4.51)
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Figure 4.3 { Un syst�eme conservatif discret �a 4 degr�es de libert�e

exemple Prenons un nouvel exemple de structure discr�ete comportant 4degr�es de libert�e (�gure 4.3).
Nous pouvons calculer les 4 modes propres de fa�con exacte �a l'aidedu �chier exer4.mws.

Consid�erons le syst�eme discret �a 4 degr�es de libert�e repr�esent�e par le vecteur ~x.
La matrice de masseM de ce syst�eme est,

M = m

2

6
6
4

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1

3

7
7
5 (4.52)

La matrice de rigidit�e K , peut être obtenue �a l'aide de l'expression de l'�energie potentielleV ,

V =
1
2

k
�
(x2

1 + ( x2 � x1)2 + ( x3 � x2)2 + ( x4 � x3)2 + ( � x4)2)
�

: (4.53)

que l'on identi�e avec,

V =
1
2

~xt K ~x: (4.54)

d'o�u,

K = k

2

6
6
4

2 � 1 0 0
� 1 2 � 1 0
0 � 1 2 � 1
0 0 � 1 2

3

7
7
5 (4.55)

et l'on trouve les pulsations propres,

! 1 = 0:47! 0 (4.56)

! 2 = 1:00! 0 (4.57)

! 3 = 1:51! 0 (4.58)

! 4 = 1:58! 0 (4.59)

avec! 0 =
p

k=m une pulsation de r�ef�erence et les formes propres associ�ees �a ces pulsations,

~X 1 = [1 1:78 1:78 1 ]t

~X 2 = [1 1 � 1 � 1 ]t

~X 3 = [1 � 0:28 � 0:28 1 ]t
~X 4 = [1 � 0:5 0:5 1 ]t

(4.60)

La r�esolution exacte est ici faisable, mais inimaginable si l'on est en pr�esence d'un syst�eme �a 100
degr�es de libert�e, et que l'on ne s'int�eresse qu'aux 5 premiers modes propres du syst�eme.

r�eduction du nombre de ddl Montrons l'int�erêt de la m�ethode de Rayleigh -Ritz en choisissant un
sous-espace de r�esolution de dimension plus faible que l'espace de d�epart (projection).

On r�eduira la dimension du probl�eme en recherchant la solution dans un espace bidimensionnel en-
gendr�e par,

~x1 = [1 2 2:1 1]t ; (4.61)
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~x2 = [1 0:8 1:2 0:7]t : (4.62)

La matrice L est alors donn�ee par

L =

2

6
6
4

1 1
2 0:8

2:1 1:2
1 0:7

3

7
7
5 : (4.63)

On trouve comme syst�eme r�eduit,
"

18:82 9:94

9:94 5:65

#

~•q +

"
4:22! 0

2 2:09! 0
2

2:09! 0
2 1:94! 0

2

#

~q= ~0 (4.64)

Deux solutions s'o�rent alors �a nous :
| on r�esout ce syst�eme 2x2 pour trouver ( q1,q2). (exer51.mws). On trouve comme valeurs propres,

! 1 = 0:472! 0 (4.65)

! 2 = 1:508! 0 (4.66)

et comme vecteurs propres associ�es,

~Q1 = [1 0:186]t (4.67)
~Q2 = [1 � 1:88]t (4.68)

Lorsque l'on revient dans la base initiale, les vecteurs propres sont,

~X 1 = [1 1:81 1:95 0:95]t (4.69)
~X 2 = [1 � 0:56 0:17 0:36]t (4.70)

| on optimise ( q1,q2) a�n de minimiser le coe�cient de Rayleigh . Il su�t d'annuler la d�eriv�e e du
quotient de Rayleigh par rapport �a chaque param�etre qi (voir exer52.mws).
On trouve alors comme valeurs propres,

! 1 = 0:472! 0 (4.71)

! 2 = 1:508! 0: (4.72)

Ce sont exactement les mêmes pulsations que par la m�ethode de projection pr�ec�edente. On trouve
donc comme �evidemment les mêmes vecteurs propres associ�es,

~Q1 = [1 0:186]t (4.73)
~Q2 = [1 � 1:88]t (4.74)

tout comme lorsque l'on revient dans la base initiale,

~X 1 = [1 1:81 1:95 0:95]t (4.75)
~X 2 = [1 � 0:56 0:17 0:36]t (4.76)

On note que la plus basse fr�equence propre trouv�ee ne fournie par forc�ement une forme propre
sym�etrique, alors que le probl�eme initial l'�etait. Cela provient du fait que nous n'avons pas choisi des
vecteurs de base, qui engendrent un espace contenant les solutions sym�etriques. On n'obtient donc qu'une
approximation de la solution exacte.
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4.2.3 Cas d'une structure continue 3D

On choisit une base de fonctions qui est compl�ete,

~u(P; t) =
nX

j =1

~f j (p) qj (t): (4.77)

avec les fonctions~f (p) v�eri�ant,
| la continuit�e interne C0,
| la continuit�e C1 dans le cas d'une structure poutre ou plaque
| les conditions aux limites cin�ematiques (dites conditions essentielles)

Il manque les conditions aux limites dynamiques (dites naturelles), car il est parfois bien di�cile de le
faire. Si c'est en plus le cas, la solution obtenue en sera d'autant meilleure. Si l'on baptise ~q le vecteur
desqj (t), dans le cas d'une structure tridimensionnelle, l'�equation 4.77 fait apparâ�tre une matrice N (P)
de dimension 3 parn,

~u(P; t) = N (P) ~q(t): (4.78)

Energie cin�etique L'�energie cin�etique T d'un corps 
 de masse volumique � est donn�ee par,

T = 1=2
Z



� _~u2 dV (4.79)

= 1 =2
Z



� _~ut _~u dV (4.80)

= 1 =2
Z



� _~qt N t N _~q dV (4.81)

= 1 =2 _~qt
� Z



� N t N dV

�
_~q (4.82)

= 1 =2 _~qt M _~q: (4.83)

On fait ainsi apparâ�tre la matrice de masseM ,

M =
Z



� N t N dV (4.84)

qui est sym�etrique d�e�nie positive et de dimension n par n.

Energie potentielle L'�energie potentielle d'un corps tridimensionnel 
 dont le tenseur d es contraintes
est ��� et le tenseur des d�eformations est��� , est donn�e par,

V =
1
2

Z




��� : ��� dV (4.85)

Pour passer �a une �ecriture matricielle, introduisons le vecteur des d�eformations ~� correspondant au tenseur
des d�eformations, par le choix,

~� =
h
� xx � yy � zz

p
2� yz

p
2� zx

p
2� xy

i t
(4.86)

A partir de la relation classique en petites d�eformations,

� = 1 =2
�

��grad ~u + t ��grad ~u
�

(4.87)

On peut introduire la matrice B telle que,

~�(P; t) = B (P) ~q(t): (4.88)
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Les termes deB contiennent les gradients des termes de la matriceN .
De même que pour��� , introduisons le vecteur des contraintes~� ,

~� =
h
� xx � yy � zz

p
2� yz

p
2� zx

p
2� xy

i t
: (4.89)

La loi de comportement du mat�eriau se traduit par une relation mat ricielle, faisant apparâ�tre la matrice
H (comme "Hooke"),

~� (P; t) = H (P) ~�(t): (4.90)

L'�energie de d�eformation peut donc s'�ecrire,

V = 1 =2
Z



~� t ~� dV (4.91)

= 1 =2
Z



~� t H ~� dV (4.92)

= 1 =2 ~qt
� Z



B t H B dV

�
~q (4.93)

= 1 =2 ~qt K ~q: (4.94)

dans laquelle apparâ�t la matrice de rigidit�e K , de dimensionn par n, sym�etrique, semi-d�e�nie positive,

K =
� Z



B t H B dV

�
(4.95)

Elle n'est pas d�e�nie positive : il existe des modes rigides de typeK~u = ~0 car les conditions aux limites
ne bloquent pas encore ceux-ci.

travail ext�erieur Le chargement ext�erieur peut être d�ecompos�e en deux termes, le premier surfacique
~f s, et le second volumique~f v .

Wext =
Z

@

~u(P)t ~f s dS +

Z



~u(P)t ~f v dS (4.96)

=
Z

@

(N ~q)t ~f s dS +

Z



(N ~q) t ~f v dS (4.97)

= ~qt
� Z

@

N t ~f s dS +

Z



N t ~f v dS

�
(4.98)

= ~qt~g (4.99)

avec ~g le vecteur chargement �equivalent. On suppose que ce chargement ext�erieur n'est pas �a priori
lin�eairement reli�e aux d�eplacements, et donc le coe�cient 1 =2 n'apparâ�t pas. Si les d�eplacements sont
proportionnels aux e�orts, le coe�cient 1 =2 apparâ�t : il faut alors exprimer l'e�ort en fonction de
f i = cij qj , avec cij coe�cient d'in
uence d'un d�eplacement en un noeud j sur l'e�ort au n oeud i, le
vecteur ~q apparâ�t alors au carr�e, avant d'en prendre la variation qui refait disparâ�tre le coe�cient 2.

Si l'on applique le principe d'Hamilton, la variation du Hamiltonien est �egale �a la variation du travail
ext�erieur fourni quelques soient t1 et t2,

�
� Z t 2

t 1

(T + V ) dt
�

= �
� Z t 2

t 1

Wext dt
�

(4.100)

�
� Z t 2

t 1

1=2_~qt M _~q+ 1 =2 ~qt K ~qdt
�

= �
� Z t 2

t 1

~qt ~gdt
�

(4.101)
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Si on prend la d�eriv�ee par rapport au temps de l'�egalit�e ci-dess us, on obtient pour le terme d'�energie
cin�etique,

@
@t

� Z t 2

t 1

1=2_~qt M _~qdt
�

= 1 =2 •~qt M _~q+ 1 =2 _~qt M •~q (4.102)

= _~qt M •~q (4.103)

Soit pour l'ensemble des termes, par des calculs similaires,

_~qt M •~q+ _~qt K ~q = _~qt ~g (4.104)

En simpli�ant par _~qt , on retrouve le syst�eme d'�equations qu'il faut r�esoudre.

M •~q+ K ~q = ~g: (4.105)

Dans le cas o�u un amortissement est pr�esent, le vecteur chargement �equivalent ~g contient ces termes.

4.2.4 Cas d'une structure continues 1D

Nous allons utiliser la m�ethode d�ecrite ci-dessus dans le cas particulier d'un corps unidimensionnel
de type "poutre". Nous pourrions faire aussi ceci pour un corpsde type "corde", qui ne poss�ede pas de
rigidit�e en 
exion.

m�ethode Reprenons les expressions des grandeursT , V et Wext en fonction de la d�eform�ee  (s; t), s
�etant l'abscisse curviligne le long de la poutre,t le temps.

T =
1
2

Z
�S _ 2ds (4.106)

V =
1
2

Z
EI 002ds (4.107)

Wext =
Z

 t sds (4.108)

On introduit les fonctions de forme,

 (s; t) =
nX

j =1

f j (s) qj (t): (4.109)

Les trois termes pr�ec�edents deviennent,

T = 1 =2
X

ij

_qi

� Z
�Sf i f j ds

�
_qj (4.110)

V = 1 =2
X

ij

qi

� Z
EIf 00

i f 00
j ds

�
qj (4.111)

Wext =
X

j

qj

Z
f j ds (4.112)

On identi�e les matrices de masseM , de rigidit�e K et le vecteur chargementg,

M ij =
Z



�Sf i f j ds (4.113)

K ij =
Z



EIf 00

i f 00
j ds (4.114)

gj =
Z

@

f j ds (4.115)
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application �a une poutre encastr�ee libre Solution approc h�ee : Reprenons l'exemple de la poutre
encastr�ee libre �a l'aide du �chier "exer7 ?.mws". Les fonctions de bases doivent v�eri�er les conditions aux
limites cin�ematiques.

f i (0) = 0 8i (4.116)

f 0
i (0) = 0 8i (4.117)

Nous choisissons,

f 1 = acompleterparlesetudiants (4.118)

f 2 = (4.119)

f 3 = (4.120)

La solution sera donc du type,

 (s; t) = (4.121)

Comme dans l'exemple pr�ec�edent, on peut choisir �a priori les amplitudesqi , ou les optimiser pour mini-
miser les le coe�cient de Rayleigh . Les r�esultats sont r�ecapitul�e s dans le tableau suivant,

f 1 f 2 f 3 q1 q2 q3 R

Solution exacte :
Vous la trouverez d�evelopp�ee dans [12], ainsi qu'�a l'aide du �chier " exer71.mws". Les pulsations

propres sont,

! 2
1 = 12:36

E I Gz

� S l 4 (4.122)

! 2
2 = 485:5

E I Gz

� S l 4 (4.123)

! 2
3 = 3807

E I Gz

� S l 4 (4.124)

Comparaison des formes propres : Pour comprendre les raisons de la bonne correspondance
entre le coe�cient de Rayleigh et la pulsation propre exacte, dessinons les formes propres exactes et
approch�ees. Lorsque la forme propre approch�ee est tr�es proche de la forme propre exacte, le coe�cient de
Rayleigh approxime tr�es bien le carr�e de la pulsation propre exacte. La pr�ecision d�ecrô�t avec le num�ero
du mode.

Parall�ele avec la m�ethode des �el�ements �nis en d�eplace ment La m�ethode des �el�ements �nis est
en fait identique �a la m�ethode de Rayleigh -Ritz avec r�esolution du syst�eme obtenu (sans optimisation
desqi ). Les fonctions propres sont simplement choisies par morceau, etcorrespondent chacune �a la mise
�a "1" d'un des degr�es de libert�e de la structure. Les fonctions de base sont alors appel�eesfonctions
d'interpolation .

Pour tester si vous mâ�trisez cette m�ethode, faites le brevet 178.
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Figure 4.4 { Formes propres exactes et approch�ees (�a dessiner).

Figure 4.5 { E�orts g�en�eralis�es (d'apr�es [1])

4.2.5 Cas d'une structure continue 2D

Utilisons la même m�ethode pour une structure de type plaque. Pour cela il nous faut �evaluer l'�energie
de d�eformation d'une plaque et l'�energie cin�etique de celle-ci.

E�ectuons tous d'abord, quelques rappels sur les grandeurs caract�eristiques d'une plaque et les
di��erentes lois de comportement.

rappels sur les plaques Ces rappels ont �et�e construits �a partir de [1].
Les contraintes dans la structure, peuvent être mod�elis�ees par des e�orts g�en�eralis�es (voir �gure 4.5),
| de membrane

~N =

2

4
Nx

Ny

Nxy

3

5 =
Z t

� t

2

4
� xx

� yy

� xy

3

5 dz (4.125)

| de 
exion

~M =

2

4
M x

M y

M xy

3

5 =
Z t

� t

2

4
� xx

� yy

� xy

3

5 z dz (4.126)

| tranchants
~Q =

�
Qx

Qy

�
=

Z t

� t

�
� xz

� yz

�
dz (4.127)

La cin�ematique d'un point q est associ�ee �a la cin�ematique du point p appartenant au feuillet moyen,
et de la normale au feuillet moyen qui tourne d'un angle~� (voir �gure 4.6. Le d�eplacement d'un point q
�a la distance z du feuillet moyen, s'�ecrit donc,

~u(q) = ( u(p) + z� x )~x + ( v(p) + z� y )~y + w(p)~z (4.128)
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Figure 4.6 { Cin�ematique d'un point n'appartenant pas au feuillet moyen (d'ap r�es [1])

Les d�eformations g�en�eralis�ees associ�ees au mouvement dufeuillet moyen et de sa normale peuvent être
�ecrites sous forme de vecteurs. Il s'�ecrivent de fa�con compacte si on utilise la notation "," pour indiquer
la d�eriv�ee partielle par rapport au param�etre en indice.

| d�eformation dans le plan

~e=

2

4
u;x
v;y

u;y + v;x

3

5 (4.129)

| courbures

~� =

2

4
� x ;x
� y ;y

� x ;y + � y ;x

3

5 (4.130)

| d�eformation de cisaillement

~
 =
�

w;x + � x

w;y + � y

�
(4.131)

La loi de comportement relie le vecteur des e�orts g�en�eralis�es [~N ~M ~Q]t au vecteur des d�eformations
g�en�eralis�ees [~e~�~
 ]t ,

2

4
~N
~M
~Q

3

5 =

2

4
Hmm Hmf 0
Hmf H f f 0

0 0 H c

3

5

2

4
~e
~�
~


3

5 +

2

4
~N0
~M 0
~Q0

3

5 (4.132)

o�u apparaissent les e�orts de pr�echargement de la structure :

~N0 =
Z t

� t
~� 0dz (4.133)

~M 0 =
Z t

� t
~� 0 z dz (4.134)

~Q0 =
Z t

� t
~�0dz (4.135)

Les sous-matrices sont li�ees aux matrices de comportement du mat�eriau �elastique isotrope H et H �

(�elongation et cisaillement),

H =

2

4
1 � 0
� 1 0
0 0 (1� � )=2

3

5 (4.136)

H � =
E

1 � �

�
1 0
0 1

�
(4.137)
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Figure 4.7 { Pour les mod�eles de Reissner et de Mindlin, le cisaillement n'est pas constant dans
l'�epaisseur.

par,

Hmm =
Z t

� t
Hdz (4.138)

Hmf =
Z t

� t
H zdz (4.139)

H f f =
Z t

� t
H z 2dz (4.140)

H c = k 2t H � (4.141)

Le coe�cient de correction en cisaillement k d�epend du mod�ele utilis�e [1].
| Pour un mod�ele de Kircho� , pour lequel la normale au feuillet moyen reste orthogonal au feuillet

moyen : k = 1.
| Pour un mod�ele de Reissner, pour lequel la normale au feuillet moyen ne reste plus rectiligne du

fait de l'apparition d'un gauchissement : k est calcul�ee telle que l'�energie de d�eformation �a partir
des grandeurs g�en�eralis�ees et celle calcul�ee en tridimensionnelle soit les mêmes, et l'on obtient
(pour une r�epartition parabolique du cisaillement dans l'�epaisseur), k = 5

6 .
| Pour un mod�ele de Mindlin , bas�ee sur les mêmes hypoth�eses que celui de Reissner, la grandeur k

est calcul�ee par la co�a�ncidence des premiers modes de 
exion transverse (calage en dynamique)
k = 1.

Pour les deux derniers mod�eles, la contrainte de cisaillement n'est pas constante dans l'�epaisseur (voir
�gure 4.7). Le choix du mod�ele est conditionn�e par l'�epaisseur re lative de la plaque (�epaisseur / longueur
d'onde du mode de vibration). Le mod�ele de Kirchho� peut donc être su�sant pour les premiers modes,
et insu�sant pour les modes de fr�equences plus �elev�ee.

Dans le cas d'un plaque homog�ene isotrope, le couplage entre les d�eformations de membrane et de

exion sont nulles et Hmf = 0.

Energies L'�energie interne de d�eformation de la plaque est donn�ee par l'int �egrale sur le feuillet moyen
des produits des e�orts g�en�eralis�es par leur grandeur duale des d�eformations g�en�eralis�ees,

V =
1
2

Z

A

�
~N:~e+ ~M:~� + ~Q:~


�
dA (4.142)

Dans la m�ethode de Rayleigh -Ritz, il nous faut intuiter des fonctions de forme. Il est donc n�ecessaire
d'exprimer V en fonction de u, v et w ainsi que ~� �a l'aide des formules pr�ec�edentes. Nous ne le ferons
pas ici dans le cas g�en�eral, au vue de la complexit�e des expressions que nous obtiendrions.

L'�energie cin�etique, sera elle, directement exprim�ee en fonction du d�eplacement en tout point q du
volume,

T =
1
2

Z



� _~u(q)2 d
 : (4.143)
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Comme le d�eplacement du point q est fonction de celui dep (appartenant au feuillet) et de la rotation
du feuillet,

~uq = (up + z� x )~x + ( vp + z� y )~y + wp~z; (4.144)

Le carr�e de celui-ci donne,

~u2
q = (u2

p + v2
p + w2

p) + (2 upz� x + 2 vpz� y + z2� 2
x + z2� 2

y ) (4.145)

On doit ensuite int�egrer dans l'�epaisseur h et faisant ainsi apparâ�tre la masse surfacique� s = �h . Si
l'on ne garde que le premier terme de 4.145, on n�eglige en fait les termes d'�energie cin�etique de rotation.
On obtient alors,

T =
1
2

Z

A
� s~u(p)2 dA: (4.146)

Pour les plaques dont l'�epaisseur reste bien plus faible que la longueur d'onde des vibrations, cette
approximation est tout �a fait correcte.

vibrations transverses d'une plaque mince par rapport �a la longueur d'onde Dans le cas d'un
mouvement transverse d'une plaque, la fonction de forme est~u(p) = w(p)~z. Son mouvement sera d�ecrit
par exemple par,

w(x; y; t ) = ~w(x; y) sin(!t ): (4.147)

Pour simpli�er les notations, nous noterons w la fonction de forme ~w(x; y).
Si la plaque est de plus isotrope homog�ene, alors l'�energie potentielle se simpli�e en,

V =
1
2

Z

A

�
~M:~� + ~Q:~


�
dA (4.148)

Si la plaque n'est pas trop �epaisse, on peut n�egliger l'�energie de d�eformation en cisaillement, par rapport
�a l'�energie de d�eformation en 
exion. Elle se r�eduit donc �a ,

V =
1
2

Z

A

~M:~�dA (4.149)

Il nous faut exprimer ces grandeurs en fonction du d�eplacementtransversew(x; y). On introduit la loi
de comportement (formule 4.136),

V =
1
2

Z

A
H f f ~�:~� dA (4.150)

On la relie au comportement dans l'�epaisseur,

V =
1
2

Z

A

Z t

� t

E
1 � �

2

4
1 � 0
� 1 0
0 0 (1� � )=2

3

5 z2~�:~� dAdz (4.151)

Pour une plaque d'�epaisseur constante et homog�ene, on peut sortir H et l'int�egrale sur l'�epaisseur de
l'int�egrale sur la surface,

V =
1
2

E2t3

3(1 � � )

Z

A

2

4
1 � 0
� 1 0
0 0 (1� � )=2

3

5 ~�:~� dA (4.152)

On fait apparâ�tre la rigidit�e �equivalente du feuillet moyen en posan t h = 2 t l'�epaisseur totale de la
plaque,

D =
Eh3

(1 � � )12
; (4.153)
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V =
1
2

D
Z

A

2

4
1 � 0
� 1 0
0 0 (1 � � )=2

3

5 ~�:~� dA (4.154)

On exprime alors les courbures~� en fonction des rotations de normale~� ,

V =
1
2

D
Z

A

2

4
1 � 0
� 1 0
0 0 (1� � )=2

3

5

2

4
� x ;x
� y ;y

� x ;y + � y ;x

3

5 :

2

4
� x ;x
� y ;y

� x ;y + � y ;x

3

5 dA (4.155)

Il nous faut alors choisir une cin�ematique qui relie la rotation au d�eplacement transversew. Si l'on
consid�ere le mod�ele de Kirchho�, la normale au feuillet moyen reste normale au feuillet moyen, alors la
�gure 4.6 indique que,

� x = � w;x = �
@w
@x

(4.156)

� y = � w;y = �
@w
@y

(4.157)

la "," indiquant toujours la d�eriv�ee partielle par rapport au param� etre en indice. On obtient donc l'ex-
pression �nale,

V =
1
2

D
Z

A

�
w;2xx + w;2yy +2 �w; xx w;yy +2(1 � � )w;2xy

�
dA (4.158)

Dans le cas o�u le calcul est fait en coordonn�ees cylindriques [5] :

V =
1
2

D
Z

A

�
w;rr +

1
r

w;r +
1
r 2 w;��

� 2

� 2(1 � � )

"

w;rr

�
1
r

w;r +
1
r 2 w;��

�
�

��
1
r

w;�

�
;r

� 2
#

rdrd�

(4.159)
Dans l'�equation ci-dessus, la fonctionw(x; y; t ) = ~w sin(!t ). L'�energie potentielle maximale est donc,

Vmax =
1
2

D
Z

A

�
~w;2xx + ~w;2yy +2 � ~w;xx ~w;yy +2(1 � � ) ~w;2xy

�
dA: (4.160)

A l'aide de toutes les hypoth�eses pr�ec�edentes, l'�energie cin�etique maximale sera d�eduite de la formule
4.146,

Tmax =
1
2

! 2
Z

A
�h ~w2dA: (4.161)

Le coe�cient de Rayleigh pour ce type de plaque et de cin�ematique est,

R(! ) = D

R
A

�
~w;2xx + ~w;2yy +2 � ~w;xx ~w;yy +2(1 � � ) ~w;2xy

�
dA

R
A �h ~w2dA

: (4.162)

Application �a une plaque rectangulaire support�ee sur tou s ses bords La solution exacte est
disponible dans [12] page 30.

On d�ecompose la fonction de d�eplacement comme une somme de fonctions,

w(x; y) =
nX

i =1

qi N i (x; y): (4.163)

La matrice N est ici �a 1 ligne et n colonnes.
Chaque fonction N i (x; y) doit v�eri�er les conditions aux limites cin�ematiques,

N i (0; y) = 0 ; (4.164)

N i (L x ; y) = 0 ; (4.165)

N i (x; 0) = 0 ; (4.166)

N i (x; L y ) = 0 : (4.167)
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Figure 4.8 { Forme propre associ�ee �a la premi�ere pulsation propre d'une plaque rectangulaire les lon-
gueurs �etant dans un rapport de 2, et appuy�ee sur ses bords.(�a dessiner)

e�ectuons une r�esolution en prenant les trois fonctions,

N1(x; y) = x (x � L x ) y (y � L y ) (4.168)

N2(x; y) = x (x � L x ) y2 (y � L y ) (4.169)

N1(x; y) = x (x � L x )3 y (y � L y ) (4.170)

L'�energie cin�etique fait apparâ�tre la matrice de masse M (voir formule 4.84),

M =

2

6
6
4

1
900 Lx 5� h Ly 5 1

1800 Lx 5� h Ly 6 1
3150 Lx 7� h Ly 5

1
1800 Lx 5� h Ly 6 1

3150 Lx 5� h Ly 7 1
6300 Lx 7� h Ly 6

1
3150 Lx 7� h Ly 5 1

6300 Lx 7� h Ly 6 1
7560 Lx 9� h Ly 5

3

7
7
5 (4.171)

La matrice de rigidit�e K est donn�ee par,

K ij = D
Z

A
(N i ;xx N j ;xx + N i ;yy N j ;yy + + � (N i ;xx N j ;yy + N i ;yy N j ;xx ) + 2(1 � � ) N i ;xy N j ;xy ) dA

(4.172)
ce qui nous donne dans le cas o�uL x = 1 et L y = 2,

K =

2

6
6
4

284
45 D 284

45 D 96
35 D

284
45 D 2768

315 D 96
35 D

96
35 D 96

35 D 1262
225 D

3

7
7
5 (4.173)

La nullit�e du d�eterminant du syst�eme � ! 2M + K = 0 fourni les valeurs de ! suivantes,

! 1 = 13:11
p

h� D
h�

(4.174)

! 2 = 22:08
p

h� D
h�

(4.175)

! 3 = 58:57
p

h� D
h�

(4.176)

Pour la premi�ere pulsation propre, on peut dessiner la forme propre associ�ee (�gure 4.8),

w(x; y) = � 4:89x (x � 1) y (y � 2) + x3 (x � 1) y (y � 2) (4.177)
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Figure 4.9 { Exemple de structure mixte.

4.3 Structures mixtes (discr�etes et continues)

Les m�ethodes de Rayleigh et de Rayleigh-Ritz peuvent être utilis�ees pour des structures de type
mixte, qui comportent des �el�ements continus connect�es �a des �el�ements discrets. Chacun des types de
sous-structure �a des �energies potentielle et cin�etique, qu'il su�t alors de sommer les termes d'�energie
pour construire le coe�cient de Rayleigh. Si les mouvements des masses ponctuelles par rapport au
r�ef�erentiel galil�een sont d�e�nies par x i et que les d�eform�ees des structures continues sont donn�eesen
fonction de fonctions de forme (s) =

P
j qj  j (s), alors si l'on construit un vecteur de param�etres

v = [ x1 x2 ::: xn q1 q2 ::: qm ]t ,

R(! ) =
vt Kv
vt Mv

: (4.178)

L'�ecriture des �energies permettent de calculer les matricesK et M .
Consid�erons l'exemple pr�esent�e �gure 4.9, en consid�erant la fonction de forme de d�eform�ee avec un

seul terme  (s) = q1 1(s). L'�energie potentielle V est r�epartie dans la poutre et dans les ressorts telle
que :

2V =
Z l

s=0
EI

�
q1d2 1

ds2

� 2

ds + k1 (x1 � q1 1(s1)) 2 + k2 (q1 1(s2)) 2 ; (4.179)

avec s1 et s2 les abscisses o�u sont accroch�ees les ressorts de rigidit�ek1 et k2 respectivement, et l la
longueur de la poutre. Le vecteur permettant de connâ�tre la position du syst�eme est v = [ x1 q1]t . Il su�t
alors de mettre cette �energie cin�etique sous forme matricielle pour faire apparâ�tre la matrice K :

K =

"
k1 � k1 1(s1)

� k1 1(s1)
Rl

s=0 EI
�

d2  1
ds2

� 2
ds + k1 1(s1)2 + k2 1(s2)2

#

: (4.180)

L'�energie cin�etique T est trait�ee de la même mani�ere :

2T =
Z l

s=0
�S

�
 1

dq1

dt

� 2

ds + m1

�
dx1

dt

� 2

+ m2

�
 1(l )

dq1

dt

� 2

; (4.181)

d'o�u est extrait la matrice de masse M.

M =
�

m1 0
0

Rl
s=0 �S 2

1ds + m2 1(l )2

�
: (4.182)

4.3.1 Brevets d'acquisition de connaissance

Pour tester si vous mâ�trisez cette m�ethode, faites le brevet 176 et l'examen 2009-2010.
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Si vous avez des di�cult�es, je vous invite �a contacter le r�ef�er ent du brevet correspondant, dont le m�el
est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php?id =403.
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Chapitre 5

Analyse modale

Le concepteur souhaite d�eduire les modes de vibrations des caract�eristiques de la structure, qu'elle
pr�esente un amortissement ou non, puis calculer les niveaux de r�eponse dans la gamme de fr�equences
explor�ees. Pour les structures complexes, cette d�emarche est impossible sans simpli�cations drastiques,
et il doit se questionner sur la validit�e de sa mod�elisation. Il sera donc amen�e naturellement �a confronter
la r�eponse de son mod�ele avec la r�ealit�e, en mesurant la r�eponse de la structure. S'il est d�e�cu par
cette comparaison, il pourrait balayer les di��erents param�etre s de son mod�ele, voir changer le type de
celui-ci (non lin�earit�e, amortissement...), en esp�erant trouver celui qui "colle" le plus �a ses r�esultats
exp�erimentaux. Cette d�emarche fastidieuse risque fort de ne pas aboutir.

A l'inverse, �a partir des r�eponses exp�erimentales de la structure, on peut se demander, comment
extraire les modes de vibration, et quel est le mod�ele structurel leplus simple qui permettrait de simuler
ce comportement.

Ces deux d�emarches d�eductives compl�ementaires seront �etudi�ees dans ce chapitre. Il faudra tenir
compte des degr�es d'incertitudes sur le mod�ele ou sur certains r�esultats, a�n de ne se concentrer que sur
les zones de comportements les plus signi�ant. Il n'est sans doute pas n�ecessaire de reproduire la totalit�e
de la r�eponse exp�erimentale, entach�ee d'incertitudes variablesen fonction de la fr�equence.

5.1 objectifs

Dans le paragraphe 5.2 nous �etudierons analytiquement le comportement vibratoire de structures, �a
travers leurs fonctions de r�eponse en fr�equence. Cette d�emarche d�eductive est illustr�ee �gure 5.1.

La d�emarche inverse, partant des r�esultats exp�erimentaux, permettra de d�egager un mod�ele structurel
su�sant vis-�a -vis de l'exp�erience. Ceci est illustr�e �gure 5.2.

Nous aborderons d'abord le traitement d'un mod�ele �a 1 degr�e de libert�e, puis �a plusieurs degr�es de
libert�es.

Figure 5.1 { D�emarche th�eorique de l'analyse vibratoire (Ewins)

31



Figure 5.2 { D�emarche exp�erimentale de l'analyse vibratoire (Ewins)

Rappelons d'abord les transformations de Laplace unilat�erale et deFourier,

x(t) �! X (p) =
R

1
0 x(t)e� pt dt (5.1)

x(t) �! X (f ) =
R

1
�1 x(t)e� i 2�f t dt (5.2)

Ici p est un complexe, etf est un r�eel. Si la r�eponse �a une excitation x(t) est not�ee y(t), elles sont li�ees
par un produit de convolution not�e "*",

y(t) = h(t) � x(t) (5.3)

o�u h(t) est la r�eponse du syst�eme �a un dirac �a l'instant t. Par transfo rmation de Fourier de cette �equation
on obtient un produit simple dans l'espace de Fourier,

Y (f ) = H (f ) X (F ) (5.4)

o�u H (f ) est appel�ee fonction de r�eponse en fr�equence (FRF) ("frequency response function"). C'est un
cas particulier de la fonction de transfert H (p) (ici p = i2�f ), comme le montre la �gure 5.3, qui est
donn�ee par,

Y (p) = H (p) X (p) (5.5)

Le choix de la transformation �a utiliser d�epend du type d'amortissement :
| dans le cas de syst�eme sans amortissement, o�u ayant un amortissement proportionnel (ce que nous

d�e�nirons plus tard), on utilisera l'espace de Fourier,
| en pr�esence d'amortissement non proportionnel on utilisera l'esp ace de Laplace.

5.2 mod�ele �a 1 degr�e de libert�e

5.2.1 rappels de terminologie

Nous supposons acquis les notions vues pour un syst�eme �a un seul degr�e de libert�e x(t), dans le cours
Vibrations et acoustique 1 (ENSIM, JC Pascal). Nous rappelons ici que l'on �etudie g�en�eralement,

| les vibrations libres : sans et avec un amortissement
| puis les vibrations forc�ees : Dans le cas d'une excitation �a la pulsat ion ! : f = F0ei!t , la r�eponse est

du type x = X 0ei!t , avec F0 et X 0 grandeurs complexes. Le comportement peut être caract�eris�e
par di��erentes fonctions de r�eponse en fr�equence,
| r�eceptance Hd(f ) = X (f )=F(f ),
| mobilit�e H v (f ) = _X (f )=F(f )
| inertance Ha(f ) = •X (f )=F(f ).
qui peuvent être repr�esent�ees dans le plan de Bode (module etphase en fonction de la fr�equence),
ou de Nyquist (partie imaginaire en fonction de la partie r�eelle).
Les di��erentes formes d'amortissement sont,
| visqueux : ~f vis = � c~_x
| frottement solide : ~f sol = � �N ~_x

k _~x k
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Figure 5.3 { Image de la relation entre la fonction de transfert H (p) et la fonction de r�eponse en
fr�equence H (f )
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| amortissement hyst�er�etique appel�e aussi structural :

~f hys = �
h
!

~_x = �
2k�!=! 0

!
~_x (5.6)

aveck la rigidit�e du syst�eme.

5.2.2 image des param�etres

On peut comparer les r�eponses des syst�emes �a 1 degr�e de libert�e en fonction de leur amortissement.
Pour cela repr�esentons �gures 5.4 et 5.5 les fonctions de r�eponse en fr�equences des syst�emes mod�elisables
par un amortissement visqueux et hyst�er�etique,

m •x + c_x + kx = f (5.7)

m •x + �k
! _x + kx = f: (5.8)

Les r�eceptances associ�ees �a chaque mod�ele sont :
| visqueux : hd(! ) = 1

(k � m! 2 + i!c )

| hyst�er�etique (structurale) : hd(! ) = 1
(k � m! 2 + ih )

Les mobilit�es sont donn�ees dans les deux cas parhv (! ) = i!h d(! ) et l'acc�el�erance par ha(! ) =
� ! 2hd(! ). On peut montrer que dans le cas d'un amortissement hyst�er�etique

L'identi�cation des param�etres de masse m et de rigidit�e k sera faite sur l'un des diagrammes de Bode
(�gure 5.4). L'identi�cation des param�etres de viscosit�e du mod� ele peut être faite sur les diagrammes 5.5.
Il faudra veiller �a faire un choix correct de fonction �a repr�esen ter (r�eceptance, mobilit�e ou inertance), car

| dans le cas d'un amortissement visqueux, la mobilit�e est un cercle de centre ( 1
2c ,0) et de rayon 1

2c .
| dans le cas d'un amortissement hyst�er�etique, il faut utiliser la r� eceptance, qui donne un cercle de

centre,

(0; �
1
2h

) (5.9)

et de rayon 1
2h

L'amortissement hyst�er�etique fait partie de la famille des amortissement proportionnels. Une condition
su�sante mais non n�ecessaire est que le coe�cient d'amortissement soit de la forme,

c = �m + �k: (5.10)

Ils ont la particularit�e de poss�eder les mêmes vecteurs propresque le syst�eme non amorti (mais pas les
mêmes valeurs propres). Nous y reviendrons lorsque nous �etudierons les syst�emes �a plusieurs degr�es de
libert�e (paragraphe 5.3).

�n cours 1

5.2.3 extraction des param�etres modaux

Cette m�ethode s'applique lorsque le syst�eme n'a qu'un seul degr�ede libert�e, ou pour un syst�eme
�a plusieurs degr�es de libert�e, dont le mode le plus proche du domaine de fr�equence �etudi�e, domine la
r�eponse. Ceci sera approfondi dans le paragraphe 5.3.3.

Les m�ethodes pr�esent�ees ici sont : m�ethode du l'amplitude de pic (peak amplitude), m�ethode de
lissage de cercle (circle �tting ), et m�ethode inverse.

L'�equation consid�er�ee,
m •x + c_x + kx = f; (5.11)

sera �etudi�ee en divisant celle-ci par m et en introduisant,

! 0 =
p

k=m (5.12)

� =
c

2
p

km
(5.13)
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Figure 5.4 { Diagrammes de Bode de syst�emes : (haut) r�eceptance, (milieu) mobilit�e, (bas) inertance,
d'apr�es Ewins p30-31 [3]. La hauteur du pic et son positionnement exact d�ependent du type d'amortisse-
ment, mais les positions des asymptotes d�ependent uniquement des param�etres de masse et de rigidit�e.
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Figure 5.5 { Diagrammes de Nyquist de syst�emes �a amortissement visqueux (gauche) et hyst�er�etique
(droite) : (haut) r�eceptance, (milieu) mobilit�e, (bas) inertance , d'apr�es Ewins p36

36



l'�equation du mouvement est transform�ee en,

•x + 2 �! 0 _x + ! 2
0x = f=m: (5.14)

La fonction de r�eponse en fr�equence en d�eplacement est,

Hd(! ) =
1=k

1 � (!=! 0)2 + i2�!=! 0
(5.15)

m�ethode de l'amplitude de pic Cette m�ethode n'est utilisable que si les pics de la fonction de
r�eponse en fr�equence� (! ) sont bien s�epar�es. C'est �evidemment le cas d'un syst�eme �a 1 degr�e de libert�e
qui ne pr�esente qu'un seul pic.

| mesure de la fr�equence de r�esonnance ! r .
| mesure de l'amplitude �a la r�esonnance j ĥd j

| mesure de la largeur de bande � ! = ! 2 � ! 1 tels que � (! 1) = j ĥd jp
2

et � (! 2) = j ĥd j =
p

2 de part
et d'autre du pic.

| calcul du facteur de perte � ,

� =
! 2

2 � ! 2
1

! 2
r

'
� !
! r

= E" =E0 = tan � (5.16)

On peut alors calculer le coe�cient d'ammortissement

2� = � (5.17)

| on calcule la fr�equence ! 0 qu'aurait le syst�eme sans amortissement,

! 0 =
! rp

1 � 2� 2
=

r
k
m

(5.18)

Ceci est possible car l'existence du pic assure que le terme sous la racine est positif.
| comme localement, la r�eponse hd(! ) peut être mise sous la forme,

hd(! ) =
A

! 2
r � ! 2 + i�! 2

r
(5.19)

d'o�u l'on d�eduit l'amplitude A0 qui est reli�ee �a la rigidit�e par,

A0 =
F=k

r �
1 � ! 2

r
! 2

�
+

�
2� ! r

!

� 2
(5.20)

| L'amplitude de la force d'excitation F est mesur�ee, aussi l'�equation 5.20 fourni la rigidit�e k. Elle
doit être ind�ependante de la pulsation ! choisie. Si c'est le cas, c'est que l'hypoth�ese d'un syst�eme
�a 1 ddl est coh�erent avec les r�esultats. L'�equation 5.18 donne alors la massem, les �equations 5.16
et 5.12 l'amortissementc.

exemple Nous testerons cette m�ethode sur un exemple. Consid�erons la fonction de r�eponse en fr�equence
engendr�ee par k = 2, ! 0 = 3 et un amortissement � = 0 :1. De ces donn�ees de base on peut d�eduire :
m = k=! 2

0 = 0 :22, la pulsation de r�esonnance! r = ! 0(1 � 2� 2) = 2 :94, l'amortissement �a la r�esonnance
� = 2 �!=! 0 = 0 :2, le coe�cient �a la r�esonnance h = k� = 0 :4.

Les points exp�erimentaux arti�ciels sont cr�e�es par le �chier de t ype Matlab "exer22.m", en ayant
pris soin de simuler des points sans bruit additionnel (noise=0). On peut remarque sur les di��erentes
repr�esentations de la fonction de r�eponse en fr�equence que lad�e�nition de celle-ci �a proximit�e de la
r�esonnance peut être d�eplorable (Nyquist �gure 5.6).

On recherche ensuite les param�etres grâce au �chier Matlab "exer21.m". R�ecapitulons les r�esultats
dans le tableau ci-dessous.
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Figure 5.6 { Diagrammes de Nyquist de la fonction test�ee. Sa d�e�nition d�e pend fortement de la
discr�etisation en fr�equence adopt�ee.

� ! ! r � ! 0 k m
0.91 2.72 0.33 2.76 2 0.22
0.25 3.01 0.14 3.04 2 0.22
0.09 2.97 0.12 3.00 2 0.22
0.03 2.96 0.11 3.00 2 0.22
0.01 2.97 0.10 3.00 2 0.22

Sur cet exemple, la convergence vers les valeurs de d�epart est observ�ee. Le param�etre � est le plus
lent �a converger : il est en fait tr�es d�ependant de la mesure de la hauteur du pic. Une sous-estimation
de celle-ci du fait d'une discr�etisation faible en fr�equence, implique que la largeur de bande �a -3db est
surestim�ee, et on estime alors l'amortissement par exc�es.

Si l'on e�ectue le même travail sur une fonction de r�eponse en fr�equence sur laquelle est ajout�ee (ar-
ti�ciellement) un bruit (voir le �chier "exer22.m"), nous obtenons po ur un bruit al�eatoire de distribution
normale d'amplitude de 10% et ind�ependante sur la partie r�eelle et imaginaire,

� ! ! r � ! 0 k m
0.30 3.01 0.20 3.04 2 0.22
0.30 3.01 0.10 3.04 2 0.22
0.30 3.01 0.20 3.04 2 0.22
0.09 3.06 0.10 3.09 2 0.22
0.09 2.97 0.06 3.00 2 0.22
0.09 3.06 0.11 3.09 2 0.22
0.03 3.00 0.01 3.03 2 0.22
0.03 2.98 0.10 3.01 2 0.22
0.03 3.00 0.07 3.03 2 0.22

On remarquera que cette m�ethode est tr�es sensible �a la pr�ecision de la mesure de la hauteur du pic
j �̂ j, que la d�etermination de k peut d�ependre de la fr�equence! utilis�ee, et que nous n'avons utilis�e que
des grandeurs r�eelles. Si l'amortissement est faible, et donc le pic tr�es ac�er�e, les erreurs sur la mesure de
son niveau seront d'autant plus grande du fait de l'e�et de palissade.
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Figure 5.7 { Diagrammes de Nyquist de la fonction ~� (! ), d'apr�es Ewins p36

m�ethode de lissage de cercle Nous supposerons valide l'hypoth�ese d'existence locale d'un seul mode
(voir paragraphe 5.3.1 pour un syst�eme �a plusieurs degr�es de libert�e). Etudions les cas de l'amortissement
structurel, et de l'amortissement visqueux.

Si nous faisons l'hypoth�ese d'unamortissement structurel , la fonction complexe repr�esent�ee par
un cercle est la mobilit�e,

� (! ) =
A

! 2
r � ! 2 + i�! 2

r
(5.21)

La grandeur A, a pour objet de donner par son module, la taille du cercle, par sa phase, l'angle de ce
cercle avec l'axe de r�ef�erence. Une recherche du cercle passant au mieux des points s�electionn�es sera
utilis�ee �a cet e�et.

Une foisA estim�e, il faut trouver la fr�equence de r�esonnance ! r ainsi que l'amortissement� . Construi-
sons �gure 5.7 le cercle repr�esentatif de,

~� (! ) =
1

! 2
r � ! 2 + i�! 2

r
(5.22)

Un point �a la fr�equence ! est caract�eris�e par l'angle 
 ou l'angle � ,

tan( 
 ) =
� r

1 � ! 2

! 2
r

(5.23)

tan( �= 2) = tan( �= 2 � 
 ) =
1 � ! 2

! 2
r

� r
(5.24)

On recherche! . La deuxi�eme �equation donne,

! 2 = ! 2
r (1 � tan( �= 2)� r ): (5.25)

Si l'on calcule la vitesse de variation de! 2 par rapport �a � ,

d! 2

d�
=

�
� ! 2

r � r =2
�

0

@1 +
1 � ! 2

! 2
r

� 2
r

1

A ; (5.26)

on note qu'elle est maximale pour! r . Ceci peut donner un crit�ere de d�etection de ! r . Une mesure de
l'amortissement est aussi possible car en ce point! r ,

d! 2

d�
=

�
� ! 2

r � r =2
�

; (5.27)
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et donc,

� r = 2
d! 2

d�

� ! 2
r

; (5.28)

Cette m�ethode est bien adapt�ee, mais encore faut-il avoir �a l'esprit que la description exp�erimentale
du cercle est discr�ete et non continue. Il faut donc pouvoir s'appuyer sur une �evaluation de cette d�eriv�ee
d! 2

d� �a partir de la connaissance que de certains points.
Soient les valeurs� (! a ) et � (! b) mesur�ees de part et d'autre de la fr�equence de r�esonnance.La formule

5.24 donne poura et b,

tan( � a=2) =
1 � ! 2

a
! 2

r

� r
(5.29)

tan( � b=2) =
1 � ! 2

b
! 2

r

� r
(5.30)

De ces deux �equations �a deux inconnues� r et ! r , on tire,

� r =
! 2

b � ! 2
a

! 2
r

1
tan( � a=2) � tan( � b=2)

: (5.31)

Si l'amortissement est faible, on peut assimiler,

! 2
b � ! 2

a

! 2
r

' 2
! b � ! a

! r
(5.32)

D'autre part, si l'on choisit les points a et b comme les points �a 1/2 puissance,

� 1=2 = �= 2 (5.33)

� 2=2 = � �= 2 (5.34)

tan( � 1=2) = 1 (5.35)

tan( � 2=2) = � 1 (5.36)

et l'amortissement (formule 5.31) se simpli�e en,

� r =
! 2

b � ! 2
a

! 2
r

1
2

: (5.37)

�n cours 2
Dans le cas d'unamortissement visqueux , on utilise la mobilit�e,

Y (! ) =
i!

k � m! 2 + ic!
: (5.38)

Les parties r�eelles et imaginaires s'�ecrivent,

Re(Y) =
c! 2

(k � m! 2)2 + c2! 2 (5.39)

Im (Y ) =
! (k � m! 2)

(k � m! 2)2 + c2! 2 ; (5.40)

et fournissent l'angle,

tan( �= 2) =
! (k � m! 2)

c! 2 =
1 � ! 2

! 2
r

2�!=! r
(5.41)
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Figure 5.8 { Sensibilit�e de la valeur trouv�ee de l'amortissement avec le choix des pointsa et b, d'apr�es
Ewins p168

Par l'utilisation des points 1 et 2 comme pr�ec�edemment, on obtient, mais cette fois-ci de fa�con exacte,

� =
1
2

! 2
2 � ! 2

1

! 2
r

(5.42)

Dans les deux cas d'amortissement, pour trouver! r , on pourra prendre le milieu des deux points qui
donnent la variation la plus grande de� , ou �evaluer sa position �a partir des formules 5.29 en en faisant
le ratio,

tan( � a=2)
tan( � b=2)

=
1 � ! 2

a
! 2

r

1 � ! 2
b

! 2
r

(5.43)

soit en factorisant ! 2
r ,

! 2
r (tan( � a=2) � tan( � b=2)) = ! 2

b tan( � a=2) � ! 2
a tan( � b=2) (5.44)

d'o�u,

! 2
r =

! 2
b tan( � a=2) � ! 2

a tan( � b=2)
tan( � a=2) � tan( � b=2)

(5.45)

Il s'av�ere que si la pr�ecision sur ! r est de l'ordre de 0:1 fois l'�ecart en pulsation entre deux points, la
valeur de l'amortissement trouv�ee est sensible au choix des deux points a et b (�gure 5.8).

r�ecapitulatif La d�emarche de lissage de cercle passe donc par les �etapes suivantes :
| s�election des points �a utiliser : il faut qu'ils couvrent au moins une v ariation de � de l'ordre de � .
| lissage des points par un cercle : cela fournit la grandeur complexeA (voir �gure 5.9)
| localisation de la fr�equence de r�esonnance et calcul de l'amortissement.
| multiples �evaluations de l'amortissement en vue d'estimer la pr�ecisio n sur cette mesure. Si les

variations sont de l'ordre de 5% l'analyse est valid�ee, si elle est de l'ordre de 30% c'est que
l'hypoth�ese d'unicit�e du pic est peut-être �a remettre en cause .
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Figure 5.9 { Lissage du cercle pour d�eterminerA, d'apr�es Ewins p166

| d�etermination des constantes modale : m,k.
Appliquons cette m�ethode aux mêmes jeu de points engendr�es pr�ec�edemment par "exer20.m" avec un

intervalle en pulsation de 0:23rad s� 1. Le cercle passant au mieux des points est trouv�e par "exer23.m".
On veillera �a initialiser l'optimisation non-lin�eaire par des valeurs appro ximatives. On trouve un centre
du cercle en (0.128,-1.25) et un rayon de 1.26. On note que la non nullit�e de la partie r�eelle du centre du
cercle ne peut être expliqu�ee par le mod�ele (voir formule 5.9). Ce d�ecalage est explicable par la mauvaise
d�e�nition des points du cercle si la discr�etisation en pulsation est t rop faible. Par contre on acc�ede �a la
grandeur h relative �a l'amortissement,

1
2h

= 0 :125 (5.46)

h = 0:397 (5.47)

On d�etermine la pulsation de r�esonnance, lieu de partie imaginaire maximale. Ce point est �a la
verticale du centre d�etermin�e pr�ec�edemment,

! r = 3:00 (5.48)

On d�etermine les deux points �a l'horizontale du centre, par une proc�edure similaire,

! 1 = 2:69 (5.49)

! 2 = 3:20 (5.50)

� = 0:843 (5.51)

� = 0:422 (5.52)

Si l'on utilise la même m�ethode avec plusieurs niveaux de discr�etisation, on obtient le tableau suivant,
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Figure 5.10 { M�ethode inverse : tra�cage de l'inverse de la r�eceptance, d'apr�es Ewins p171

� ! h ! r �
0.91 0.40 3.24 0.04
0.30 0.40 2.97 0.10
0.09 0.40 2.99 0.098
0.03 0.40 2.98 0.099

On observe que la convergence des r�esultats est plus rapide qu'avec la premi�ere m�ethode de l'amplitude
du pic. La convergence de� vers la bonne valeur est elle aussi plus rapide. La m�ethode de lissagede
cercle utilise les composantes r�eelles et imaginaires, et non pas le module qui est une information moins
riche, d�egrad�ee.

m�ethode inverse Cette m�ethode utilise les mêmes hypoth�eses que le lissage de cercle. Si l'on trace
l'inverse de la r�eceptance, pour un syst�eme �a 1 degr�e de libert�e,

1
� (! )

= (k � ! 2m) + ih (5.53)

on obtient une droite (�gure 5.10). On e�ectuera un lissage des points exp�erimentaux par une droite. La
valeur de h sera l'intersection de celle-ci avec l'axe imaginaire. Pour obtenir la massem et la rigidit�e k
il faut proc�eder �a un second lissage des valeurs r�eelle de la FRF par rapport �a la r�eponse d'un mod�ele
(optimisation de deux param�etres).

Le tra�cage du graphe 5.10 permet d'observer la dispersion des points autour de cette droite des
moindres carr�es.

| si elle est de type al�eatoire, nous sommes en pr�esence de bruit
| Si les points sont incurv�es, ou la droite de pente non nulle, la proxim it�e d'un autre mode peut en

être la source ou les hypoth�eses sur l'amortissement ne sont pasvalides.
Dans le cas d'un amortissement structurel, ne pas oublier de faire cette d�emarche avec la mobilit�e au

lieu de la r�eceptance.

5.3 pour un mod�ele �a plusieurs degr�es de libert�e

La r�eceptance d'un syst�eme �a N degr�es de libert�e d�epend des points j et k d'excitation et de mesure
entre lesquels elle est mesur�ee. On devra donc l'indicer sous la forme� jk . L'amplitude �a la r�esonnance
"s" sera not�ee sA jk . Cette r�eceptance s'�ecrira donc comme la somme des r�eponses �a chaque fr�equences
propres,

� jk (! ) =
NX

s=1

sA jk

! 2
s � ! 2 + i� s ! 2

s
: (5.54)

Dans le cas o�u l'on ne consid�ere exp�erimentalement qu'un sous-domaine de fr�equence compris entre les
r�esonancess1 et s2 (voir �gure 5.11, la contribution des modes de r�esonance inf�erieurs �a s1 est �equivalente
�a une masse r�esiduelleque nous noteronsM R

jk , et la contribution des modes sup�erieurs �as2 sera �equivalente
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Figure 5.11 { contribution des divers termes d'une s�erie modale [3]

�a une rigidit�e r�esiduelle que nous noteronsK R
jk . La r�eceptance peut donc être �ecrite sous la forme,

� jk (! ) = �
1

! 2M R
jk

+
s2X

s= s1

sA jk

! 2
s � ! 2 + i� s! 2

s
+

1
K R

jk

: (5.55)

�n cours 3

5.3.1 validit�e de l'hypoth�ese d'unicit�e locale du degr� e de libert�e

Nous remarquons que les m�ethodes utilis�ees pour un syst�eme �aun seul degr�e de libert�e peut donc
être utilis�es pour des syst�emes �a plusieurs degr�es de libert�e. Il su�t pour cela dans la formule 5.55 de
consid�erer que s1 = s2. Tous les autres modes contribuent de fa�con r�esiduelle en rigidit�e ou en masse.
Ceci est appel�ehypoth�ese d'un unique degr�e de libert�e (SDOF assuption).

5.3.2 r�esidus des modes non analys�es

Par l'interm�ediaire de l'exercice "exer24.m", on peut cr�eer des points exp�erimentaux arti�ciels pour
un syst�eme �a trois degr�es de libert�e, et observer la fonction de r�eponse en fr�equence. Dans le cas choisi,
on remarque que les trois cercles ne sont pas bien distincts les uns des autres (�gure 5.12).

Dans le cas pr�esent�e, si l'on ne s'int�eresse qu'au domaine fr�equentiel voisin du deuxi�eme mode, !
entre 2 et 4, la contribution dans ce domaine du mode 3 est une contribution de rigidit�e, celle du mode
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Figure 5.12 { Diagramme de Nyquist d'un syst�eme �a trois degr�es de libert�e, dont les fr�equences propres
ne sont pas tr�es �eloign�ees les une des autres relativement �a leur largeur de bande respectives.
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1 est de masse (�chier "exer25.m"). En utilisant la recherche des param�etres du mod�ele par lissage d'un
cercle (�chier "exer23.m"), on trouve que le centre du cercle poss�ede une composante r�eelle non nulle :
elle est issue des termes compl�ementaires de masse et de rigidit�e des autres modes non analys�es.

5.3.3 m�ethodes d'extraction des param�etres modaux : mult iple degr�es de
libert�e (MDOF)

Les modes sont toujours coupl�es plus ou moins fortement. L'hypoth�ese SDOF peut toujours êtes faite,
mais les r�esultats de chaque mode seront entach�es d'erreur, etlorsque l'on reconstruira la r�eponse totale
par addition des r�eponses, on ne retrouvera pas la fonction de r�eponse en fr�equence mesur�ee. Il peut donc
être int�eressant de faire une recherchesimultan�ee des param�etres des di��erents modes. Deux possibilit�es
existent :

| travail dans l'espace de Fourier
| travail dans le domaine temporel
| travail sur la globalit�e des courbes

travail dans l'espace de Fourier

Soit � m
jk (! ) la fonction de r�eponse en fr�equencemesur�ee, et � jk (! ) la frf calcul�ee grâce aux param�etres

de mod�ele qui restent �a d�eterminer :

� jk (! ) = �
1

! 2M R
jk

+
s2X

s= s1

sA jk

! 2
s � ! 2 + i� s! 2

s
+

1
K R

jk

: (5.56)

On peut construire la fonction complexe, d'�ecart entre ces deuxgrandeur,

� jk (! ) = � m
jk (! ) � � jk (! ); (5.57)

et en calculer le module qui est le scalaireE jk (! ) = � jk (! ) � �� jk (! ). On peut alors construire une fonction
coût � que nous chercherons �a minimiser,

� =
Z ! max

! 0

E jk d!: (5.58)

Les mesures seront faites �a des fr�equences! i r�eguli�erement espac�ees, donc l'int�egrale peut être �ecrite en
une somme discr�ete qui fasse apparâ�tre des coe�cientsde pond�eration wi ,

� =
i = NX

i =1

wi E jk (i ): (5.59)

On recherche alors un minimum de cette fonction coût, qui doit se traduire par la nullit�e des d�eriv�ees
par rapport �a chaque param�etre du mod�ele :

@�
@ql

= 0 ; (5.60)

avec ql �etant successivement les param�etressA jk , ! s, � s pour tous les s consid�er�es. On obtient ainsi
un syst�eme d'�equations qui est non lin�eaire. Il faudra donc ut iliser une m�ethode it�erative en esp�erant
la convergence, et initialiser les param�etres par des valeurs qui nesoient pas trop absurdes. On pourra
utiliser logiquement les param�etres estim�es avec une approximation SDOF.

Dans le cas de structure detr�es faible amortissement, on peut rechercher �a optimiser les param�etres
d'un mod�ele sans dissipation. Si tous les modes sont dans le domaine de mesure,

� jk (! ) =
NX

s=1

sA jk

! 2
s � ! 2 : (5.61)
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On peut �ecrire une �equation par ! i mesur�e,

� jk (i ) =
NX

s=1

sA jk

! 2
s � ! 2

i
: (5.62)

Le nombre de mesurei max est sup�erieur �a N le nombre de modes. Si l'on choisitN de ces �equations, le
syst�eme �a r�esoudre peut être mis sous la forme,

~� = R ~A; (5.63)

avec � i = � jk (i ), Ris = (! 2
s � ! 2

i )� 1 et As = s A jk . Si l'on prend les valeurs de r�esonnances comme des
donn�ees (obtenues pr�ec�edemment), il su�t d'inverser le syst �eme pour trouver les amplitudes :

~A = R� 1~� ; (5.64)

Ne nous leurrons pas, si cela semble simple et direct, le r�esultat d�epend du choix des fr�equencesi
s�electionn�ees. On veillera �a prendre les r�esonnances, mais aussi les antir�esonnances.

Il faudrait �a cet instant, illustrer cette d�emarche par une simula tion...

travail dans le domaine temporel

L'avantage principal de cette m�ethode est qu'elle ne n�ecessite pas d'estimationdes param�etres mo-
daux. Elle utilise la r�eponse impulsionelle et ne peut donc être utilis�ee que pour des syst�emes avec
amortissement.

Consid�erons le cas d'un amortissementvisqueux(le cas d'un amortissement hyst�er�etique pose probl�eme
pour cette m�ethode), la r�eceptance est donn�ee par,

� jk (! ) =
NX

s=1

sA jk

! s� s + i (! � ! s
p

1 � � 2
s )

+
NX

s=1

s �A jk

! s� s + i (! + ! s
p

1 � � 2
s )

: (5.65)

on peut compacter l'�ecriture en posant classiquement! 0
s = ! s

p
1 � � 2

s , ! 0
s+ N = � ! 0

s et r + N A jk = r �A jk ,

� jk (! ) =
2NX

s=1

sA jk

! s � s + i (! � ! 0
s)

: (5.66)

La transform�ee de Fourier inverse donne la r�eponse impulsionelle,

hjk (! ) =
2NX

s=1

sA jk e! " s t ; (5.67)

avec ! " s = ! s� s + i! 0
s. La mesure de cette r�eponse impulsionelle est faite pour des tempsr�eguli�erement

espac�es de � t. Nous noteronshq = h(q� t).
Posons,

V q
s = e! " s (q� t ) ; (5.68)

on obtient q �equations,

hq =
2NX

s=1

V q
s sA jk ; (5.69)

que l'on peut �ecrire formellement,
~h = ��V ~A: (5.70)

D'autre part, si l'on multiplie chaque �equation par un scalaire � q et que on somme ces �equations on
obtient,

QX

q=0

� qhq =
2NX

s=1

sA jk

QX

q=0

� qV q
s ; (5.71)
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Figure 5.13 { La frf exp�erimentale et la r�eponse implusionelle reconstruite
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Choisissons les� q comme les racines de l'�equation,

QX

q=0

� qV q
s = 0 : (5.72)

Cela annule le membre de gauche de l'�equation 5.71, et en prenantQ = 2 N qui se simpli�e en,

2NX

q=0

� qhq = 0 : (5.73)

Extrayons le dernier terme,
2N � 1X

q=0

� qhq = � h2N � 2N : (5.74)

On peut choisir � 2N = 1, car nous avons un param�etre � en plus. Nous avons obtenus une �equation
pour un jeu temporel q = 0 �a q = 2 N . On peut obtenir une autre �equation, par un autre jeu q = 1 �a
q = 2 N + 1. En renouvelant ceci, on obtient un syst�eme,

2

6
6
4

h0 h1 h2 ::: h2N � 1

h1 h2 h3 ::: h2N

::: ::: ::: ::: :::
h2N � 1 h2N h2N +1 ::: h4N � 2

3

7
7
5

2

6
6
4

� 0

� 1

:::
� 2N � 1

3

7
7
5 = �

2

6
6
4

h2N

h2N +1

:::
h4N � 1

3

7
7
5 ; (5.75)

que l'on r�e�ecrit,

H ~� = � ~~h: (5.76)

L'inversion de cette �equation permet de calculer � ,

~� = � H � 1~~h; (5.77)

grâce �a 5.72, on calcule lesV q
s , et 5.68 nous donne les pulsations propres! " s. Il reste alors �a obtenir les

grandeurssA jk grâce �a l'inversion de l'�equation 5.70,

~A = ��V � 1~h: (5.78)

Nous avons ainsi obtenu les param�etres du mod�ele. La seule condition est que le nombre de points
d'acquisition soit sup�erieur �a 4N . On pourra former la fonction coût somme des �ecarts entre la frf mesur�ee
et celle mod�elis�ee, et observer l'�evolution de cette fonction coût avec la recherche de plus ou moins de
degr�es de libert�e N .

Si l'on consid�ere trop de modes, les modes suppl�ementaires pr�esentent soit des amplitudes tr�es faibles
ou des amortissements tr�es grands : ils ne sont pas li�es �a une r�ealit�e physique.

Un exemple tir�e de [3] montre le domaine de frf exp�erimental s�electionn�e, la r�eponse impulsionelle
exp�erimentale reconstruite par transform�ee de Fourier Inverse (�gure 5.13), l'�evolution de la fonction
coût en fonction du nombre de modesN (�gure 5.14) : une am�elioration du lissage apparâ�t entre 5
et 6 modes, puis si l'on s�electionneN = 5, les valeurs des param�etres (�gure 5.15), et la frf mod�elis�ee
superpos�ee �a la frf exp�erimentale (�gure 5.16).

Il faudrait �a cet instant, faire une simulation �a l'aide d'un exemple...

m�ethode temporelle d'Ibrahim

Les m�ethodes pr�ec�edentes n'utilisaient qu'une seule frf pour d�eterminer les param�etres modaux. Or
si plusieurs frf sont obtenues exp�erimentalement, les fr�equences de r�esonnances co�a�ncideront sur l'en-
semble des spectres. Les �etudier s�epar�ement am�ene n�ecessairement �a ce que de l�egers �ecarts existent entre
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Figure 5.14 { L'�evolution de l'erreur en fonction de nombre de modes recherch�es.

Figure 5.15 { Pour 5 modes, les caract�eristiques des param�etres.

Figure 5.16 { Pour 5 modes, les comparaisons entre frf exp�erimentale (...) et frf mod�elis�ee (-)
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les fr�equences de r�esonnances mod�elis�ees sur chaque voie. Ceci n'a rien de physique : il faut travailler
simultan�ement sur l'ensemble des spectres acquis.

Pla�cons-nous dans la cas de vibrations libres d'un syst�eme �a plusieurs degr�es de libert�e ayant un
amortissement visqueux. Si on mesure en aux pointsi les r�eponses aux instantst j , ils peuvent se mettre
sous la forme,

x i (t j ) =
2mX

s=1

s  i e! " s t j : (5.79)

avec! " s la si�eme valeur propre complexe de l'�equation caract�eristique du syst�eme :

(! " 2M + ! " C + K )~x = ~0: (5.80)

Le si�eme vecteur propre est not�e ~ s , sa i i�eme composante i  s . Les vecteurs propresne sont pasnorm�es
ici. Soit m le nombre total de ddl du mod�ele, qui peut être inf�erieur �a N , le nombre de ddl du syst�eme.

Les di��erentes r�eponses aux di��erents temps sont reli�es pa r,
2

6
6
4

x1(t1) x1(t2) ::: x1(tq)
x2(t1) x2(t2) ::: x2(tq)

::: ::: ::: :::
xn (t1) xn (t2) ::: xn (tq)

3

7
7
5 =

2

6
6
4

1 1 2 1 ::: 2m 1

1 2 2 2 ::: 2m 2

::: ::: ::: :::
1 n 2 n ::: 2m n

3

7
7
5

2

6
6
4

e! " 1 t 1 ::: e! " 1 t q

e! " 2 t 1 ::: e! " 2 t q

::: ::: :::
e! " 2m t 1 ::: e! " 2m t q

3

7
7
5 (5.81)

que l'on �ecrira matriciellement,
[x] = [ ] [�] : (5.82)

On peut appliquer la même d�emarche, mais d�ecal�ee d'un instant � t.

x̂ i (t j ) = x i (t j + � t) =
2mX

s=1

s i e! " s ( t j +� t ) =
2mX

s=1

s  ̂ i e! " s t j : (5.83)

soit donc,
s  ̂ i = s  i e! " s (� t ) : (5.84)

Nous disposons donc d'un second jeu d'�equations :

[x̂] =
h
 ̂

i
[�] : (5.85)

Comme m est une variable �a choisir, prenons 2m = n, les matrices deviennent carr�ees. On peut d�e�nir
la matrice,

[A] [ ] =
h
 ̂

i
; (5.86)

qui permet d'�ecrire,
[A] [x] = [ x̂] : (5.87)

Comme les matrices [x] et [x̂] sont mesur�ees, on peut calculer la matrice [A] : si q = 2 m par inversion, si
q > 2m, par une m�ethode des moindres carr�es :

[A] = [ x̂] [x]T ([x] [x]T )� 1: (5.88)

Les vecteurs propres s'obtiennent donc par,

[A] ~̂
s = e! " s � t ~̂

s : (5.89)

C'est un probl�eme aux valeurs propres. Les valeurs propres� s = e! " s � t de [A], ne sont pasles mêmes
que les valeurs propres du probl�eme initial. Ces valeurs propres donnent,

� s = e! " s � t = as + ibs =
p

a2
s + b2

sei� s ; (5.90)

avec � s = tan � 1(� bs=as).
Attention, les modes n'�etant pas norm�es, ils ne permettent pas de reconstruire la frf.
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Figure 5.17 { Syst�eme de mesure avec une seule excitation.

lissage de courbes multiples

Une derni�ere id�ee est de sommer l'ensemble des frf, a�n de voir apparâ�tre les fr�equences propres sur
l'ensemble de la structure :

HH (! ) =
X

i

X

k

� ik : (5.91)

La mesure de l'amortissement surHH est possible : les amortissement sur chacune des frf �etant peu
di��erent de cette valeur moyenne.

Par cette m�ethode de sommation, on risque de passer �a cot�e decauses bien r�eelles qui font varier
l�eg�erement les amortissement. Doncprudence!

�n cours 4

5.4 Techniques de mesure de mobilit�e

On distinguera les m�ethodes o�u l'excitation ne se fait qu'en un seul point et la r�eponse est mesur�ee
aussi en un seul point, et les m�ethodes de multi-excitations et de multiples points de mesure. Lorsque
l'on d�eplace le points d'excitation, on e�ectue en fait plusieurs mesures du premier type.

Consid�erons une châ�ne de mesure telle que d�ecrite �gure 5.17. L'excitation peut être de di��erent
type :

| dans le cas d'un pot vibrant : sinuso�a�dale, al�eatoire, p�eriodiq ue
| dans le cas d'un marteau d'impact : impulsionel

Elle sera toujours mesur�ee : dans le cas de la �gure 5.17, par un capteur de force. Les r�eponses seront
mesur�ees par exemple par des acc�el�erom�etres. Les signauxd'excitations et de r�eponse seront ampli��es �a
l'aide de conditionneurs, puis analys�es.

5.4.1 pr�eparation de la structure

La qualit�e de la mesure des caract�eristiques d'une structure d�epend fortement de la mâ�trise des
conditions aux limites. On peut soit �etudier ses modes libres ("free") soit ceux �x�es ("grounded").

Dans le cas d'une structure libre, la suspension qui la maintient doit être su�samment souple pour
que les modes de corps rigide soient �a des fr�equences beaucoup plus basses que celles pour lesquelles
la structure se d�eforme. Th�eoriquement, ces modes de corps rigides sont des modes �a fr�equences nulles.
Ils peuvent fournir la masse et les inerties de rotation du syst�eme.Il faudra penser �a v�eri�er que les
fr�equences propres de vibrations des suspension ne viendront pas interf�erer avec celles de la structure,
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Figure 5.18 { Position optimale des supports de structure pour la mesure des caract�eristiques vibratoires
du premier mode de poutre libre-libre.

et si c'est la cas, de pouvoir les identi�er. Pour perturber le moins le comportement de la structure on
pourra :

| Positionner les suspensions aux noeuds du premier mode de vibrationde la structure
| Mettre les directions de suspension dans une direction normale �a la vibration du premier mode.
Si l'on respecte ces deux r�egles, la mesure des caract�eristiquesvibratoires du premier mode d'une

poutre droite sera optimum si l'on proc�ede comme sur la �gure 5.18.
Dans le cas o�u des conditions aux limites de type �x�ees sont utilis�ees, la structure support n'est jamais

in�niment rigide. On conseillera donc :
| d'e�ectuer une mesure de la r�eponse en fr�equence du support dans la gamme de fr�equences qui

sera explor�ee pour le structure �a �etudier
| d'utiliser des �xations similaires �a celles qui seront utilis�ee par la stru cture une fois mont�ee sur le

syst�eme �nal
| de ne pas ajouter de rigidit�e localement �a la structure

Si la rigidit�e du support est bien plus grande que celle de la structuredans la gamme de fr�equence
explor�ee, on pourra consid�erer la liaison comme parfaite.

Il n'existe pas de choix de conditions aux limites �a priori meilleur : chaque syst�eme est un cas par-
ticulier. On ne doit pas oublier que le les conditions aux limites de l'�etude exp�erimentale, ne sont pas
obligatoirement celles de la pi�ece dans son environnement futur :l'�etude exp�erimentale est l�a pour confor-
ter une mod�elisation de cette structure. C'est sur la mod�elisation que l'on ajoutera

| soit les conditions r�ealistes en fonctionnement
| soit les mod�eles des autres structures �a laquelle celle-ci sera attach�ee

5.4.2 excitation de la structure

Quatre types d'excitateurs sont possibles :
| m�ecanique : un balourd sur un axe que l'on met en rotation excitera la structureavec une fr�equence

correspondant �a la vitesse de rotation, et une amplitude proportionnelle au carr�e de celle-ci. La
simplicit�e de ce syst�eme, �evite si l'on connâ�t la vitesse de rotation d'avoir �a mesure l'e�ort exerc�e
sur la structure, mais la modi�cation de l'amplitude d'excitation n�eces site un r�eglage de la distance
du balourd. Il faudra se m�e�er du fait qu'un d�eplacement vibrato ire de la structure au points
d'encrage du syst�eme, signi�catif par rapport �a la distance du balourd, pourra faire nâ�tre des
harmoniquesdans le spectre d'excitation.

| �electromagn�etique L'intensit�e variable est transform�ee en variation de champs magn�etique, qui
cr�ee un e�ort variable sur le noyau qui est attach�e �a la structu re. Ce syst�eme est plus souple
que le pr�ec�edent, car on contrôle s�epar�ement fr�equence et amplitude d'excitation. L'imp�edance de
l'excitateur variant avec la fr�equence, on ne peut d�eduire l'e�ort de la mesure du courant : un
capteur de force est �a intercaler entre le pot vibrant et la structure.

| excitateur �electrohydraulique : La consigne est apport�ee sous forme hydraulique. La gamme de
fr�equence est g�en�eralement plus r�eduite ( inf�erieure �a 1 kHz ) que celle des pots �electromagn�etique
(jusqu'�a 30-50 kHz), mais la puissance en est g�en�eralement plus grande, et ils permettent de
superposerun chargement statique�a l'excitation. A même fr�equence ils permettent g�en�eralement ,
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Figure 5.19 { Marteau d'impact et spectre typique de la force obtenue.

d'atteindre des amplitudes plus fortes.
| marteau d'impact Le marteau d'impact poss�ede �a son extr�emit�e un capteur de fo rce. Entre ce

capteur et la structure, l'exp�erimentateur choisi un embout de duret�e variable. L'excitation,
th�eoriquement un dirac, poss�ede en fait une dur�ee et une amplitude d�ependant de l'embout et de
la masse du marteau. La transform�ee de Fourier du signal d'impact, montre le contenu fr�equentiel
de celui-ci (voir �gure 5.19). On ne travaillera pas dans des fr�equences sup�erieures �a la valeurf c.
Pour atteindre des fr�equences plus �elev�ees, on choisira :
| un embout de rigidit�e plus grande
| une masse de marteau plus faible
On choisira la fr�equence de coupuref c juste au dessus de la fr�equence maximale que l'on souhaite
analyser a�n de fournir toute l'�energie de l'impact dans la zone fr�e quentielle qui nous int�eresse.
Les int�erêt �evidents de cette m�ethode sont :
| la simplicit�e du moyen d'excitation
| la rapidit�e de l'essais sous r�eserve de poss�eder un analyseur de spectre bi-canal.
| l'absence de masse ajout�ee ou de rigidit�e sur le syst�emependant la phase de vibrations libres
Les inconv�enients peuvent être :
| le risque de d�epassement du domaine de lin�earit�e de la structure pendant l'impact
| la pr�ecision du point d'impact qui peut être faible

5.4.3 �xation �a la structure

Quelque soit le syst�eme utilis�e il faut se souvenir,
| que la partie mobile de l'excitateur et du capteur de force �eventuel,rajoutent une masse localis�ee

�a la structure
| elles peuvent aussi ajouter des inerties de rotations localis�ees
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Figure 5.20 { Syst�eme d'excitation par une tige pour garantir la composante du torseur d'e�ort excit�e.

On modi�e donc les caract�eristiques de la structure. Si ces modi�cations sont importantes, elles
in
ueront sur les fonctions de r�eponses en fr�equences, donc sur les fr�equences propres, modes propres et
amortissements.

Un autre point important est que la mesure d'une fonction de r�eponse en fr�equencehij entre un
point i et un point j , est associ�ee �a un degr�e de libert�e au point i : il faut s'assurer que l'excitation ne
correspond qu'�a une seule composante du torseur des e�orts transmissibles. On intercalera �a cet e�et une
tige relativement �ne entre le pot et le capteur de force ("drive rod assembly"), qui garantira une rigidit�e
plus grande dans la direction de sollicitation souhait�ee, par rapportaux autres directions d'e�ort et aux
moments (voir �gure 5.20). Cette conditions de type statique doit être compl�et�ee par une condition de
type dynamique. De même que pour le cas de conditions aux limites de type "rigides", ilfaudra v�eri�er
que les fr�equences de r�esonancesde cette tige ne sont pas dans la même gamme que celles explor�ees sur
la structure.

Il reste la question la �xation du pot vibrant. On pr�ef�erera des s yst�emes pour lesquelsla force de
r�eaction sur le pot n'est pas transmis �a la structure . Par exemple si celui-ci est�x�e au monde ext�erieur ou
libre (voir �gure 5.21 cas a et b). Dans le deuxi�eme cas, on pourra y ajouter une masse pour augmenter
l'e�ort transmis �a la structure.

Un grand nombre de probl�emes d�ecrits ci-dessus ne concernent pas les essais faits au marteau d'impact.
�n cours 5

5.4.4 capteurs

Les capteurs les plus courants sont des capteurs pi�ezo�electriques, qui g�en�erent l'apparition de charges
aux bords du cristal lorsque celui-ci est contraint.

capteur de force

Le capteur de force est r�ealis�e en opposant les deux faces qui font apparâ�tre des charges du même
signe (�gure 5.22). La force qui est support�ee par les cristaux n'est qu'une fraction de celle appliqu�ee au
capteur, car l'enveloppe ext�erieure participe aussi �a la rigidit�e. La force mesur�ee n'est pas exactement
celle appliqu�ee �a la structure car la mise en mouvement de la masse ducristal cot�e structure "consomme"
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Figure 5.21 { Suspension du pot excitateur.

Figure 5.22 { Capteur de force.

une partie de l'e�ort. L'un des cristaux est de masse plus faible : on veillera �a orienter le capteur tel que
ce cot�e soit contre la structure.

acc�el�erom�etre

Le même type de cristal supporte une masse calibr�ee. L'acc�el�eration est transmise �a cette masse par
le cristal. Le capteur est sensible �a la force qui est n�ecessaire, et permet connaissant la masse calibr�ee de
connâ�tre l'acc�el�eration. Ce syst�eme se comporte comme un syst�eme �a un degr�e de libert�e (�gure 5.23),
et poss�ede donc sa propre r�esonnance que l'on visualise sur la courbe d'�etalonnage de l'acc�el�erom�etre.
On veillera �a travailler en dessous de cette r�esonnance.

Ces capteurs peuvent avoir une sensibilit�e aux acc�el�erations transverse. Les mod�eles travaillant en
cisaillement le sont moins. La direction de plus faible sensibilit�e transverse est g�en�eralement rep�er�ee sur

Figure 5.23 { Acc�el�erom�etre.
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Figure 5.24 { Choix de l'orientation de moindre sensibilit�e de l'acc�el�erom�et re, pour une poutre cantilever
d'axe ~x en vibration transverse.

Figure 5.25 { Une tête d'imp�edance.

l'acc�el�erom�etre. On veillera donc �a orienter ce point dans la direction o�u l'acc�el�eration perturbatrice la
plus grande existe. Par exemple sur le syst�eme d'une poutre cantilever en vibration transverse (�gure
5.24), on mettra cet axe dans la direction~x.

Plus l'acc�el�erom�etre aura une masse importante, plus sa sensibilit�e sera grande, plus la perturbation
de la structure �a �etudier sera importante. Cette perturbation est de deux types :

| ajout de masse
| ajout d'inerties de rotation

tête d'imp�edance

Une tête d'imp�edance est un assemblage d'un acc�el�erom�etreet d'un capteur de force (voir �gure 5.25).

�xation et localisation des capteurs

On peut comparer �gure 5.26 la r�eponse des di��erentes m�ethodes d'attache
| (hand held) tenu �a la main
| (magnet) magn�etique
| (stud) goujon
| (wax) cire
Le positionnement des acc�el�erom�etres sur la structure serapeut-être guid�e par le choix d'un maillage.

S'il est plac�e �a proximit�e d'un noeud d'une des fr�equences propr e, celle-ci ne pourra être distingu�ee.
C'est bien l'ensemble des mesures aux di��erents points qui permettra d'obtenir une approche compl�ete
du comportement modal de la structure.

Si la m�ethode du marteau d'impact est utilis�ee, la r�eciprocit�e H ij = H ji , permet de laisser un
acc�el�erom�etre �xe, et de d�eplacer le point d'impact : la struct ure �etudi�ee (avec sa perturbation due �a
la pr�esence de l'acc�el�erom�etre) reste la même. Ceci simpli�era grandement un �eventuel recalage avec un
mod�ele qui pourra rester identique pour chaque fonction de r�eponse en fr�equence.
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Figure 5.26 { Capacit�es des di��erentes m�ethodes d'attache des capteurs.

conditionneur, analyseur de signal

Nous n'aborderons pas dans ce cours les principes de la transform�ee de Fourier discr�ete et des
probl�emes sous-jacents. Les erreur de fuite, fenêtres de pond�eration temporelles, les ph�enom�enes d'alias-
sing, de �ltre passe-bande, de moyennage, de moyennage avec recouvrance, on �et�e vue dans le cours de
traitement du signal.

choix de l'excitation

Nous ne rappellerons ici que certains points relatifs au type de signal d'excitation. Aucune m�ethode
de peut être d�eclar�ee comme la plus performante : elles poss�edent toutes avantages et inconv�enients.
On retiendra qu'une �etude avec une excitation transitoire au marteau d'impact fourni rapidement une
vue globale de la fonction de r�eponse en fr�equence, qui peut être a�n�ee autour de r�esonnances ou
antir�esonnances par des sinus glissants.

sinus Une fr�equence de test est choisie et la fonction de r�eponse �a cette fr�equence est mesur�ee. Par
exemple pour l'inertance,

Haij (f ) = •X j (f )=Fi (f ): (5.92)

On veillera �a chaque changement de fr�equence de test �a ce que lecomportement transitoire soit termin�e.
Il sera d'autant plus long que :

| l'on est proche d'une r�esonnance,
| le saut en fr�equence est important,
| l'amortissement �a cette fr�equence est faible.

Le choix manuel des fr�equences de test permettra de concentrer les mesures sur les zones de variation
importantes de la fonction de r�eponse en fr�equence. Ceci est d'autant plus vrai que ce sont ces zones qui
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Figure 5.27 { Biais engendr�es par une vitesse de glissement trop importante.

seront utilis�ees pour l'extraction des valeurs modales. L'analyseurque vous avez utilis�e lors du Tp plaque
de Chladni balaye en fr�equence de fa�con automatique en concentrant cesmesures sur les r�esonnances et
antir�esonnances. Si l'on appellen le nombre d'intervalles entre les deux fr�equences �a de puissance moiti�e
de la puissance �a la r�esonnance, l'erreur sur l'estimation de la puissance est,

n dB
1 -3.0
2 -1.0
3 -0.5
5 -0.2
8 -0.1

glissement lent de sinus Des mesures peuvent être e�ectu�ees avec un sinus glissant lentement soit
lin�eairement (en Hz min � 1) ou logarithmiquement (en octave min� 1). Le r�egime est toujours transitoire
est un biais apparâ�t sur la frf mesur�ee (voir �gure 5.27). Si l'on connâ�t l'amortissement � r ou � r , la
norme ISO pr�econise une vitesse de glissement maximale,

| glissement lin�eaire ( Hz min � 1)

gmax < 54f 2
r � 2

r = 216f 2
r � 2

r (5.93)

| glissement logarithmique ( octave min� 1)

gmax < 78f 2
r � 2

r = 310f 2
r � 2

r (5.94)

excitation p�eriodique Superposition de fonctions sinus, une fonction p�eriodique d'excitation peut
être appliqu�ee. La frf est alors le ratio de la transform�ee de Fourier de la r�eponse par la transform�ee de
Fourier de l'excitation. L'avantage de ce choix provient de la possibilit�e de synchroniser la p�eriode de
l'excitation avec la dur�ee de la mesure de l'analyseur, d'o�u l'absence de d'erreur de fuite (leakage error).
Elles seront appel�eesexcitation pseudo-al�eatoires.

excitation al�eatoire Lorsque l'excitation est de type al�eatoire, et non pseudo-al�eatoire, la fonction de
r�eponse en fr�equence relie lesautospectres et les spectres crois�es. Si y d�esigne la r�eponse et x l'excitation
al�eatoire,

Syy (! ) = H (! ) Syx (! ) (5.95)

Syx (! ) = H (! ) Sxx (! ) (5.96)

Soit,
Syy (! ) = H (! ) H (! ) Sxx (! ) (5.97)
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Figure 5.28 { La description d'un signal al�eatoire utilise : le signal x(t), la fonction d'autocorr�elation
Rxx (� ), la densit�e spectrale de puissanceSxx (! ).

Rappelons la d�e�nition des autospectres. Soit une fonction r�eellex(t), la fonction d'autocorr�elation
Rxx (� ) d�e�nie l'esp�erance du produit,

Rxx (� ) = E [x(t) x(t + � )] (5.98)

Elle est toujours paire et r�eelle (voir �gure 5.28). La densit�e spectrale de puissance est la transform�ee de
Fourier de la fonction d'autocorr�elation,

Sxx (! ) =
1

2�

Z 1

�1
Rxx (� )e� i!� d� : (5.99)

Elle est r�eelle et paire.
On d�e�nira de fa�con similaire, la densit�e crois�ee spectrale de puissanceSyx (! ) �a partir de la fonction

de corr�elation crois�ee Ryx (� ) par,

Rxy (� ) = E [x(t) y(t + � )] (5.100)

Sxy (! ) =
1

2�

Z 1

�1
Rxy (� )e� i!� d�: (5.101)

Rxy (� ) est r�eelle non obligatoirement paire, et Sxy (! ) est complexe et v�eri�e,

Sxy (! ) = S�
yx (! ) (5.102)

S�
yx (! ) �etant le conjugu�e de Syx (! ).

Si l'on revient aux �equations 5.95, on dispose donc de deux estimations de la fonctionH (! ),

H1(! ) =
Sxy (! )
Sxx (! )

(5.103)

H2(! ) =
Syy (! )
Syx (! )

(5.104)

Elles sont th�eoriquement identiques. En pr�esence de bruit, elles di��erent et on mesure cette di��erence
par la fonction de coh�erence qui sera au maximum �egale �a 1,


 2(! ) =
H1(! )
H2(! )

: (5.105)
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Figure 5.29 { Am�elioration de la coh�erence par zoom sur le domaine fr�equentiel : de gauche �a droite,
moyenne sur bande 0� 200Hz ,100� 150Hz et 113� 138Hz .

Figure 5.30 { Am�elioration de la coh�erence par moyennage des spectres obtenus �a l'aide d'un signal
al�eatoire : de gauche �a droite, moyenne sur 1 spectre, 10 spectres, 100 spectres.

Une mauvaise coh�erence peut être due �a plusieurs causes :
| si cela apparâ�t �a une r�esonnance, c'est qu'un bruit est pr�es ent sur le signald'excitation x(t), car

celui-ci devient tr�es petit. Dans ce cas l'estimateur H2(! ) est plus pr�ecis.
| si cela apparâ�t �a une antir�esonnance, c'est qu'un bruit est pr �esent sur le signal de r�eponse y(t),

car celui-ci devient tr�es petit. Dans ce cas l'estimateurH1(! ) est plus pr�ecis.
| si cela apparâ�t simultan�ement sur les r�esonnances et les antir �esonnances, cela peut provenir,

| de la pr�esence d'une autre source d'excitation. Ceci peut être du �a un mauvais couplage entre
l'excitateur et la structure (voir paragraphe 5.4.4).

| d'une trop faible r�esolution fr�equentielle pour la mesure. H2(! ) est �a pr�ef�erer, bien qu'il soit
entach�e d'erreur. L'am�elioration de la coh�erence est montr�ee sur un exemple �gure 5.29.

| d'une non lin�earit�e du syst�eme .
Dans le cas de l'utilisation d'un signal d'excitation al�eatoire, moyenner les spectres obtenus sur plu-

sieurs �echantillons permet g�en�eralement d'augmenter la coh�erence (�gure 5.30).
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Figure 5.31 { Signaux transitoires de type sinus glissant et impact.

excitation transitoire Elles sont de deux types. Obtenue au marteau d'impact, cette excitation fournie
de l'�energie entre 0Hz et une fr�equence maximalef c qui d�epend de la rigidit�e de l'embout. Obtenue �a
l'aide d'un pot vibrant reli�e �a la structure, on peut obtenir par un s inus glissant rapide entre deux
fr�equences une excitation de type sinus glissant ("chirp" (p�epiement)) (voir �gure 5.31) qui donne de
l'�energie entre f min et f max . Il faudra dans les deux cas s'assurer que la r�eponse est devenue nulle �a la
�n du temps d'acquisition, sinon la coupure brutale de ce signal perturbera la transform�ee de Fourier de
la r�eponse. Si l'amortissement est faible, une fenêtre exponentielle peut être utilis�ee, bien qu'elle ajoute
un amortissement arti�ciel qui pourra être pris en compte dans l'exploitation des mesures.

Cette deuxi�eme m�ethode est plus di�cile �a mettre en oeuvre que l'impact. Dans les deux cas, l'exci-
tation n'�etant pas al�eatoire, la frf peut être obtenue de deu x fa�cons :

| H (! ) = Y (! )
X ( ! )

| ou par les estimateurs H1(! ) ou H2(! ). Dans la mesure o�u l'excitation est d�eterministe, une
mauvaise coh�erence
 ne peut être due qu'�a des non lin�earit�es, du bruit ou d'un trop faible
�echantillonnage fr�equentiel

5.4.5 calibration

Deux types de calibration peuvent êtres faites,
| absolue: chaque capteur poss�ede sa sensibilit�e propre et il est g�en�eralement fournit avec une courbe

d'�etalonnage qui a �et�e r�ealis�ee sur un banc normalis�e chez le fabricant. Pour un acc�el�erom�etre il
s'exprimera en V olt m� 1 s2, pour un capteur d'e�ort en V olt N � 1. Les tensions seront donn�ees
par,

Vf = E f f (5.106)

V•x = E •x •x (5.107)
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Figure 5.32 { Calibration relative d'une châ�ne de mesure.

On a besoin de ces valeurs, dans le cas par exemple d'une manipulation de conformit�e d'un
appareillage qui devrait supporter un certain niveau de vibration. Cela n�ecessite de plus de v�eri�er
l'ensemble des �el�ements de la châ�ne de mesure.

| relative : Dans le cas de l'analyse modale, les fonctions de r�eponse en fr�equence sont les ratios des
grandeurs r�eponse sur excitation. On peut donc se contenter de v�eri�er que le ratio E est correct.
Pour une mesure d'acc�el�erance par exemple,

•x
f

=
V•x

E •x

E f

Vf
=

V•x

Vf
E (5.108)

Un essais tr�es simple est e�ectu�e avec une masse pure de valeurm (�gure 5.32). Elle peut être
e�ectu�ee avec un pot vibrant ou un marteau d'impact. La fonction de r�eponse en fr�equence doit
th�eoriquement être �egale �a 1

mg . Il su�t alors d'ajuster l'une des sensibilit�es a�n d'obtenir la valeur
d�esir�ee.

5.4.6 annulation de masse

L'ajout d'un capteur de force et d'un acc�el�erom�etre au même point rajoute localement une massem�

�a la structure. Rappelons que seule une partie de la masse du capteur de force est concern�ee. La force
mesur�ee par le capteurf comprend dont une forcef 1 utile �a la structure et une force f 2 = m� •x utilis�ee
pour acc�el�erer la masse des deux capteurs. On a donc la relationentre f et f 1,

Re(f 1) = Re(f ) � m� Re(•x) (5.109)

Im (f 1) = Re(f ) � m� Im (•x) (5.110)

ce qui nous donne pour l'acc�el�erance vraieha1 = •x
f 1

, par rapport �a l'acc�el�erance mesur�ee ha = •x
f ,

Re(1=ha1) = Re(1=ha) � m� (5.111)

Im (1=ha1) = Im (1=ha) (5.112)

Cette addition vectorielle peut être faite par un circuit �electroniq ue d'entr�ee ( f ,•x) et de sortie (f 1,•x)
([3]). Cette correction n'est utile que si la massem� est importante par rapport �a la masse g�en�eralis�ee
du syst�eme. Lorsque l'on d�eplace l'ensemble capteur de force et acc�el�erom�etre en un autre point de la
structure, m� reste constant, mais la masse g�en�eralis�ee
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Figure 5.33 { Excitation en rotation, et mesure de rotation.

| augmentelorsque l'on s'approche d'un noeud de vibration. La correction devient inutile.
| diminue lorsque l'on s'approche d'un ventre de vibration. La correction peutêtre importante.
N'oublions pas que cette correction de masse ne peut être e�ectu�ee qu'au point d'excitation.

5.4.7 mesure des mobilit�es en rotation

La moiti�e des degr�es de libert�e d'une structure continue sont des rotations. Il faudrait donc être capable
de mesurer des acc�el�erations angulaires, ou d'exciter la structure avec des couples localis�es. Les solutions
pr�esent�ees �gure 5.33 montrent la di�cult�e de r�ealisations de c elles-ci. La composante d'acc�el�eration due
�a la rotation est bien souvent noy�ee dans la composante de translation (sauf aux noeud de vibration)
aussi ce type de mesures est �evit�e. Un maillage de la pi�ece su�samment �n permet, en visualisant les
d�eform�ee modales, d'appr�ecier les composantes de rotation.

5.4.8 mesure de structures non-lin�eaires

Toutes les m�ethodes et analyses d�evelopp�ees pr�ec�edemment font l'hypoth�ese de la lin�earit�e de la
structure. Des non-lin�earit�es peuvent être d�etect�ees pa r,

| des variations des fr�equences propresavec le d�eplacement du point d'excitation ou du niveau
d'excitation,

| des formes distorduesdes graphes repr�esentant les fonctions de r�eponse en fr�equences,
| des mesures non reproductibles ou instables.
Le test le plus simple est d'augmenter le niveau d'excitation : la fonctionde r�eponse en fr�equence du

syst�eme ne devrait pas en d�ependre. Dans le cas contraire (�gure 5.34), la d�eformation de la frf d�epend
aussi du type d'excitation.

On peut aussi v�eri�er avec une seule frf, l'absence de non-lin�earit�e : si les graphes repr�esentatifs de la
frf sont confondus avec les graphes repr�esentatifs de la transform�ee de Hilbert de x(t) (voir �gure 5.35).

rappel sur la transform�ee de Hilbert [2] Soit une fonction r�eelle x(t) = U cos(!t + � ) et la
fonction complexe associ�ee �x(t) = Uei ( ! 0 t + � ) . Elles sont reli�ees par la �gure 5.36a. On repr�esente sur le
même grapheX (! ) la transform�ee de Fourier de x(t) et �X (! ) la transform�ee de Fourier de �x(t). Soit
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Figure 5.34 { Pour un syst�eme non lin�eaire, la frf d�epend du niveau d'excit ation et du type de celle-ci :
gauche excitation sinuso�a�dale, droite al�eatoire

Figure 5.35 { Pour un syst�eme non lin�eaire, la frf (trait continu) ne donne pas la même r�eponse que la
transform�ee de Hilbert (trait discontinu) : gauche syst�eme lin�e aire, droite syst�eme avec non-lin�earit�e
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Figure 5.36 { Repr�esentation dans le plan complexe dex(t), et �x(t), ainsi que de leurs transform�ees de
Fourier respectives.

x̂(t) = Im (�x(t)). On montre que,

x̂(t) =
1
�

Z 1

�1

x(� )
t � �

d� = x(t) �
1
�t

= H (x(t)) (5.113)

x̂(t) est appel�e transform�ee de Hilbert de x(t). Comme le montre le produit de convolution avec 1
�t ,

c'est un op�erateur lin�eaire. Il n'est construit que sur la connaissance dex(t). On peut donc construire le
complexe �x(t) = x(t) + i x̂(t), qui traduit donc ce que devrait être la partie imaginaire si le syst�eme �etait
lin�eaire . C'est cette propri�et�e qui est utilis�ee dans la �gure 5.35 pour a �rmer que le second syst�eme n'est
pas lin�eaire.
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Chapitre 6

Recalage entre mod�ele et exp�erience

L'objectif de ce chapitre et de mettre en place les m�ethodologies derecalage entre mod�ele et exp�erience.
Ce cours est directement inspir�e du livre de Friswell et Motterhead [4]. Les cours auront donc comme
support ce livre, ce polycopi�e se contentant de reprendre le plandu livre, et de proposer chaque fois que
possible, un exercice permettant d'appliquer sur un cas simple les proc�edures pr�esent�ees.

Chaque exercice porte sur un aspect bien particulier de ce cours, ila donc �et�e mis sous la forme de
brevet.

6.1 Mod�elisation �el�ements �nis

6.1.1 Le calcul des sensibilit�es

Il est possible de calculer la sensibilit�e des composantes d'un vecteur propre obtenu par un mod�ele
�el�ement �nis, �a un param�etre de ce mod�ele. Ceci sera utile lor sque l'on d�esirera comparer ce mod�ele �a
un vecteur propre exp�erimental.

Le calcul pourra se faire de fa�con exacte dans le cas o�u l'on dispose de l'expression analytique des
vecteurs propres.

Pour tester si vous mâ�trisez cette m�ethode, faites le brevet 118.

Par contre dans un code num�erique �el�ements �nis, seuls des nombres sont manipul�es. Le calcul reste
n�eanmoins possible ([4] p24). Le brevet 118 vous le con�rmera.

6.1.2 Estimation d'erreur

Les �ecarts entre r�esultat num�erique et champs r�eel existent du fait de la discr�etisation. La solution
r�eelle �etant inconnue (sinon nous n'aurions pas �a la calculer) il faut estimer cet �ecart �a partir uniquement
des r�esultats num�eriques. On doit donc d�e�nir un indicateur d'� ecart local. Il permettra de d�eterminer les
lieux o�u le maillage peut être rendu plus grossier, et ceux o�u l'on doit le ra�ner.

La d�emarche que nous suivrons sera la suivante :
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| d�etermination th�eorique d'un champs de contrainte exact (bre vet 132),
| calcul �el�ement �ni de cette r�epartition des contraintes (br evet 120),
| calcul de l'estimation de l'�ecart �a l'aide de l'indicateur bas�e uniquem ent sur les r�esultats num�eriques

(brevet 121),
| confrontation avec l'indicateur d'�ecart calcul�e entre la solutio n analytique exacte et la solution

�el�ement �nis (brevet 132).
On remarquera que l'indicateur d'�ecart bas�e uniquement sur les r�esultats num�eriques donne une bonne
estimation des lieux o�u il est n�ecessaire de remailler.

6.2 Comparaison des r�esultats num�eriques et des r�esulta ts exp�erimentaux

6.2.1 Le crit�ere d'ad�equation modale (modal assurance cr iterion, MAC)

La matrice MAC, permet de comparer les vecteurs propres de deuxfamilles : par exemple les vecteurs
propres exp�erimentaux ~� e et les vecteurs propres analytiques (ou num�eriques)~� m .

La composante ij de la matrice de MAC est compos�ee par le scalaire comparant le i�emevecteur
propre exp�erimental au ji�eme vecteur propre du mod�ele :

MAC ij =

�
~� ei : ~� mj

� 2

k ~� ei k2 k ~� mj k2
=

j � T
ei :� mj j2

(� T
ei � ei )( � T

mj � mj )
(6.1)

Lorsque un coe�cient de cette matrice est voisin de 1, les formes propres concern�ees sont proches
l'une de l'autre. Ceci permet d'appairer les modes num�eriques et exp�erimentaux.

On peut aller jusqu'�a accepter des seuils de l'ordre de 0.6, si les autres coe�cients d'une ligne (ou
d'une colonne) de la matrice de MAC sont bien plus faibles : les formes nesont guêre ressemblantes,
mais lors de l'optimisation des param�etres a�n de faire converger lesfr�equences propres, il se peut que
ce coe�cient de ressemblance s'am�eliore.

Pour tester si vous mâ�trisez cette m�ethode, faites le brevet 123.

Si vous avez des di�cult�es, je vous invite �a contacter le r�ef�er ent du brevet correspondant, dont le m�el
est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php?id =403.

6.2.2 Test d'orthogonalit�e

Les modes sont orthogonaux entre eux �a travers la matrice de masse,

� T M� = I; � T K� = � ; (6.2)

avecI la matrice identit�e, et � la matrice diagonale form�ee par les carr�es des pulsations propres.
La qualit�e des modes exp�erimentaux peut être test�ee par v�eri�cation de ces relations avec les formes

propres exp�erimentales.
L'appairage des modes peut être fait par l'utilisation de la matrice de MAC modi��ee,

MACmod ij =
j � T

ei M � mj j2

(� T
ei M � ei )( � T

mj M � mj )
(6.3)

La matrice de MAC modi��ee donne une solution di��erente ce celle de la matrice de MAC, dans le cas
o�u la masse n'est pas uniform�ement r�epartie sur la structure. I maginons une structure qui comporte une
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sous-structure de faible masse. Prenons par exemple l'antenne dela carrosserie de voiture, par rapport
�a la carosserie de la voiture. La matrice de MAC va donner autant depoids au degr�e de libert�e en bout
d'antenne, que aux autres degr�es de libert�e de la carrosserie, alors que l'�energie cin�etique qui est associ�ee
�a l'antenne est bien plus faible que celle de la carrosserie. La matrice de MAC modi��ee permet de prendre
ceci en compte et de ne pas arti�ciellement faire d�ecroitre le coe�cient de MAC si seule le mouvement
de l'antenne est di��erent dans les deux vecteurs propres qui sont compar�es.

Pour tester si vous mâ�trisez cette m�ethode, faites le brevet 124.

Si vous avez des di�cult�es, je vous invite �a contacter le r�ef�er ent du brevet correspondant, dont le m�el
est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php?id =403.

6.2.3 Optimisation des param�etres d'un mod�ele pour le fai re co•�ncider �a des
r�esultat exp�erimentaux.

Une fois l'appairage fait �a l'aide de la matrice de MAC entre les formes propres du mod�ele et les formes
propres exp�erimentales, il subsiste g�en�eralement pour chaque appairage des �ecarts entre les fr�equences
propres exp�erimentalesf ie et les fr�equences propres du mod�elef im .

Si l'on d�e�nit une fonction coût sous la forme

� =

vu
u
t

NX

i =1

(f im � f ie )2; (6.4)

avec N le nombre de modes appair�es, la minimisation de cette fonction coût, en faisant varier les pa-
ram�etres du mod�ele, permet de d�eterminer le "plus juste des mod�eles faux". Les m�ethodes de minima-
tion ont �et�e vues en seconde ann�ee de l'Ensim : m�ethode du gradient, m�ethode du simplex, algorithmes
g�en�etiques, etc.

Le logiciel FEMTOOLS, utilise une m�ethode du gradient, et s'appuie donc sur le calcul num�erique
des sensibilit�es de chaque fr�equencef im �a chaque param�etre du mod�ele qj . Les param�etres du mod�ele
peuvent être locaux ou globaux pour une sous-structure ou toute la structure : par exemple l'�epaisseur,
la masse volumique, le module de Young....

Sans logiciel d'optimisation, si le nombre de param�etres est faible, vous pouvez :
| soit en tatonnant rechercher un jeu de param�etre optimal (en vous inspirant n�eanmoins du sens

des �ecarts de fr�equence associ�es �a leur forme propre)
| soit calculer les gradients, pour vous guider, en perturbant chacun des param�etres d'une petite

valeur.

Pour tester si vous mâ�trisez cette m�ethode, faites le brevet 177.

Si vous avez des di�cult�es, je vous invite �a contacter le r�ef�er ent du brevet correspondant, dont le m�el
est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php?id =403.
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6.2.4 Le passage d'un mode exp�erimental complexe �a un mode r�eel.

Les modes exp�erimentaux prennent en compte l'amortissement dela structure : les amplitude de FRF
aux pic de r�esonnance ne sont pas in�nies, les largeurs de bande �a-3dB ou une m�ethode de lissage par
cercle (circle �tting) permet de d�eterminer les caract�eristiques d'amortissement au voisinage d'un pic, les
pôles de cette fonction de r�eponse en fr�equence sont complexes conjugu�es,

� + i!; � � i!; (6.5)

avec! la pulsation propre et � reli�e au taux d'amortissement � qui est exprim�e en %,

� = 2 !m�: (6.6)

D'autre part, dans l'espoir que les taux d'amortissement soient faibles, et donc que les fr�equences de
r�esonnances soient peu sensibles aux valeurs de� , la mod�elisation �el�ement �ni utilise comme premi�ere
approche une recherche des fr�equences propres du syst�emeconservatif (donc sans amortissement). C'est
ce que vous avez fait en seconde ann�ee de l'ENSIM �a l'aide du code decalcul Rdm6.

Le probl�eme est donc de comparer des fr�equences et des formes propres num�eriques qui sont r�eelles,
avec des fr�equences de r�esonnance et des formes propres exp�erimentales qui sont complexes. Comment le
faire ?

On peut tout d'abord noter que si l'amortissement est proportionel, les formes propres du syst�eme
conservatif et du syst�eme amorti sont les mêmes. La premi�ere �etape est donc de d�eterminer si l'amortis-
sement �a la judicieuse propri�et�e d'être proportionel . Il fa ut tester pour le syst�eme,

M •x + C _x + Kx = f; (6.7)

s'il existe � et � tels que,
C = �M + �K: (6.8)

La connaissance deM , C et K , si elles sont de dimensionsn � n, fourni donc n2 �equations (sans tenir
compte de la sym�etrie des matrices), �a deux inconnues� et � .

Pour tester si vous mâ�trisez cette m�ethode, faites le brevet 125.

| Si l'amortissement est proportionel, la comparaison des formes propres �a l'aide de la matrice
de MAC, peut être faite directement en utilisant les composantes r�eelles des vecteurs propres
exp�erimentaux.

| Si l'amortissement n'est pas proportionel, il faut calculer les vecte urs propres r�eels associ�es aux
vecteurs propres complexes exp�erimentaux. On peut :
| calculer la norme de chaque composante complexe, et lui a�ecter un signe + ou - en fonction

de la phase (+ si la phase est comprise entre -90° et 90°)
| �ecrire une transformation de la forme propre complexes � c en forme propre r�eelle � r par ([4]

paragraphe 4.3.1),

� r = Re(� c) + Im (� c)
�
Re(� c)T Re(� c)

� � 1
Re(� c)T Im (� c) (6.9)

| r�esoudre le probl�eme aux valeurs propres avec amortissement : pour tout j entre 1 et n,

�
M � 1K M � 1C

�
�

� j

� j � j

�
= � � 2

j � j (6.10)
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Pour tester si vous mâ�trisez cette m�ethode, faites le brevet 128.

6.2.5 R�eduction de mod�ele

Nous avons compar�en modes exp�erimentaux �a n modes num�eriques. Dans la pratique, le nombre de
modes num�eriques d�etermin�es est bien plus grand que le nombre de modes exp�erimentaux, et les formes
propres num�eriques sont bien plus compl�etes que les formes propres exp�erimentales car l'information n'a
�et�e recueillie qu'aux points o�u des acc�el�erom�etres �etaient plac�es (ou bien o�u des impacts ont �et�e fait).

Pour que la comparaison de forme propre soit possible, il faut r�eduire le nombre de degr�es de libert�e
du vecteur propre num�erique. Nous d�e�nirons donc des degr�es de libert�e "mâ�tres" et des degr�es de libert�e
"esclaves" qui seront li�es �a ces degr�es de libert�e mâ�tre. Nous distinguerons 2 m�ethodes par le type de
calcul qui d�e�nit le lien entre eux.

R�eduction statique (de Guyan )

Si l'on souhaite obtenir tous les degr�es de libert�es mâ�tre nuls sauf l'un d'entre eux, un chargement peut
être appliqu�e �a la structure en ces noeuds mâ�tres. Les noeuds esclaves subissent aussi un d�eplacement :
c'est le lien entre ce noeud mâ�tre et les esclaves.

Pour tester si vous mâ�trisez cette m�ethode, faites le brevet 129.

R�eduction dynamique

C'est une g�en�eralisation de la m�ethode pr�ec�edente, car on tie nd compte de la pulsation! : la r�eduction
de Guyan , peut être interpr�et�ee comme une r�eduction �a puls ation nulle.

Pour tester si vous mâ�trisez cette m�ethode, faites les brevet130 et 131.

6.2.6 Expansion de mod�ele

Pour v�eri�er que vous avez appr�ehend�e la m�ethode d�ecrite d ans [4], paragraphe 4.5.1,
faites les brevets 174 et 175.
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6.3 Un exemple de publication r�ecente dans ce domaine

6.3.1 Updating of �nite element models using vibration test s

Quelques mots clefs relatifs �a l'article de Ladev�eze et al. [8] :
�el�ements mixtes ; �el�evation de temp�erature si sollicitation c ycliques ; cam�era infra rouge ; grille rectan-

gulaire ; projection exp-> model par minimisation fonction de d�eformation ; crit�ere d�etection de d�efaut :
- forces r�esiduelles sur l'eq d'�equilibre ; expansion maillage exp-> num : minimisation des forces

r�esiduelles : pb de sensibilit�e ;
- erreur en relation de comportement (plus robuste) : champs statiquement et cin�ematiques admissible,

puis �energie des r�esidus entre ceux-ci via la rigidit�e de la structure.
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