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Chapitre 1

Methode de travall

1.1 Les objectifs

Cet enseignement sera dispens pendant les ances de CRAIESCooperonsa notre Rythme d'Ap-
prentissage Individuali®e E cace et Sympathique"). Lorsque plusieurs enseignements sont proposes pen-
dant les ances de CRAIE, vous choisisseza quelle ance vousus rendez. Pour que vous puissez
organiser vos apprentissages, pour chacun des enseignements plan de travail personnel et pour l'anree
esume :

| lesetapes de formation (brevets),

| les objectifs de formations (ceintures ou examen).

| le nombre de sancesa priori qu'il vous faut suivre,

1.2 La pedagogie utili®e

Les quences d'enseignement en pesentiel (CRAIES) sont diges en quatres parties :

| Lors de votre entee dans la salle, vous prenez un plot de couleur et vous y inerez le triaide et
eventuellement le drapeau du brevet dont vous &tes eerert. Vous posez enevidence sur la table
votre plot.

| Lecture silencieuse du polycope pendant 10 minutes. Vous cochez les lieux ai vous avez une
di cule, au besoin notez votre question. Durant cette phase, vous ne cherchez pas de l'aide
aupes de vos colegues.

| Lors d'un second temps, il est demance a chacun s'il a une question. La question est posea
haute voix, lI'enseignant eponda tous. Ce module etant ouvert gratuitement sur le net, nous
souhaitons enregistrer en viceo les phases de questions-epsas qui seront ensuite indexees dans
le polycope aux lieux adequats, ce qui permettra de les consulte en diee. Cela permettra aux
personnes suivant ce coursa distance, de consulter les FAQ (fagiently asked questions). Si vous
ne souhaitez pas appara'trea lecran, par respect pour votre droita I'image ou pour cause mise en
plis cefectueuse ce matin & car vous aviez tellement travaile hier soir, seule votre voix peut &tre
enregistee en ne vous placant pas dans le cadre de la webcam. Lage d'image est assuee par un
etudiant-caneraman. Un autre etudiant veillea ce que I'enseign ant epéte la question et lui fait
signe s'il oublie de le faire, puis \eri e dans les faq que cette question'a pas cepet enregistee. Si
oui, il fait signea letudiant-caneraman qu'il peut arréter la pr ise d'image. L'enseignant continue
de epondrea la question pose.

| Une phase d'exercices (brevets) est alors faite, a votre rythm e. La banque de brevet regroupe
I'ensemble des exerciceshftps ://cel.archives-ouvertes.fr/cel-00611694). lls ont ek ecrits suite
aux erreurs rencontees les plus fequemment dans les copiesekamen. Cette banque de brevets
concerne I'ensemble des trois anrees de formationa I'ENSIM. Un abre des connaissances vous
permet, en grisant les brevets dont vous &tes cetenteur-trie de savoir al vous en etes dans la



formation propose. Pour un brevet que vous avez bien comprisious pouvez en devenir le etrent :
votre role est alors d'aider les autresa I'obtenir. Un syseme de d-apeau, que vous posez sur votre
table lors des sances suivantes, permet auxetudiants de vouglenti er et de venir chercher de
l'aide. Vous n'étes pas oblige de epondre instantarementa la demande d'aide : nissez ce que vous
etes en train de faire. Neanmoins, bien que le demandeur d'aide pus® commencer un autre brevet
en vous attendant, ne le laissez pas mariner pendant 1/2 h. L'aide denseignant se concentre sur
les brevets pour lesquels il n'y a pas encore de ekrent. A n quechacun puisse se concentrer sur
son travail, si vousechangez avec vos voisins, merci de le faire ehuchotant.

| Les trois derneres minutes d'une squence sont utilisees pou r noter votre progression sur le plan
de travail et de prendre un peu de recul sur votre activie pendant cette sance.

1.3 Lévaluation des competences

Levaluation est faite par la validation de competences. Le chamage des competences est indige en
cebut du polycope.

Le CA de I'Ensim a voka l'unanimit en juillet 2016 : "Les modalies d'examen d'une matere doivent
étre uniques". La validation des competences sera donc faite par un examen questera la totalie des
competences au programme.

Etre detenteur d'une competence, implique qu'en tant qu'expert de celle-ci, vous aidiez vos camarades
a l'obtenir, en les orientant sur les brevets aerents, en epon danta leur questions sur ces brevets, en
insistant sur des points qui vous ont eventuellement fait rater cete competence dans des tentatives
peedentes, en inventant des exercices similaires, sans cevier le contenu du sujet de la competence ni
les eponses.

L'interfacage avec les modalies de contrble des connaissance®cessite, felas, une note... (Relire
l'invariant pedagogique 19 de Celestin Freinet [15]). Le cumul de vos points vous fourni la note. Nous
transmettrons les competences que chacun d'entre vous a valgks, aux colegues des enseignements a
venir qui ont comme perequis des competences de ce module.

Nous vous souhaitons une bonne decouverte, une ineressaat confrontation des mockles que nous
cevelopperons lors de cette formationa la ealie des essais e ectles en travaux pratiques, et bien sor...
une bonne cooperation entre vous, sauf lors de la validation de copetences.



Chapitre 2

Situation de ce cours et objectifs.

Tous les documents (cours, td, tp , examens, corriges, gcm) fatifsa ce cours sont disponibles sous
http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?id=403

Dans les cours peedents de dynamique des structures, onge poses les fondements des nethodes
d'analyse des vibrations. Une fois la mise enequations faite, par leriture de lequation dynamique locale
(d'une corde, d'une poutre, d'une membrane ou d'une plaque) ainsige des conditions aux limites, des so-
lutions analytiquesetaient recherctees de facon exactes. Pachance (ou par competence de I'enseignant),
les exemples traies posedaient la sympathique propree qu'il existait une solution explicite au syseme
dequations. Ce n'estevidemment pas toujours le cas. Ceci est'autant plus vrai que I'on consicere une
cirematique de leEment de structureebmentaire de plus e n plus complexe, a n de prendre en compte
les e ets de cisaillement transverse ou la perte de l'orthogonalie dela normale au repos avec la bre ou
le feuillet moyen.

Nous aborderons tout d'abord la nethode de Rayleigh-Ritz, qui e$ applicable a des structures
discetes ou continues, et nous ne l'appliquerons qua des cireméques cep connues de vous.

Les nethodes d'analyse modale onteke pesenees dans l'autre partie de ce module par Frarcois
Gautier. Un ancien polycope sur la méme thematique est reanmoins pesent dans ce document.

Vous disposez alors de mesures de qualie, de mockle de qualietéorsque vous les confrontez... bien
evidemment, les esultats sont signi cativement dierents. Il faut donc trouver un moyen de confronter
ces esultats et d'aneliorer le mockle. C'est I'objet du chapitre 6, qui traite des nethodes de recalage de
mockle. Ne disposant que de deux ®ances, les concepts de basront introduits.

Nous n'aborderons pas dans ce cours les methodes nuneriquegdsolution de probeme aux valeurs
propres. Nous invitons le lecteura se reporter au cours de Nicoladoly. Neanmoins, si le temps le permet,
nous pourrons aborder les nethodesetagees, de eductionet de sous-structuration, que vous utilisez cea
par l'intermediaire des codes de calcul.

Certaines ances recessiteront l'utilisation de calcul nunerique (je peconise l'utilisation de Scilab)
ou de calcul formel (je peconise l'utilisation de Maxima "wxmaxima") .

Jean-Michel Genevaux
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Chapitre 3

Note, competences et plan de
progression dans cet enseignement

Votre note, puisqu'il en faut une, sera le cumul des points acquis auceintures multiple par 20/16.

3.1 Competences de dynamique des structures et de recalage

1. jaune (7 points) : ceterminer de facon approctee la premiere ou deuxeme fiequence propre d'une
structure discete et sa forme propre assocee.

2. orange (7 points) : ceterminer de facon approctee la premgre ou deuxeme fiequence propre d'une
structure continue et sa forme propre assocee.

3. verte (6 points) : ceterminer de facon approctee les premeres fequences propres d'une structure
mixte et les confrontera celles cetermirees exgerimentalemernt.

3.2 Plan de progression

Pour que vous veillieza ne pas prendre du retard dans votre progession, veuillez compkter en n
de ®ances les brevets obtenus, les pages lues, les nuneros devets dont vous etes eerent et vos
impressions sur chaque sance.

3.2.1 Jailu les pages :

135791113151719212325272930-6769 7173

L'enchainement des competences est visible sur http ://perso.univlemans.fr/  jmgenev/comp.

Les brevets pour se peparera leur validation sont : 101, 102, 03 115, 116, 107, 108, 178, 176, 118,
132, 120, 121, 123, 124 177, 128, 129, 131, 174 et 175

3.2.2 Je suis eérent des brevets :

3.2.3 Lors de cette £ance...

Compkter * avec "content", ‘enene", "dcu", "inquiet ", "fatigwe”, "satisfait", "soulage", ...
| Aujourd'hui, je me sens * ...
du travail que j'ai e ectie durant le cours, car ...



Aujourd'hui, je me sens * ...
du travail que j'ai e ectwe durant le cours,

Aujourd'hui, je me sens * ...
du travail que j'ai e ectie durant le cours,

Aujourd'hui, je me sens * ...
du travail que j'ai e ectie durant le cours,

Aujourd'hui, je me sens * ...
du travail que j'ai e ectie durant le cours,

Aujourd'hui, je me sens * ...
du travail que j'ai e ectie durant le cours,

Aujourd'hui, je me sens * ...
du travail que j'ai e ectie durant le cours,

Aujourd'hui, je me sens * ...
du travail que j'ai e ectie durant le cours,

car ...

car ...

car ...

car ...

car ...

car ...

car ...



Chapitre 4

Methodes approclees cirematiques

4.1 Quotient de Rayleigh : rappel succinct
4.1.1 Denition

Un syseme conservatif en oscillations a son hamiltonnien conser: Ce hamiltonnien est la somme de
lenergie potentielle V et de lenergie ciretique T du syseme.

H(t)= V() + T(t): (4.1)

Si nous recherchons un mode de vibration du sysemea une puldén !, lenergie ciretique et lenergie
potentielle sont en quadrature de phase :

V(t) = Vmax Sin('t )2 T(t)= Tmaxsin(lt + =2)2%: (4.2)

Soit le quotient de Rayleigh qui est ¢ ni par,

R(!) = (4.3)
legalie des maxima denergies donne,
R(1)=12: (4.4)

Pour illustrer ceci, consicerons un syseme de massen, rele au regere galieen par une rigidie Kk,
astreinte a ne se ceplacer que dans une direction et reeee @ns I'espace par la coordonreex(t) =
Xsin (!t ). On a alors,

(GRXOmax = (X0 )ma @5)
soit 1 1
((ZKOXSIN () max = (5M(X1GOS (1)) ®6)
et donc,
— 1 2 — 1 22 = .
Vimax = ( Ekx =( émx 9= Tmax ; 4.7)

On trouve naturellement que le quotient de Rayleigh est,
R(1)=12=k=m: (4.8)

CGereralisons cecia une structure discetea plusieurs degres de libere.

10



Figure 4.1 { Une structure discetea 2 deges de libere.

4.1.2 Exemple pour une structure discete

Lesequations de mouvement fournissent les matrices de masdé et de rigidie K.

10 3 2

M=m o . K=k 7, g (4.9)
Le quotient de Rayleigh fourni donc,
R(y= VKV (4.10)
viMv
Soit pour le vecteur propreviesy = [1;2]', une pulsation propre estinee,
S — 1 __
P—— Vgt KV 7k
| = R(1)= testnltest — % -0.88 4.11
") Vo MViow om 0 (4.11)
q_—
avec! o= K.

m
Si I'on choisit un autre vecteur de test, par exemple
on trouve une autre pulsation :
La esolution exacte (nullie du ceterminantde K ! 2M) donne les deux pulsations propres 0:806! o
et 1:96! 4.
L'approximation de ! est fortement cependante du choix du vecteur propre estine.

4.1.3 Principe de meilleur approximation de la valeur propr e

Pour obtenir une valeur exacte, il faut "intuiter", le vecteur prop re exact. On peut pensera des
teplacements induits par les forces d'inertie du syseme.

Montrons, en s'inspirant de [14], que la valeur du coe cient de Rayleigh majore ! #.0n notera x;
est le jeme vecteur propre exact . Consicerons le vecteur tes v comme une decomposition suivant la
direction du premier vecteur propre et suivant les autres vecteus propres,

X
V= % + Ci¥: (4.12)
i=2
Le coe cient de Rayleigh secrit alors
;
R= -— (4.13)
_ (at b N ax) TR (ko N eixi) | 414
B (xi+t N, cixi)TM (xa+ N, cixi)’ (4.14)
X7 Kx 1+||: N, (X1 Keixi)+ E N, (Cix] Kx 1)+ o N, 5 M, (i x] Kxj) | (4.15)
XTMx 1+ N, (x]Mcixi)+ N, (Gix! Mx )+ N, jN:Z (cicix] Mx )" )
Or l'orthogonalie des modes @ travers M et K) pour | dierents de i
x{ Mx; = 0; (4.16)
xi{ Kxj = 0; (4.17)
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implique,

P
— X3 Kxg#0+0+ N (cBx{ Kx ) .
R= fox 14040+ ,N; (c2xT Mx ;)" (4.18)
Si de plus les modes sont nornesa 1a traversM ,
xI Mx; = 1; (4.19)
x{Kxi= 12 (4.20)
alors,
_ xTKx1+P.N (c?1 2y,
R= lx{ Mx 1+ 'D:Zisz |ci2I ' (4.21)
P
(x] Kx 1) (1+( r.ssz (21 B)=(x] Kx 1))
OIMx ) (1 N, c)=(x] Mx 1)) (4.22)
P
Tk 1 N (21 2)y=1 2
= Rt (4.23)
p = i
1 N (c21 2y 2
= el T (4.24)

La seconde fraction est positive. Le choix d'un vecteur testv qui ne correspond pas au premier vecteur
propre %; (qui est inconnu), implique que le coe cient de Rayleigh trouwe est une valeur par exes de la
valeur exacte.

En pratique, on n'a aucune icee de la valeur de! 1, on est donc contrainta ne pouvoir que comparer
deux solutions entre elles, eta choisir celle qui donne la plus bassesfuence.

“/k Pour tester si vous matrisez cette methode, faites les brevet 102 et 103.

4.1.4 [Determination par ecurrence du premier mode

Nous devons esoudre le probeme,

12Mwy = Kw: (4.25)

Le terme de gauche estequivalent aux forces d'inertie, qui agisse sur une structure de rigidie K.
Decouplons l'espace d'un instant les deux vecteurss et notons,

12Mx(M = Kx(*D (4.26)

Supposons connu, le vecteura lieration n, on calcule des forces proportionnelles aux forces d'inertie
M x(") | que I'on exerce sur la structure pour trouver le vecteura l'ieration n + 1.
Fort du esultat peedent, on peut mettre en place une net hode ierative :

On choisi un vecteur de depart x

On calcule le coe cient de Rayleigh

On calcule les forces d'inertie assoceesa ce teplacement

On calcule les deplacements engendes par ces forces d'inertie
On reprend au point 2 avec ce nouveau vecteux

o g rwDhN PR

On s'arréte lorsque le coe cient de Rayleigh est stable.

12



On pourra montrer que cette nethode ierative converge vers la plus basse des fequences propres du
syseme, sous keserve de choisir un vecteur de cepart qui, @compo< sur la base des vecteurs propres,
posede une composante Suk;.

Nous verrons par la suite comment calculer de fecon ieratives lesautres modes propres.

Faisons un instant une petite pause, pour appliquer la nethode ci-&ssus au premier exemple traie.

Initialisons avec un vecteur ceplacement,

xM =1 2 (4.27)
cebut des ierations : Calculons le coe cient de Rayleigh qui lui est assoce,

o Tk

= 4.28
om (4.28)
Calculons les forces d'inertie pour ce mouvemenk®
-2 @ _ /K .
F =1°M %% = 3[1 AR (4.29)
Calculons le ceplacement assocea ce chargemengE™)
7
xI*D = K FW = 5[11:5 14-5]"; (4.30)

Simpli ons le vecteur ceplacement par un vecteur colireaire, ne faisant pas apparatre les termesk, m et
I

x@ =11 14]; (4.31)

Il sut de reprendrea letape noee cdebut des ierations
En ierant plusieurs fois, on converge vers la solution exacte.

“/k Pour tester si vous matrisez cette methode, faites le brevet 15..

@ Sur http ://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la epon sea une question sur cette
partie. Le chier est nomne mad faq101

Une fois le premier mode trouwe, si vous etes ineresses par lesecond, il sut d'inerer dans la
emarche peedente la relation d'orthogonalie des vecteur s propres @ travers la matrice de masse M!).
Le vecteur x("*D) est rendu orthogonal au vecteur propreV; en changeant 'une de ses composantes a n
que le nouveau vecteurk("*1) \eri e lequation,

"Dt MV, = 0; (4.32)

soit \eriee.
Faisons le sur un exemple. Supposons pour un sysemea 2ddl quie vecteur propre V; du premier
mode soitV; =[1 2]', que la matrice de masse soit

M =m

0
) (4.33)

3
0
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et que lors de la recherche du second vecteur propre, a l'ieratim n, le vecteur test obtenu %, soit
%, =[3 2]' Le calcul dex}, MV 1 donnem(9+8) = 17 m. Les vecteursV; et %, ne sont pas orthogonaux
a travers M. Pour que cette orthogonalie soit \eriee, il su  t de changer une composante dex,. Par
exemple, choisissons qu&, =[z 2]'. Nous obtenons lequation 3z+8 = 0 soit z= 8=3. On peut donc
remplacer le vecteurx, par le vecteur%, =[ 8=3 2[, calculer le coe cient de Rayleigh, et refaire une
ieration en calculant les forces d'inertie assocees, les ceplacments x,.1 que 'on e-orthogonalise en
construisant X,+1 par la m&éme proedure.

“* Pour tester si vous matrisez cette nethode, faites le brevet 16.

@ Sur http ://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la epon sea une question sur cette
partie. Le chier est nomme mad faq102

4.1.5 Exemple pour une structure continue

Cette nmethode de Rayleigh est gereralisable aux structures catinues. Par exemple pour une structure
1D de type poutre les expressions de lenergie ciretiquel et de lenergie potentielle V sont donrees en
fonction d'une fonction de forme choisie arbitrairement (s;t), avecs l'abscisse curviligne ett le temps.

Lenergie ciretique d'une poutre de longueur |, de module de YoungE de moment quadratiquel , et
de ceplacement transverse de la bre moyenne (s;t) est :

Z,

T =172 5 00
max — -+ 0 dt2

Si I'on consicere des mouvements periodiques, prenons-les sola forme,

2
ds: (4.34)

(s;t) = ( s)cos(t); (4.35)
ce qui donne comme valeurs maximales denergie ciretique et daergie potentielle,
z
Toax = 12202 S £ ds (4.36)
z @2 2
Vimax = 1=2 El () gs (4.37)

ds?

Legalie de ces deux grandeurs si le syseme est conservatihous donne le coe cient de Rayleigh pour
un syseme continue 1D, .
R hdz 2
El o ds
R

2
S (S)ds

On peut traiter I'exemple d'une poutre encastee libre (exer2.mws)
On peut ecapituler les tests ci-dessous,

| si (s=s?alors! 2=

| a competer

R=12= (4.38)
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Figure 4.2 { Poutre encastee libre et choix d'une fonction de forme

Pour obtenir une valeur exacte, il faut comme peedemment "intuiter”, une fonction de forme ealiste.
Il faut surtout que celle-ci respecte les conditions aux limites cirenatiques, et si c'est possible les condi-
tions aux limites dynamiques.

Pour I'exemple ci-dessus, ces conditions secrivent ex = 0,

(0)=0 %)=0 (4.39)

etenx =1,
M=o =0 (4.40)

\éri er les conditions cirematiques "interne" est tout autant ind ispensable, poureviter la croissance
a l'in ni de lenergie potentielle v.

Nous pourrions gereraliser aiment cette cemarche au cas @&s cordes, membranes, plaques ou solides
tridimensionnels.

‘/k Pour tester si vous matrisez cette nmethode, faites le brevet D6.

Vk Si vous voulez einvestire cette connaissance sur d'autres exeptes faites les brevets 107
ou 108.

4.2 Methode de Rayleigh -Ritz
4.2.1 Principe

Toute la di cule de la methode de Rayleigh est de "bien choisir" le vec teur ou la fonction de forme
a tester. On se contraint en faita rechercher la solution dans un espace des solutionsa une dimension :
des vecteurs proportionnels au vecteur choisi, des fonctions derines proportionnellesa la fonction de
forme choisie. Tel le ver de terre ayant toujours \ecu dans un tyau (espace 1D) et qui cebouche dans
un espace multidimensionnel, recherchons maintenant la solution dandes espaces plus riches, engendes
par des bases de vecteurs ou de fonctions.
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Soit un syseme discret conservatifa n deges de libere. Decomposons le vecteurx sur une base de
vecteurs+;,
X1
X = G V: (4.42)
i=1
Les vecteurs doivent former une base independante, et doivent \eri er les conditions aux limites
cirematiques. Si m = n, c'est un changement de base, sin < n, c'est une projection dans un sous-
espace.
Pour une structure continue, le nombre de deges de libere estin ni. Ce sera donc toujours une
projection dans un sous-espace engende par des fonctions firme qui doivent ealiser une base,

xn
)= g i(x): (4.42)
i=1

On recherchera dans les deux cas les vecteurs [.,,..] qui satisfont auxequations.

4.2.2 Exemple pour une structure discete
Introduisant 4.41 dans le syseme dequations de base,

xXn hd
M g v+ K g~ =0; (4.43)
i=1 i=1

on peut introduire la matrice L des vecteurs de base,

x= Lg; (4.44)
et eecrire le syseme sous la forme,
ML @+ KLg =0 (4.45)
En multipliant par la matrice transpose de L,
L'ML @+ L'KLg =70 (4.46)
on peut regrouper,
M= L'ML; KO%=L'KL; (4.47)
pour obtenir,
Mg+ K%g=10 (4.48)
On peut alors calculer le quotient de Rayleigh en fonction desy,
§ K’qg
= 4.49
4 Mg (4.49)

Comme nous savons que le quotient de Rayleigh approche par exdssvaleur de! 2, il su t de rechercher
les minima de cette fonction desy,
@R

el (4.50)

Ce syseme de mequationsa m inconnues peut etre esolu. Les valeurs optimales desq fournissent la
meilleur approximation de la pulsation propre dans cet espace de soligns. On dispose alors des vecteurs
propres Q;, et on peut alors revenir dans I'espace initial par la transformation,

Xi=LQ (4.51)
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Figure 4.3 { Un syseme conservatif discreta 4 deges de libere

exemple Prenons un nouvel exemple de structure discete comportant 4eges de libere ( gure 4.3).
Nous pouvons calculer les 4 modes propres de facon exactea l'aidii chier exer4.mws.

Consicerons le syseme discreta 4 deges de libere repesene par le vecteur x.

La matrice de masseM de ce syseme est,

2 3
1000
_ ozooé
M—mg0020 (4.52)
0 001

La matrice de rigidie K, peut &tre obtenuea l'aide de I'expression de lenergie potentielleV,

1
V = Ek (XE+(x2 x1)%+ (X3 X2)®+(xs X3)?+( x4)?) : (4.53)
gue I'on identi e avec,
V = %xt K x: (4.54)

d'au,
sz% 1 2 1 oé (4.55)

et I'on trouve les pulsations propres,

1, = 047! (4.56)
1, = 1:.00!, (4.57)
Iy = 1511, (4.58)
1, = 158!, (4.59)

P — . . .
avec! o = k=m une pulsation de etrence et les formes propres assocees ces pulsations,

X, = [1 178 178
X, = [1 1 1
X3 = [1 028 028
X, = [1 05 05

t

[a—

1
1
4.60
- (4.60)
11
La esolution exacte est ici faisable, mais inimaginable si I'on est en psence d'un sysemea 100
deges de libere, et que I'on ne s'ineresse qu'aux 5 premiers mo@s propres du syseme.

eduction du nombre de ddl Montrons l'inerét de la nethode de Rayleigh -Ritz en choisissant un
sous-espace de esolution de dimension plus faible que I'espace depart (projection).
On eduira la dimension du probeme en recherchant la solution dars un espace bidimensionnel en-
gende par,
¥ = [12211]; (4.61)
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% = [10:81207]: (4.62)

La matrice L est alors donree par

2 3
1 1
_ 2 084,
L= g 21 129 (4.63)
1 07
On trouve comme syseme eduit,
" #0" #
1882 994 4:221 42 2:09! o2
g+ g=0 (4.64)
9:94 565 2:09! o> 1:94! 42

Deux solutions s'o rent alorsa nous :
| on esout ce syseme 2x2 pour trouver ( qi,). (exer51.mws). On trouve comme valeurs propres,

I, = 04721 (4.65)
1, = 1:508!, (4.66)
et comme vecteurs propres assocés,
Q. = [10:186} (4.67)
Q = [1 188f (4.68)

Lorsque I'on revient dans la base initiale, les vecteurs propres sont,

X1 [11:81 1:95 095} (4.69)
X, = [1L 056017036]f (4.70)
| on optimise ( q1,00) a n de minimiser le coe cient de Rayleigh . Il sut d'annuler la cerive e du

quotient de Rayleigh par rapporta chaque paranetre ¢ (voir exer52.mws).
On trouve alors comme valeurs propres,

! 0:472! ¢ (4.71)

1:508! o (4.72)

1
!

2

Ce sont exactement les m&émes pulsations que par la nethode de gjection peedente. On trouve
donc commeevidemment les mémes vecteurs propres assoGes

Q: = [10:186]1 (4.73)
Q = [1 188f (4.74)
tout comme lorsque I'on revient dans la base initiale,
X1 = [11:81195095f (4.75)
X, = [1 056017036]f (4.76)

On note que la plus basse fequence propre trouvee ne fournie gr forement une forme propre
synetrique, alors que le probeme initial letait. Cela provient du fait que nous n'avons pas choisi des
vecteurs de base, qui engendrent un espace contenant les saduis synetriques. On n'obtient donc qu'une
approximation de la solution exacte.
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4.2.3 Cas d'une structure continue 3D

On choisit une base de fonctions qui est compkte,

X0
d(P;t)y= fj(p) g (t): (4.77)
j=1

avec les fonctionsf(p) \eri ant,

| la continuie interne  Co,

| la continuie  C; dans le cas d'une structure poutre ou plaque

| les conditions aux limites cirematiques (dites conditions essentielles)
Il manque les conditions aux limites dynamiques (dites naturelles), cail est parfois bien di cile de le
faire. Si c'est en plus le cas, la solution obtenue en sera d'autant meillee. Si I'on baptise g le vecteur
desq (t), dans le cas d'une structure tridimensionnelle, lequation 4.77 faitapparatre une matrice N (P)
de dimension 3 parn,

d(P;t) = N(P) «t): (4.78)
Energie ciretique Lenergie ciretique T d'un corps de masse volumique est donree par,
z
T = 1=2  #adv (4.79)
z
= 1=2 o wdVv (4.80)
z
= 1=2 ¢ N'N gdVv (4.81)
z
= 1=24 N'NdV ¢ (4.82)
= 1=2¢ M & (4.83)
On fait ainsi appar&tre la matrice de masseM ,
z
M = N 'Ndv (4.84)

qui est symetrique e nie positive et de dimension n par n.

Energie potentielle Lenergie potentielle d'un corps tridimensionnel dont le tenseur d es contraintes
est et le tenseur des ceformations est , est donre par,

z
V = % - dv (4.85)

Pour passera uneecriture matricielle, introduisons le vecteur des ceformations ~correspondant au tenseur
des deformations, par le choix,

L LT (4.86)
A partir de la relation classique en petites deformations,
=1=2 gradd +' grad 4 (4.87)
On peut introduire la matrice B telle que,
~(P;t) = B(P) H(1): (4.88)
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Les termes deB contiennent les gradients des termes de la matric@ .
De m&me que pour , introduisons le vecteur des contraintes-,
h P p- p- It
~= xx oy zz 2yz 2 2% - (4.89)
La loi de comportement du matriau se traduit par une relation matricielle, faisant apparare la matrice
H (comme "Hooke"),

~(P;t) = H(P)~1): (4.90)
Lenergie de ceformation peut donc skcrire,
Z
V = 1=2 ~~dv (4.91)
Z
= 1=2 ~H-~dVv (4.92)
z
= 1=24 B'HBdV g (4.93)
= 1=22¢ Kq: (4.94)
dans laquelle apparat la matrice de rigidie K, de dimensionn par n, synetrique, semi-ck nie positive,
z
K = B'HBdV (4.95)

Elle n'est pas ¢ nie positive : il existe des modes rigides de typeK+ = 0O car les conditions aux limites
ne bloquent pas encore ceux-ci.

travail exerieur Le chargement exerieur peut &tre cccompos en deux ternes, le premier surfacique
s, et le second volumiquefy,.
VA Z
Wex = d(P)' fudS +  4(P)' fy dS (4.96)
z@ z
= (Ng'fsdS+ (Ng'fy,dS (4.97)
@z z
= 4 N'fidS+ N'f,ds (4.98)
@
= dg (4.99)

avec g le vecteur chargement equivalent. On suppose que ce chargemepxerieur n'est pasa priori
lircairement rele aux ceplacements, et donc le coe cient 1 =2 n'appara pas. Si les ceplacements sont
proportionnels aux e orts, le coe cient 1 =2 apparat : il faut alors exprimer I'e ort en fonction de
fi = ¢j g, avecg; coe cient d'in uence d'un ceplacement en un noeud j sur l'eort au n oeud i, le
vecteur g apparat alors au care, avant d'en prendre la variation qui refait disparatre le coe cient 2.

Si I'on applique le principe d'Hamilton, la variation du Hamiltonien estegale a la variation du travail
exerieur fourni quelques soientt; et t,,

Z, Z,

2

(T+V)dt

2

Weg dt (4.100)
t1
Zy,
dgdt (4.101)

ty
Zy,
1=2¢ M g+ 1=24 K gt

ta ta
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Si on prend la cerivee par rapport au temps de legalie ci-dessus, on obtient pour le terme denergie
ciretique,

@@t Z: 1=2¢ M gdt = 1=2¥ M g+1=2¢ M ¥ (4.102)
= 4M Y (4.103)
Soit pour I'ensemble des termes, par des calculs similaires,
dM Y+ dKg=dg (4.104)
En simpli ant par €, on retrouve le syseme dequations qu'il faut esoudre.
MY+ Kg=4g: (4.105)

Dans le cas as un amortissement est pesent, le vecteur chargaeentequivalent g contient ces termes.

4.2.4 Cas d'une structure continues 1D

Nous allons utiliser la nethode cecrite ci-dessus dans le cas particlier d'un corps unidimensionnel
de type "poutre”. Nous pourrions faire aussi ceci pour un corpge type "corde", qui ne possde pas de
rigidie en exion.

nethode  Reprenons les expressions des grandeufs V et Weyx en fonction de la ceformee  (s;t), s
etant I'abscisse curviligne le long de la poutre,t le temps.

1Z
T = > S ?ds (4.106)
1Z
V = 2 El 9ds (4.107)
Wext = t SdS (4.108)
On introduit les fonctions de forme,
(si)= fi(s) g (t): (4.109)
j=1
Les trois termes peedents deviennent,
X z
T = 1=2 o] Sf ifde q (4.110)
X Z
V = 1=2 g Elf %%s q (4.111)
i
X z
Weyt = g fjds (4.112)

On identi e les matrices de masseM , de rigidie K et le vecteur chargementg,

z
Mij = Sf ifj ds (4.113)
z
Kij = Elf % %Us (4.114)
z
g = fj ds (4.115)
@
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applicationa une poutre encastee libre Solution approc lee : Reprenons I'exemple de la poutre
encastee librea l'aide du chier "exer7 ?.mws". Les fonctions de bases doivent \eri er les conditions aux

limites cirematiques.

fi(0) = 0 8i (4.116)
f%) = 0 8i (4.117)
Nous choisissons,
f1 = acompleterparlesetudiants (4.118)
f, = (4.119)
fg = (4.120)

La solution sera donc du type,
(s;t) = (4.121)

Comme dans I'exemple peedent, on peut choisira priori les amplitudesg, ou les optimiser pour mini-
miser les le coe cient de Rayleigh . Les esultats sont ecapituk s dans le tableau suivant,

fq fa fa o}] 07 o] R

Solution exacte :
Vous la trouverez ceveloppee dans [12], ainsi qua l'aide du chier " exer71.mws". Les pulsations

propres sont,

Elg
12 = 12:368—|f1 (4.122)
12 = 48551C 4.123
I
12 = Gz
g 3807ES 4 (4.124)
Comparaison des formes propres : Pour comprendre les raisons de la bonne correspondance

entre le coe cient de Rayleigh et la pulsation propre exacte, dessinas les formes propres exactes et
approctees. Lorsque la forme propre approchee est tes poche de la forme propre exacte, le coe cient de
Rayleigh approxime tes bien le care de la pulsation propre exacte La pecision cecrot avec le nunero

du mode.

Paraléle avec la nethode deseéments nis en aplace ment La nethode desekments nis est

en fait identiqguea la nmethode de Rayleigh -Ritz avec esolution du syseme obtenu (sans optimisation
desq). Les fonctions propres sont simplement choisies par morceau, ebrrespondent chacunea la mise
a "1" d'un des deges de libere de la structure. Les fonctions de base sont alors appekedonctions

d'interpolation .

“* Pour tester si vous matrisez cette methode, faites le brevet ¥8.
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Figure 4.4 { Formes propres exactes et approctees @ dessiner).

Figure 4.5 { E orts gereralies (d'apes [1])

4.25 Cas d'une structure continue 2D

Utilisons la méme nethode pour une structure de type plaque. Pou cela il nous fautevaluer lenergie

de deformation d'une plaque et lenergie ciretique de celle-ci.
E ectuons tous d'abord, quelques rappels sur les grandeurs cactristiques d'une plaque et les

dierentes lois de comportement.

rappels sur les plaques  Ces rappels ontee construitsa partir de [1].
Les contraintes dans la structure, peuvent &tre moceliees ar des e orts gereralies (voir gure 4.5),

| de membrane 2 3 2 3
Nx z t XX
N=4 N, 5= 4 |, Sdz (4.125)
Ny ‘ xy
| de exion 2 3 2 3
MX Z t XX
M=4 My, 5= 4 |, Szdz (4.126)
My ' Xy
| tranchants Z,
= Q. “  dz (4.127)
Qy t vz

La cirematique d'un point g est assoceea la cirematique du point p appartenant au feuillet moyen,
et de la normale au feuillet moyen qui tourne d'un angle™ (voir gure 4.6. Le deplacement d'un point g
a la distance z du feuillet moyen, séecrit donc,

H() = (u(p) + z x)x+(Vv(p)+ z y)y+ wW(p)z (4.128)
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Figure 4.6 { Cirematique d'un point n‘appartenant pas au feuillet moyen (d'ap es [1])

Les ceformations gereraliees assocees au mouvement dudeuillet moyen et de sa normale peuvent étre

ecrites sous forme de vecteurs. Il secrivent de facon comacte si on utilise la notation "," pour indiquer
la cerivee partielle par rapport au paramnetre en indice.

| deformation dans le plan 2 3
Ujx
e=4 vy O (4.129)
Uy +Vix
| courbures 2 3
XX
~=4 vy 0 (4.130)
xiy toyix

| deformation de cisaillement
Wit x
= Wt (4.131)
La loi de comportement relie le vecteur des e orts greraliees [N M QJ' au vecteur des ceformations
cereraliees [e~1t,

2 3 2 32 3 2 3
N Hom Hme 0 € No

4N 5=4Hy Hy O054~5+4pMp5 (4.132)
Q 0 0 H¢ ~ Qo

aJ apparaissent les e orts de pechargement de la structure :

z t
No = ~dz (4.133)
z!
Mo = wzdz (4.134)
z!
Qo = odz (4.135)
t
Les sous-matrices sont lees aux matrices de comportement du atriauelastique isotrope H et H
€longation et cisaillement), 2 3
1 0
H=4 1 0 5 (4.136)
0 0 (1 )=
_E 10
H = T o0 1 (4.137)
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Figure 4.7 { Pour les moctles de Reissner et de Mindlin, le cisaillement n'est pasanstant dans
lepaisseur.

par,

Zt

Huom = Hdz (4.138)
AN

Hp = H zdz (4.139)
AN

Hip = H z?%dz (4.140)
t

Ho = k2tH (4.141)

Le coe cient de correction en cisaillement k cepend du mockle utilise [1].
| Pour un mockle de Kircho , pour lequel la normale au feuillet moyen reste orthogonal au feuillet
moyen :k = 1.
| Pour un moctle de Reissner pour lequel la normale au feuillet moyen ne reste plus rectiligne du
fait de l'apparition d'un gauchissement : k est calcuke telle que lenergie de deformationa partir
des grandeurs creralises et celle calcuke en tridimensionnée soit les mémes, et l'on obtient
(pour une epartition parabolique du cisaillement dans lepaisseur), k = %
| Pour un mocele de Mindlin, base sur les mémes hypotteses que celui de Reissner, la gosur k
est calcuke par la ca ncidence des premiers modes de exion tnsverse (calage en dynamique)
k=1.
Pour les deux derniers mockles, la contrainte de cisaillement n'est pg constante dans lepaisseur (voir
gure 4.7). Le choix du mockle est conditionre par lepaisseur relative de la plaque épaisseur / longueur
d'onde du mode de vibration). Le mocele de Kirchho peut donc étre su sant pour les premiers modes,
et insu sant pour les modes de fequences pluselewe.
Dans le cas d'un plague homogene isotrope, le couplage entre lesfdrmations de membrane et de
exion sont nulles et Hy,s = 0.

Energies Lenergie interne de ceformation de la plaque est donree par l'integrale sur le feuillet moyen
des produits des e orts gereralies par leur grandeur duale des ceformations gereraliees,

4
1

V==
2A

N:e+ M:~ + Q:~ dA (4.142)
Dans la methode de Rayleigh -Ritz, il nous faut intuiter des fonctions de forme. Il est donc recessaire
d'exprimer V en fonction deu, v et w ainsi que ~a l'aide des formules peedentes. Nous ne le ferons
pas ici dans le cas greral, au vue de la complexie des expressi@nque nous obtiendrions.

Lenergie ciretique, sera elle, directement exprinee en fonction du deplacement en tout point g du
volume, z

T=2  #0)?%d : (4.143)
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Comme le ceplacement du point g est fonction de celui dep (appartenant au feuillet) et de la rotation
du feuillet,
Hy= (Up+ Z x)X+(Vp+ Z y)¥+ WpZ (4.144)

Le care de celui-ci donne,

2
p

2

o P

G= (US+ Vo+ W) + (2upz +2Vpz y+ 27 [+ 22 ]) (4.145)

On doit ensuite inegrer dans lepaisseur h et faisant ainsi apparatre la masse surfaciques = h. Si

I'on ne garde que le premier terme de 4.145, on reglige en fait les terraadenergie ciretique de rotation.
On obtient alors, Z

T= st(p)? dA: (4.146)

NI =

Pour les plaques dont lepaisseur reste bien plus faible que la longueud'onde des vibrations, cette
approximation est touta fait correcte.

vibrations transverses d'une plague mince par rapporta la longueur d'onde Dans le cas d'un
mouvement transverse d'une plaque, la fonction de forme esti(p) = w(p)2. Son mouvement sera cecrit
par exemple par,

w(x;y;t) = w(x;y)sin(!t ): (4.147)

Pour simpli er les notations, nous noteronsw la fonction de forme w{x;y).
Si la plaque est de plus isotrope homogene, alors lenergie poterntlle se simpli e en,
z
1
V== M:~+ Q:~ dA (4.148)
2 A
Si la plaque n'est pas tropepaisse, on peut regliger lenergie de eformation en cisaillement, par rapport
a lenergie de ceformation en exion. Elle se eduit donca ,

Z
1

V= =
2 a

NI :-6lA (4.149)

Il nous faut exprimer ces grandeurs en fonction du ceplacementransversew(x;y). On introduit la loi
de comportement (formule 4.136), 7

V= 1 Hs ~~dA (4.150)
2 A
On la relie au comportement dans lepaisseur,
270 g o1 o
V=3 T 4 1 0 5 z2~~dAdz (4.151)
At 0 0 (1 )2

Pour une plaque depaisseur constante et homogene, on peuttir H et l'inegrale sur lepaisseur de
l'inegrale sur la surface,

2 3
7
1 E2° 1 0

v=-_———_ 4 1 0 S ~~dA 4.152
231 ) A 00 1 )= (#352)

On fait apparatre la rigidie equivalente du feuillet moyen en posant h = 2t lepaisseur totale de la
plaque,
Eh?
D= ———; 4.153
T iz ( )
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. 7 2 1 3
V = zD 4 1 0 S ~~dA (4.154)
A0 0 (1 )=2
On exprime alors les courbures- en fonction des rotations de normale™,
2 32 32 3
1 z 1 0 XX X 1X
v=>D 4 1 o oS4 yiy 904 yiy  9OdA (4.155)
A0 0 (1 )=2 xiy toyix xoy toyix

Il nous faut alors choisir une cirematique qui relie la rotation au deplacement transversew. Si l'on
consicere le moctle de Kirchho , la normale au feuillet moyen reste rormale au feuillet moyen, alors la
gure 4.6 indique que,

@w

x = Wix = @x (4.156)
@w
= Wy =  — 4.157
y y @y ( )
la "," indiquant toujours la cerivee partielle par rapport au param etre en indice. On obtient donc I'ex-
pression nale, 7
1
V=23D ) Wige FWioy +2 Wi Wiy +2(1 )wih,  dA (4.158)
Dans le cas au le calcul est fait en coordonrees cylindriques [5] :
" #
V= §D . Wi +FW,r +r—2W, 20 ) win FW,r +r—2W, FW, i rdr
(4.159)
Dans lequation ci-dessus, la fonctionw(x;y;t) = wsin(!t ). Lenergie potentielle maximale est donc,
1
Vinax = 5D X Wi Wi, 42 Wik Wiy +2(1 wig, dA: (4.160)
A l'aide de toutes les hypotteses pe@dentes, lenergie ciretique maximale sera ceduite de la formule
4.146, z
1
Tmax = 5!'2 hwdA: (4.161)
A

Le coe cient de Rayleigh pour ce type de plaque et de cirematique ef

w2 +W;)2,y +2 dN;XX Wiyy +2(1 )W;>2<y dA.

R(!)=D 2 X 4.162
) WA (4.162)
Applicationa une plaque rectangulaire supporee sur tou s ses bords La solution exacte est
disponible dans [12] page 30.
On cecompose la fonction de deplacement comme une somme de fotions,
X
wixiy) = GNi(xy): (4.163)
i=1
La matrice N esticia 1 ligne et n colonnes.
Chaque fonction N;(x;y) doit \eri er les conditions aux limites cirematiques,
Ni(0;y) = 0; (4.164)
Ni(Lx;y) = O; (4.165)
Ni(x;0) = O0; (4.166)
Ni(x;Ly) = O: (4.167)
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Figure 4.8 { Forme propre assoceea la premere pulsation propre d'une plaque rectangulaire les lon-
gueursetant dans un rapport de 2, et appuyee sur ses bords@ dessiner)

e ectuons une esolution en prenant les trois fonctions,

Ni(xy) = x(x La)y(y Ly) (4.168)
Na(xiy) = Xx(x Ly)y*(y Ly) (4.169)
Ni(xy) = x(x L)%y(y Ly) (4.170)

Lenergie ciretique fait apparatre la matrice de masse M (voir formule 4.84),

3
1 5 5 1 5 6 1 7 5
goo X7 hLy”  ggp LxX” hLy” g5 Lx" hly

M=3 a5Lx>hly® Z5Lx>hly’ gsLx’ hiy® é (4.171)
s X" hly® o lx’ hly® A51x° hiy®
La matrice de rigidie K est donree par,
Z
Kij =D (Nixx Nj xx T Ni;yy Nj wy Tt (Nijxx Nj ;yy+Ni;yy Nj wx ) T 21 )Ni;xy Nj ;xy)dA
A

(4.172)
ce qui nous donne dans lecasaLy =1let Ly =2,
284 284 96
P %D D

K=§2p 2p wmp { 4.173)

96 96 1262
D D D

La nullie du determinant du syseme I 2M + K =0 fourni les valeurs de! suivantes,
1, = 1311 i ';]—D (4.174)
1, = 2208 i };—D (4.175)
l3 = 5857 "D (4.176)
Pour la premere pulsation propre, on peut dessiner la forme prope assocee ( gure 4.8),
wix;y)= 489x(x Dy(y 20+x3(x 1y(y 2) (4.177)
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Figure 4.9 { Exemple de structure mixte.

4.3 Structures mixtes (discetes et continues)

Les nethodes de Rayleigh et de Rayleigh-Ritz peuvent &tre utilises pour des structures de type
mixte, qui comportent des ekments continus connecesa des ekements discrets. Chacun des types de
sous-structure a des energies potentielle et ciretique, qu'il sut alors de sommer les termes denergie
pour construire le coe cient de Rayleigh. Si les mouvements des maes ponctuelles par rapport au
ebrentiel galieen sont e nies par x; epque les ceformees des structures continues sont donreeen
fonction de fonctions de forme (s) = i G i (s), alors si lI'on construit un vecteur de pararetres
V=[X1 X2 Xn G G i G ],

VIKV
ViMv
Lecriture desenergies permettent de calculer les matricesK et M.

Consicerons lI'exemple pesene gure 4.9, en consicerant la fonction de forme de deformee avec un
seul terme (s) = q 1(S). Lenergie potentielle V est epartie dans la poutre et dans les ressorts telle
que : z, e

2v= El L=
s=0 ds
avecs; et s, les abscisses al sont accroctees les ressorts de rigidik; et k, respectivement, etl la
longueur de la poutre. Le vecteur permettant de connatre la poiion du syseme estv =[xy ]'. I sut
alors de mettre cetteenergie ciretique sous forme matricielle pou faire apparatre la matrice K :

R(!)= (4.178)

ds+ ky(xa @ 1(51))° + ka (o 1(52))%; (4.179)

" #
K . R 2 ) (4.180)
= 2 .
ki 1(S1) oo Bl 9t ds+ ky 1(s1)?+ ko 1(s2)?
Lenergie ciretique T est traiee de la m&me manere :
Z, 2 2 2
doy dx1 do,
2T = S — ds+m; —— +m N— ; 4.181
. Lt boat 2 ) ( )
d'as est extrait la matrice de masse M.
m 0
M= 'R (4.182)

0 S %dS"' mo 1(|)2

s=0

4.3.1 Brevets d'acquisition de connaissance

Vk Pour tester si vous matrisez cette nethode, faites le brevet 6 et 'examen 2009-2010.
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Si vous avez des di cules, je vous invitea contacter le eer ent du brevet correspondant, dont le nel
est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?id =403.
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Chapitre 5

Analyse modale

Le concepteur souhaite ceduire les modes de vibrations des caradstiques de la structure, qu'elle
pesente un amortissement ou non, puis calculer les niveaux de ponse dans la gamme de fequences
exploees. Pour les structures complexes, cette cemarche é€smpossible sans simpli cations drastiques,
et il doit se questionner sur la validie de sa moctlisation. Il sera donc amere naturellementa confronter
la eponse de son moctle avec la ealie, en mesurant la epons de la structure. S'il est dcu par
cette comparaison, il pourrait balayer les dierents paranetre s de son moctle, voir changer le type de
celui-ci (non lirearie, amortissement...), en esperant trouver celui qui "colle” le plusa ses esultats
experimentaux. Cette cemarche fastidieuse risque fort de ne @s aboutir.

A linverse, a partir des eponses exgerimentales de la structure, on peut se demander, comment
extraire les modes de vibration, et quel est le mockle structurel leplus simple qui permettrait de simuler
ce comportement.

Ces deux cemarches deductives compementaires seront etdees dans ce chapitre. Il faudra tenir
compte des deges d'incertitudes sur le moctle ou sur certainsesultats, a n de ne se concentrer que sur
les zones de comportements les plus signi ant. Il n‘est sans doutegs recessaire de reproduire la totalie
de la eponse experimentale, entactee d'incertitudes variablesen fonction de la fequence.

5.1 objectifs

Dans le paragraphe 5.2 nousetudierons analytiquement le compoement vibratoire de structures,a
travers leurs fonctions de eponse en fequence. Cette cerarche deductive est illustee gure 5.1.

La cemarche inverse, partant des esultats experimentaux, permettra de cegager un mockle structurel
su sant visa -vis de I'experience. Ceci est illuste gure 5.2.

Nous aborderons d'abord le traitement d'un moctlea 1 dege de liberg, puisa plusieurs deges de
liberes.

Dascription Vibration Response
of Structure B Modes B Levels

*SPATIAL "MODAL “RESPONSE
MODEL" MODEL" MODEL"
Mass. Damping Natural Frequencles Frequency Responses
Stitfiness Mode Shapss Impuise HRespanses

Figure 5.1 { Demarche treorique de l'analyse vibratoire (Ewins)

31



RESPONSE

= VIBRATION =
PROPERTIES MODES STﬂxggngL

Experimental
Modal Analysis

Figure 5.2 { Demarche experimentale de I'analyse vibratoire (Ewins)

Rappelons d'abord les transformations de Laplace unilatrale et deFourier,

x() ! X(p)= RR}) x(t)e Pdt (5.1)
x() ! X(f)= L x(te i2ft dt (5.2)

Ici p est un complexe, etf est un eel. Si la eponsea une excitation x(t) est noee y(t), elles sont lees
par un produit de convolution noe "*",

y(t) = h(t) x(t) (5.3)

al h(t) est la eponse du sysemea un diraca l'instant t. Par transfo rmation de Fourier de cetteequation
on obtient un produit simple dans I'espace de Fourier,

Y(f)=H(f)X(F) (5.4)

al H(f) est appeke fonction de eponse en fequence (FRF) ("frequency response function"). C'est un
cas particulier de la fonction de transfertH (p) (ici p = i2f ), comme le montre la gure 5.3, qui est
donree par,

Y(p) = H(p) X (p) (5.5)

Le choix de la transformationa utiliser cepend du type d'amortisse ment :

| dans le cas de syseme sans amortissement, a ayant un amortissement proportionnel (ce que nous
e nirons plus tard), on utilisera I'espace de Fourier,

| en pesence d'amortissement non proportionnel on utilisera I'esp ace de Laplace.

5.2 mocklea 1 dege de libere

5.2.1 rappels de terminologie

Nous supposons acquis les notions vues pour un sysemea un dedege de libere x(t), dans le cours
Vibrations et acoustique 1 (ENSIM, JC Pascal). Nous rappelons ici que l'onetudie gereralement,

| les vibrations libres : sans et avec un amortissement

| puis les vibrations forees : Dans le cas d'une excitationa la pulsat ion! :f = Fo€'t | la eponse est
du type x = Xo€' |, avecFq et Xo grandeurs complexes. Le comportement peut étre caracems
par dierentes fonctions de eponse en fequence,
| eceptance Hy(f)= X (f)=F(f),
| mobilie  Hy(f)= X(f)=F(f)
| inertance Ha(f) = X (f)=F(f).
qui peuvent etre repesenees dans le plan de Bode (module ephase en fonction de la fequence),
ou de Nyquist (partie imaginaire en fonction de la partie eelle).
Les dierentes formes d'amortissement sont,
| visqueux : fyis = X

| frottement solide : 5 = N é
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Figure 5.3 { Image de la relation entre la fonction de transfert H (p) et la fonction de eponse en
fequence H (f)
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| amortissement hyseetique appek aussi structural :

h 2k 1=! 05(

fhys = 7%= —0x (5.6)

aveck la rigidie du syseme.

5.2.2 image des paranetres

On peut comparer les eponses des sysemesa 1 dege de libéren fonction de leur amortissement.
Pour cela repesentons gures 5.4 et 5.5 les fonctions de eporesen fequences des sysemes mocelisables
par un amortissement visqueux et hyseetique,

mx +cx+kx =f (5.7)

m x +!Lx_+ kx =f: (5.8)

Les eceptances assoceesa chague moctle sont :
: . — 1

| hyseetique (structurale) :  hg(! ) = m
Les mobilies sont donrees dans les deux cas pah,(! ) = ith 4(!) et l'acekrance par h,(!) =

I 2hg(! ). On peut montrer que dans le cas d'un amortissement hyseeticue

L'identi cation des paranetres de masse m et de rigidie k sera faite sur I'un des diagrammes de Bode
(gure 5.4). L'identi cation des paranetres de viscosie du mod ele peut &tre faite sur les diagrammes 5.5.
Il faudra veillera faire un choix correct de fonctiona repesen ter (eceptance, mobilie ou inertance), car

| dans le cas d'un amortissement visqueux, la mobilie est un cercle de centre (2—1c,0) et de rayon 2—1c

| dans le cas d'un amortissement hyseetique, il faut utiliser la r eceptance, qui donne un cercle de

centre,
1

(0; >h

) (5.9)

et de rayon 5
L'amortissement hyseetique fait partie de la famille des amortissement proportionnels. Une condition

Su sante mais non recessaire est que le coe cient d'amortissemen soit de la forme,
c=m + k: (5.10)

lIs ont la particularie de possder les mémes vecteurs propregjue le syseme non amorti (mais pas les
meémes valeurs propres). Nous y reviendrons lorsque nous etiglons les sysemesa plusieurs deges de
libere (paragraphe 5.3).

n cours 1

5.2.3 extraction des paranetres modaux

Cette nmethode s'applique lorsque le syseme n'a qu'un seul degede liberg, ou pour un syseme
a plusieurs deges de libere, dont le mode le plus proche du domaire de fequence etude, domine la
eponse. Ceci sera approfondi dans le paragraphe 5.3.3.

Les nethodes pesenees ici sont : methode du l'amplitude de pic (peak amplitude), nethode de
lissage de cercle (circle tting ), et nethode inverse.

Lequation consictee,

m x + cx + kx = f; (5.112)
seraetudee en divisant celle-ci par m et en introduisant,
p
log = k=m (5.12)
c
= p— 5.13
2 km ( )
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MOBILITY (4B re 1rnsliN)
=
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FREQUENCY (HZ)

8

Figure 5.4 { Diagrammes de Bode de sysemes : (haut) eceptance, (milie@) mobilie, (bas) inertance,
d'apes Ewins p30-31 [3]. La hauteur du pic et son positionnement eact cependent du type d'amortisse-
ment, mais les positions des asymptotes cependent uniquement deparanetres de masse et de rigidie.
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Figure 5.5 { Diagrammes de Nyquist de sysemesa amortissement visquexi (gauche) et hyseetique
(droite) : (haut) eceptance, (milieu) mobilie, (bas) inertance , d'apes Ewins p36
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lequation du mouvement est transfornee en,
x+2 1 ox+ ! 3x = f=m: (5.14)
La fonction de eponse en fequence en teplacement est,

1=k

1 (1=l g2+ i21=l (5.15)

Ha(') =

nethode de l'amplitude de pic Cette nmethode n'est utilisable que si les pics de la fonction de
eponse en fequence (! ) sont bien epaes. C'estevidemment le cas d'un sysemea 1 dege de libere
qui ne pesente qu'un seul pic.

| mesure de la fequence de esonnance ! .

| mesure de I'amplitudea la esonnance j fig j

| mesure de la largeur de bande ! =1, ! telsque (!,)= ’ﬁd—ij et (12)=] fig ] :pi de part

et d'autre du pic.
| calcul du facteur de perte

| 2
r

|
= 2z "1 — = E"=E’=tan (5.16)
= r
On peut alors calculer le coe cient d'ammortissement
2 = (5.17)

| on calcule la fequence ! qu'aurait le syseme sans amortissement,

ro__
! k
lo= p—0n= — 5.18
CPT a2 m 539
Ceci est possible car I'existence du pic assure que le terme sous lairecest positif.

| comme localement, la eponse hqg(! ) peut &tre mise sous la forme,

A

ha()= o2 (5.19)
d'as I'on ceduit I'amplitude  Ag qui est releea la rigidie par,
Ag= ¢ F=k (5.20)
1 H o+ 24 ?

| L'amplitude de la force d'excitation F est mesuee, aussi lequation 5.20 fourni la rigidie k. Elle
doit étre incependante de la pulsation ! choisie. Si c'est le cas, c'est que I'hypotlese d'un syseme
a 1 ddl est colerent avec les esultats. Lequation 5.18 donne alors la massen, lesequations 5.16
et 5.12 I'amortissementc.

exemple Nous testerons cette nethode sur un exemple. Consicerons laoinction de eponse en fequence

engendee park = 2, ! ¢ = 3 et un amortissement = 0:1. De ces donrees de base on peut deduire :

m = k=12 = 0:22, la pulsation de esonnance! ; = ! o(1 2 2) =2:94, l'amortissementa la esonnance
=2 1=l y=0:2, le coe cienta la esonnance h=k =0:4.

Les points exgerimentaux arti ciels sont cees par le chier de t ype Matlab "exer22.m", en ayant
pris soin de simuler des points sans bruit additionnel (noise=0). On pat remarque sur les dierentes
repesentations de la fonction de eponse en fequence que lak nition de celle-cia proximie de la
esonnance peut etre ceplorable (Nyquist gure 5.6).

On recherche ensuite les paranetres grace au chier Matlab "err21.m". Recapitulons les esultats

dans le tableau ci-dessous.
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-0.5 - b
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-1 -0.5 0 0.5 1 15

Figure 5.6 { Diagrammes de Nyquist de la fonction tesee. Sa ¢t nition de pend fortement de la
discetisation en fequence adopee.

L l'o k m
091 272 033 276 2 0.22
025 3.01 014 3.04 2 0.22
0.09 297 0.12 3.00 2 0.22
0.03 296 0.11 3.00 2 0.22
0.01 297 0.10 3.00 2 0.22

Sur cet exemple, la convergence vers les valeurs de cepart estsdrnee. Le paranetre est le plus
lenta converger : il est en fait tes cependant de la mesure de la hauteur du pic. Une sous-estimation
de celle-ci du fait d'une discetisation faible en fequence, implique que la largeur de bandea -3db est
surestinee, et on estime alors I'amortissement par exes.

Si I'on e ectue le méme travail sur une fonction de eponse en fequence sur laquelle est ajoute (ar-
ti ciellement) un bruit (voir le chier "exer22.m"), nous obtenons po ur un bruit akatoire de distribution
normale d'amplitude de 10% et incependante sur la partie eelle et imaginaire,

L 'o k m
0.30 3.01 020 3.04 2 0.22
0.30 3.01 010 3.04 2 0.22
0.30 3.01 020 3.04 2 0.22
009 3.06 010 3.09 2 0.22
009 297 006 3.00 2 0.22
009 306 011 3.09 2 0.22
0.03 3.00 001 303 2 0.22
0.03 298 0.10 301 2 0.22
0.03 3.00 0.07 3.03 2 0.22

On remarquera que cette nethode est tes sensiblea la pecison de la mesure de la hauteur du pic
i ™, que la cetermination de k peut cependre de la fiequence! utilisee, et que nous n'avons utiliee que
des grandeurs eelles. Si 'amortissement est faible, et donc le picels ace, les erreurs sur la mesure de
son niveau seront d'autant plus grande du fait de I'e et de palissade.
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Figure 5.7 { Diagrammes de Nyquist de la fonction ! ), d'apes Ewins p36

nethode de lissage de cercle Nous supposerons valide I'hypottese d'existence locale d'un seul e
(voir paragraphe 5.3.1 pour un sysemea plusieurs deges de libeg). Etudions les cas de I'amortissement
structurel, et de I'amortissement visqueux.

Si nous faisons I'hypottese d'unamortissement structurel , la fonction complexe repesente par

un cercle est la mobilie,
A

W= 7 rzaine 520

La grandeur A, a pour objet de donner par son module, la taille du cercle, par sa pls®, lI'angle de ce
cercle avec l'axe de ekrence. Une recherche du cercle pasgaau mieux des points ®lectionres sera
utiliea cet e et.

Une fois A estine, il faut trouver la fequence de esonnance ! ; ainsi que I'amortissement . Construi-
sons gure 5.7 le cercle repesentatif de,

1
12 124412
Un pointa la fequence ! est caracerie par I'angle ou l'angle
tan( )= — (5.23)
1 =
1L
T2
tan(=2)=tan(=2 )= - (5.24)
r
On recherche! . La deuxemeequation donne,
12=121 tan(=2) ,): (5.25)
Si l'on calcule la vitesse de variation de! ? par rapporta
1
12
12 1 =
do'l—: 12,22 @1+ —J LA, (5.26)

r

on note qu'elle est maximale pour! .. Ceci peut donner un criere de cetection de ! ;. Une mesure de
'amortissement est aussi possible car en ce point;,

1 2
S 2= (5.27)
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et donc,

F =2 d! r2; (5.28)
Cette nethode est bien adapte, mais encore faut-il avoira I'esprit que la description exgerimentale
du cercle est discete et non continue. Il faut donc pouvoir s'apyer sur uneevaluation de cette cerivee
d(;—za partir de la connaissance que de certains points.
Soient les valeurs (! 3) et (! p) mesuees de part et d'autre de la fiequence de esonnancel.a formule
5.24 donne poura et b,

ENNY

1 %
tan( =2) = ! (5.29)
r
1
tan( p=2) = - (5.30)
r
De ces deuxequationsa deux inconnues ; et! ;, on tire,
12 12 1
— b T a .
= : 5.31
' 12 tan( 4=2) tan( p=2) (5:31)
Si 'amortissement est faible, on peut assimiler,
12 12 ] ]
‘b Sa - b - a
1z 2 P (5.32)
D'autre part, si I'on choisit les points a et b comme les pointsa 1/2 puissance,
192 = =2 (5.33)
tan( 1=2) = 1 (5.35)
tan( ,=2) = 1 (5.36)
et I'amortissement (formule 5.31) se simpli e en,
|1 2 |1 2 1
=b —a-. (5.37)
' 12 2
n cours 2
Dans le cas d'unamortissement visqueux , on utilise la mobilie,
i!
y= - -
Y(!) IR (5.38)
Les parties eelles et imaginaires secrivent,
B cl?
Re(Y) = D ETIE (5.39)
Ik mt2)
Im(Y) = K miDZs e (5.40)
et fournissent l'angle,
2
Pk mt?2) 1
tan( =2) = ( m % _ 7 (5.41)

c!? 21=l
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Figure 5.8 { Sensibilie de la valeur trouvee de I'amortissement avec le choix s pointsa et b, d'apes
Ewins p168

Par l'utilisation des points 1 et 2 comme peedemment, on obtient, mais cette fois-ci de facon exacte,
_ 11§ 1%

Dans les deux cas d'amortissement, pour trouvel , on pourra prendre le milieu des deux points qui
donnent la variation la plus grande de , ouevaluer sa positiona partir des formules 5.29 en en faisant
le ratio,

SENY

tan( .=2) 1 1%
= : 5.43
tan( p=2) 1 i_kz ( )
soit en factorisant! 2,
I 2(tan( 4=2) tan( p=2))= !2tan( 4=2) ! Z2tan( ,=2) (5.44)
d'as,
I 2tan( ,=2) ! 2tan( p=2)
2= pfan(a a (5.45)

tan( ,=2) tan( p=2)
Il s'aere que si la pecision sur ! ; est de I'ordre de 01 fois lecart en pulsation entre deux points, la
valeur de I'amortissement trouwee est sensible au choix des deux puats a et b (gure 5.8).

ecapitulatif La cemarche de lissage de cercle passe donc par lesetapes suites:
| ®lection des pointsa utiliser : il faut qu'ils couvrent au moins une v ariation de de l'ordre de
| lissage des points par un cercle : cela fournit la grandeur complexeA (voir gure 5.9)
| localisation de la fequence de esonnance et calcul de I'amortissement.
| multiples evaluations de I'amortissement en vue d'estimer la pecisio n sur cette mesure. Si les
variations sont de l'ordre de 5% l'analyse est valicce, si elle est de l'onte de 30% c'est que
I'nypotrese d'unicie du pic est peut-eétrea remettre en cause.
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Figure 5.9 { Lissage du cercle pour ceterminerA, d'apes Ewins p166

| determination des constantes modale : m k.

Appliquons cette methode aux mémes jeu de points engendes pedemment par "exer20.m" avec un
intervalle en pulsation de 023rads !. Le cercle passant au mieux des points est trouve par "exer23.m"
On veilleraa initialiser I'optimisation non-lireaire par des valeurs appro ximatives. On trouve un centre
du cercle en (0.128,-1.25) et un rayon de 1.26. On note que la non nuliitde la partie eelle du centre du
cercle ne peut étre expliqee par le moctle (voir formule 5.9). Ce elcalage est explicable par la mauvaise
e nition des points du cercle si la discetisation en pulsation est trop faible. Par contre on acedea la
grandeur h relativea I'amortissement,

1
— = 0:125 5.46
on (5.46)

h = 0397 (5.47)

On cktermine la pulsation de esonnance, lieu de partie imaginaire mximale. Ce point esta la
verticale du centre cetermire peedemment,

I, = 3:00 (5.48)

On cetermine les deux pointsa I'horizontale du centre, par une proedure similaire,

1, = 269 (5.49)
1, = 320 (5.50)
= 0:843 (5.51)
= 0422 (5.52)

Si I'on utilise la m&éme nethode avec plusieurs niveaux de discetisaion, on obtient le tableau suivant,
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Figure 5.10 { Methode inverse : tracage de l'inverse de la eceptance, dapes Ewins p171

! h Py
091 040 324 0.04
0.30 0.40 297 0.10
0.09 0.40 2.99 0.098
0.03 0.40 298 0.099

On observe que la convergence des esultats est plus rapide qu'ew la premere nmethode de I'amplitude
du pic. La convergence de vers la bonne valeur est elle aussi plus rapide. La nethode de lissagie
cercle utilise les composantes eelles et imaginaires, et non pas le mald qui est une information moins
riche, cegracee.

nethode inverse Cette nethode utilise les mémes hypotteses que le lissage de cégc Si I'on trace
l'inverse de la eceptance, pour un sysemea 1 dege de liberte,
1 2 .
——=(k !“m)+ih (5.53)
™)
on obtient une droite (gure 5.10). On e ectuera un lissage des poitts experimentaux par une droite. La
valeur de h sera l'intersection de celle-ci avec l'axe imaginaire. Pour obtenir la mage m et la rigidie k
il faut proedera un second lissage des valeurs eelle de la FRF parapporta la eponse d'un moctle
(optimisation de deux paranetres).
Le tracage du graphe 5.10 permet d'observer la dispersion des pds autour de cette droite des
moindres cares.
| sielle est de type akatoire, nous sommes en pesence de bruit
| Siles points sont incunes, ou la droite de pente non nulle, la proxim ie d'un autre mode peut en
&tre la source ou les hypotheses sur I'amortissement ne sont paglides.
Dans le cas d'un amortissement structurel, ne pas oublier de faire tte cemarche avec la mobilie au
lieu de la eceptance.

5.3 pour un moclea plusieurs deges de libere

La eceptance d'un sysemea N deges de libere cepend des points | et k d'excitation et de mesure
entre lesquels elle est mesuee. On devra donc l'indicer sous la formgy . L'amplitude a la esonnance
"s" sera noee sAj . Cette eceptance secrira donc comme la somme des eponsea chaque fequences
propres,

. 1 = A L

lk(-) 12 124 12 (554)
5:1 LY H S* s

Dans le cas ai I'on ne consicere exgerimentalement qu'un sous-dmaine de fequence compris entre les

esonancess; et s, (voir gure 5.11, la contribution des modes de esonance inErieusa s; estequivalente

a une masse esiduellegue nous noteronS\/Ij'E , et la contribution des modes superieursas, seraequivalente
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Figure 5.11 { contribution des divers termes d'une srie modale [3]

a une rigidie esiduelle que nous noteronsKjff . La eceptance peut donc étreecrite sous la forme,

_ 1 X sAjk 1.
k()= W + e m + q (5.55)
n cours 3
5.3.1 validie de I'hypottese d'unicie locale du degr e de libere

Nous remarquons que les nethodes utilies pour un sysemeaun seul dege de libere peut donc
etre utilies pour des sysemesa plusieurs deges de libere. Il sut pour cela dans la formule 5.55 de
consicerer que s; = Sp. Tous les autres modes contribuent de facon esiduelle en rigidie ou en masse.
Ceci est appek hypottese d'un unique dege de libere (SDOF assuption).

5.3.2 esidus des modes non analy®es

Par l'internediaire de I'exercice "exer24.m", on peut ceer des points exgerimentaux arti ciels pour
un sysemea trois deges de libere, et observer la fonction de eponse en fequence. Dans le cas choisi,
on remarque que les trois cercles ne sont pas bien distincts les unssdautres ( gure 5.12).

Dans le cas peseng, si I'on ne s'ineresse qu'au domaine feqeentiel voisin du deuxeme mode, !
entre 2 et 4, la contribution dans ce domaine du mode 3 est une coribution de rigidie, celle du mode
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Figure 5.12 { Diagramme de Nyquist d'un sysemea trois deges de liberte, dont les fequences propres
ne sont pas teseloigrees les une des autres relativementa leulargeur de bande respectives.
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1 est de masse ( chier "exer25.m"). En utilisant la recherche des paanetres du mockele par lissage d'un
cercle ( chier "exer23.m"), on trouve que le centre du cercle possle une composante eelle non nulle :
elle est issue des termes compkmentaires de masse et de rigidited autres modes non analyss.

5.3.3 nmethodes d'extraction des paranetres modaux : mult iple deges de
libere (MDOF)

Les modes sont toujours coupks plus ou moins fortement. L'hypthese SDOF peut toujours &tes faite,
mais les esultats de chaque mode seront entaches d'erreur, gbrsque I'on reconstruira la eponse totale
par addition des eponses, on ne retrouvera pas la fonction deaponse en fequence mesuee. Il peut donc
etre ineressant de faire une recherchesimultaree des paranetres des dierents modes. Deux possibilies
existent :

| travail dans I'espace de Fourier

| travail dans le domaine temporel

| travail sur la globalie des courbes

travail dans I'espace de Fourier

Soit J”Q (1) la fonction de eponse en fequencemesuee, et j (! ) la frf calcube grace aux parametres
de mockle qui restenta ceterminer :

1 »2 A N i

R - = -
1 2M R 12 124§ .12 |
PeM g ses, 05 I sl K;

k(M) = : (5.56)

=~

On peut construire la fonction complexe, decart entre ces deuxgrandeur,

k@)= ®d) w ) (5.57)

et en calculer le module qui est le scalair&j (! ) = (') jk (! ). On peut alors construire une fonction
co0t que nous chercheronsa minimiser,
= Ejk dl: (5.58)
lo
Les mesures seront faitesa des fequencels; egulerement espaees, donc l'inegrale peut étreecrite en
une somme discete qui fasse appara’tre des coe cientgle ponderation w;,
ig N
= Wi Ejk (i): (5.59)
i=1

On recherche alors un minimum de cette fonction coat, qui doit se itaduire par la nullie des cerivees
par rapporta chaque paranetre du mockle :

@ _

@q
avec q etant successivement les parametressAj , !'s, s pour tous less consicees. On obtient ainsi
un syseme dequations qui est non lireaire. Il faudra donc utiliser une nethode ierative en esperant
la convergence, et initialiser les paranetres par des valeurs qui ngoient pas trop absurdes. On pourra
utiliser logiquement les paranetres estines avec une approximatio SDOF.

Dans le cas de structure ddes faible amortissement, on peut recherchera optimiser les paranetres
d'un moctle sans dissipation. Si tous les modes sont dans le domainednesure,

0; (5.60)

sAk .
1 2 1 2°
1z

k(M) =

s=1

(5.61)
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On peutecrire uneequation par ! ; mesue,

sAik .

12 12
bg b

ik (1) =

s=1

(5.62)

Le nombre de mesurdmax €st superieura N le nombre de modes. Si I'on choisiN de cesequations, le
sysemea esoudre peut &tre mis sous la forme,

~ = RA (5.63)

avec i = (i), Ris=(2 12 letAs=5Ax.Silon prend les valeurs de esonnances comme des
donrees (obtenues peedemment), il sut dinverser le systeme pour trouver les amplitudes :

A=R '~ (5.64)

Ne nous leurrons pas, si cela semble simple et direct, le esultat ggend du choix des fequencesi
lectionrees. On veilleraa prendre les esonnances, mais aus les antiesonnances.
Il faudraita cet instant, illustrer cette demarche par une simula tion...

travail dans le domaine temporel

L'avantage principal de cette nethode est quelle ne recessite pas d'estimationdes paranetres mo-
daux. Elle utilise la eponse impulsionelle et ne peut donc étre utiliee que pour des sysemes avec
amortissement.

Consicerons le cas d'un amortissemenvisqueux (le cas d'un amortissement hyseietique pose probeme
pour cette nmethode), la eceptance est donree par,

A X A

W (1) = L T e (5.65)
o 'ssHi(t s 12 L tssHi(t+rs 1002)
on peut compacter lecriture en posant classiquement 0 = ! Sp 1 2! 2+N = 1%et,4n Ak =r Ajk,
XN A
k()= stk 5.66
“O= ST (5.66)
La transformee de Fourier inverse donne la eponse impulsionelle,
XN e

hjk (M)= sAjk e (5.67)

s=1

avec! "s = !¢ s+ il 2. La mesure de cette eponse impulsionelle est faite pour des tempsgulerement
espaes de t. Nous noteronshq = h(q t).

Posons,
VAERCEECEDR (5.68)
on obtient gequations,
XN
hq = VSq sAjk ; (5.69)
s=1
gue I'on peutecrire formellement,
h=VA (5.70)

D'autre part, si I'on multiplie chaque equation par un scalaire 4 et que on somme ces equations on
obtient,

x XN x
q=0 s=1 q=0
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Figure 5.13 { La frf experimentale et la eponse implusionelle reconstruite
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Choisissons les ; comme les racines de lequation,

X
VI =0: (5.72)
4=0

Cela annule le membre de gauche de lequation 5.71, et en prenar® = 2N qui se simpli e en,

XN
qhq = 0: (5.73)
gq=0
Extrayons le dernier terme,
) 1
qhq = th 2N - (5.74)
q=0

On peut choisir ,y = 1, car nous avons un paranetre en plus. Nous avons obtenus une equation
pour un jeu temporel g = 0a q=2N. On peut obtenir une autre equation, par un autre jeu q = la
g=2N +1. En renouvelant ceci, on obtient un syseme,

2 32 3 2 3
ho hy ho o hon 1 0 han
g h1 hy  hs han ég 1 é _ g hon +1 é : (5.75)
hon 1 hon honsr 0 han 2 N 1 han 1
que l'on eecrit,
H~= T (5.76)
L'inversion de cetteequation permet de calculer
~= H W (5.77)

gracea 5.72, on calcule les/J, et 5.68 nous donne les pulsations proprels”s. Il reste alorsa obtenir les
grandeurssAjc gracea l'inversion de lequation 5.70,

A=V n (5.78)

Nous avons ainsi obtenu les paranetres du moctle. La seule coiitibn est que le nombre de points
d'acquisition soit sugerieura 4N . On pourra former la fonction codt somme desecarts entre la ff mesuee
et celle moctliee, et observer levolution de cette fonction cadt avec la recherche de plus ou moins de
deges de libere N.

Si I'on consickre trop de modes, les modes suppementaires peentent soit des amplitudes tes faibles
ou des amortissements tes grands : ils ne sont pas lesa unegalie physique.

Un exemple tie de [3] montre le domaine de frf experimental sledionre, la eponse impulsionelle
experimentale reconstruite par transfornee de Fourier Inverse (gure 5.13), levolution de la fonction
colt en fonction du nombre de modesN (gure 5.14) : une anelioration du lissage apparat entre 5
et 6 modes, puis si I'on ®lectionneN = 5, les valeurs des paranetres ( gure 5.15), et la frf moctlise
superposea la frf experimentale (gure 5.16).

Il faudraita cet instant, faire une simulationa l'aide d'un exemple...

nethode temporelle d'lbrahim

Les nethodes peedentes n'utilisaient qu'une seule frf pour determiner les paranetres modaux. Or
si plusieurs frf sont obtenues exgerimentalement, les fequeres de esonnances ca ncideront sur I'en-
semble des spectres. Lesetudier £paement anene recesairementa ce que de Egersecarts existent entre
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Figure 5.14 { Levolution de I'erreur en fonction de nombre de modes rechectes.

MODE FREQUENCY (EZ) DAMPING (1) HODATL PHASE
{ VISODUS ) CONSTANT

1 41,56 0.1580 4.002 E-02 180°

z 53.58 0.0062 7.505 E-02 =1

3 E1.97 0.0037 4.481 E-03 20

4 T3, 87 0.0083 €.235 E-02 75

5 3,67 0.0638 2.710 E-02 o°

Figure 5.15 { Pour 5 modes, les caraceristiques des paranetres.

FRF {dB)

1]
30 Frequency [Hz} el

Figure 5.16 { Pour 5 modes, les comparaisons entre frf experimentale (...) tefrf moctliee (-)
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les fiequences de esonnances moctlises sur chaque voie.eCi n'a rien de physique : il faut travailler
simultarement sur I'ensemble des spectres acquis.

Placons-nous dans la cas de vibrations libres d'un syseme a plusiars deges de libere ayant un
amortissement visqueux. Si on mesure en aux pointsles eponses aux instantst; , ils peuvent se mettre
sous la forme,

Xm .
xi(t)= s i€ b (5.79)
s=1
avec! "¢ la seme valeur propre complexe de lequation caraceristique du syseme :
(I1">M + 1 "C+ K)%x=10: (5.80)

Le seme vecteur propre est noe s, saieme composante; s. Les vecteurs propresne sont pasnornes
ici. Soit m le nombre total de ddl du mockle, qui peut étre inerieura N, le nombre de ddl du syseme.
Les dierentes eponses aux dierents temps sont reles pa r,

3 2 32 ., et
X1(t1)  xa(t2) 0 xa(tg) 11 2 1 1 om 1 e "1 oo e "1 a
g ool xella) oxalle) g B a2z 2 oam z R €N @ g gy
Xn(t1) Xn(t2) = Xn(tq) 1n 2n 5 2M g g amti g Tamta
gue l'onecrira matriciellement,
x]=1[ IM]: (5.82)
On peut appliquer la méme dcemarche, mais cecake d'un instant t.
Xrn (Il . Xm N | " i
Rit) = xi(t+ )= o el V= el (5.83)
s=1 s=1
soit donc, R )
si=s €70 (5.84)
Nous disposons donc d'un second jeu dequations :
h i
R’l= " []: (5.85)
Comme m est une variablea choisir, prenons In = n, les matrices deviennent carees. On peut ¢ nir
la matrice, h i
Al 1= " ; (5.86)

qui permet decrire,
[A][x] = [X]: (5.87)

Comme les matrices X] et [R] sont mesuees, on peut calculer la matrice A] : si g=2m par inversion, si
g > 2m, par une nethode des moindres cares :

[Al= (XX (X]1]7) L (5.88)
Les vecteurs propres s'obtiennent donc par,
[A] o= € (5.89)

C'est un probeme aux valeurs propres. Les valeurs propress = € "s ! de [A], ne sont pasles mémes
gue les valeurs propres du probeme initial. Ces valeurs propres dment,

" . p 5 i
s=€ s '=as+ibs= aZ+ kge (5.90)
avec s =tan 1( bs=as).

Attention, les modes nétant pas normnes, ils ne permettent pas de reconstruire la frf.
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Figure 5.17 { Syseme de mesure avec une seule excitation.

lissage de courbes multiples

Une dernere icke est de sommer I'ensemble des frf, a n de voir apara’tre les fequences propres sur

'ensemble de la structure : X X
HH ()= ik : (5.91)
ik

La mesure de l'amortissement surHH est possible : les amortissement sur chacune des frfetant peu
dierent de cette valeur moyenne.

Par cette nethode de sommation, on risque de passera cot decauses bien eelles qui font varier
bgerement les amortissement. Doncprudence!

n cours 4

5.4 Techniques de mesure de mobilie

On distinguera les nethodes ai I'excitation ne se fait qu'en un seul pint et la eponse est mesuee
aussi en un seul point, et les methodes de multi-excitations et de mltiples points de mesure. Lorsque
I'on ceplace le points d'excitation, on e ectue en fait plusieurs mesures du premier type.

Consicerons une chame de mesure telle que cecrite gure 5.17. lexcitation peut etre de dierent
type :

| dans le cas d'un pot vibrant : sinusa dale, akatoire, geriodiq ue

| dans le cas d'un marteau d'impact : impulsionel
Elle sera toujours mesuee : dans le cas de la gure 5.17, par un cagur de force. Les eponses seront
mesuees par exemple par des acekronetres. Les signauxl'excitations et de eponse seront ampliesa
l'aide de conditionneurs, puis analyses.

5.4.1 peparation de la structure

La qualie de la mesure des caraceristiques d'une structure depend fortement de la matrise des
conditions aux limites. On peut soitetudier ses modes libres ("free’) soit ceux »s ("grounded").

Dans le cas d'une structure libre, la suspension qui la maintient doit &e su samment souple pour
gue les modes de corps rigide soienta des fequences beaucoufup basses que celles pour lesquelles
la structure se deforme. Theoriquement, ces modes de corpsigides sont des modesa fequences nulles.
lls peuvent fournir la masse et les inerties de rotation du syseme.ll faudra pensera \erier que les
fequences propres de vibrations des suspension ne viendron@ap intererer avec celles de la structure,
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Figure 5.18{ Position optimale des supports de structure pour la mesure decaraceristiques vibratoires
du premier mode de poutre libre-libre.

et si c'est la cas, de pouvoir les identi er. Pour perturber le moins le omportement de la structure on
pourra :

| Positionner les suspensions aux noeuds du premier mode de vibratiate la structure

| Mettre les directions de suspension dans une direction normalea lailgration du premier mode.

Si I'on respecte ces deux egles, la mesure des caraceristiquasbratoires du premier mode d'une
poutre droite sera optimum si I'on proeede comme sur la gure 5.18.

Dans le cas a1 des conditions aux limites de type >ees sont utiliees, la structure support n'est jamais
in niment rigide. On conseillera donc :

| d'eectuer une mesure de la eponse en fequence du support dns la gamme de fequences qui

sera exploee pour le structureaetudier

| dutiliser des xations similairesa celles qui seront utilie par la stru cture une fois monee sur le

syseme nal

| de ne pas ajouter de rigidie localementa la structure
Si la rigidie du support est bien plus grande que celle de la structuredans la gamme de fequence
exploee, on pourra consicerer la liaison comme parfaite.

Il n'existe pas de choix de conditions aux limitesa priori meilleur : chagque syseme est un cas par-
ticulier. On ne doit pas oublier que le les conditions aux limites de letude experimentale, ne sont pas
obligatoirement celles de la pece dans son environnement futur letude experimentale est & pour confor-
ter une mocklisation de cette structure. C'est sur la mocelisation que I'on ajoutera

| soit les conditions ealistes en fonctionnement

| soit les mockles des autres structuresa laquelle celle-ci sera atlee

5.4.2 excitation de la structure

Quatre types d'excitateurs sont possibles :

| necanique : un balourd sur un axe que I'on met en rotation excitera la structureavec une fequence
correspondanta la vitesse de rotation, et une amplitude proporionnelle au care de celle-ci. La
simplicie de ce syseme,evite si I'on connat la vitesse de rotation d'avoira mesure I'e ort exere
sur la structure, mais la modi cation de I'amplitude d'excitation reces site un eglage de la distance
du balourd. Il faudra se e er du fait qu'un deplacement vibrato ire de la structure au points
d'encrage du syseme, signi catif par rapporta la distance du balourd, pourra faire na’tre des
harmoniquesdans le spectre d'excitation.

| electromagretique L'intensite variable est transfornee en variation de champs magretique, qui
cee un e ort variable sur le noyau qui est attactea la structu re. Ce syseme est plus souple
que le peedent, car on contréle £paement fequence et amplitude d'excitation. L'impedance de
I'excitateur variant avec la fequence, on ne peut deduire I'e ort de la mesure du courant : un
capteur de force esta intercaler entre le pot vibrant et la structure.

| excitateur electrohydraulique : La consigne est apporee sous forme hydraulique. La gamme de
fequence est gereralement plus eduite (inerieurea 1 kHz ) que celle des potselectromagretique
(jusqua 30-50 kHz), mais la puissance en est gereralement plus grande, et ils permé&tnt de
superposerun chargement statiquea l'excitation. A méme fequence ils permettent gereralement ,
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Figure 5.19 { Marteau d'impact et spectre typique de la force obtenue.

d'atteindre des amplitudes plus fortes.

| marteau d'impact Le marteau d'impact posedea son extemie un capteur de force. Entre ce
capteur et la structure, l'exgerimentateur choisi un embout de duret variable. L'excitation,
treoriquement un dirac, posede en fait une duee et une amplitude cependant de I'embout et de
la masse du marteau. La transfornee de Fourier du signal d'impact montre le contenu fequentiel
de celui-ci (voir gure 5.19). On ne travaillera pas dans des fequaces sugerieuresa la valeurf.
Pour atteindre des fequences pluselewees, on choisira :
| un embout de rigidie plus grande
| une masse de marteau plus faible
On choisira la fequence de coupuref ¢ juste au dessus de la fequence maximale que I'on souhaite
analyser a n de fournir toute lenergie de I'impact dans la zone fe quentielle qui nous ineresse.
Les inerétevidents de cette methode sont :
| la simplicie du moyen d'excitation
| la rapidie de l'essais sous eserve de poseder un analyseur de spectre bi-canal.
| l'absence de masse ajoute ou de rigidie sur le sysemegendant la phase de vibrations libres
Les inconwenients peuvent &tre :
| le risque de cepassement du domaine de lirearie de la structure gndant I'impact
| la pecision du point d'impact qui peut étre faible

5.4.3 xationa la structure

Quelque soit le syseme utilie il faut se souvenir,

| que la partie mobile de I'excitateur et du capteur de forceeventuel,rajoutent une masse localiee
a la structure

| elles peuvent aussi ajouter des inerties de rotations localises
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Figure 5.20 { Syseme d'excitation par une tige pour garantir la composante du torseur d'e ort excie.

On modie donc les caraceristiques de la structure. Si ces modi @tions sont importantes, elles
in ueront sur les fonctions de eponses en fequences, doncug les fequences propres, modes propres et
amortissements.

Un autre point important est que la mesure d'une fonction de eporse en fequenceh; entre un
point i et un point j, est assoceea un dege de libere au point i : il faut s'assurer que I'excitation ne
correspond gqua une seule composante du torseur des e orts ansmissibles On intercaleraa cet e et une
tige relativement ne entre le pot et le capteur de force ("drive rod assembly"), qui garantira une rigidie
plus grande dans la direction de sollicitation souhaite, par rapportaux autres directions d'e ort et aux
moments (voir gure 5.20). Cette conditions de type statique doit €tre compkte par une condition de
type dynamique. De méme que pour le cas de conditions aux limites de type "rigides"”, ifaudra \eri er
que les fequences de esonancese cette tige ne sont pas dans la méme gamme que celles exploees s
la structure.

Il reste la question la xation du pot vibrant. On pegrera des s ysemes pour lesquelsla force de
eaction sur le pot n'est pas transmisa la structure . Par exemple si celui-ci estye au monde exgerieur ou
libre (voir gure 5.21 cas a et b). Dans le deuxeme cas, on pourra y ajater une masse pour augmenter
I'e ort transmisa la structure.

Un grand nombre de probemes decrits ci-dessus ne concernépas les essais faits au marteau d'impact.

n cours 5

5.4.4 capteurs

Les capteurs les plus courants sont des capteurs pezaeeledtjues, qui gererent l'apparition de charges
aux bords du cristal lorsque celui-ci est contraint.

capteur de force

Le capteur de force est eali® en opposant les deux faces quomt appara'tre des charges du méme
signe (gure 5.22). La force qui est supporee par les cristaux rest qu'une fraction de celle appligee au
capteur, car l'enveloppe extrieure participe aussia la rigidie. La force mesuee n'est pas exactement
celle appligleea la structure car la mise en mouvement de la masse daristal coe structure "consomme”
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Figure 5.21 { Suspension du pot excitateur.
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Figure 5.22 { Capteur de force.

une partie de I'e ort. L'un des cristaux est de masse plus faible : on véleraa orienter le capteur tel que
ce cok soit contre la structure.

aceeronetre

Le mé&me type de cristal supporte une masse calibee. L'acadration est transmisea cette masse par
le cristal. Le capteur est sensiblea la force qui est recessairet@ermet connaissant la masse calibee de
connatre l'acekration. Ce syseme se comporte comme un gsemea un dege de libere (gure 5.23),
et posede donc sa propre esonnance que l'on visualise sur la cdie detalonnage de l'acekronetre.
On veilleraa travailler en dessous de cette esonnance.

Ces capteurs peuvent avoir une sensibilie aux acekrations ransverse. Les moctles travaillant en
cisaillement le sont moins. La direction de plus faible sensibilie transvese est gereralement regeee sur

{a} (b}
i pirumE Lpiing *F
- ] RN TR m
= —— 1.--""I__ k lcl
_""‘_‘q- Cryuish i
- it

Figure 5.23 { Acekronetre.
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Figure 5.24 { Choix de l'orientation de moindre sensibilie de I'acekromet re, pour une poutre cantilever
d'axe % en vibration transverse.

i Force Gauge

| \Dmiurmrom
Figure 5.25 { Une tete d'impedance.

'acekronetre. On veillera donca orienter ce point dans la direction a1 I'acekration perturbatrice la
plus grande existe Par exemple sur le syseme d'une poutre cantilever en vibration tansverse ( gure
5.24), on mettra cet axe dans la directionx.

Plus l'acekronetre aura une masse importante, plus sa sensillie sera grande, plus la perturbation
de la structureaetudier sera importante. Cette perturbation est de deux types :

| ajout de masse

| ajout d'inerties de rotation

tete d'imgedance

Une téte d'impedance est un assemblage d'un acekronetreet d'un capteur de force (voir gure 5.25).

xation et localisation des capteurs

On peut comparer gure 5.26 la eponse des dierentes nmethodes d'attache

| (hand held) tenua la main

| (magnet) magretique

| (stud) goujon

| (wax) cire

Le positionnement des acekronetres sur la structure serapeut-etre guidce par le choix d'un maillage.
S'il est plae a proximie d'un noeud d'une des fequences propre, celle-ci ne pourra étre distingLee.
C'est bien I'ensemble des mesures aux dierents points qui permetta d'obtenir une approche compkte
du comportement modal de la structure.

Si la methode du marteau d'impact est utilisee, la eciprocie Hj = Hj, permet de laisser un
acekronetre xe, et de teplacer le point d'impact : la struct ure etudee (avec sa perturbation due a
la pesence de l'acekronetre) reste la méme. Ceci simpli era grandement uneventuel recalage avec un
mockle qui pourra rester identique pour chaque fonction de empnse en fequence.
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Figure 5.26 { Capacies des dierentes nethodes d'attache des capteurs.

conditionneur, analyseur de signal

Nous n'aborderons pas dans ce cours les principes de la transfoem de Fourier discete et des
probkmes sous-jacents. Les erreur de fuite, fenétres degmceration temporelles, les prenonenes d'alias-
sing, de Itre passe-bande, de moyennage, de moyennage avecoavrance, onet vue dans le cours de
traitement du signal.

choix de |'excitation

Nous ne rappellerons ici que certains points relatifs au type de sighal'excitation. Aucune nethode
de peut etre ceclaee comme la plus performante : elles possent toutes avantages et inconwenients.
On retiendra qu'une etude avec une excitation transitoire au marteau d'impact fourni rapidement une
vue globale de la fonction de eponse en fequence, qui peut #& aree autour de esonnances ou
antiesonnances par des sinus glissants.

sinus Une fequence de test est choisie et la fonction de eponsea dée fequence est mesuee. Par
exemple pour l'inertance,
Haij (f) = X;(f)=FR(f): (5.92)

On veilleraa chaque changement de fequence de testa ce que leomportement transitoire soit termire.
Il sera d'autant plus long que :
| l'on est proche d'une esonnance,
| le saut en fequence est important,
| l'amortissementa cette fequence est faible.
Le choix manuel des fequences de test permettra de concerdr les mesures sur les zones de variation
importantes de la fonction de eponse en fequence. Ceci est'dutant plus vrai que ce sont ces zones qui
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Figure 5.27 { Biais engendes par une vitesse de glissement trop importarg.

seront utiliees pour I'extraction des valeurs modales. L'analyseuilque vous avez utilie lors du Tp plaque
de Chladni balaye en fequence de facon automatique en concentrant cemesures sur les esonnances et
antiesonnances. Si I'on appellen le nombre d'intervalles entre les deux fequencesa de puissance aite
de la puissancea la esonnance, l'erreur sur I'estimation de la puissace est,

n dB
-3.0
-1.0
-0.5
-0.2
-0.1

00 UTWN -

glissement lent de sinus Des mesures peuvent &tre e ectiees avec un sinus glissant lesinent soit
lireairement (en Hzmin 1) ou logarithmiquement (en octave min 1!). Le egime est toujours transitoire
est un biais appara sur la frf mesuee (voir gure 5.27). Si I'on connat lI'amortissement , ou ., la
norme ISO peconise une vitesse de glissement maximale,

| glissement lireaire ( Hz min 1)

Omax < 54f 2 2=216f7 ? (5.93)

| glissement logarithmique ( octave min 1)
Omax < 782 2=310f7 ? (5.94)
excitation periodique Superposition de fonctions sinus, une fonction periodique d'excitéion peut

etre appliglee. La frf est alors le ratio de la transformee de Fouier de la eponse par la transfornee de
Fourier de I'excitation. L'avantage de ce choix provient de la possibilie de synchroniser la eriode de
I'excitation avec la duee de la mesure de l'analyseur, d'a I'absence @ d'erreur de fuite (leakage error).
Elles seront appekesexcitation pseudo-akatoires.

excitation akatoire Lorsque Il'excitation est de type akatoire, et non pseudo-akdoire, la fonction de
eponse en fequence relie lesautospectres et les spectres croi®esSiy designe la eponse etx l'excitation
akatoire,

Sy(') = H()Sx(t) (5.95)
Sx(M) = H()S«(!) (5.96)

Soit,
Syy(1)=H)H() Sw(!) (5.97)
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Figure 5.28 { La description d'un signal akatoire utilise : le signal x(t), la fonction d'autocorelation
Rxx (), la densie spectrale de puissanceSyy (! ).

Rappelons la e nition des autospectres. Soit une fonction eellex(t), la fonction d'autocorelation
Rxx () & nie l'esperance du produit,

R (1) = Ex(t) x(t+ )] (5.98)

Elle est toujours paire et eelle (voir gure 5.28). La densit spectrale de puissance est la transfornee de
Fourier de la fonction d'autocorelation,
1 41
Sxx (! ) = 2_ Rxx( )e " d: (5-99)
1

Elle est eelle et paire.
On ¢ nira de fecon similaire, la densie croise spectrale de puissanceSy (! )a partir de la fonction

de corelation croiee Ry, ( ) par,

Ry () = E[xg)ly(t+ )] (5.100)
Sy(l) = zi Ry ()e " d: (5.101)

1

Ryy () est eelle non obligatoirement paire, et Sy (! ) est complexe et \eri e,
Sy (1) = Sy (!) (5.102)

Syx (! )etant le conjugte de Sy (! ).
Si I'on revient auxequations 5.95, on dispose donc de deux estimatits de la fonctionH (! ),

Hu(l) = zzig:; (5.103)
_ ()
Ho(') = ?yi(!) (5.104)

Elles sont treoriquement identiques. En pesence de bruit, elles éerent et on mesure cette dierence
par la fonction de colerence qui sera au maximumegalea 1,

20y = i), (5.105)
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Figure 5.29 { Anelioration de la colerence par zoom sur le domaine fequaitiel : de gauchea droite,
moyenne sur bande 0 200Hz,100 150Hz et 113 138Hz.
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Figure 5.30 { Anelioration de la coterence par moyennage des spectreshtenusa l'aide d'un signal
akatoire : de gauchea droite, moyenne sur 1 spectre, 10 spé&es, 100 spectres.

Une mauvaise colerence peut étre duea plusieurs causes :

| si cela apparata une esonnance, c'est qu'un bruit est pes ent sur le signald'excitation x(t), car
celui-ci devient tes petit. Dans ce cas l'estimateur H,(! ) est plus pecis.

| si cela appara'ta une antiesonnance, c'est qu'un bruit est pr esent sur le signalde eponse y(t),
car celui-ci devient tes petit. Dans ce cas l'estimateurH(! ) est plus pecis.

| si cela apparat simultarement sur les esonnances et les antiresonnances, cela peut provenir,

de la pesence d'une autre source d'excitation Ceci peut étre dua un mauvais couplage entre
I'excitateur et la structure (voir paragraphe 5.4.4).

d'une trop faible esolution fequentielle pour la mesure. Hy(! ) esta pekrer, bien qu'il soit
entacte d'erreur. L'anelioration de la colerence est montee sur un exemple gure 5.29.
d'une non lirearie du syseme .

Dans le cas de l'utilisation d'un signal d'excitation akatoire, moyenner les spectres obtenus sur plu-
sieursechantillons permet gereralement d'augmenter la coterence ( gure 5.30).
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Figure 5.31 { Signaux transitoires de type sinus glissant et impact.

excitation transitoire Elles sont de deux types. Obtenue au marteau d'impact, cette excétion fournie
de lenergie entre OHz et une fequence maximalef. qui cepend de la rigidie de I'embout. Obtenuea
l'aide d'un pot vibrant rele a la structure, on peut obtenir par un s inus glissant rapide entre deux
fequences une excitation de type sinus glissant ("chirp" (Epiement)) (voir gure 5.31) qui donne de
lenergie entre fqin et fmax - Il faudra dans les deux cas s'assurer que la eponse est devenumullea la
n du temps d'acquisition, sinon la coupure brutale de ce signal pertubera la transfornee de Fourier de
la eponse. Si I'amortissement est faible, une fenétre exponeitlle peut &tre utilisee, bien qu'elle ajoute
un amortissement arti ciel qui pourra étre pris en compte dans I'exploitation des mesures.

Cette deuxeme nethode est plus di cilea mettre en oeuvre que l'impact. Dans les deux cas, I'exci-
tation netant pas akatoire, la frf peut étre obtenue de deu x fecons :

| H()= 3

| ou par les estimateurs Hi(! ) ou Hy(! ). Dans la mesure ai l'excitation est deterministe, une
mauvaise coterence ne peut eétre due qua des non lirearies, du bruit ou d'un trop faible
echantillonnage fequentiel

5.4.5 calibration

Deux types de calibration peuvent etres faites,
| absolue: chaque capteur possde sa sensibilie propre et il est gerealement fournit avec une courbe
detalonnage qui aet ealiee sur un banc normalie chez le fabricant. Pour un acekronetre |l

s'exprimera enVoltm 1 s?, pour un capteur d'eort en VoltN . Les tensions seront donrees
par,

Y Ef f (5.106)
Ve = Eyxx (5.107)
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Figure 5.32 { Calibration relative d'une chame de mesure.

On a besoin de ces valeurs, dans le cas par exemple d'une manipulatio® @¢onformie d'un
appareillage qui devrait supporter un certain niveau de vibration. Cela recessite de plus de \eri er
I'ensemble desekments de la chahe de mesure.
| relative : Dans le cas de l'analyse modale, les fonctions de eponse en fegnce sont les ratios des
grandeurs eponse sur excitation. On peut donc se contenter € \eri er que le ratio E est correct.
Pour une mesure d'acekrance par exemple,
————— E (5.108)
Un essais tes simple est e ectie avec une masse pure de valeun (gure 5.32). Elle peut étre
e ectwee avec un pot vibrant ou un marteau d'impact. La fonction de eponse en fequence doit
treoriquement etreegalea % Il su t alors d'ajuster I'une des sensibilies a n d'obtenir la valeur
tkesiee.

5.4.6 annulation de masse

L'ajout d'un capteur de force et d'un acekronetre au méme point rajoute localement une massean
a la structure. Rappelons que seule une partie de la masse du capie de force est concerree. La force
mesuee par le capteurf comprend dont une forcef ; utilea la structure et une force fo, = m x utiliee
pour acekrer la masse des deux capteurs. On a donc la relatioentre f et fq,

Re(f 1)
Im (f1)

ce qui nous donne pour l'acekrance vraiehy; = % par rapporta l'acekrance mesuee h, = ¢,

Re(f) m Re(x) (5.109)
Re(f) m Im(x) (5.110)

Re(1=h,1) = Re(l=hy) m (5.111)

Im (1=ha1) = Im(1=hy) (5.112)

Cette addition vectorielle peut &tre faite par un circuitelectroniq ue d'entee (f ,x) et de sortie (f 1,x)
([3]). Cette correction n'est utile que si la massem est importante par rapporta la masse greraliee

du syseme. Lorsque l'on ceplace I'ensemble capteur de force et@ekronetre en un autre point de la
structure, m reste constant, mais la masse gereralise
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Figure 5.33 { Excitation en rotation, et mesure de rotation.

| augmentelorsque 'on s'approche d'un noeud de vibration. La correction deviehinutile.
| diminue lorsque I'on s'approche d'un ventre de vibration. La correction peutétre importante.
N'oublions pas que cette correction de masse ne peut &tre e e@a qu'au point d'excitation.

5.4.7 mesure des mobilies en rotation

La moite des deges de libere d'une structure continue sont d es rotations. Il faudrait donc étre capable
de mesurer des acekrations angulaires, ou d'exciter la struaire avec des couples localies. Les solutions
pesenees gure 5.33 montrent la di cule de ealisations de ¢ elles-ci. La composante d'acekration due
a la rotation est bien souvent noyee dans la composante de trankation (sauf aux noeud de vibration)
aussi ce type de mesures estevie. Un maillage de la pece su sanment n permet, en visualisant les
ckefornee modales, d'appecier les composantes de rotation.

5.4.8 mesure de structures non-lireaires

Toutes les nethodes et analyses ceveloppees peedemmenfont I'hypotlese de la lirearie de la
structure. Des non-lirearies peuvent etre cetecees par,

| des variations des fequences propresvec le teplacement du point d'excitation ou du niveau

d'excitation,

| des formes distorduesdes graphes repesentant les fonctions de eponse en fegnces,

| des mesures non reproductibles ou instables

Le test le plus simple est d'augmenter le niveau d'excitation : la fonctionde eponse en fequence du
syseme ne devrait pas en cependre. Dans le cas contraire ( gue 5.34), la ceformation de la frf cepend
aussi du type d'excitation.

On peut aussi \eri er avec une seule frf, 'absence de non-lireait : si les graphes repesentatifs de la
frf sont confondus avec les graphes repesentatifs de la trafisrmee de Hilbert de x(t) (voir gure 5.35).

rappel sur la transfornee de Hilbert [2] Soit une fonction eelle x(t) = Ucos(t + ) et la
fonction complexe assoceex(t) = U o* ). Elles sont relees par la gure 5.36a. On repesente sur le
méme grapheX (! ) la transformee de Fourier de x(t) et X (! ) la transformee de Fourier de x(t). Soit
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Figure 5.34 { Pour un syseme non lireaire, la frf cepend du niveau d'excit ation et du type de celle-ci :
gauche excitation sinusa dale, droite akatoire

Figure 5.35 { Pour un syseme non lireaire, la frf (trait continu) ne donne pas la m&me eponse que la
transformee de Hilbert (trait discontinu) : gauche syseme lire aire, droite syseme avec non-lirearie
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Figure 5.36 { Repesentation dans le plan complexe dex(t), et x(t), ainsi que de leurs transfornees de
Fourier respectives.

R(t) = Im(x(t)). On montre que,

1

R(t) = = g = x() ti

= H (x(1) (5.113)

R(t) est appek transfornee de Hilbert de x(t). Comme le montre le produit de convolution avecti,
c'est un ogperateur lireaire. Il n'est construit que sur la connaissance dex(t). On peut donc construire le
complexex(t) = x(t) + iR(t), qui traduit donc ce que devrait &tre la partie imaginaire si le sysemeetait
lireaire . C'est cette propret qui est utiliee dans la gure 5.35 pour a rmer que le second syseme n'est
pas lireaire.

66



Chapitre 6

Recalage entre moakle et experience

L'objectif de ce chapitre et de mettre en place les nethodologies descalage entre moctle et exgerience.
Ce cours est directement inspie du livre de Friswell et Motterhead [4]. Les cours auront donc comme
support ce livre, ce polycope se contentant de reprendre le plardu livre, et de proposer chaque fois que
possible, un exercice permettant d'appliquer sur un cas simple les pedures pesentes.

Chaque exercice porte sur un aspect bien particulier de ce cours, @ doncet mis sous la forme de
brevet.

6.1 Modalisationeéments nis

6.1.1 Le calcul des sensibilies

Il est possible de calculer la sensibilie des composantes d'un vectepropre obtenu par un moctle
ebment nis,a un paranetre de ce moctle. Ceci sera utile lor sque I'on cesirera comparer ce moctlea
un vecteur propre exgerimental.

Le calcul pourra se faire de facon exacte dans le cas ai I'on dispesde I'expression analytique des
vecteurs propres.

“* Pour tester si vous matrisez cette methode, faites le brevet 18.

Par contre dans un code nureriqueebements nis, seuls des nanbres sont manipuks. Le calcul reste
reanmoins possible ([4] p24). Le brevet 118 vous le con rmera.

6.1.2 Estimation d'erreur

Lesecarts entre esultat nunerique et champs eel existent du fait de la discetisation. La solution
eelleetant inconnue (sinon nous n'aurions pasa la calculer) il faut estimer cetecarta partir uniquement
des esultats nuneriques. On doit donc ¢ nir un indicateur d' ecart local. Il permettra de ceterminer les
lieux au le maillage peut étre rendu plus grossier, et ceux ai I'on doit le ra ner.

La cemarche que nous suivrons sera la suivante V}/
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| determination theorique d'un champs de contrainte exact (bre vet 132),
| calculeeEment ni de cette epartition des contraintes (br  evet 120),
| calcul de I'estimation de lecarta I'aide de I'indicateur base uniquem ent sur les esultats nurreriques
(brevet 121),
| confrontation avec l'indicateur decart calcuk entre la solutio n analytigue exacte et la solution
ebment nis (brevet 132).
On remarquera que l'indicateur decart base uniquement sur les esultats nuneriques donne une bonne
estimation des lieux ai il est recessaire de remailler.

6.2 Comparaison des esultats nuneriques et des esulta ts expgerimentaux

6.2.1 Le criere d'acgkquation modale (modal assurance cr iterion, MAC)

La matrice MAC, permet de comparer les vecteurs propres de deufamilles : par exemple les vecteurs
propres experimentaux ~e et les vecteurs propres analytiques (ou nuneriques)p, .

La composanteij de la matrice de MAC est compose par le scalaire comparant le emevecteur
propre exgerimental au jeme vecteur propre du mockle :

MAC; = o m o erm i 6.1)
' k —éi k2 k qu k2 ( L ei)( -rl]—']j mj) '

Lorsque un coe cient de cette matrice est voisin de 1, les formes mpres concerrees sont proches
l'une de l'autre. Ceci permet d'appairer les modes nuneriques et exggimentaux.

On peut aller jusqua accepter des seuils de l'ordre de 0.6, si les auts coe cients d'une ligne (ou
d'une colonne) de la matrice de MAC sont bien plus faibles : les formes nsont guére ressemblantes,
mais lors de l'optimisation des paranetres a n de faire converger lesfiequences propres, il se peut que
ce coe cient de ressemblance s'aneliore.

“* Pour tester si vous matrisez cette methode, faites le brevet 23.

Si vous avez des di cules, je vous invitea contacter le eer ent du brevet correspondant, dont le nel
est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?id =403.
6.2.2 Test d'orthogonalie

Les modes sont orthogonaux entre euxa travers la matrice de msse,
™ =1; Tk = ; (6.2)

avecl la matrice identie, et la matrice diagonale formee par les cares des pulsations propres.

La qualie des modes experimentaux peut tre tesee par \eri cation de ces relations avec les formes
propres experimentales.

L'appairage des modes peut étre fait par I'utilisation de la matrice de MAC modiee,

i &M ij'2
(LM ei)(rTan mj )

La matrice de MAC modiee donne une solution dierente ce celle de la matrice de MAC, dans le cas
al la masse n'est pas uniformement epartie sur la structure. | maginons une structure qui comporte une

MACmod i = (6-3)
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sous-structure de faible masse. Prenons par exemple l'antenne dke carrosserie de voiture, par rapport
a la carosserie de la voiture. La matrice de MAC va donner autant depoids au dege de libere en bout
d'antenne, que aux autres deges de libere de la carrosserie,lars que lenergie ciretique qui est assocee
a I'antenne est bien plus faible que celle de la carrosserie. La matriceedMAC modiee permet de prendre
ceci en compte et de ne pas arti ciellement faire cecroitre le coe cient de MAC si seule le mouvement
de l'antenne est dierent dans les deux vecteurs propres qui sohcompaes.

“/k Pour tester si vous matrisez cette methode, faites le brevet 24.

Si vous avez des di cules, je vous invitea contacter le eer ent du brevet correspondant, dont le nel
est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?id =403.

6.2.3 Optimisation des paranetres d'un mockle pour le fai re concidera des
esultat exgrimentaux.

Une fois I'appairage faita I'aide de la matrice de MAC entre les formes popres du mockle et les formes
propres exgerimentales, il subsiste gereralement pour chagqe appairage desecarts entre les fequences
propres experimentalesfie et les fequences propres du mocelef i, .

Si I'on ¢k nit une fonction coOt sous la forme

V
u

X
-t (fim  fie)%; (6.4)

i=1

avec N le nombre de modes appaies, la minimisation de cette fonction cogten faisant varier les pa-
rametres du mockle, permet de determiner le "plus juste des moctles faux". Les nmethodes de minima-
tion ontee vues en seconde anree de I'Ensim : nmethode du gradent, nethode du simplex, algorithmes
ceretiques, etc.

Le logiciel FEMTOOLS, utilise une nethode du gradient, et s'appuie donc sur le calcul nunerique
des sensibilies de chaque fequencd i a chaque paranetre du mocele ¢ . Les paranetres du moctle
peuvent étre locaux ou globaux pour une sous-structure ou toie la structure : par exemple lepaisseur,
la masse volumique, le module de Young....

Sans logiciel d'optimisation, si le nombre de paranetres est faible, ®us pouvez :

| soit en tatonnant rechercher un jeu de paranetre optimal (en vous inspirant reanmoins du sens

desecarts de fequence assocesa leur forme propre)

| soit calculer les gradients, pour vous guider, en perturbant chacun des paranetres d'une petite

valeur.

“* Pour tester si vous matrisez cette nethode, faites le brevet 77.

Si vous avez des di cules, je vous invitea contacter le eer ent du brevet correspondant, dont le nel
est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?id =403.
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6.2.4 Le passage d'un mode exgrimental complexea un mode eel.

Les modes experimentaux prennent en compte I'amortissement d& structure : les amplitude de FRF
aux pic de esonnance ne sont pas in nies, les largeurs de bande&3dB ou une nethode de lissage par
cercle (circle tting) permet de ceterminer les caraceristiques d'amortissement au voisinage d'un pic, les
poles de cette fonction de eponse en fequence sont compl@&s conjugles,

+ il; il;

’

(6.5)
avec! la pulsation propre et rele au taux d'amortissement qui est exprine en %,
=2Im: (6.6)

D'autre part, dans I'espoir que les taux d'amortissement soient faibls, et donc que les fequences de
esonnances soient peu sensibles aux valeurs de la mocklisationekment ni utilise comme premere
approche une recherche des fequences propres du syseneenservatif (donc sans amortissement). C'est
ce que vous avez fait en seconde anree de I'ENSIMa l'aide du code dmalcul Rdm6.

Le probeme est donc de comparer des fequences et des foea propres nuneriques qui sont eelles,
avec des fequences de esonnance et des formes propregeEnxmentales qui sont complexes. Comment le
faire ?

On peut tout d'abord noter que si I'amortissement est proportiond, les formes propres du syseme
conservatif et du syseme amorti sont les mémes. La premeeetape est donc de ceterminer si I'amortis-
sementa la judicieuse propree d'eétre proportionel . Il fa ut tester pour le syseme,

Mx + Cx + Kx = f; (6.7)

s'il existe et tels que,
C=M + K (6.8)

La connaissance deM , C et K, si elles sont de dimensions  n, fourni donc n? equations (sans tenir
compte de la synetrie des matrices),a deux inconnues et

“/k Pour tester si vous matrisez cette methode, faites le brevet 25.

| Si 'amortissement est proportionel, la comparaison des formes propres a l'aide de la matrice
de MAC, peut &tre faite directement en utilisant les composanteseaelles des vecteurs propres
experimentaux.
| Si 'amortissement n'est pas proportionel, il faut calculer les vecte urs propres eels assoces aux
vecteurs propres complexes exgerimentaux. On peut :
| calculer la norme de chague composante complexe, et lui a ecter un signe + ou - en fonction
de la phase (+ si la phase est comprise entre -9@t 90°)
| ecrire une transformation de la forme propre complexes . en forme propre eelle  par ([4]
paragraphe 4.3.1),

= Re( o)+ Im( c) Re( c)'Re( ¢) Re( o)TIm( c) (6.9)

esoudre le probeme aux valeurs propres avec amortissemert : pour tout j entre 1 etn,

M’ M ¢ I = 2 (6.10)
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“/k Pour tester si vous matrisez cette methode, faites le brevet 28.

6.2.5 Reduction de mockle

Nous avons compaen modes exgerimentauxa n modes nuneriques. Dans la pratique, le nombre de
modes nuneriques cetermires est bien plus grand que le nombre d modes exgerimentaux, et les formes
propres nuneriques sont bien plus compktes que les formes ppyes experimentales car I'information n'a
et recueillie qu'aux points ai des acekronetresetaient plaes (ou bien ai des impacts ontee fait).

Pour que la comparaison de forme propre soit possible, il faut edire le nombre de deges de libere
du vecteur propre nunerique. Nous ce nirons donc des deges de libere "matres” et des deges de libere
"esclaves" qui seront lesa ces deges de libere matre. Nous distinguerons 2 nmethodes par le type de
calcul qui ¢k nit le lien entre eux.

Reduction statique (de Guyan )

SiI'on souhaite obtenir tous les deges de liberes matre nuls safil'un d'entre eux, un chargement peut
etre appligea la structure en ces noeuds matres. Les noeusl esclaves subissent aussi un ceplacement :
c'est le lien entre ce noeud matre et les esclaves.

“/k Pour tester si vous maitrisez cette methode, faites le brevet 29.

Reduction dynamique

C'est une gereralisation de la nethode pe@dente, car on tie nd compte de la pulsation! : la eduction
de Guyan , peut etre interpeee comme une eductiona puls ation nulle.

“/k Pour tester si vous matrisez cette methode, faites les brevetl30 et 131.

6.2.6 Expansion de moctle

“/k Pour \eri er que vous avez appehenck la nethode cecrite d ans [4], paragraphe 4.5.1,
faites les brevets 174 et 175.
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6.3 Un exemple de publication ecente dans ce domaine

6.3.1 Updating of nite element models using vibration test S

Quelques mots clefs relatifsa l'article de Ladeeze et al. [8] :

ebments mixtes ;ekvation de temperature si sollicitation ¢ ycliques; canera infra rouge; grille rectan-
gulaire ; projection exp-> model par minimisation fonction de deformation; criere detection de cefaut :

- forces esiduelles sur I'eq dequilibre; expansion maillage exp-> non : minimisation des forces
esiduelles : pb de sensibilie;

- erreur en relation de comportement (plus robuste) : champs stiquement et cirematiques admissible,
puisenergie des kesidus entre ceux-ci via la rigidie de la structure.
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