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Chapitre 1

Introduction G�en�erale

1.1 Concept de Transport quantique

A l'�equilibre thermodynamique, l'�etat macroscopique d'un syst�eme isol�e est d�ecrit par un
ensemble de param�etres ext�erieurs (variables extensives) qui sont �x�es par des contraintes
ext�erieures. Les plus couramment utilis�es en thermodynamique pour un uide enferm�e dans
un r�ecipient sont le volume V, le nombre de particules N et l'�energie E. Il est clair qu'il existe
un grand nombre d'�etats microscopiques qui v�eri�ent les contraintes ext�erieures, c'est-�a-dire
compatibles avec les valeurs �x�ees des param�etres ext�erieurs. Un tel �etat microscopique est
alors quali��e d'�etat accessible au syst�eme. Le postulat fondamental sur lequel repose la
physique statistique est alors le suivant :pour un syst�eme isol�e �a l'�equilibre macrosco-
pique, tous les �etats microscopiques accessibles sont �equiprobables . Dans sa formu-
lation moderne, ce postulat est bas�e sur l'existence d'une fonction extensiveS(E; x1; x2; x3)
des param�etres ext�erieurs (E; x1; x2; x3), appel�ee Entropie. Il s'�enonce alors de la fa�con sui-
vante : La distribution de probabilit�e des �etats microscopiques accessibles est celle
qui rend l'entropie maximale compte tenu des contraintes ext�erieures impos�ees
au syst�eme .

Dans ces conditions, toute modi�cation des contraintes ext�erieures appliqu�ees au syst�eme
le porte dans une con�guration hors �equilibre. Si ces contraintes maintiennent le syst�eme
dans un �etat hors �equilibre, celui-ci r�eagit en �etant travers�e par des ux : il est le si�ege de
ph�enom�enes de transport. A l'inverse, si des contraintes ayant �et�e appliqu�ees au syst�eme sont
supprim�ees, celui-ci retournera �a l'�equilibre selon un m�ecanisme irr�eversible dit processus de
relaxation. Pour illustrer simplement ces concepts de ux et de relaxation, consid�erons le cas
simple de l'�echange de particules entre deux syst�emes. Ainsi, soient deux syst�emes not�esS1

et S2 initialement isol�es et �a l'�equilibre thermodynamique. Le syst�eme i , d'�energie E i et de
volumeVi contient N i particules. Son �etat d'�equilibre est enti�erement d�e�ni par son entropie
Si (E i ; Vi ; N i ). La r�eunion des deux syst�emes formant un syst�eme isol�e d'entropieS(E; V; N),
on a :S = S1+ S2, E = E1+ E2, V = V1+ V2 et N = N1+ N2. A partir de cet �etat, nous allons
appliquer une contrainte ext�erieure (ou plutôt relâcher une contrainte initiale) qui autorise
l'�echange de particules entre les deux syst�emes. Le super syst�emeS1 + S2 se trouve alors
dans une situation hors �equilibre si bien qu'il tend vers un nouvel �equilibre correspondant �a
un maximum d'entropie :

@S
@N1

=
@S1
@N1

+
@S2
@N1

=
@S1
@N1

�
@S2
@N2

?! 0 (1.1)
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Soit, en termes des potentiels chimiques� i = � T(@Si =@Ni ) :

@S
@N1

=
� 2 � � 1

T
)

dS
dt

= (
� 2 � � 1

T
)(

dN1

dt
) ?! 0 (1.2)

Si initialement � 2 > � 1, l'entropie ne pouvant que crô�tre, un �echange de particules prend
place entre les deux syst�emes.N1 augmente au cours du temps engendrant ainsi un courant
de particulesJ = ( dN1=dt) de S2 vers S1. Ce courant prend place jusqu'�a ce que l'�equilibre
soit r�etabli si bien que la di��erence de potentiel chimique se comporte comme une force
pilotant le retour vers l'�equilibre. Le courant est alors une fonction de cette force et, dans la
limite d'une faible di��erence de potentiel chimique, s'�ecrit :

J = L
� 2 � � 1

T
(1.3)

o�u L est appel�e coe�cient cin�etique. On notera que la condition d'�equilibre correspond �a
l'�egalisation des potentiels chimiques� 2 = � 1 = � 0 traduisant ainsi le maximum d'entropie
@S=@N1 = 0.

Cette approche se g�en�eralise facilement pour d�ecrire les ph�enom�enes de transport dans les
milieux continus de taille macroscopique. Pour cela, on utilise l'approximation de l'�equilibre
local. Le milieu est alors divis�e en cellules assez petites pour que les grandeurs thermodyna-
miques y varient peu, mais assez grandes pour pouvoir être trait�ees comme des sous-syst�emes
thermodynamiques en contact les uns avec les autres. Au niveau de chaque cellule on suppose
un �equilibre local et on introduit une densit�e d'entropie exprim�ee en fonction des densit�es de
param�etres ext�erieurs. Cela permet de d�e�nir une temp�erature locale, une pression locale,
un potentiel chimique local ... etc. Sous l'action de contraintes ext�erieures, des �echanges
s'�etablissent entre les di��erentes cellules engendrant des ph�enom�enes de transport. A une
densit�e de param�etre ext�erieur � (r; t ) on associe une densit�e de courantj (r; t ). Ce courant
prend naissance sous l'action d'une forceF (r; t ) proportionnelle au gradient de la d�eriv�ee de
l'entropie locale par rapport �a la densit�e du param�etre ext�erieure. Le courant est alors une
fonction lin�eaire de cette force qui s'�ecrit en termes d'un coe�cient cin�etique sp�eci�que L :

j (r; t ) = L r

 
�S (r; t )
�� (r; t )

!

(1.4)

Par exemple, puisqueT � 1 = ( @S=@E), l'existence d'un gradient de temp�erature entrâ�ne
un �echange d'�energie entre cellules traduisant un courant de chaleurJch dans le milieu. La
relation courant / gradient de temp�erature est la loi de Fourier qui s'�ecrit :

Jch = � � r T (1.5)

o�u � est la conductivit�e thermique. De même, pour un gaz d'�electrons plac�e dans un champ
�electrique E, le potentiel chimique devient le potentiel �electrochimique� + qV o�u V d�esigne
le potentiel �electrique. Par cons�equent, par analogie avec l'�echange de particules entre deux
sous syst�emes, l'existence d'un gradient de potentiel chimique entrâ�ne un courant �electrique
de conductionJc d�e�ni par :

Jc = � � r V = �E (1.6)

o�u � est la conductivit�e �electrique. En�n, l'existence d'un gradient de concentration r n
dans un milieu entrâ�ne la di�usion des particules pour r�etablir un �equilibre traduisant une
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distribution uniforme dans le milieu. Ce m�ecanisme entrâ�ne un courant de di�usionJD qui
suit la loi de Fick :

JD = � Dr n (1.7)

A ce stade, la validit�e de cette approche classique des ph�enom�enes de transport repose
essentiellement sur la notion d'�equilibre local. Pour comprendre ceci, revenons sur la notion
d'�equilibre thermodynamique en consid�erant le cas d'un gaz �a la temp�eratureT. A un instant
t = 0, une particule particuli�erement �energ�etique se d�eplace librement. Elle poss�ede un
mouvement rectiligne uniforme de grande vitessev1. Lorsqu'elle subit une collision avec
une autre particule, elle �echange de l'�energie cin�etique et acquiert une vitesse di��erentev2.
Par cons�equent, apr�es une multitude de collisions, la particule a d�evelopp�e une succession
de trajectoires de vitesses di��erentes en �echangeant de l'�energie si bien qu'en moyenne sa
vitesse est nulle et son �energie cin�etique est proportionnelle �a la temp�erature. Dans ces
conditions, les �echelles de temps et de longueur sont d�e�nies par le temps moyen� s�eparant
deux collisions et le libre parcours moyeǹ � v� e�ectu�e entre deux collisions, v �etant la
vitesse typique de la particule. Ainsi, on pourra choisir comme taille de cellule pour diviser
le gaz le volume �el�ementaire`3 si et seulement si il contient un nombre de particulesN
su�samment grand pour que l'on puisse n�egliger les uctuations (de l'ordre de 1=

p
N ) et

faire de la thermodynamique. Par exemple, pour un gaz d'azote �a 300 K et �a la pression
atmosph�erique, on a` � 140 nm, v � 500 m/s et � � 0:3 ns si bien queN � 105. Dans
le même esprit, pour un gaz d'�electrons dans un solide de cuivre �a 300 K, on a` � 30 nm,
vF � 1:56� 106 m/s (vitesse de Fermi) et� � 2� 10� 14 s. Pour une densit�e de 8.5 1022 cm� 3,
on en d�eduit N � 2 � 106. On voit donc clairement sur ces deux exemples que l'�etude des
ph�enom�enes de transport sur des �echelles de longueurs macroscopiques peut être envisag�ee
en utilisant l'approche classique.

Mais que se passe-t-il si l'on consid�ere les propri�et�es de syst�emes de petites tailles, ty-
piquement �a l'�echelle nanom�etrique, ou des syst�emes �a basse temp�erature ? En fait, com-
ment d�ecrire les ph�enom�enes de transport dans des syst�emes dont la taille est de l'ordre du
libre parcours moyen ou inf�erieure �a celui-ci ? Dans ce contexte, on sait que la physique �a
l'�echelle des atomes et des mol�ecules, c'est-�a-dire �a l'�echelle microscopique, est gouvern�ee
par la m�ecanique quantique. Un �electron par exemple est repr�esent�e par une onde d'ampli-
tude de probabilit�e qui se propage dans l'espace et peut interf�erer avec elle-même. Une jolie
d�emonstration de cette dualit�e onde/corpuscule est une r�ealisation relativement r�ecente de
l'exp�erience des fentes d'Young dans laquelle les �electrons sont envoy�es un par un vers deux
fentes et d�etect�es sous la forme d'impacts sur un �ecran plac�e derri�ere les fentes. Malgr�e le
caract�ere purement corpusculaire avec lequel les �electrons sont d�etect�es, on voit apparâ�tre,
�a partir d'un nombre d'�electrons su�samment grand, une �gure d'interf�erence sur l'�ecran,
ce qui d�emontre le caract�ere ondulatoire des �electrons. Ces ph�enom�enes d'interf�erences, ici
observ�es dans le vide, peuvent survivre dans des conducteurs m�etalliques, pourvu que la pro-
pagation coh�erente des �electrons ne soit pas perturb�ee. C'est le cas dans des �echantillons suf-
�samment petits et/ou �a temp�erature su�samment basse. Dans ces conditions, la coh�erence
avec laquelle les �electrons se propagent donne lieu �a une vari�et�e de ph�enom�enes que l'on
regroupe sous le nom de physique m�esoscopique.

En fait, la longueur pertinente pour caract�eriser la nature quantique ou non du trans-
port de particules n'est pas le libre parcours moyen mais la longueur de coh�erenceL � .
Par d�e�nition, L � est la distance typique parcourue par une particule avant que celle-ci ne
perdre son caract�ere ondulatoire, c'est-�a-dire sa capacit�e �a produire des interf�erences. Par
cons�equent, pour tout syst�eme dont la taille L est inf�erieure �a L � , les propri�et�es de trans-
port devront être d�ecrites en utilisant les lois de la m�ecanique quantique. Ceci est vrai pour
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Figure 1.1 { (a) Repr�esentation 3D d'une h�elice-� . (b) Sous r�eseau particulier d'unit�e
peptidiques connect�ees par les liaisons hydrog�enes.

la conduction �electronique dans les nanostructues mais aussi pour une multitude d'autres
ph�enom�enes comme illustr�e dans le paragraphe suivant.

� Remarque : bibliographie
On trouvera de plus amples informations sur une introduction aux ph�enom�enes de
transport dans les ouvrages suivants [1, 2, 3, 4, 5, 6].

1.2 Quelques exemples

1.2.1 Excitons vibrationnels dans les h�elices

Un apport continu d'�energie directement utilisable est indispensable aux êtres vivants
pour e�ectuer des actes fondamentaux tels que la synth�ese de biomol�ecules, le transport actif
d'ions et de mol�ecules, les mouvements cellulaires et la reproduction. Dans la plupart de ces
processus, le donneur d'�energie est l'ad�enosine triphosphate (ATP) dont l'�energie contenue
dans ces deux derni�eres liaisons phosphate, d'utilisation universelle, est lib�er�ee au cours de
son hydrolyse. Dans ce contexte, une question de premi�ere importance est de d�eterminer la
nature des m�ecanismes microscopiques �a l'origine du transport de cette �energie au sein du
milieu biologique.

Dans les ann�ees 70, le physicien A.S. Davydov a propos�e une th�eorie quantique a�n
d'expliquer comment l'�energie pouvait être transport�ee le long des prot�eines de structure
secondaire en h�elice-� [7, 8, 9]. L'id�ee est la suivante : une prot�eine est un bio-polym�ere form�e
�a partir de seulement 20 monom�eres di��erents. Ces monom�eres sont des� -amino acides qui
s'unissent par des liaisons peptidiques pour donner de longues châ�nes polypeptidiques. Ces
châ�nes, enroul�ees en h�elice, pr�esentent une structure quasi-p�eriodique le long de laquelle
sont distribu�ees des unit�es peptidiques H-N-C=O reli�ees les unes aux autres par des liaisons
hydrog�enes. De part la g�eom�etrie de la prot�eine, ces unit�es peptidiques forment trois châ�nes
mol�eculaires parall�eles �a l'axe de l'h�elice (voir Fig. 1.1)

Une châ�ne particuli�ere repr�esente donc un r�eseau mol�eculaire 1D form�e par une succes-
sion deN unit�es peptidiques contenant le groupement C=O. D'un point de vue vibrationnel,
l'�etirement de la liaison C=O caract�erise un mode normal de vibration de haute fr�equence
appel�e mode amide-I. Ainsi, le groupe C=O occupant le siten se comporte comme un oscil-
lateur harmonique de coordonn�eeQn , de masse r�eduitem et de fr�equence propre! 0 = 1680
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cm� 1. Sa dynamique est d�ecrite par les op�erateurs cr�eation et annihilationby
n et bn d�e�nis

par

Qn =

s
�h

2m! 0
(by

n + bn ) (1.8)

et v�eri�ant les relations de commutation des bosons [bn ; by
n0] = � nn 0. Par cons�equent, l'Hamil-

tonian d'une vibration particuli�ere s'�ecrit :

hn = �h! 0(by
nbn + 1=2) (1.9)

Chaque groupe C=O �etant porteur d'un dipôle, deux groupes voisins interagissent princi-
palement de mani�ere �electrostatique. Or, le dipôle� (Qn ) du groupementn est fonction de
sa coordonn�ee interne de vibration. En r�ealisant un d�eveloppement au premier ordre, on
voit alors apparâ�tre un couplage entre les coordonn�ees internes de groupes C=O voisins. Ce
couplage �etant proportionnel au produit des dipôles de transition (@�=@Q), on montre faci-
lement que l'Hamiltonien d�ecrivant la dynamique collective de l'ensemble des modes C=O
coupl�es s'�ecrit :

H =
X

n
�h! 0(by

nbn + 1=2) + �hJ (by
nbn+1 + by

n+1 bn ) (1.10)

o�u J est la constante de couplage qui s'exprime en fonction de la distance R entre deux
unit�es voisines :

J � �
1

R3
(

@�
@Qn

)(
@�

@Qn+1
) (1.11)

Dans ce contexte, la th�eorie de Davydov fait jouer un rôle privil�egi�e aux modes C=O.
En e�et, lorsqu'une mol�ecule d'ATP vient se lier en un site particulier de la prot�eine, elle
interagit avec les mol�ecules d'eau du milieu et lib�ere une �energie de 3950 cm� 1 (soit 0.49 eV).
Par couplage r�esonant, cette �energie est convertie en une excitation de vibration interne C=O
d'une unit�e peptidique particuli�ere. On notera que le transfert d'�energie peut être assist�e par
l'excitation vibrationnelle d'une mol�ecule d'eau du milieu. L'interaction dipolaire entre les
groupes C=O des unit�es peptidiques voisines entrâ�ne la d�elocalisation de la vibration interne
et la formation d'un exciton vibrationnel : le vibron.

Par analogie avec la physique du solide o�u le concept de phonon permet de d�ecrire les
vibrations �etendues, le vibron apparâ�t comme la quasi-particule associ�ee �a la dynamique
collective des vibrations intramol�eculaires haute fr�equence. Les vibrons sont des bosons qui
v�eri�ent la statistique de Bose-Einstein. Les op�erateursby

n et bn repr�esentent respectivement
la cr�eation et l'annihilation d'un vibron localis�e sur le site n. L'interaction dipôle-dipôle
d�etruit un vibron sur un site n et cr�ee un nouveau vibron sur un site voisinn � 1. Ce
m�ecanisme entrâ�ne alors la d�elocalisation du vibron le long du r�eseau qui se d�eplace tel une
particule libre repr�esent�ee par une onde plane.

1.2.2 Excitons �electroniques dans les J-agr�egats

Les J-agr�egats sont des r�eseaux mol�eculaires 1D form�es par des colorants organiques de
type cyanine qui poss�edent des propri�et�es optiques extraordinaires dans le domaine visible
[10].

Ainsi, en 1936, G. Scheibe et E. Jelley ont d�ecouvert ind�ependamment une bande d'ab-
sorption tr�es �ne dans le spectre visible de certains colorants cyanines en solutions tr�es
concentr�ees. Ces bandes apparaissent �a une �energie plus basse que l'�energie d'absorption
d'une solution peu concentr�ee. C'est pour cette raison que ces bandes sont appel�ees J-bandes.
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De plus, leur largeur est beaucoup plus �ne d'environ un ordre de grandeur. L'apparition de
ces J-bandes a �et�e attribu�ee �a la formation d'agr�egats mol�eculaires, et plus sp�eci�quement �a
la forte interaction existant entre les mol�ecules �a l'int�erieur d'un agr�egat. Les monom�eres de
colorants cyanines portent une charge �electrique et, dans un solvant polaire, peuvent s'auto-
assembler pour former des châ�nes, qui sont appel�ees les J-agr�egats. Ces modi�cations des
propri�et�es optiques r�esultent directement des interactions intermol�eculaires qui provoquent
une d�elocalisation des �etats propres �electroniques sur plusieurs mol�ecules le long des châ�nes.
Des bandes excitoniques sont alors cr�e�ees et, dans ces agr�egats, les excitons sont appel�es
excitons de Frenkel.

Pour introduire simplement la notion d'exciton �electronique consid�erons un J-agr�egat
form�e de N mol�ecules organiques r�eguli�erement distribu�ees sur un r�eseau 1D. Les propri�et�es
�electroniques de chaque mol�eculen se r�esument �a la pr�esence de deux niveaux. Le niveau
fondamentaljf n i , d'�energie nulle et le niveau excit�ejen i d'�energie � 0. Les propri�et�es optiques
remarquables de la mol�eculen proviennent de l'existence d'un fort dipôle de transition� ge(n)
qui fait du syst�eme un absorbeur id�eal de lumi�ere visible. Dans ces conditions, le niveau
fondamental du J-agr�egat traduit l'ensemble des mol�ecules dans leur �etat fondamental :
j0i = jf 1; f 2; :::; f N i . Par contre, le premier �etat excit�e est N fois d�eg�en�er�e puisqu'il traduit la
pr�esence d'une mol�ecule particuli�ere dans son niveau excit�e. Ainsi, l'excitation de la mol�ecule
n, toutes les autres �etant dans le fondamental, sera not�ee :jni = jf 1; :::en ; :::; f N i . Dans
ce contexte, en supposant les mol�ecules ind�ependantes les unes des autres, l'Hamiltonien
�electronique s'�ecrit :

H =
X

n
� 0jnihnj (1.12)

Pour d�ecrire H, on introduit g�en�eralement les op�erateurs de Pauli qui sont d�e�nis par :

Bn = j0ihnj

B y
n = jnih0j (1.13)

Ces op�erateurs v�eri�ent les relations de commutation particuli�eres suivantes : [Bn ; Bn0] =
[B y

n ; B y
n0] = B 2

n = B y2
n = 0. De plus, la relation de commutation entre deux op�erateurs de

Pauli est d�e�nie par :
[Bn ; B y

n0] = � nn 0(1 � 2BnB y
n ) (1.14)

En�n, on notera que ces op�erateurs anti-commutent deux �a deux :

BnB y
n + B y

nBn = 1 (1.15)

Dans ce contexte, l'Hamiltonien des mol�ecules ind�ependantes se r�e�ecrit sous la forme simple :
H =

P
n � 0B y

nBn

Dans un J-agr�egat, les mol�ecules sont su�samment �eloign�ees les unes des autres pour
qu'il n'y ait pas de recouvrement entre leurs orbitales �electroniques. Par cons�equent, �a l'instar
des propri�et�es vibrationnelles des h�elices-� , l'interaction entre mol�ecules prend son origine
dans les couplages entre dipôles instantan�es. Sous l'action de ces interactions, une mol�eculen
dans son �etat excit�e peut transiter dans son �etat fondamental alors qu'une mol�ecule voisine,
initialement dans son fondamental, sera port�ee dans son �etat excit�e. En d'autres termes, tout
se passe comme si l'�energie �electronique du r�eseau, et non un �electron proprement dit, pouvait
transiter d'une mol�ecule vers une voisine. Ce m�ecanisme est d�ecrit par l'Hamiltonien g�en�eral
du J-agr�egat, qui, incluant les couplages dipôle-dipôle entre mol�ecules voisines, s'�ecrit :

H =
X

n
� 0B y

nBn + J (B y
nBn+1 + B y

n+1 Bn ) (1.16)



1.2. QUELQUES EXEMPLES 13

Figure 1.2 { Sch�ema des complexes LH1 et LH2 collectant l'�energie lumineuse et la
transf�erant sous forme excitonique au centre r�eactionnel.

ou J d�esigne la force du couplage entre dipôles de transition �electronique :

J �
� eg(n)� ge(n + 1)

R3
(1.17)

Ainsi, l'Hamiltonien H d�ecrit la migration d'une �energie �electronique appel�ee exciton de
Frenkel. Cet exciton poss�ede globalement les mêmes propri�et�es que le vibron �a la di��erence
pr�es qu'il caract�erise le transport d'une �energie dans le domaine visible alors que l'�energie
du vibron se trouve dans le domaine infra rouge. En fait, compte tenu de la d�e�nition des
op�erateurs de Pauli, l'exciton de Frenkel correspond �a un paulion, sorte d'interm�ediaire entre
les bosons et les fermions. Grossi�erement, deux paulions loin l'un de l'autre sont assimilables
�a deux bosons alors que deux paulions occupant un même site se comportent comme des
fermions.

1.2.3 Rôle des excitons �electroniques dans la photosynth�ese

La photosynth�ese est un processus biologique essentiel �a la vie sur la Terre. Elle permet
aux plantes et �a certaines bact�eries photosynth�etiques, qui constituent souvent le d�ebut de
la châ�ne alimentaire, d'exister. Son principe est de convertir l'�energie lumineuse du Soleil,
en �energie chimique, utilisable par les cellules. Ceci se fait par une suite de r�eactions simples,
rapides et nombreuses, avec une e�cacit�e maximale. L'�energie collect�ee �a la surface des
cellules est transf�er�ee vers le Centre R�eactionnel (CR). S'y produit alors une s�eparation de
charges photoinduite. Cette s�eparation de charges induit un gradient de protons �a travers la
membrane et permet alors de mettre en route la synth�ese de l'ATP, carburant essentiel �a la
vie.

La premi�ere �etape de la photosynth�ese est la collecte d'�energie lumineuse par les pigments
chlorophylliens des antennes collectrices. Les antennes collectrices sont situ�ees �a la surface
de tous les organismes photosynth�etiques. Elles sont de deux types : les r�ecepteurs primaires
LH2 (Light Harvesting complex) et les r�ecepteurs secondaires LH1. Les deux sont constitu�es
d'un grand nombre de pigments chlorophylliens maintenus en place, parall�element les uns
aux autres, par des complexes polypeptidiques. Les pigments sont soit des carot�eno•�des, soit
des chlorophylles. Les LH2 sont des disques beaucoup plus petits que les LH1, ces derniers
contenant le centre r�eactionnel en leur coeur.

Les pigments absorbent la lumi�ere dans une tr�es large gamme spectrale, allant de l'Ultra-
Violet �a l'Infra-Rouge (1000 nm pour les bact�eriochlorophylles), en passant par le visible (400
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Figure 1.3 { Representation du complex LH2 : vue dans la surface de la membre (a) et (b) ;
vue le long de la surface de la membre (c) et (d).

nm pour les carot�eno•�des). Ainsi, les antennes sont capables de capter le maximum d'�energie
lumineuse. Les LH1 et les LH2, beaucoup plus nombreux, sont situ�es �a côt�e les uns des autres,
et relaient, de complexes collecteurs en complexes collecteurs, l'�energie absorb�ee jusqu'�a
atteindre un complexe LH1, qui poss�edant un centre r�eactionnel, permettra la transformation
de cette �energie en �energie utilisable par l'organisme vivant.

Lorsqu'un photon est absorb�e par un des pigments chlorophylliens d'un complexe LH2,
un �etat excit�e est g�en�er�e et, en se d�esexcitant, va se propager tr�es rapidement, vers le pig-
ment voisin. En d'autres termes, l'absorption d'un photon permet la cr�eation d'un exciton
�electronique sur l'un des pigments d'un complexe LH2. Cet exciton va se propager au sein
d'un même complexe LH2 puis sera transf�er�e au complexe LH2 voisin et ce jusqu'�a atteindre
un complexe LH1, et donc le centre r�eactionnel, �n du processus de collecte de l'�energie
lumineuse. La transmission de l'exciton, aussi e�cacement, est possible grâce �a l'orientation
privil�egi�ee (parall�ele) et �a l'espacement ad�equat des di��erents pigments. De plus, les divers
complexes LH2 et LH1 �etant côte �a côte, la propagation entre complexes est �egalement tr�es
rapide.

Le complexe LH1 absorbe �a une longueur d'onde plus faible en �energie que le complexe
LH2, l'�energie collect�ee est ainsi canalis�ee des divers complexes LH2 vers un complexe LH1
puis vers le centre r�eactionnel. Ce processus de collecte d'�energie lumineuse permet de col-
lecter un tr�es grand nombre de photons, du fait du nombre important d'antennes collectrices
LH2, vers un centre r�eactionnel, avec une grande e�cacit�e en terme de rendement (il y a peu
de perte d'�energie), de temps (inf�erieur �a une picoseconde) et ce sur de grandes distances.
Ainsi, le processus de collecte d'�energie lumineuse, processus complexe, est le r�esultat d'une
suite de r�eactions simples, e�caces et nombreuses.

A ce stade, on notera que de nos jours une technologie est mise au point pour �elaborer des
syst�emes arti�ciels capables de reproduire le fonctionnement des unit�es photosynth�etiques.
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Figure 1.4 { Con�nement de mol�ecules sur une surface vicinale de platine.

1.2.4 Transport �electronique dans les nanostructures

La miniaturisation de plus en plus pouss�ee de la taille des transistors durant ces 20
derni�eres ann�ees, a permis de d�ecupler le nombre de ces transistors dans les microproces-
seurs [11]. Par exemple, le 8086 d'INTEL, sorti en 1978 comptait 29 000 transistors. En 2001
le pentium IV en d�enombre 42 000 000. Ce Pentium poss�ede des transistors de 180 nm de
largueur de grille, et la prochaine g�en�eration devrait atteindre 150 nm. En 2004, des architec-
tures de 90 nanom�etres constituent l'�etat de l'art et les processeurs sont produits en masse
avec une �nesse de 65 nanom�etres d�es le premier semestre 2006. Des puces grav�ees en 45
nanom�etres sont sorties mi-2007, des puces en 32 nanom�etres devraient sortir en 2008-2009
et la gravure en 22 nanom�etres est deja envisag�ee... A ces distances nanom�etriques, la limite
classique est clairement d�epass�ee si bien que des e�ets quantiques vont se faire ressentir.
Tout l'enjeu de ces prochaines ann�ees sera d'e�ectuer la transition vers de nouveaux micro-
processeurs qui devront tenir compte des probl�emes quantiques. Ceci est un bouleversement
technologique car depuis 1971, date des premiers transistors, les proc�ed�es mis en jeu sont
rest�es identiques.

Pour aborder cette nouvelle �ere technologique, plusieurs voies sont �etudi�ees. Par exemple,
la science des surfaces joue un rôle capital puisqu'elle permet l'�elaboration de nano-structures
de g�eom�etrie parfaitement contrôl�ee [12]. En e�et, il a �et�e montr�e r�ecemment que l'auto-
organisation des marches de surfaces favorise la croissance de structures mol�eculaires de
basse dimension. Deux exemples caract�eristiques sont la formation de �ls atomiques adsorb�es
au voisinage des marches et la cr�eation de monocouches mol�eculaires con�n�ees entre deux
marches. Les surfaces utilis�ees sont des surfaces vicinales m�etalliques ou semi-conductrices
qui poss�edent la forme d'un escalier ainsi que certaines surfaces reconstruites en forme de
cr�eneaux. Outre leur capacit�e �a g�en�erer des nano-structures, les surfaces o�rent �egalement
la possibilit�e de travailler avec ces derni�eres en utilisant les propri�et�es des sondes locales
comme le STM ou l'AFM. En e�et, ces sondes locales peuvent jouer le rôle d'outils nanosco-
piques permettant d'une part d'agir m�ecaniquement sur les mol�ecules adsorb�ees et d'autre
part d'exciter s�electivement une mol�ecule en induisant des transitions �electroniques et/ou
vibrationnelles.

Une question de premi�ere importance concerne la capacit�e de tels nano-objets �a transf�erer
une information. De fa�con g�en�erale, cette information est v�ehicul�ee par les excitations col-
lectives de la nano-structure qui peuvent apparâ�tre sous diverses formes selon la nature du
syst�eme. Cependant, la possibilit�e d'exciter localement les vibrations internes des mol�ecules
par STM, ouvre une nouvelle voie bas�ee sur leur utilisation comme vecteur de l'informa-
tion. L'interaction lat�erale entre les mol�ecules de la nano-structure favorise la d�elocalisation
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des vibrations intramol�eculaires qui se traduit par l'apparition de quasi-particules associ�ees
aux champs des vibrations internes coupl�ees : les vibrons ou excitons vibrationnels (voir
le transport d'�energie dans les h�elices-� ). D'autre part, la r�ealisation exp�erimentale de �ls
m�etalliques obtenus sur des surfaces �a marches permet d'envisager le transport �electronique
dans des nano-�ls.

Parall�element aux nanostructures adsrob�ees, l'�electronique mol�eculaire repose sur l'id�ee
que le moyen d'atteindre naturellement les dimensions nanom�etriques est d'utiliser direc-
tement de grosses mol�ecules qui poss�edent d�ej�a cette dimension [13]. Ce domaine utilise
donc des mol�ecules (mat�eriaux organiques) a�n de d�evelopper des composants �electroniques
(diode, �l, transistors...) ou �electrom�ecaniques (moteurs, interrupteurs...). Cette science date
de 1974 [14]. Cette ann�ee l�a, deux th�eoriciens Aviram et Ratner, d�emontrent th�eoriquement
que certaines mol�ecules peuvent pr�esenter des propri�et�es de recti�cation. Les probl�emes li�es
�a cette technique, pour l'instant, demeurent la synth�ese des mol�ecules jug�ees int�eressantes
th�eoriquement, ainsi que l'interconnexion entre mol�ecules et appareillage, et l'instabilit�e de
ces mat�eriaux souvent fragiles a�n de les prot�eger des agressions ext�erieures. Le dipositif
principalement �etudi�e en �electronique mol�eculaire est une jonction m�etal-mol�ecule-m�etal
dans laquelle les ph�enom�enes de conduction sont de nature quantique. Deux �electrodes
m�etalliques constituent un r�eservoir d'�electrons qui sont inject�es dans un �l mol�eculaire
organique. G�en�eralement, le �l se comporte comme un r�eseau plus ou moins ordonn�ee o�u
chaque site pr�esente une orbitale capable d'accepter un �electron. Le transport le long du �l
est alors d�ecrit par un mod�ele de liaisons fortes.

En�n, on notera l'utilisation des nanotubes de carbones qui jouent un rôle de premier
plan depuis leur d�ecouverte en 1991 [15] et avec lesquels il a �et�e montr�e la faisabilit�e de
diodes, de transistors et de portes logiques [16, 17, 18].
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Chapitre 2

Mod�elisation du transport sur r�eseau

Sur l'exemple simple du mod�ele des liaisons fortes, le but de ce chapitre est d'introduire les
notions �el�ementaires permettant d'�etudier la dynamique d'une particule sur r�eseau. Ainsi,
nous d�e�nirons les concepts d'op�erateur d'�evolution et de propagateur qui sont �a la base
du calcul des probabilit�es quantiques. Leur lien avec la th�eorie de la r�eponse lin�eaire sera
d�emontr�e. En�n, les notions de densit�e d'�energie, de densit�e de courant et de probabilit�e de
survie seront pr�esent�ees.

2.1 Hamiltonien, Etats propres et Evolution

Lorsqu'une seule particule ou une seule excitation est pr�esente, les exemples illustr�es dans
l'introduction appartiennent �a une même famille. Ils d�ecrivent la dynamique quantique d'une
particule capable de se d�elocaliser le long d'un r�eseau uni-dimensionnel [1]. Pour formuler
un tel probl�eme de mani�ere plus pr�ecise, nous allons introduire le mod�ele suivant. Soit un
r�eseau contenantN sites r�eguli�erement distribu�es. Chaque siten est caract�eris�e par un �etat
quantique localjni , d'�energie �h! 0, dans lequel se trouve la particule lorsqu'elle est localis�ee
sur le siten. L'ensemble des vecteursf j ni g forme une base, dite locale, qui est compl�ete et
orthonorm�ee. Elle sous tend l'espace des �etatsE de la particule. Sur le r�eseau, la particule
est autoris�ee �a se d�eplacer de sites en sites pare�et tunnel et on note �hJ la constante de
saut entre deux sites plus proches voisins. Sans perte de g�en�eralit�es, on consid�erera par la
suite le cas d'un tunneling n�egatif si bien que� J (J > 0) sera l'amplitude de transition.
Dans ces conditions, la dynamique quantique de la particule est d�ecrite par un Hamiltonien
de liaisons fortes d�e�ni par (en unit�e �h = 1) :

H =
X

n
! 0jnihnj � J (jnihn + 1j + jn + 1ihnj) (2.1)

Bien que par la suite nous consid�ererons des situations plus complexes (pr�esence de

Figure 2.1 { Repr�esentation du r�eseau
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d�efauts, d�esordre, couplage avec un environnement), nous allons pour l'instant nous res-
treindre �a l'�etude d'un r�eseau invariant par translation. Dans ce contexte, l'application du
th�eor�eme de Bloch montre que les vecteurs propres deH sont des �etats d'ondes planes d�e�nis
par :

jqi =
1

p
N

X

n
eiqn jni (2.2)

o�u les vecteursq 2 [� �; � ] appartiennent �a la premi�ere zone de Brillouin du r�eseau. A l'instar
de la base locale, l'ensemble des vecteursf j qi g forme une base compl�ete et orthonorm�ee
appel�ee base �etendue. Les propri�et�es de cette base se d�emontrent ais�ement en utilisant les
relations suivantes :

1
N

X

n
ei (q� q0)n = � qq0

1
N

X

q
eiq(n� n0) = � nn 0 (2.3)

En calculant les �el�ements de matrice deH dans la base �etendue, on montre facilement
que les �energies propres associ�ees �a chaque onde plane sont d�e�nies par :1

! q = ! 0 � 2J cos(q) (2.5)

Les valeurs propres deH d�e�nissent une bande permise qui s'�etend entre! 0 � 2J et
! 0 + 2J . Toute excitation dont l'�energie appartient �a cette bande de conduction pourra se
propager le long du r�eseau. Pour une onde plane de vecteur d'ondeq, cette propagation
s'e�ectuera �a la vitesse de groupevq d�e�nie par :

vq = @q! q = 2J sin(q) (2.6)

o�u @q = @q=@q. La bande permise contenantN �etats �etendues, le nombre d'�etats dont
l'�energie est comprise entre! et ! + d! est donn�e par la densit�e d'�etats (DOS pour density
of states) g(! ). L'expresssion de la DOS s'obtient �a partir de la densit�e de vecteur d'onde
g(q) = 1 =2� �a l'int�erieur de la premi�ere zone de Brillouin : g(! )d! = 2g(q)dq, o�u le facteur
2 provient du fait que ! q = ! � q. On en d�eduit :

g(! ) =
1
�

(@!q)� 1 ) g(! ) =
1

�v q
) g(! ) =

1
�

1
q

4J 2 � (! � ! 0)2
(2.7)

On notera que la DOS est normalis�ee �a l'unit�e :
R

g(! )d! = 1. Elle montre deux divegences
sur les bords de bande qui traduisent l'annulation de la vitesse de groupe.

Dans ces conditions, nous allons pour l'instant supposer que la particule est initialement
pr�epar�ee dans un �etat pur j 0i . Par exemple, sij 0i = jn0i , un tel �etat traduit la cr�eation
de la particule sur un site particuliern0 du r�eseau. Nous verrons par la suite que ceci n'est
pas toujours possible et que l'�etat initial de la particule n'est pas toujours parfaitement

1. Les Eqs. (2.2) et (2.5) s'obtiennent facilement en cherchant les �etats propres deH sous la forme
j i =

P
n  n jni . L'�equation de Schrd•odinger devient alors :

H j i = ! j i ) ! 0 n � J ( n +1 +  n � 1) = ! n (2.4)

Les solutions correspondantes d�e�nissent des ondes planes de la forme n / exp(iqn) dont la relation de
dispersion est donn�ee par l'Eq.(2.5).
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connu. Une telle situation se produit lorsque la particule n'est pas isol�ee mais interagit avec
un environnement �a temp�erature �nie. Il convient alors de r�ealiser une statistique sur l'�etat
initial en utilisant le formalisme plus g�en�eral de la matrice densit�e.

N�eanmoins, initialement dans un �etat pur �a t = 0, l'�etat quantique de la particule �a
l'instant t est sp�eci��e par le vecteur d'�etat j (t)i dont l'�evolution est gouvern�ee par l'Equation
de Schr•odinger :

i@t j (t)i = H j (t)i (2.8)

L'int�egration formelle de l'Eq.(2.8) nous permet d'introduire l'un des objets les plus impor-
tant pour caract�eriser les propri�et�es de transport. Il s'agit de l'op�erateur d'�evolution U(t)
d�e�ni par :

i@tU(t) = HU(t)

U(0) = 1 (2.9)

En comparant les Eqs.(2.8) et (2.9), on montre facilement queU(t) satisfait les propri�et�es
suivantes :

j (t)i = U(t)j 0i

U(t) = exp( � iHt ) (2.10)

Ainsi, la connaissance de l'op�erateur d'�evolution fournit une description compl�ete de la dy-
namique de la particule sur le r�eseau. Il d�e�nit le lien entre l'�etat initial de la particule et son
�etat �a l'instant t et contient toute l'histoire de l'�evolution sous l'action de H . Un �el�ement de
matrice dans la base locale,hnjU(t)jmi , repr�esente l'amplitude de probabilit�e d'observer la
particule sur le siten �a l'instant t sachant qu'elle se trouvait sur le sitem �a l'instant t = 0.

2.2 Propagateur et Fonction de Green

De mani�ere g�en�erale, �a partir de conditions initiales �a t = 0, on s'int�eresse plutôt �a
l'�evolution de la particule dans le futur. Or, par d�e�nition, l'op�erateur d'�evolution est tr�es
g�en�eral et il fournit une information sur l'�etat de la particule �a un instant t positif ou n�egatif.
Pour restreindre notre attention sur le futur, on introduit g�en�eralement l'op�erateur K + (t)
d�e�ni par [2] :

K + (t) = � i� (t)U(t) (2.11)

o�u � (t) est la fonction de Heaviside. Cet op�erateur est nul pourt < 0 mais directement pro-
portionnel �a U(t) pour t > 0. En injectant l'Eq.(2.11) dans l'Eq.(2.9), on montre facilement
que K + (t) v�eri�e :

(i@t � H )K + (t) = � (t) (2.12)

Compte tenu de la forme de l'Eq.(2.12) avec� (t) au second membre, on appelle g�en�eralement
K + (t) la fonction de Green. Il s'agit plus pr�ecis�ement d'une fonction de Green dite retard�ee et
il est possible de d�e�nir une fonction de Green dite avanc�ee nulle pourt > 0 et proportionnelle
�a U(t) pour t < 0 : K � (t) = i� (� t)U(t).

Par transform�ee de Fourier, on introduit l'op�erateur G(! ) d�e�ni par :

G(! ) =
Z + 1

�1
dtK + (t)ei!t ) K + (t) =

1
2�

Z + 1

�1
d!G (! + i0+ )e� i!t (2.13)



22 CHAPITRE 2. MOD �ELISATION DU TRANSPORT SUR R �ESEAU

Soit
G(! ) =

1
! + i0+ � H

(2.14)

Pour assurer la convergence de l'int�egrale, nous avons sous-entendu que la fr�equence!
se comportait comme un nombre complexe! � ! + i� avec � un nombre r�eel que l'on fait
tendre vers z�ero par valeur positive. Ce m�ecanisme, qui traduit le principe de causalit�e (la
cause pr�ec�ede toujours l'e�et) sera toujours utilis�e par la suite. Pour simpli�er le passage �a
la limite, la fr�equence sera alors not�ee! = ! + i0+ .

L'op�erateur G(! + i0+ ) est appel�e propagateur retard�e (de la même fa�con on d�e�nit
un propagateur avanc�e en consid�erant la limite! � i0+ ). Cependant, compte tenu de sa
d�e�nition par rapport �a K + (t), on utilise g�en�eralement le nom de fonction de Green pour
d�ecrire le propagateur. La fonction de Green joue un rôle central pour caract�eriser les pro-
pri�et�es de transport et permet de d�e�nir une multitude de grandeurs. En fait, elle fournit des
informations �equivalentes �a celles donn�ees par l'op�erateur d'�evolution, mais dans le domaine
des fr�equences. Le propagateur est proportionnel au spectre de l'amplitude de probabilit�e
d'observer une excitation �a un instant t0 en un siten0 du r�eseau sachant qu'elle a �et�e cr�e�ee
en un point n, �a un instant t. Il d�ecrit ainsi la propagation de l'excitation entre ces deux
points de l'espace-temps. De plus, comme nous le verrons par la suite, les m�ethodes des
fonctions de Green permettent une g�en�eralisation de la th�eorie des perturbations et sont
d'une importance capitale pour �etudier les ph�enom�enes de localisation et les processus de
transmission/r�eexion lorsque le r�eseau pr�esente des d�efauts.

Dans la base propre deH , le propagateur est diagonal. Il s'�ecrit :

G(! ) =
X

q

jqihqj
! � ! q

(2.15)

Ainsi, de mani�ere g�en�erale, on montre que les �el�ements de matrice deG(z) sont analytiques
dans tout le plan complexe priv�e de l'axe r�eel. Les singularit�es, qui sont toutes situ�ees sur l'axe
r�eel, consistent des pôles situ�es exactement aux valeurs propres de l'Hamitlonienz0 = ! q.

A ce stade, introduisons la relation fondamentale suivante :

1
! + i0+ � ! q

= PP
1

! � ! q
� i�� (! � ! q) (2.16)

o�u PP d�esigne la partie principale. Au sens de Cauchy, la partie principale de certaines
int�egrales impropres est d�e�nie par :

PP
Z b

a
f (x)dx = lim

� ! 0+

Z c� �

a
f (x)dx +

Z b

c+ �
f (x)dx (2.17)

o�u c r�epresente la singularit�e de f (x), c'est-�a-dire f (c) = �1 . Dans ce contexte, la partie
principale de 1=x est d�e�nie comme une distribution qui, agissant sur une fonctionu(x),
s'exprime en fonction de la partie principale de Cauchy suivante :

PP
� 1

x

�

u(x) = lim
� ! 0+

Z

jx j>�

u(x)
x

dx (2.18)

En utilisant la d�e�nition pr�ec�edente, on montre facilement que l'op�erateur d'�evolution
s'exprime en fonction du propagateur retard�e. En e�et, on a :

Unn 0(t) = hnje� iHt jn0i =
X

q
hnjqihqjn0i e� i! q t =

Z + 1

�1
d!

X

q
hnjqihqjn0i e� i!t � (! � ! q) (2.19)



2.3. FONCTION DE GREEN ET R �EPONSE LIN �EAIRE 23

Or, on a :
ImG (! + i0+ ) = � �

X

q
jqihqj� (! � ! q) (2.20)

On en d�eduit �nalement :

Unn 0(t) = �
1
�

Z + 1

�1
ImG nn 0(! + i0+ )e� i!t d! (2.21)

Dans le même esprit, la DOS est d�e�nie en fonction du propagateur selon la relation :2

g(! ) = �
1

N�
T rImG (! + i0+ ) (2.23)

En�n, la densit�e d'�etats localis�es sur le site n, not�ee gn (! ), caract�erise le poids sur l'orbitale
locale jni des �etats dont l'�energie est comprise entre! et ! + d! . Elle est d�e�nie par :

gn (! ) = �
1

N�
ImG nn (! + i0+ ) (2.24)

Ces relations sont tr�es g�en�erales et elles ne sont pas restreintes au cas d'un r�eseau invariant
par translation. Elles permettent une d�e�nition des grandeurs ind�ependamment du choix de
base.

2.3 Fonction de Green et r�eponse lin�eaire

La fonction de Green est g�en�eralement quali��ee de fonction r�eponse puisqu'elle permet de
caract�eriser la r�eponse lin�eaire du r�eseau lorsque celui-ci est soumis �a une source ext�erieure
comme un champ �electrique, un champ magn�etique ou une onde laser [3]. Dans ce contexte,
pour formuler de mani�ere g�en�erale la th�eorie de la r�eponse lin�eaire, nous allons consid�erer
un syst�eme quantique (une particule sur un r�eseau par exemple) initialement dans un �etat
j i i d'�energie ! i . Cet �etat est un �etat propre de l'Hamiltonien stationnaire H qui d�ecrit
la dynamique du syst�eme lorsque celui-ci est isol�e (comme par exemple l'Hamiltonien de
liaisons fortes de la particule sur le r�eseau). A l'instantt = 0, le syst�eme interagit avec un
champ ext�erieur classiqueF (t), le couplageV(t) = � BF (t) s'e�ectuant par l'interm�ediaire
d'un op�erateur B d�ependant des degr�es de libert�e du syst�eme. Pourt > 0, la dynamique du
syst�eme est alors d�ecrite par l'Hamiltonien d�ependant du temps :

H 0(t) = H � BF (t) (2.25)

Dans ces conditions, sous l'action du champF (t), l'�etat quantique du syst�eme �evolue au
cours du temps si bien que certaines observables, initialement nulles, poss�edent une moyenne
quantique non nulle pourt > 0. Ce ph�enom�ene traduit la r�eponse du syst�eme �a l'excitation.
Consid�erons alors que cette r�eponse se manifeste par la r�eaction d'une observable not�eeA.
Le but de la th�eorie de la r�eponse lin�eaire est donc de d�eterminer la valeur de la moyenne
quantique < A (t) > = h (t)jAj (t)i en fonction du champ ext�erieur, j (t)i d�esignant l'�etat

2. La DOS s'exprime comme une somme de fonctions de Dirac :

g(! ) =
1
N

X

q

� (! � ! q) (2.22)
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du syst�eme �a l'instant t. Pour mener �a bien une telle op�eration, on suppose le champF (t)
su�samment faible a�n de r�ealiser une th�eorie des perturbations par rapport au couplage
V(t).

Ainsi, en e�ectuant un d�eveloppement au premier ordre de l'op�erateur d'�evolution du
syst�eme, on montre facilement que l'�etat quantique s'exprime en fonction du champ ext�erieur
selon la relation :3

j (t)i = U(t)j i i + i
Z t

0
dt1U(t � t1)BU(t1)j i i F (t1) (2.29)

o�u U(t) = exp( � iHt ) d�enote l'op�erateur d'�evolution libre du syst�eme. Dans ce contexte, la
moyenne deA �a l'ordre un des perturbations s'�ecrit :

< A (t) > = i
Z t

0
dt1h i jUy(t)AU(t � t1)BU(t1)j i i F (t1)

� i
Z t

0
dt1h i jUy(t1)BU y(t � t1)AU(t)j i i F (t1) (2.30)

A ce statde, quelle que soit l'observableO, on introduit la repr�esentation de Heisenberg
d�e�nie par : O(t) = Uy(t)OU(t). La r�eponse se met alors sous la forme d'un produit de
convolution :

< A (t) > =
Z t

0
dt1� AB (t; t 1)F (t1) (2.31)

o�u la fonction r�eponse temporelle est d�e�nie par :

� AB (t; t 1) = ih i j[A(t); B(t1)]j i i (2.32)

On notera que la fonction r�eponse� AB (t; t 1) d�epend uniquement de la di��erence de temps
t � t1 ce qui conduit e�ectivement �a un produit de convolution dans l'Eq.(2.31). Pour s'en
assurer, il su�t de d�evelopper son expression sachant quej i i est �etat propre de H :

� AB (t � t1) = ih i jAU(t � t1)B j i i ei! i (t � t1 ) � ih i jBU y(t � t1)Aj i i e� i! i (t � t1 ) (2.33)

L'Eq.(2.32) repr�esente le r�esultat fondamental de la th�eorie de la r�eponse lin�eaire dans le
domaine temporel. Elle montre que la r�eponse �a une excitation ext�erieure est caract�eris�ee
par la fonction de corr�elation entre l'observable coupl�ee au champ et celle qui r�eagit �a ce
couplage. La r�eponse se fait sous la forme d'une convolution si bien que sa valeur �a l'instant
t d�epend de toute l'histoire de l'interaction qui s'est pass�ee entre 0 ett. Elle respecte en ce

3. L'op�erateur d'�evolution U(t) du syst�eme en interaction v�eri�e l'�equation d'�evolution :

i@t U(t) = ( H + V(t))U(t) (2.26)

On cherche alors une solution de la formeU(t) = U(t)�U (t) avec U(t) = exp( � iHt ). On en d�eduit :

i@t �U (t) = U � 1(t)V (t)U(t)�U (t) (2.27)

En int�egrant cette �equation puis en multipliant par U(t) par la gauche, il vient, en ne consid�erant que les
termes d'ordre 1 par rapport �a la perturbation V (t) :

U(t) = U(t) +
1
i

Z t

0
dt1U(t � t1)V (t1)U(t1) (2.28)
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sens le principe de causalit�e qui stipule que la r�eaction (r�eponse) ne peut pr�ec�eder l'action
(excitation). 4

Dans ce contexte, la fonction de Green apparâ�t tout naturellement lorsque l'on d�esire
quanti�er la r�eponse dans le domaine fr�equentiel. Pour cela, on r�ealise une transformation de
Fourier-Laplace en d�e�nissant la composante de fr�equence! de la r�eponse selon la relation :

~A(! ) =
Z 1

0
< A (t) > e i!t dt (2.35)

o�u ! = ! + i0+ assure la convergence de l'int�egrale. D�es lors, en r�ealisant une transformation
de Fourier-Laplace du produit de convolution Eq.(2.31) on en d�eduit que~A(! ) est une simple
fonction lin�eaire de ~F (! ), la composante de fr�equence! du champ ext�erieur :

~A(! ) = � AB (! ) ~F (! ) (2.36)

Le facteur de proportionnalit�e entre r�eponse et excitation est appel�e la susceptibilit�e lin�eaire
� AB (! ). Elle s'exprime en fonction de la fonction de GreenG(! ) = ( ! � H )� 1 selon la
relation :

� AB (! ) = �h  i jAG(! + ! i + i0+ )B j i i � h  i jBG(! i � ! � i0+ )Aj i i (2.37)

Pour illustrer cette derni�ere relation, nous allons consid�erer la r�eponse d'un exciton
�electronique soumis �a un champ �electromagn�etiqueE(t). Dans ce cas, l'op�erateur qui se
couple au champ est le dipôle de transition� (joue le rôle deB). Sous l'action du champ
E(t), le r�eseau se polarise si bien qu'il acquiert un dipôle moyen non nul (� joue aussi le rôle
de A). Ce dipôle moyen, qui traduit la r�eponse du r�eseau �a la source ext�erieure, d�e�nit la
polarisation p(t) correspondant �a la moyenne du dipôle de transition dans l'�etatj (t)i du
r�eseau �a l'instant t. En utilisant la th�eorie de la r�eponse, la susceptibilit�e lin�eaire du r�eseau
s'�ecrit alors :

� (! ) = �h  i j� [G(! + ! i + i0+ ) + G(! i � ! � i0+ )]� j i i (2.38)

En d�eveloppant cette expression dans la base propre, l'expression g�en�erale de la susceptibilit�e
lin�eaire devient :

� (! ) = �
X

f

j� f i j2[
1

! � ! f i + i0+
�

1
! + ! f i + i0+

] (2.39)

La susceptibilit�e � (! ) = � 0(! ) + i� 00(! ) s'exprime sous la forme d'une partie r�eelle et
d'une partie imaginaire d�e�nies par :

� 0(! ) = �
X

f

j� f i j2PP[
1

! � ! f i
�

1
! + ! f i

]

� 00(! ) =
X

f

� j� f i j2[� (! � ! f i ) � � (! + ! f i )] (2.40)

4. Il convient de noter que nous avons suppos�e connu l'�etat initial du syst�eme. En r�ealit�e, celui-ci n'est
g�en�eralement qu'imparfaitement connu, sp�ecialement �a temp�erature �nie, et il convient de r�ealiser une statis-
tique sur les valeurs possibles de l'�etat initial. La fonction r�eponse se met alors sous la forme d'une fonction
de corr�elation :

� AB (t; t 1) = ih[A(t); B (t1)]i (2.34)

o�u h:::i d�esigne une moyenne sur l'�etat initial du syst�eme.
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De mani�ere g�en�erale, � 0(! ) rend compte des ph�enom�enes de dispersion (d�ependance de l'in-
dice du r�eseau en fonction de la fr�equence du champ) alors que� 00(! ) caract�erise les processus
d'absorption (terme proportionnel �a � (! � ! f i )) et d'�emission induite (terme proportionnel
�a � (! + ! f i ))). Ces deux quantit�es ne sont pas ind�ependantes mais elles se d�eduisent l'une
de l'autre par une transformation de Hilbert.

Dans la plupart des situations, le r�eseau se trouve initialement dans l'�etat fondamental
qui est vide de toute excitation. Cet �etat, not�e j�i , poss�ede une �energie nulle qui correspond
�a la r�ef�erence des �energies. Par cons�equent, l'unique contribution signi�cative de la suscep-
tibilit�e lin�eaire est directement proportionnelle �a la fonction de Green du r�eseau �evalu�ee �a la
fr�equence du champ ext�erieur. C'est la contribution r�esonante d�e�nie par :

� (! ) � �h�j �G (! + i0+ )� j�i (2.41)

Le dipôle de transition �etant la somme des dipôles de transition associ�es �a chaque site du
r�eseau, il s'�ecrit :

� =
X

n
�� (jnih�j + j�ih nj) (2.42)

Par cons�equent, la r�eponse lin�eaire est d�e�nie comme la somme des �el�ements de la fonction
de Green :

� (! ) � �
X

nn 0

�� 2Gnn 0(! + i0+ ) (2.43)

Cette relation tr�es g�en�erale permet de d�eterminer le spectre d'absorption d'un r�eseau quel-
conque, invariant par translation ou non. Cependant, lorsque le r�eseau est invariant par
translation, on peut r�ealiser la somme en passant dans la base propre du r�eseau correspon-
dant aux ondes de Bloch. Dans ces conditions, on constate que la r�eponse lin�eaire se r�eduit
�a la composante de vecteur d'onde nul si bien que l'on a :

� (! ) � �
N�� 2

! � ! q=0 + i0+
) A(! ) / � (! � ! q=0 ) (2.44)

o�u A(! ) d�e�nit le spectre d'absorption. En d'autres termes, seul l'�etat de vecteur d'onde nul
est optiquement actif ce qui traduit la conservation de l'impulsion entre le champ optique et
la particule sur le r�eseau.5

2.4 Fonction de Green et th�eorie des perturbations

De mani�ere g�en�erale, la fonction de Green repr�esente un outil puissant pour le calcul des
amplitudes de probabilit�e qui d�ecrivent les transitions quantiques d'un syst�eme soumis �a une
interaction. Pour illustrer ceci, nous allons �etablir dans ce paragraphe l'expression exacte du

5. Dans un m�etal, la partie imaginaire � 00(! ) de la susceptibilit�e lin�eaire permet de d�e�nir la partie r�eelle
de la conductivit�e �electrique � (! ) :

Re� (! ) = !� 00(! ) (2.45)

On rappelle que la conductivit�e o�re une d�e�nition locale de la loi d'Ohm reliant la densit�e de courant j (! )
et le champ �electrique E(! ) : j (! ) = � (! )E (! ). Ainsi, la conductivit�e � 0 en champ �electrique constant se
d�eduit du spectre d'absorption �a la fr�equence nulle selon la loi g�en�erale :

� 0 = lim
! ! 0

!� 00(! ) (2.46)
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taux de transition entre deux �etats. Nous g�en�eraliserons ainsi la r�egle d'or de Fermi qui n'est
valable qu'�a l'ordre deux des perturbations.

A l'instar de la proc�edure �etablie dans le paragraphe pr�ec�edent, on consid�ere un syst�eme
quantique dans un �etat j i i d'�energie ! i , cet �etat �etant �etat propre de l'Hamiltonien H
qui d�ecrit le syst�eme lorsqu'il est isol�e. A l'instant t = 0, le syst�eme est soumis �a une
interaction V ind�ependante du temps qui fait �evoluer son �etat quantique. D'apr�es les r�esultats
des paragraphes pr�ec�edents, l'amplitude de probabilit�e d'observer le syst�eme dans un �etat
propre j f i d'�energie ! f est donn�ee par l'�el�ement de matrice de l'op�erateur d'�evolution. La
probabilit�e correspondante s'�ecrit donc :

P(f; t ji; 0; t) = jUf i (t)j2 (2.47)

Le taux de transition wf i est alors d�e�ni comme la probabilit�e par unit�e de temps pour que
le syst�eme �evolue dej i i vers j f i sur une �echelle de temps in�niment grande :

wf i = lim
t !1

djUf i (t)j2

dt
(2.48)

A partir de la d�e�nition du propagateur, l'op�erateur d'�evolution pour t > 0 s'exprime en
fonction de la fonction de GreenG(! ) = ( ! � H � V)� 1 selon l'int�egrale : 6

U(t) = �
1

2i�

Z + 1

�1
G(! + i0+ )e� i!t d! (2.50)

La fonction de Green �etant d�e�nie en ! = ! + i0+ , il est possible d'�ecrire cette int�egrale
comme une int�egrale dans le plan complexe le long d'un cheminC correspondant �a la droite
situ�ee imm�ediatement au-dessus de l'axe r�eel :

U(t) =
1

2i�

Z

C
G(z)e� izt dz (2.51)

Pour �evaluer cette int�egrale, nous allons tout d'abord r�ealiser un d�eveloppement de Dyson de
la fonction de GreenG en fonction de la fonction de GreenG0 du syst�eme isol�e, c'est-�a-dire
sans interaction. En e�et, compte tenu de la d�e�nition du propagateur, on a :

G =
1

z � H � V
) (z � H � V)G = 1 (2.52)

Soit G0 = ( z� H )� 1 le propagateur (la r�esolvante) du syst�eme isol�e. En multipliant l'�equation
pr�ec�edente par G0 par la gauche, on obtient :

(1 � G0V)G = G0 ) G = G0 + G0V G (2.53)

Cette relation est �a la base du d�eveloppement de Dyson couramment utilis�e dans la th�eorie
des perturbations. La fonction de Green r�eelle s'exprime alors comme une somme de termes
traduisant successivement les e�ets de la perturbationV �a l'ordre 1, l'ordre 2 ... etc :

G = G0 + G0V G0 + G0V G0V G0 + ::: = G0 + G0TG0 avec

T(z) = V + V G0V + V G0V G0V + ::: = V + V G(z)V (2.54)

6.

K + (t) =
1

2�

Z + 1

�1
d!G (! + i0+ )e� i!t = � iU (t) (2.49)
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Figure 2.2 { Contours C et  dans le plan complexe.

Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, l'op�erateurT rend compte de l'ensemble
des processus d'interaction lorsque le syst�eme subit une, deux, trois ... interactions avec le
couplage V. Dans les th�eories usuelles de la di�usion, l'op�erateurT est g�en�eralement appel�e
la matrice T . Il s'exprime directement en fonction de la fonction de Green exacte du syst�eme
qui inclut l'inuence de V �a tous les ordres.

Dans ces conditions, en supposant l'�etatj i i di��erent de l'�etat j f i (h i jG0j f i = 0),
l'int�egrale dans le plan complexe devient :

Uf i (t) =
1

2i�

Z

C

Tf i (z)
(z � ! i )(z � ! f )

e� izt dz (2.55)

A ce stade, sans rentrer dans les d�etails (le lecteur int�eress�e se reportera au chapitre III
de la Ref. [2]), nous supposerons que seuls les pôles enz = ! i et z = ! f contribuent de
mani�ere signi�cative �a l'int�egrale. Par cons�equent, on peut �evaluer cette derni�ere en fermant
le contour C par le contour (voir la �gure 2.2). En appliquant le th�eor�eme des r�esidus, on
montre alors que les �el�ements de matrice de l'op�erateur d'�evolution se r�eduisent �a

Uf i (t) =
Tf i (! i )
! i � ! f

e� i! i t +
Tf i (! f )
! f � ! i

e� i! f t (2.56)

En r�ealisant la d�eriv�ee temporelle de jUf i (t)j2 et en passant �a la limitet ! 1 , on obtient :

wf i = lim
t !1

[Tf i (! i )T �
f i (! f ) + T �

f i (! i )Tf i (! f )]
sin(! f � ! i )t

! f � ! i

� i lim
t !1

[Tf i (! i )T �
f i (! f ) � T �

f i (! i )Tf i (! f )]
cos(! f � ! i )t

! f � ! i
(2.57)

Le coe�cient du cosinus est �ni pour ! i = ! f . De plus, lorsquet tend vers l'in�ni, le cosinus
est une fonction rapidement oscillante de! i � ! f , d'amplitude �nie. Une telle fonction est
nulle au sens des distributions. Par contre, le terme en sinus ne s'annule pas et il tend vers
une fonction de Dirac lorsquet devient grand :

lim
t !1

=
sin(xt )

x
= �� (x) (2.58)
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On en d�eduit l'expression du taux de transition :

wf i = 2� jTf i (! i )j2� (! f � ! i ) (2.59)

Soit :
wf i = 2� jVf i + h f jV G(! i )V j i ij 2� (! f � ! i ) (2.60)

L'Eq.(2.60) g�en�eralise la r�egle d'or de Fermi. Elle ne se r�eduit pas �a un calcul issu d'une
th�eorie des perturbations mais elle fournit une expression du taux de transition valable quelle
que soit l'intensit�e du couplageV. On retrouve cette expression dans une multitude d'appli-
cations tant en physique atomique ou mol�eculaire qu'en physique de la mati�ere condens�ee.
Par exemple, dans les th�eories du transport quantique, elle permet entre autre de d�eterminer
le coe�cient de transmission d'un �electron �a travers une jonction mol�eculaire qui connecte
deux conducteurs nanoscopiques (�electronique mol�eculaire). Les �etatsj i i et j f i d�esignent
des �etats de Bloch des conducteurs et le couplageV rend compte de la barri�ere de potentiel
que repr�esente la jonction mol�eculaire �a traverser.

2.5 Densit�e d'�energie, de courant et probabilit�e de sur-
vie

Par analogie avec la th�eorie du transport classique, nous allons tout d'abord introduire
la notion de densit�e locale d'�energie. Dans le cadre du mod�ele des liaisons fortes, de l'�energie
apparâ�t sur un site particulier si est seulement si ce site est occup�e par la particule ou
par l'exciton. En d'autres termes, la densit�e locale d'�energie traduit simplement la proba-
bilit�e d'observer la particule en un site n du r�eseau �a un instant t donn�e. D'apr�es les cours
�el�ementaires de m�ecanique quantique, cette probabilit�e est d�e�nie par :

Pn (t) = h (t)jnihnj (t)i ) Pn (t) = h 0jUy(t)jnihnjU(t)j 0i (2.61)

o�u j 0i d�esigne l'�etat quantique initial dans lequel le r�eseau a �et�e pr�epar�e.
Ces relations nous permettent de d�e�nir un op�erateur densit�e d'�energie :

�̂ n = jnihnj ) Pn (t) = h (t)j�̂ n j (t)i (2.62)

L'op�erateur �̂ n est un projecteur sur un vecteur particulier de la base locale. Compte tenu
que cette base est compl�ete, la relation de fermeture s'applique. Ceci entrâ�ne la conservation
de la probabilit�e totale,

P
n Pn (t) = 1 8t, qui traduit la conservation d'�energie dans le r�eseau.

De fa�con similaire, la probabilit�e d'observer la particule dans un �etat d'onde planejqi
est d�e�nie par :

Pq(t) = h (t)jqihqj (t)i ) Pq(t) = h 0jUy(t)jqihqjU(t)j 0i (2.63)

Dans ces conditions, le courant total repr�esente la vitesse moyenne �a laquelle la particule se
d�eplace sur le r�eseau. Il est d�e�ni par :

J (t) =
X

q
vqPq(t) (2.64)



30 CHAPITRE 2. MOD �ELISATION DU TRANSPORT SUR R �ESEAU

o�u vq = 2J sin(q) est la vitesse de groupe (Eq.(2.6)). L'Eq.(2.64) caract�erise la moyenne au
sens quantique d'un op�erateur courant total d�e�ni par :

Ĵ =
X

q
2J sin(q)jqihqj (2.65)

En ins�erant l'Eq.(2.2) dans l'Eq.(2.65), on montre facilement que le courant total s'exprime
comme la somme surn d'un op�erateur densit�e de courant ĵ n . En e�et, on a :

Ĵ =
X

q
2J sin(q)

X

nn 0

1
N

eiq(n� n0) jnihn0j =
X

qnn0

J
iN

[eiq(n� n0+1) � eiq(n� n0� 1)]jnihn0j (2.66)

Sachant que
P

q exp(iq(n � m)) = N� nm on en d�eduit :

Ĵ = � iJ
X

n
[jnihn + 1j � j n + 1ihnj] (2.67)

L'op�erateur densit�e de courant est alors d�e�ni par :

ĵ n = � iJ [jnihn + 1j � j n + 1ihnj] ) j n (t) = h (t)jĵ n j (t)i (2.68)

Dans un r�eseauisol�e, le cr�eation initiale d'une particule (exciton, �electron, vibron) se
traduit par la conservation globale de la probabilit�e d'observer la particule sur le r�eseau
(
P

n Pn (t) = 1). Mais cela ne veut pas dire que la densit�e d'�energie est constante en chaque
site du r�eseau :Pn (t) peut varier au cours du temps. En fait, la conservation globale de la
probabilit�e de pr�esence de la particule est bas�ee sur une conservation locale de l'�energie. Tout
se passe comme si l'on avait a�aire �a une uide sur r�eseau dont la densit�e et le mouvement
sont d�ecrits par Pn (t) et j n (t). Par cons�equent, si la probabilit�e de trouver la particule sur un
ensemble de sites varie au cours du temps, c'est que le courant �a un ux non nul �a travers la
surface limitant la r�egion en question. Il existe alors une �equation qui exprime la conservation
locale de l'�energie sur le r�eseau.

Pour �etablir cette �equation de conservation, nous allons simpli�er l'�ecriture et poser
 n (t) = hnj (t)i l'amplitude de probabilit�e d'observer la particule sur le siten �a l'instant t.
C'est la fonction d'onde de la particule sur le r�eseau. Cette fonction d'onde v�eri�e l'�equation
de Schr•odinger :

i@t  n = ! 0 n � J ( n+1 +  n� 1) (2.69)

De plus, la fonction d'onde permet de d�e�nir la densit�e d'�energie et la densit�e de courant
selon les relations :

Pn (t) = j n (t)j2

j n (t) = � iJ [ �
n (t) n+1 (t) �  �

n+1 (t) n (t)] (2.70)

A partir de ces d�e�nitions, et compte tenu du fait que la fonction d'onde v�eri�e l'�equation
de Schr•odinger, on montre facilement que la d�eriv�ee temporelle de la densit�e d'�energie est
reli�ee �a la densit�e de courant selon la relation :

@tPn (t) + j n (t) � j n� 1(t) = 0 (2.71)
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Cette relation traduit la conservation locale de la densit�e d'�energie et elle est �equivalente �a
la relation de continuit�e macroscopique.7

Finalement, une derni�ere grandeur importante pour caract�eriser la dynamique de la par-
ticule est la probabilit�e de survie de l'�etat initial. Elle repr�esente la probabilit�e d'observer la
particule dans l'�etat j 0i �a l'instant t :

PS(t) = jh 0j (t)ij 2 (2.74)

Soit :
PS(t) = jh 0jU(t)j 0ij 2 (2.75)

En d'autres termes, la probabilit�e de survie mesure la m�emoire qu'�a le r�eseau �a l'instant
t de son �etat quantique �a l'instant initial t = 0. Si on note jqi la base propre du r�eseau, la
probabilit�e de survie au bout d'un temps in�niment grand devient :

PS(t ! 1 ) �
X

q
jh 0j qij 4 (2.76)

De mani�ere g�en�erale, la valeur asymptotiquePS(t ! 1 ) est directement proportionnelle
�a l'inverse du nombre de vecteur proprejqi pr�esent dans l'�etat initial j 0i . En anglais, on
appelle cette grandeurinverse participation ratio (IPR). Par exemple, si j 0i = jni la
particule est initialement localis�ee sur un site du r�eseau. On a donch 0j qi = 1=

p
N soit

PS(t ! 1 ) = 1 =N. A l'inverse, si j 0i = jq0i la particule se trouve dans un �etat propre
particulier et on en d�eduit PS(t ! 1 ) = 1.

2.6 Applications au transport dans un r�eseau id�eal

Dans ce paragraphe, nous allons illustrer les notions introduites pr�ec�edemment en consid�erant
le cas simple d'une particule initialement cr�e�ee sur le siten = 0 d'un r�eseau invariant par
translation.

2.6.1 Op�erateur d'�evolution

L'amplitude de probabilit�e d'observer la particule en un siten �a l'instant t est donn�ee par
l'�el�ement de matrice Un0(t) de l'op�erateur d'�evolution. En ins�erant l'Eq.(2.2), cet �el�ement
s'�ecrit comme une somme sur l'ensemble des ondes planes :

Un0(t) =
1
N

X

q
ei (qn� ! q t ) (2.77)

7. En assimilant la variable n �a une variable continue d'espacex, Pn (t) devient une densit�e de probabilit�e
� (x; t ) = j (x; t )j2 au sens de la m�ecanique quantique uselle. De même, en posant n +1 (t) =  (x; t ) +
@x  (x; t ), la densit�e de courant devient :

j (x; t ) = � iJ [ � (x; t )@x  (x; t ) � @x  � (x; t ) (x; t )] (2.72)

On retrouve alors la d�e�nition standard de la densit�e de courant de probabilit�e pour une particule libre de
massem = 1=2J ainsi que le relation de continuit�e associ�ee :

@t � (x; t ) + @x j (x; t ) = 0 (2.73)
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Figure 2.3 { Evolution temporelle de la densit�e d'�energie en unit�e Jt .

Soit, dans la limite d'un r�eseau in�niment grand :

Un0(t) =
e� i! 0 t

2�

Z �

� �
dqei (qn+2 J cos(q)t ) (2.78)

A ce stade, introduisons les fonctions de Bessel de premi�ere esp�ece d�e�nies par :

Jn (z) =
i � n

2�

Z �

� �
dqei (qn+ z cos(q)) (2.79)

On en d�eduit :
Un0(t) = ( i )ne� i! 0 tJn (2Jt ) (2.80)

2.6.2 Densit�es et probabilit�e de survie

Dans le cas de conditions initiales localis�ees, la densit�e d'�energie et la probabilit�e de
survie s'expriment �a partir d'une seule et unique relation. Ces grandeurs s'�ecrivent :

Pn (t) = jJn (2Jt )j2 ) PS(t) = P0(t) (2.81)

Le comportement de la densit�e d'�energie est r�ev�elateur de la forte dispersion du r�eseau
dont l'intensit�e est mesur�ee par la constante de sautJ . En e�et, la cr�eation de la particule
en n = 0 engendre un paquet d'ondes o�u toutes les ondes planes ont le même poids 1=

p
N .

Chaque mode d'onde plane se propageant �a une vitesse propre, le paquet d'onde initial s'�etale
irr�eversiblement, son centre de masse restant centr�e surn = 0. Cependant, contrairement �a
l'�etalement d'un paquet d'ondes dans un milieu continu, la nature discr�ete du r�eseau entrâ�ne
des oscillations temporelles de la densit�e d'�energie. Ainsi, la probabilit�e d'occupation du
site n = 0 pr�esente des oscillations amorties. Le tunneling entre le site central et les sites
voisins favorise la d�elocalisation de la particule qui r�ealise une multitude de va-et-vient �a une
fr�equence directement proportionnelle �aJ . Par exemple, le premier z�ero de la probabilit�e
de survie apparâ�t pourt = 1:2=J. Compte tenu du comportement des fonctions de Bessel,
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Figure 2.4 { Evolution spatio-temporelle de la densit�e d'�energie en unit�eJt .

l'amortissement dePS(t) varie typiquement commePS(t) / 1=t. Le site central se vide de
son �energie au pro�t des autres sites si bien que l'�energie s'uniformise de mani�ere coh�erente
sur l'ensemble du r�eseau.

Pour �etudier la vitesse de d�eplacement de l'�energie le long du r�eseau, introduisons les
moments successifs de la probabilit�ePn (t). Par sym�etrie, on voit clairement que< n (t) > = 0 :
la particule a autant de chance de se propager �a droite ou �a gauche du site central. Par contre,
pour calculer la largeur de la distribution �a l'instant t, c'est-�a-dire < n 2(t) > , nous allons
utiliser le th�eor�eme d'addition de Gegenbauer :

J0(w) =
+ 1X

n= �1
Jn (u)2 cos(nx) (2.82)

avecw = 2u sin(x=2). Ainsi, en posantu = 2Jt on en d�eduit < cos(nx) > = J0[4Jt sin(x=2)].
En r�ealisant un d�eveloppement par rapport �a x et en identi�ant termes �a termes on a :

< n 2(t) > = 2( Jt )2 (2.83)

La d�elocalisation de la particule s'e�ectue �a une vitessev = @t

q
< n 2(t) > qui est directe-

ment proprotionnelle �a la constante de sautJ (v =
p

2J ). En fait, de mani�ere g�en�erale, le
comportement coh�erent de la particule est enti�erement d�ecrit par la relation de dispersion
si bien que la carr�e de la vitesse de propagation se r�eduit simplement au carr�ee moyen des
vitesses de groupe de chaque onde plane :

< n 2(t) > =
1
N

X

q
v2

qt2 (2.84)

2.6.3 Fonction de Green

Il existe plusieurs fa�cons de calculer la fonction de GreenG(! ) d'un r�eseau 1D id�eal.
Nous allons ici en pr�esenter deux. La premi�ere fa�con est bas�ee sur le d�eveloppement de la
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fonction de Green sur la base propre des ondes planes du r�eseau :

G(! ) =
X

q

jqihqj
! � ! q

(2.85)

Dans ces conditions, les �el�ements de matrice associ�es s'�ecrivent :

Gnn 0(! ) =
1
N

X

q

eiq(n� n0)

! � ! q
(2.86)

La sym�etrie ! q = ! � q montre clairement queGnn 0(! ) est une fonction dejn� n0j uniquement.
Nous poserons alorsn0 = 0 et n > 0. Ainsi, en transformant la somme en une int�egrale sur la
premi�ere zone de Brillouin, et compte tenu de l'expression des �energies des �etats de Bloch,
on a :

Gn0(! ) =
1

2�

Z �

� �
dq

eiqn

! � ! 0 + 2J cos(q)
=

1
2�

Z �

� �
dq

eiqn

! � ! 0 + J (eiq + e� iq )
(2.87)

En e�ectuant le changement de variablez = eiq l'int�egrale sur q devient une int�egrale de
contour dans le plan complexe le long du cercle de rayon unit�e :

Gn0(! ) =
1

2�

I dz
iz

zn

! � ! 0 + J (z + z� 1)
=

1
2i�J

I
dz

zn

z2 + z(! � ! 0)=J + 1
(2.88)

A priori, le d�enominateur du terme sous l'int�egrale poss�ede deux pôles dont la valeur d�epend
du param�etre x = ( ! � ! 0)=2J . Di��erentes situations apparaissent selon la valeur dex,
c'est-�a-dire selon la valeur de la fr�equence! .

� si ! se trouve dans la bande permise du r�eseau, alorsx 2 [� 1; 1].
Les pôles du d�enominateur sont des complexes d�e�nis par :

z� (! ) = �
! � ! 0

2J
� i

s

1 � (
! � ! 0

2J
)2 (2.89)

Leur module �etant �egal �a un, les deux pôles se trouvent sur le cercle de rayon unit�e et
l'int�egrale est ind�e�nie. Cependant, le principe de causalit�e impose ! = ! + i0+ . Par
cons�equent,z+ rentre �a l'int�erieur du cercle unit�e alors que z� en sort. Il est alors possible
d'utiliser la m�ethode des r�esidus qui conduit au r�esultat suivant :

Gn0(! ) =
1
J

z+ (! )n

2z+ + ( ! � ! 0)=J
=

1
2iJ

z+ (! )n

q
1 � ( ! � ! 0

2J )2
(2.90)

A ce stade, pour simpli�er l'�ecriture, il est utile d'introduire un vecteur d'onde r�eel q �
q(! ) 2 [0; � ] tel que :8

cos(q) = �
! � ! 0

2J
et sin(q) =

s

1 � (
! � ! 0

2J
)2 (2.91)

On a alorsz+ = eiq si bien que la fonction de Green s'�ecrit �nalement :

Gnn 0(! ) =
eiq jn� n0j

2iJ sin(q)
(2.92)

8. Il convient de ne pas confondreq(! ), qui est une grandeur d�e�nie par l'�energie ! , avec le vecteur d'onde
q introduit dans les int�egrales pr�ec�edentes.
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� si ! se trouve en dehors de la bande permise du r�eseau, alorsx =2 [� 1; 1].
Les pôles du d�enominateur sont maintenant r�eels :

z� (! ) = �
! � ! 0

2J
�

s

(
! � ! 0

2J
)2 � 1 (2.93)

Cependant, deux situations apparaissent selon quex < � 1 (! en dessous de la bande per-
mise) oux > 1 (! au-dessus de la bande permise).

Ainsi, pour x < � 1, seulz� se trouve �a l'int�erieur du cercle de rayon unit�e. Il correspond
�a un pôle positif si bien que la fonction de Green s'�ecrit :

Gn0(! ) =
1
J

z� (! )n

2z� + ( ! � ! 0)=J
= �

1
2J

z� (! )n

q
( ! � ! 0

2J )2 � 1
(2.94)

Comme pr�ec�edemment, il est possible de simpli�er l'�ecriture en introduisant un vecteur
d'onde maintenant complexe et d�e�ni par q = i� tel que :

cosh(� ) = �
! � ! 0

2J
et sinh(� ) =

s

(
! � ! 0

2J
)2 � 1 (2.95)

On a alorsz� = e� � si bien que la fonction de Green s'�ecrit :

Gnn 0(! ) = �
e� � jn� n0j

2J sinh(� )
(2.96)

Finalement, pour x > 1, seul z+ se trouve �a l'int�erieur du cercle de rayon unit�e. Il
correspond �a un pôle n�egatif si bien que la fonction de Green s'�ecrit :

Gn0(! ) =
1
J

z+ (! )n

2z+ + ( ! � ! 0)=J
=

1
2J

z+ (! )n

q
( ! � ! 0

2J )2 � 1
(2.97)

Comme pr�ec�edemment, il est possible de simpli�er l'�ecriture en introduisant un vecteur
d'onde complexeq = � + i� tel que :

cosh(� ) =
! � ! 0

2J
et sinh(� ) =

s

(
! � ! 0

2J
)2 � 1 (2.98)

On a alorsz+ = � e� � si bien que la fonction de Green s'�ecrit :

Gnn 0(! ) = ( � 1)jn� n0j e� � jn� n0j

2J sinh(� )
(2.99)

La seconde m�ethode pour d�eterminer la fonction de Green repose sur une r�esolution
dans la base locale. En e�et, d'apr�es l'Eq.(2.14), la fonction de Green v�eri�e l'�equation
(! � H )G(! ) = 1, qui, dans la base locale, s'�ecrit de la mani�ere suivante :

JGn+1 ;n0(! ) + ( ! � ! 0)Gn;n 0(! ) + JGn� 1;n0(! ) = � nn 0 (2.100)

La solution g�en�erale d'une telle �equation est de la forme [4] :

Gn;n 0(! ) = A(! )t(! ) jn� n0j (2.101)
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En injectant l'Eq.(2.101) dans l'Eq.(2.100) succ�essivement pourn >> n 0 et n = n0 on montre
facilement que la fonction de Green s'�ecrit :

Gn;n 0(! ) =
1
J

t(! ) jn� n0j

t(! ) � t(! )� 1
(2.102)

avec

t(! ) = �
! � ! 0

2J
�

s

(
! � ! 0

2J
)2 � 1 (2.103)

On notera �a ce stade que la grandeurt(! ) joue le même rôle que les pôles du d�enominateur
introduit dans la premi�ere m�ethode. Le choix du signe� dans l'Eq.(2.103) est conditionn�e
par la r�egularit�e du propagateur �a l'in�ni qui doit tendre vers z�ero lorsque jn � n0j ! 1 .
Comme pr�ec�edemment, di��erents cas apparaissent selon la valeur de! .

Si ! appartient �a la bande permise du r�eseau, alors il existe un r�eelq(! ) 2 [0; � ] tel
que ! = ! 0 � 2J cos(q(! )). Dans ce cas on montre facilement quet(! ) = exp( � iq(! )). En
posant q(! ) = q(! ) + i� , avec � un in�niment petit, la relation de dispersion conduit �a
! = ! + i2J sin(q)� . Par cons�equent, le principe de causalit�e est conserv�e si et seulement
si � = 0+ . On en d�eduit q(! ) = q(! ) + i0+ et donc t(! ) = exp( � iq(! )) exp(� � 0+ ). La
r�egularit�e de G �a l'in�ni impose clairement le choix + si bien que l'expression g�en�erale de la
fonction de Green s'�ecrit :

Gnn 0(! ) =
eiq jn� n0j

2iJ sin(q)
(2.104)

avec cos(q) = � (! � ! 0)=2J , sin(q) =
q

1 � cos2(q) et t(! ) = exp( iq(! )).
Que se passe-t-il maintenant si l'on s'int�eresse �a la fonction de Green pour des fr�equences

situ�ees en dehors de la bande permise ? Dans ce cas, deux situations apparaissent selon que
l'on se trouve au-dessus ou en dessous de la bande.

Si ! < ! 0 � 2J , le vecteur d'ondeq(! ) devient complexe. Il s'�ecrit q(! ) = i� (! ) si bien
que t(! ) = exp( � � (! )). Le propagateur est alors d�e�ni par :

Gnn 0(! ) = �
e� � (! ) jn� n0j

2J sinh(� (! ))
(2.105)

De même, si! > ! 0+2J , le vecteur d'ondeq(! ) devient complexe est s'�ecritq(! ) = � + i� (! ).
On en d�eduit t(! ) = � exp(� � (! )) si bien que le propagateur s'�ecrit :

Gnn 0(! ) = ( � 1)(n� n0) e� � (! ) jn� n0j

2J sinh(� (! ))
(2.106)

Dans les deux cas, la fr�equence de l'excitation �etant en dehors de la bande permise, la fonction
de Green est localis�ee selon une longueur de localisation� (! ) = 1 =� (! ).
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Chapitre 3

M�ethode des fonctions de Green

Dans un r�eseau r�eel pr�esentant des imperfections, la connaissance de la fonction de Green
G(! ) joue un rôle fondamental pour �etudier une multitude de ph�enom�enes. Comme nous
l'avons discut�e pr�ec�edemment, elle permet de calculer les amplitudes de transition le long du
r�eseau, la densit�e d'�etats ou les �energies propres du r�eseau par l'interm�ediaire de ces pôles.
De plus, la fonction de Green est quali��ee de fonction r�eponse puisqu'elle traduit la r�eponse
lin�eaire du r�eseau lorsque celui-ci est soumis �a un champ ext�erieur. A titre d'exemple, nous
avons mentionn�e le fait queG(! ) permet de construire le spectre d'absorption d'excitons
�electroniques ou vibrationnels d�elocalis�es sur un r�eseau et soumis �a une onde laser. En�n,
dans le cadre du transport quantique, la fonction de Green o�re une formulation rigoureuse
des processus de r�eexion et de transmission d'une particule par un ou plusieurs d�efauts. Elle
permet �egalement de d�eterminer la pr�esence d'�etats localis�es. Dans ce contexte, le but de ce
chapitre est d'introduire di��erentes m�ethodes permettant le calcul exact de la fonction de
Green d'un r�eseau r�eel pr�esentant une brisure de sym�etrie induite par la pr�esence de d�efauts
ou par des conditions aux limites particuli�eres (taille �nie).

3.1 Fonction de Green d'un r�eseau pr�esentant des d�efauts

3.1.1 Cas d'un unique d�efaut

Consid�erons tout d'abord un r�eseau id�eal 1D invariant par translation. Ce r�eseau conte-
nant N sites, chaque siten = 1; :::; N est caract�eris�e par un �etat quantique local jni . On note
alors H0 l'Hamiltonien de liaisons fortes d�ecrivant la dynamique quantique d'une particule
le long de ce r�eseau (voir chapitre 2). A partir de ce r�eseau, on consid�ere maintenant un
r�eseau r�eel perturb�e localement par la pr�esence d'un d�efaut. Ce d�efaut, de petite taille, en-
gendre une brisure locale de l'invariance translationnelle qui a�ecte un ensemble deM sites
n = n1; n1 + 1; :::; n1 + M � 1 (M << N ). Au niveau de ce d�efaut, certaines �energies de sites
et certaines constantes de saut peuvent être signi�cativement di��erentes des caract�eristiques
du r�eseau id�eal. On note alorsH = H0 + V l'Hamiltonien de la particule sur le r�eseau r�eel
et V la perturbation li�ee �a la pr�esence du d�efaut. Cette perturbation agit uniquement �a
l'int�erieur de la restriction EM de la base locale �a l'ensemble desM sites du d�efauts. On
notera P le projecteur sur cette restriction d�e�ni par :

P =
n1+ M � 1X

n= n1

jnihnj ) V = PV P (3.1)
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Figure 3.1 { R�eseau pr�esentant un d�efaut de petite taille a�ectant les sites 0,1 et 2.

Introduisant G0(! ) = ( ! � H0)� 1 le propagateur de la particule dans le r�eseau id�eal, notre
but est de d�eterminer le propagateur exactG(! ) = ( ! � H )� 1 en pr�esence du d�efaut. Pour
simpli�er les notations, G(! ) sera simplement not�eG.

De fa�con g�en�erale, compte tenu de la d�e�nition du propagateur, on montre facilement
que G v�eri�e :

(! � H0 � V )G = 1 ) G = G0 + G0V G (3.2)

Cette relation est �a la base du d�eveloppement de Dyson couramment utilis�e dans les th�eories
des perturbations. La fonction de Green r�eelle s'exprime alors comme une somme de termes
traduisant successivement les e�ets de la perturbationV �a l'ordre 1, l'ordre 2 ... etc :

G = G0 + G0V G0 + G0V G0V G0 + G0V G0V G0V G0 + ::: (3.3)

Cependant, dans la pr�esente situation, cette s�erie peut être resommer exactement en
utilisant le fait que la perturbation agit dans un espace restreintEM de la base locale. En
e�et, en introduisant le projecteur P sur l'espace du d�efaut, l'Eq.(3.2) se r�e�ecrit sous la
forme :

G = G0 + G0PV PG (3.4)

D�es lors, seule la connaissance dePG est n�ecessaire pour d�eterminer exactementG. D'apr�es
l'Eq.(3.4) on a :

PG = PG0 + PG0PV PPG) PG = ( P � PG0V P)� 1PG0 (3.5)

avecP2 = P, P �etant un projecteur. Par cons�equent, en injectant l'Eq.(3.5) dans l'Eq.(3.4),
le propagateur r�eel s'�ecrit :

G = G0 + G0PT PG0 (3.6)

avec :
T (! ) = PV(1 � PG0(! )V P)� 1 (3.7)

Le propagateurG fait apparâ�tre deux contributions d'origine physique di��erente. En
e�et, Gnn 0 d�ecrivant la propagation de la particule du siten vers le siten0, le terme pro-
portionnel �a G0 correspond alors �a une propagation libre sans interaction avec le d�efaut. A
l'inverse, le second terme proportionnel �aT traduit une propagation �a travers le domaine
d'action du d�efaut. La particule subit en quelque sorte une di�usion par le d�efaut enti�erement
d�ecrit par l'op�erateur T dont les �el�ements ne sont non nuls que dans le domaine d'action
du d�efaut. L'op�erateur T , repr�esent�e par une matrice (M � M ), rend compte de tous les
chemins possibles qui joignent les deux pointsn et n0 lorsque la particule subit une, deux,
trois ... interactions avec le d�efaut. On notera que dans les th�eories usuelles de la di�usion,
l'op�erateur T est g�en�eralement appel�e la matrice T .
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En guise d'illustration, consid�erons le cas simple d'un d�efaut ponctuel occupant l'unique
site n1. Ce d�efaut traduit un d�eplacement d'�energie si bien que l'�energie du siten1 = 0 sera
not�ee ! 0 + �. Dans ce cas, M = 1, P = j0ih0j et V = � P. La matrice T se r�eduit �a un
scalaire donn�e par :

T (! ) =
�

1 � � G0
00

j0ih0j (3.8)

De la même fa�con, consid�erons maintenant un d�efaut traduisant deux d�eplacements d'�energie
cons�ecutifs occupant les sitesn1 = 0 et n1 +1 = 1. Dans ce casP = j0ih0j + j1ih1j si bien que
la matrice V = � 1 est une matrice (2� 2) proportionnelle �a la matrice unit�e 1. Sachant que
la fonction de Green du r�eseau id�eal est sym�etrique (voir chapitre 2), on montre facilement
que la matrice T s'�ecrit :

T (! ) =
�

(1 � � G0
00)2 � (� G0

01)2

 
1 � � G0

00 � G0
01

� G0
01 1 � � G0

00

!

(3.9)

Finalement, consid�erons un d�efaut qui traduit une modi�cation de la constante de saut�J
entre les deux sitesn1 = 0 et n1 + 1 = 1. Comme pr�ec�edemment, P = j0ih0j + j1ih1j si bien
que la matriceV est une matrice (2� 2) d�e�nie par :

V = �J

 
0 1
1 0

!

(3.10)

La matrice T se calcule alors tr�es facilement et elle s'�ecrit :

T (! ) =
�J

(1 � �JG 0
01)2 � (�JG 0

00)2

 
�JG 0

00 1 � �JG 0
01

1 � �JG 0
01 �JG 0

00

!

(3.11)

Ces di��erents exemples montrent que l'on peut d�eterminer exactement la fonction de Green
du r�eseau pourvu que la taille du d�efaut ne soit pas trop importante. Si les calculs ne peuvent
pas être e�ectu�es analytiquement, la solution num�erique reste relativement simple puisqu'elle
se r�eduit �a l'inversion d'une matrice (M � M ).

3.1.2 Cas d'un ensemble de d�efauts

En g�en�eralisant la situation pr�ec�edente, on consid�ere maintenant un r�eseau pr�esentant un
ensemble deN d�efauts d�ecrit par l'indice i = 1; :::;N . Les d�efauts agissent dans des r�egions
du r�eseau di��erentes et on note Pi le projecteur sur l'ensemble des sites qui d�e�nissent le
d�efaut i . L'ind�ependance entre d�efauts se traduit par la relationPi Pj = Pi � ij . Dans ce cas,
il est toujours possible d'�ecrire l'Hamiltonien de la particuleH en fonction de l'Hamiltonien
du r�eseau id�eal H0 sous la formeH = H0 + V avec :

V =
X

i

Pi V Pi (3.12)

La perturbation V est donc la somme de matrice ind�ependante traduisant l'inuence de
chaque d�efaut.

Dans ces conditions, la fonction de Green du r�eseau v�eri�e l'�equation :

G = G0 + G0
X

i

Pi V Pi Pi G (3.13)
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Figure 3.2 { R�eseau pr�esentant un ensemble de d�efauts.

Pour r�esoudre cette �equation, nous allons tout d'abord r�ealiser une projection sur un d�efaut
particulier :

Pi G = Pi G0 + Pi G0Pi V Pi Pi G +
X

j 6= i

Pi G0Pj V Pj Pj G (3.14)

On en d�eduit alors
Pi V Pi G = Ti Pi G0 +

X

j 6= i

Ti Pi G0Pj V Pj Pj G (3.15)

o�u Ti est la matrice T associ�ee au d�efauti :

Ti (! ) = Pi V Pi (1 � Pi G0(! )V Pi )� 1 (3.16)

Par cons�equent, l'�equation Eq.(3.15) permet de r�ealiser un d�eveloppement en termes des
matrices T associ�ees �a chaque d�efaut. Ce d�eveloppement s'�ecrit :

Pi V Pi G = ( Ti +
X

j 6= i

Ti G0Tj +
X

j 6= i

X

k6= j

Ti G0Tj G0Tk + :::)G0 (3.17)

En reportant ce d�eveloppement dans l'expression de la fonction de Green, on en d�eduit :

G = G0 + G0
X

i

(Ti +
X

j 6= i

Ti G0Tj +
X

j 6= i

X

k6= j

Ti G0Tj G0Tk + :::)G0 (3.18)

A�n de r�ealiser une resommation exact de la s�erie apparaissant dans l'Eq.(3.18), on introduit
tout d'abord la somme de l'ensemble des matrices T d�e�nie par :

T =
X

i

Ti (3.19)

Ensuite, on d�e�nit le propagateur modi��e �G0 qui se r�eduit �a G0 si et seulement si il connecte
deux sites n'appartenant pas �a une même d�efaut :

�G0 =

(
G0 entre deux sites de deux d�efauts di��erents
0 entre deux sites d'un même d�efaut

(3.20)

Dans ces conditions, l'Eq.(3.18) se met sous la forme compacte :

G = G0 + G0T (1 � �G0T )� 1G0 (3.21)

L'expression Eq.(3.21) montre que la pr�esence des d�efauts ne conduit pas �a la superposi-
tion des processus de di�usion par chacun des d�efauts. La correction introduite signi�e sim-
plement qu'un processus de di�usion par un d�efaut donn�e s'e�ectue en tenant compte de la
perturbation du propagateur libre li�ee �a la pr�esence des autres d�efauts. Ainsi, la pr�esence de la
matrice T permet de resommer jusqu'�a un ordre in�ni les di��erents processus d'auto-di�usion
induit par chaque d�efaut ind�ependamment les uns des autres. Ces di��erents m�ecanismes �etant
pris en compte, l'introduction du propagateur �G0 interdit d'avoir deux di�usions successives
par un même d�efaut. Par contre, ses �el�ements non nuls connectant deux d�efauts di��erents,
il permet de prendre en compte les corr�elations entre d�efauts.
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Figure 3.3 { Clivage du r�eseau id�eal pour former deux r�eseaux ind�ependants.

3.2 Fonction de Green d'un r�eseau de taille �nie

3.2.1 Cas d'un r�eseau semi-in�ni

Pour d�eterminer la fonction de Green d'un r�eseau semi-in�ni nous allons utiliser la
m�ethode dite de clivage. Pour cela, on introduit un syst�eme de r�ef�erence qui dans notre
cas se r�eduit �a un r�eseau id�eal, in�ni et invariant par translation. La dynamique de ce r�eseau
est d�ecrite par l'Hamiltonien H0 et sa fonction GreenG0 nous est parfaitement connue.
Pour �xer les id�ees nous consid�ererons le cas du mod�ele de liaisons fortes avec constante
de saut n�egative (voir chapitre 2). La g�en�eralisation �a d'autres situations est triviale. Dans
ce contexte, l'id�ee de la m�ethode de clivage consiste �a ajouter �aH0 une perturbation V
telle que H0 + V devient l'Hamiltonien de deux r�eseaux semi-in�nis ind�ependants. Ainsi,
le r�eseau semi-in�ni qui nous int�eresse est form�e par l'ensemble des sitesn = 1; 2; 3; :::. Le
second r�eseau semi-in�ni est alors form�e par les sitesn � 0. On voit clairement que si on
ajoute �a H0 une perturbation locale qui coupe la liaison entre les sites 0 et 1, on forme bien
deux r�eseaux semi-in�nis ind�ependants �a partir d'un r�eseau id�eal.

Pour formuler proprement cette d�emarche, introduisons tout d'abord les projecteurs sui-
vants :

P =
1X

n=1

jnihnj

I = j0ih0j + j1ih1j ) I 1 = P I = j1ih1j (3.22)

P e�ectue une projection sur l'ensemble des sitesn � 1 qui nous int�eressent alors queI
traduit une projection sur l'interface entre les deux r�eseaux semi-in�nis. On notera queI 1

traduit une projection sur le domaine d'interface qui inclut les sites du r�eseau semi-in�ni
n � 1. Dans ces conditions, l'op�erateurV assurant le clivage sera d�e�ni uniquement dans le
domaine d'interface. Pour couper la liaison entre les sites 0 et 1 il su�t alors d'ajouter �aH0

l'op�erateur V = + J j0ih1j + J j1ih0j. L'op�erateur de clivage V est alors repr�esent�e par une
matrice (2 � 2) dans le domaine d'interfaceI .

Dans ce contexte, la fonction de Green du r�eseau semi-in�ni tel quen � 1 se r�eduit �a
la projection sur P de la fonction de GreenG = ( ! � H )� 1 des deux r�eseaux semi-in�nis
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ind�ependants. Cette projection est alors donn�ee par l'�equation suivante :

PGP = PG0P + PG0IV IGP ) PGP = PG0P + PG0IV I 1GP (3.23)

o�u l'on a utilis�e le fait que IGP = I 1GP. Ainsi, en projetant cette �equation sur le sous
espace d'interfaceI 1 on en d�eduit :

I 1GP = I 1(1 � I 1G0IV I 1)� 1I 1G0P (3.24)

La fonction de Green du r�eseau semi-in�ni s'�ecrit donc

PGP = PG0P + PG0IV I 1(1 � I 1G0IV I 1)� 1I 1G0P (3.25)

Sachant que les �el�ements de matrice du propagateur de r�ef�erence v�eri�ent (voir chapitre 2) :

G0
nn 0 =

t jn� n0j

J (t � t � 1)
(3.26)

on en d�eduit :

Gnn 0 =
t jn� n0j � tn+ n0

J (t � t � 1)
8n; n0 � 1 (3.27)

3.2.2 Cas d'un r�eseau de taille �nie

Pour �evaluer la fonction de Green d'un r�eseau de taille �nie, on utilise la même proc�edure.
Ainsi, le r�eseau qui nous int�eresse est form�e par l'ensemble des sitesn = 1; 2; :::; L. A partir
du r�eseau id�eal, on obtient le r�eseau con�n�e en r�ealisant deux clivages. Le premier permet de
couper les liaisons 0 et 1 alors que le second casse les liaisonsL et L + 1. Dans ce contexte,
introduisons les projecteurs suivants :

P =
LX

n=1

jnihnj

I = j0ih0j + j1ih1j + jL ihL j + jL + 1ihL + 1j ) I 1 = P I (3.28)

La fonction de Green du r�eseau de taille �nie s'�ecrit alors :

PGP = PG0P + PG0IV I 1(1 � I 1G0IV I 1)� 1I 1G0P (3.29)

o�u V est maintenant repr�esent�e par une matrice (4� 4) agissant uniquement dans le domaine
d'interface. Apr�es quelques calculs simples, on en d�eduit :

Gnn 0 =
1

J (t � t � 1)
[(t jn� n0j � tn+ n0

) �
t2L +2

1 � t2L +2

� (tn+ n0
+ t � (n+ n0) � tn� n0

� tn0� n )] (3.30)

On notera que pour calculer la fonction de Green d'un r�eseau de taille �nie, on peut choisir
comme r�ef�erence le r�eseau semi-in�ni. Cela divise par deux la taille du domaine d'interface.
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Figure 3.4 { R�eseau perturb�e par un cluster attach�e sur les sites -1,0 et 1.

3.3 M�ethodes des projecteurs

Dans les exemples pr�ec�edents, nous avons caract�eris�e la fonction de Green d'un r�eseau
pr�esentant une brisure de sym�etrie li�ee �a la pr�esence de d�efauts ou de conditions aux li-
mites singuli�eres. Maintenant, nous allons consid�erer que le syst�eme de r�ef�erence, c'est-�a-
dire notre r�eseau id�eal, est perturb�e par le pr�esence d'un second syst�eme. Notre but est alors
de d�eterminer la fonction de Green du r�eseau en pr�esence de ce syst�eme additionnel. Par
exemple, une telle situation se rencontre lorsque qu'un d�efaut, form�e par un groupe d'atomes,
est attach�e �a des sites particuliers du r�eseau id�eal (voir Fig.3.4).

Dans ce contexte, nous allons introduire les projecteursP et Q d�e�nis par :

P =
X

n
jnihnj ) Q = 1 � P (3.31)

Clairement, P r�ealise une projection sur l'ensemble des sites du r�eseau id�eal alors queQ
est un projecteursur le syst�eme additionnel. On note alorsH0 = PH P l'Hamitlonien du
r�eseau id�eal et HQ = QH Q celui du syst�eme additionnel. La perturbation entre les deux
sous syst�emes sera alors d�e�nie parV = PH Q + QH P. Sur l'exemple de la Figure 3.4, la
perturbation n'a d'�el�ements non nuls qu'au niveau de l'interaface entre le r�eseau id�eal et le
cluster. Dans ces conditions, la restriction de la fonction de Green �a l'ensemble des sites du
r�eseau est donn�ee par :

PG(! )P = P(! � H0 � HQ � V )� 1P (3.32)

Apr�es quelques calculs �el�ementaires, on montre facilement que cette restriction s'�ecrit :

PG(! )P =
P

! � H0 � P V GQ (! )VP
(3.33)

o�u GQ (! ) = Q(! � HQ )� 1Q est la fonction de Green du syst�eme additionnel.
A titre d'illustration, consid�erons le cas d'un atome suppl�ementaire attach�e sur le site 0 du

r�eseau id�eal. On note j� i l'�etat de la particule sur cet atome et ! � l'�energie correspondante.
Le couplage r�eseau/cluster traduit alors la capacit�e de la particule �a r�ealiser une transition
de l'�etat j0i vers l'�etat j� i via la constante de saut� J� . Dans ce contexte, la perturbation
V s'�ecrit simplement :

V = � J� (j� ih0j + j0ih� j) (3.34)

La fonction de Green de l'atome additionnel �etantGQ (! ) = j� ih� j=(! � ! � ) tout se passe
comme si la particule sur le r�eseau id�eal �etait d�ecrite par un Hamiltonien e�ectif d�e�ni par :

Hef f = H0 +
J 2

�

! � ! �
j0ih0j (3.35)
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En d'autres termes, la projection de la fonction de Green sur le r�eseau id�eal est �equivalente
�a la fonction de Green d'un r�eseau pr�esentant un d�efaut d'�energie ! 0 + � sur le site 0
d'amplitude :

� =
J 2

�

! � ! �
(3.36)

En utilisant les d�eveloppements des paragraphes pr�ec�edents, on peut donc ais�ement d�eterminer
la fonction de Green correspondante.

3.4 Applications

Dans les sections pr�ec�edentes, nous avons illustr�e sur quelques cas simples comment il
�etait possible de calculer exactement la fonction de Green d'un r�eseau de g�eom�etrie vari�ee
ou pr�esentant des d�efauts. Les m�ethodes utilis�ees sont relativement g�en�erales et elles s'ap-
pliquent dans une multitude d'autres situations. Dans ce contexte, nous allons voir main-
tenant comment utiliser la connaissance de la fonction de Green pour �etudier certaines
propri�et�es du r�eseau.

3.4.1 Localisation au voisinage d'un d�efaut

Consid�erer un r�eseau qui pr�esente un d�efaut ponctuel localis�e sur un site particuliern0.
Ce d�efaut traduit le fait que l'�energie de l'�etat local jn0i di��ere des autres �energies d'une
quantit�e �. Nous consid�ererons par la suite le cas d'un trou d'�energie si bien que l'�energie
du site n0 sera not�ee! 0 � �, avec � > 0. Dans ces conditions, la dynamique quantique de
la particule est d�ecrite par un Hamiltonien de liaisons fortes d�e�ni par :

H =
X

n
(! 0 � � � nn 0 )jnihnj � J (jnihn + 1j + jn + 1ihnj) (3.37)

En l'absence du d�efaut, les �etats propres deH sont des ondes planesjqi d'�energie propre! q =
! 0 � 2J cos(q). Malheureusement, la pr�esence du d�efaut brise l'invariance translationnelle
si bien que le th�eor�eme de Bloch ne s'applique plus. Cette brisure de sym�etrie engendre
l'apparition d'�etats sp�eci�ques dont nous allons mettre en �evidence l'existence en utilisant
le formalisme des fonctions de Green.

Pour cela, l'Hamiltonien du syst�eme s'�ecrit H = H0 + V o�u V = � � jn0ihn0j caract�erise
la perturbation li�ee �a la pr�esence du d�efaut. En appliquant le formalisme d�ecrit dans le
paragraphe pr�ec�edent, la fonction de Green du r�eseau r�eelG(! ) se d�eduit de la fonction de
Green du r�eseau id�ealG0(! ) selon la relation :

Gnn 0 = G0
nn 0 + G0

nn 0

� �
1 + � G0

n0n0

G0
n0n0 (3.38)

o�u le propagateur id�eal s'�ecrit

G0
nn 0(! ) =

eiq jn� n0j

2iJ sin(q)
(3.39)

avec ! = ! 0 � 2J cos(q). Nous savons que les pôles deG fournissent les valeurs propres de
l'Hamiltonien. On voit clairement que G �etant proportionnel �a G0, H poss�ede un ensemble
de valeurs propres �egales �a celles du r�eseau id�eal. Par contre, le terme traduisant l'interaction
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avec le d�efaut pr�esent un pôle conduisant �a un nouvel �etat de la particule qui �etait absent
dans le r�eseau invariant par translation. Le pôle correspondant v�eri�e l'�equation :

1 + � G0
n0n0

= 0 ) 2i sin(q) = �
�
J

(3.40)

Cette �equation admet une solution si est seulement si le vecteur d'onde d�ecrivant l'�etat
quantique est complexe :q = i� avec sinh(� ) = � =2J . Par cons�equent, l'�energie propre
correspondante s'�ecrit :

! L = ! 0 � 2J cosh(� ) = ! 0 �
p

4J 2 + � 2 (3.41)

o�u cosh(� ) =
q

1 + sinh2(� ). Cette �energie apparaissant en dessous de la bande permise, elle
ne peut pas correspondre �a un �etat �etendu. En fait, elle caract�erise un �etat localis�e dont la
fonction d'onde varie typiquement comme

 L (n) / e�j n� n0 j=� (3.42)

o�u � = � � 1 repr�esente la longueur de localisation d�e�nie par :

� =
1

ln[ �
2J +

q
1 + ( �

2J )2]
(3.43)

En d'autres termes, la pr�esence d'un d�efaut ponctuel brise l'invariance translationnelle du
r�eseau. Celui-ci supporte un �etat localis�e dont la fonction d'onde d�ecrô�t de mani�ere expo-
nentielle en fonction de la distance par rapport �a la position du d�efaut. Dans un tel �etat, la
particule est pi�eg�ee au voisinage du site contenant le d�efaut et elle poss�ede une �energie situ�ee
en dehors de la bande permise. Ce type de m�ecanismes est relativement g�en�eral si bien que
toute brisure de sym�etrie est source de localisation. Cependant, on notera que dans certaines
situations la localisation ne se manifeste qu'�a partir d'une valeur critique de la perturbation.

Pour comprendre comment un �etat localis�e permet de pi�eger la particule, supposons qu'�a
t = 0 la particule se trouve sur le siten = n0. Dans ces conditions, nous avons vu que
dans un r�eseau id�eal la probabilit�e de survie d'un tel �etat d�ecroissait au cours du temps en
montrant des oscillations amorties d�ecrites par une fonction de Bessel. Un tel comportement
traduisait la d�elocalisation de la particule sur le r�eseau. Maintenant que le r�eseau pr�esente
un �etat localis�e sur le site n0, la probabilit�e de survie est d�e�nie par :

Ps(t) = jUn0n0 (t)j2 avecUn0n0 (t) = �
1
�

Z
e� i!t d!ImG n0n0 (! + i0+ ) (3.44)

Pour �evaluer cette int�egrale correctement, il convient de d�e�nir proprement la projection
de la fonction de Green sur le site du d�efaut. En e�et, celle-ci s'exprime en fonction de la
fonction de Green du r�eseau id�eal selon la relation :

Gn0n0 (! ) =
1

� + g� 1
0 (! )

(3.45)

o�u g0(! ) = G0
n0n0

(! ). D'apr�es les expressions de la fonction de Green id�eale du chapitre
pr�ec�edent, on a :

Gn0n0 (! ) =
1

� + 2 iJ
q

1 � ( ! � ! 0
2J )2

si ! est dans la bande
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=
1

� � 2J
q

( ! � ! 0
2J )2 � 1

si ! est dessous la bande

=
1

� + 2 J
q

( ! � ! 0
2J )2 � 1

si ! est dessus la bande

(3.46)

Soit

Gn0n0 (! ) =
� � 2iJ

q
1 � ( ! � ! 0

2J )2

� 2 + 4J 2 � (! � ! 0)2
si ! est dans la bande

=
� + 2 J

q
( ! � ! 0

2J )2 � 1

� 2 + 4J 2 � (! � ! 0)2
si ! est dessous la bande

=
� � 2J

q
( ! � ! 0

2J )2 � 1

� 2 + 4J 2 � (! � ! 0)2
si ! est dessus la bande

(3.47)

Ces expressions montrent tout d'abord que lorsque! appartient �a la bande permise du r�eseau
id�eal, la partie imaginaire de la fonction de Green pr�esente une d�ependance continue de la
fr�equence qui s'annule sur les bords de bande :

ImG n0n0 (! ) = �

q
4J 2 � (! � ! 0)2

� 2 + 4J 2 � (! � ! 0)2
si ! est dans la bande (3.48)

Ensuite, lorsque! est situ�ee en dessous de la bande, le d�enominateur de la fonction de Green
s'annule pour! = ! L . La fonction de Green poss�ede un pôle caract�eristique de l'�etat localis�e
pour lequel sa partie imaginaire se r�eduit �a un pic de Dirac :

ImG n0n0 (! ) = � �� (! � ! L )
�

p
� 2 + 4J 2

si ! est dessous la bande (3.49)

Finalement, lorsque! est situ�ee au dessus de la bande permise, la singularit�e de la fonction
de Green ne contribue pas �a sa partie imaginaire qui est identiquement nulle.

Par cons�equent, l'op�erateur d'�evolution s'�ecrit :

Un0n0 (t) =
1
�

Z ! 0+2 J

! 0 � 2J
d!

q
4J 2 � (! � ! 0)2

� 2 + 4J 2 � (! � ! 0)2
e� i!t

+
Z ! 0 � 2J

�1
d!� (! � ! L )

�
p

� 2 + 4J 2
e� i!t (3.50)

Soit

Un0n0 (t) =
1
�

Z 1

� 1
dx

p
1 � x2

� 2=4J 2 + 1 � x2
e� i 2Jxt e� i! 0 t +

�
p

4J 2 + � 2
e� i! L t (3.51)

L'int�egration sur la bande traduit la r�eponse des �etats �etendus du r�eseau lors de l'excitation
locale du siten0. Cette contribution r�ev�ele un m�ecanisme de propagation si bien qu'elle tend
vers z�ero lorsquet devient grand �a l'instar de ce qui se passe dans un r�eseau id�eal. Par
contre, la seconde contribution repr�esente le poids de l'�etat localis�e dans l'�etat initial. Ainsi,
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apr�es un temps de l'ordre de quelque foisJ � 1 seul ce terme contribue signi�cativement �a la
probabilit�e de survie qui s'�ecrit : 1

Ps(t) �
2J 2

� 2
[J0(2Jt ) + J2(2Jt )] +

� 2

4J 2 + � 2
(3.53)

Si � >> J , alors Ps(t) � 1. En d'autres termes, plus � est fort, plus la localisation est
importante. La longueur de localisation tend vers z�ero si bien que l'�etat localis�e se r�eduit �a
l'�etat local jn0i . L'excitation de n0 correspond dont �a l'excitation de l'�etat localis�e qui est
�etat propre du r�eseau. La probabilit�e de survie d'un tel �etat tend donc vers l'unit�e.

3.4.2 Relation de Lippmann-Schwinger

Comme nous l'avons soulign�e pr�ec�edemment, bien que le r�eseau pr�esente des d�efauts, il
existe des �etats spatiallement �etendus associ�es �a des valeurs propres deH �egales �a celles de
l'Hamiltonien id�eal H0. De tels �etats traduisant les m�ecanismes de di�usion de la particule
par le d�efaut, ils sont �a l'origine des ph�enom�enes de r�eexion et de transmission que nous
allons d�ecrire dans ce paragraphe.

Pour cela, consid�erons un r�eseau id�eal d'HamitlonienH0 perturb�e par la pr�esence d'un
ou plusieurs d�efauts suppos�es concentr�es dans une même r�egion du r�eseau. On note alors
H = H0 + V l'Hamiltonien du r�eseau en pr�esence de d�efauts. Dans ce contexte, �a partir de
la connaissance des �etats propresjqi de H0 (ondes de Bloch), il est possible de d�eterminer
certains �etats quantiquesj i associ�es �a l'Hamiltonien r�eel. Pour cela, nous poserons :

j i = jqi + j� i (3.54)

La perturbation V agissant uniquement dans un r�egion localis�ee de l'espace 1D, nous allons
chercher les vrais �etats propresj i comme des �etats qui sont asymptotiquement vecteurs
propres deH0 loin de la r�egion d'action de V. En d'autres termes, nous recherchonsj i
comme �etat propre deH mais dont la valeur propre associ�ee est �egale �a la valeur propre! q

de l'�etat d'onde plane asymptotiquejqi . Math�ematiquement, cela se traduit par les �equations
suivantes :

H j i = ! qj i

H0jqi = ! qjqi (3.55)

On a alors
(H0 + V)( jqi + j� i ) = ! q(jqi + j� i ) ) j � i = G(! q)V jqi (3.56)

o�u G(! q) est la fonction de Green du r�eseau perturb�e �evalu�ee �a la fr�equence propre! q

non perturb�ee. L'�etat propre de H recherch�e est alors donn�e par la relation de Lippmann-
Schwinger :

j i = jqi + G(! q)V jqi (3.57)

1.

1
�

Z 1

� 1
dx

p
1 � x2

� 2=4J 2 + 1 � x2 e� i 2Jxt =
4J 2

� 2�

Z 1

� 1
dx

p
1 � x2

1 + 4J 2(1 � x2)=� 2 e� i 2Jxt

�
4J 2

� 2�

Z 1

� 1
dx

p
1 � x2e� i 2Jxt

=
2J 2

� 2 [J0(2Jxt ) + J2(2Jt )] (3.52)
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A ce stade, en r�ealisant un d�eveloppement de Dyson de la fonction de Green et en
resommant la s�erie des perturbations, on obtient :

G(! q) = G0(! q) + G0(! q)T (! q)G0(! q) (3.58)

o�u la matrice T (! q) est d�e�nie par :

T (! ) = V(1 � G0(! )V)� 1 (3.59)

Dans ces conditions, sachant queGV = G0T , la relation de Lippmann-Schwinger se r�e�ecrit :

j i = jqi + G0(! q)T (! q)jqi (3.60)

Cette �equation poss�ede un caract�ere assez g�en�eral et on la retourve dans une multitude
de probl�emes de m�ecanique quantique qui traitent de la di�usion d'une particule par un
potentiel. Dans notre cas, elle permet de caract�eriser les processus de r�eexion et de transm-
ssion au voisinage du ou des d�efauts. Ces processus sont enti�erement d�e�nis par la matrice
T qui, dans les paragraphe pr�ec�edents, a �et�e d�etermin�ee pour un d�efaut isol�e ou pour un
ensemble de d�efauts.

3.4.3 R�eexion et transmission

En projetant l'�equation de Lippmann-Schwinger Eq.(3.60) sur la base locale, la repr�esentation
du vecteur propre n = hnj i s'�ecrit :

 n =
1

p
N

[eiqn +
X

n1 ;n2

G0
nn 1

(! q)Tn1n2 (! q)eiqn 2 ] (3.61)

En injectant l'expression de la fonction de Green du r�eseau id�eal Eq.(3.39), on en d�eduit :

 n =
1

p
N

[eiqn +
X

n1 ;n2

Tn1n2 (! q)
2iJ sin(q)

eiqn 2 eiq jn� n1 j ] (3.62)

De fa�con g�en�erale, la matrice T n'a d'�el�ements non nuls que dans le domaine d'action de
la perturbation V. Notons alorsni et nf le premier et le dernier site d'action deV (ni < n f ).
Dans ces conditions, la fonction d'onde s'�ecrit :

 n =
1

p
N

[eiqn +
X

n1 ;n2

Tn1n2 (! q)
2iJ sin(q)

eiq(n2+ n1 )e� iqn ] si n < n i

 n =
1

p
N

[eiqn +
X

n1 ;n2

Tn1n2 (! q)
2iJ sin(q)

eiq(n2 � n1 )eiqn ] si n > n f (3.63)

Par cons�equent, lorsquen < n i , la fonction d'onde est la somme de deux contributions. La
premi�ere contribution, proportionnelle �a exp(iqn), d�ecrit une onde plane progressive se pro-
pageant dans la direction des d�efauts. La seconde contribution, proportionnelle �a exp(� iqn),
d�ecrit une onde plane r�egressive qui s'�eloigne des d�efauts. Elle caract�erise donc la partie
r�e�echie de l'onde incidente. Dans le même esprit, lorsquen > n f , la fonction d'onde d�ecrit
une onde plane progressive qui s'�eloigne des d�efauts. Elle caract�erise donc la partie transmise
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Figure 3.5 { Transmission et r�eexion �a travers un cluster attach�e au r�eseau 1D.

de l'onde incidente. Dans ce contexte, on obtient une d�e�nition g�en�erale des coe�cients de
r�eexion et de transmission en fonction de la matriceT :

rq =
X

n1 ;n2

Tn1n2 (! q)
2iJ sin(q)

eiq(n2+ n1 )

tq = 1 +
X

n1 ;n2

Tn1n2 (! q)
2iJ sin(q)

eiq(n2 � n1 ) (3.64)

2 Pour illustrer ces expressions, consid�erons la r�eexion et la transmission d'une particule
compte tenu de la pr�esence d'un d�efaut ponctuel localis�e sur le siten0 = 0. Ce d�efaut, comme
dans le paragraphe pr�ec�edent, traduit un trou d'�energie! 0 � �. Compte tenu de la forme des
propagateurs, on montre alors facilement que les coe�cients de r�eexion et de transmission
sont donn�es par :

rq =
i �

2J sin(q) � i �

tq =
2J sin(q)

2J sin(q) � i �
(3.66)

Soit, sachant que! = ! 0 � 2J cos(q)

jr (! )j2 =
� 2

4J 2 + � 2 � (! � ! 0)2

jt(! )j2 =
4J 2 � (! � ! 0)2

4J 2 + � 2 � (! � ! 0)2
(3.67)

Ces �equations montrent clairement que la transmission est maximale au centre de la bande
permise alors qu'elle s'annule sur les bords de bande. De plus, elles assurent la conservation
des probabilit�es quantiques si bienjr (! )j2 + jt(! )j2 = 1.

3.4.4 Notion de r�esonance

Consid�erons le cas particulier o�u le d�efaut est form�e par un atome suppl�ementaire attach�e
sur le site 0 du r�eseau id�eal. On notej� i l'�etat de la particule sur cet atome et ! � l'�energie

2. On notera qu'il est possible d'exprimer de mani�ere compacte les coe�cients de r�eexion et de trans-
mission selon les relations :

r q = � i�g (! q)h� qjT jqi

tq = 1 � i�g (! q)hqjT jqi (3.65)

o�u g(! q) = N=�v q est la DOS totale en fonction de la vitesse de groupevq:
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correspondante. Le couplage r�eseau/cluster traduit alors la capacit�e de la particule �a r�ealiser
une transition de l'�etat j0i vers l'�etat j� i via la constante de saut� J� . Dans ce contexte, nous
avons montr�e que la dynamique quantique �etait �equivalente �a celle d'un r�eseau perturb�e par
la pr�esence d'un d�efaut localis�e sur le site 0. L'amplitude de ce d�efaut, qui est une fonction
de la fr�equence (�energie) de la particule, s'�ecrit :

�( ! ) =
J 2

�

! � ! �
(3.68)

Par cons�equent, la r�eectance et la transmittance d'une onde plane incidente par l'atome
additionnel attach�e sont donn�ees par les �equations Eqs.(3.67) mais en utilisant l'Eq.(3.68)
pour l'amplitude du d�efaut :

jr (! )j2 =
J 4

�

J 4
� + ( ! � ! � )2(4J 2 � (! � ! 0)2)

jt(! )j2 =
(! � ! � )2(4J 2 � (! � ! 0)2)

(! � ! � )2(4J 2 � (! � ! 0)2) + J 4
�

(3.69)

Ces �equations montrent clairement que si l'�energie de l'atome additionnel appartient �a
la bande permise du r�eseau, la transmittance s'annule pour! = ! � . En d'autres termes, si
l'�energie de la particule incidente est en r�esonance avec l'�energie du syst�eme additionnel at-
tach�e au r�eseau, la probabilit�e de traverser la r�egion perturb�ee est identiquement nulle. Mais
comment comprendre ce ph�enom�ene ? Signi�e-t-il explicitement que rien n'est transmit ? En
fait, l'annulation du coe�cient de transmission est la cons�equence de la nature ondulatoire
de la particule et il re�ete un m�ecanisme d'interf�erence destructive.

En e�et, les processus de r�eexion et de transmission d'une onde incidente de vecteur
d'onde q au voisinage du d�efaut correspondent �a un ph�enom�ene de di�usion r�esonante du
mode q par l'�etat discret j� i . Sous l'action de l'�etat incident q, l'�etat discret est excit�e.
Compte tenu de son interaction avec l'ensemble des �etats du r�eseau qui forme un continuum,
cet �etat discret se d�esexcite en se d�esint�egrant sur le continuum. Apr�es un temps de l'ordre
de sa dur�ee de vie inversement proportionnelle au couplage, cette d�esexcitation se traduit
par l'�emission d'un �etat q0 tel que ! q = ! q0, de par la conservation de l'�energie. Il y a donc
deux possibilit�es : q0 = q et q0 = � q. Par cons�equent, la d�esexcitation de l'�etat discret g�en�ere
une onde r�egressive et une onde progressive, toutes deux ayant même amplitude. L'onde
transmise est donc la somme de l'onde incidente et de l'onde progressive �emise par l'�etat
discret. Or, �a la r�esonance, on montre que l'onde di�us�ee vers l'avant interf�ere de mani�ere
destructive avec l'onde incidente si bien que la fonction d'onde totale s'annule dans la r�egion
situ�ee apr�es le d�efaut. A l'inverse, un r�egime stationnaire s'�etablit vers l'arri�ere entrâ�nant
un coe�cient de r�eexion �egal �a l'unit�e.



Chapitre 4

M�ethode des matrices de transfert

Une alternative au formalisme des fonctions de Green pour le calcul des coe�cients de
transmission et de r�eexion est bas�ee sur l'utilisation de la m�ethode des matrices de transfert.
Cette m�ethode est tr�es similaire �a celles utilis�ees en optique pour calculer la r�eexion et la
transmission d'une onde plane �a travers un milieu di��erent du milieu de r�eference. Dans les
probl�emes sur r�eseau, on identi�e un r�eseau de r�ef�erence au niveau duquel on connait la forme
des ondes planes �el�ementaires qui s'y propagent. En pr�esence de d�efauts, on recherche alors
la solution g�en�erale de l'�equation de Schr•odinger sous la forme d'une superposition d'ondes
planes incidente, r�e�echie et transmise. L'application de conditions aux limites sp�eci�ques
permet alors de relier les amplitudes incidente et transmise par l'interm�ediaire d'une matrice :
la matrice de transfert.

4.1 Transmission et r�eexion par un unique d�efaut

4.1.1 Matrice de transfert

Pour illustrer la m�ethode des matrices de transfert, nous allons reprendre le cas simple
d'un d�efaut ponctuel correspondant �a un trou d'�energie � localis�e sur le site n1. La proc�edure
pr�esent�ee �a travers ces quelques lignes se g�en�eralise alors facilement �a des situations plus
complexes. Ainsi, dans le cas du d�efaut, l'arriv�ee d'une onde plane de vecteur d'ondeq �a
gauche du d�efaut (n < n 1) entrâ�ne l'apparition d'une onde r�e�echie de vecteur d'onde � q
et d'une onde transmise de vecteur d'onde +q (n > n 1). Pour simuler ces processus, nous
allons chercher une solution g�en�erale de l'�equation de Schr•odinger sous la forme :

 n =  (1)
n =  (+)

1 eiqn +  (� )
1 e� iqn si n < n 1

 n =  (2)
n =  (+)

2 eiqn +  (� )
2 e� iqn si n > n 1 (4.1)

avec n = A si n = n1. Cette solution doit alors v�eri�er l'�equation de Schr•odinger quelle que
soit la valeur du siten consid�er�e :

� J n+1 + ( ! 0 � � � nn 1 ) n � J n� 1 = ! n (4.2)

Pour trouver une relation entre les di��erents coe�cients  (� )
i , la proc�edure est la suivante :

� Tout d'abord, en introduisant la solution g�en�erale Eq.(4.1) dans l'�equation de Schro-
dinger Eq.(4.2) pour tout n situ�e loin du d�efaut, on montre que la solution choisie est
correcte si et seulement si elle est associ�ee �a une �energie propre! = ! q = ! 0 � 2J cos(q)
du r�eseau id�eal.

53
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� Ensuite, en �etudiant la projection de l'�equation de Schrodinger sur les sitesn = n1 � 1
et n = n1 + 1, on montre que la solution g�en�erale est continue :

A =  (1)
n1

=  (2)
n1

)  (+)
1 eiqn 1 +  (� )

1 e� iqn 1 =  (+)
2 eiqn 1 +  (� )

2 e� iqn 1 (4.3)

� En�n, l'�etude de la projection de l'�equation de Schrodinger sur le site du d�efautn = n1

fournit une relation entre les di��erents coe�cients  (� )
i . En utilisant la continuit�e de

la fonction d'onde, cette projection s'�ecrit par exemple :

! (1)
n1

= ( ! 0 � �)  (1)
n1

� J (1)
n1 � 1 � J (2)

n1+1 (4.4)

A ce stade, il convient d'ajouter et de soustraire le terme� J (1)
n1+1 de mani�ere �a faire

r�eapparâ�tre l'�equation de Schrodinger d'un r�eseau id�eal, soit :

! (1)
n1

� [! 0 (1)
n1

� J (1)
n1 � 1 � J (1)

n1+1 ] = J (1)
n1+1 � J (2)

n1+1 � �  (1)
n1

(4.5)

D�es lors, la relation de dispersion �etant v�eri��ee pour  (1)
n1

, le premier membre de cette
�equation s'annule. On obtient donc une nouvelle �equation qui relie les di��erents coe�cients
 (� )

i . En consid�erant la relation de continuit�e, on obtient �nalement un syst�eme de deux
�equations :

 (1)
n1+1 �  (2)

n1+1 =
�
J

 (1)
n1

 (1)
n1

�  (2)
n1

= 0 (4.6)

Soit, en ins�erant la solution g�en�erale Eq.(4.1) :

 (+)
1 eiqn 1 (eiq �

�
J

) +  (� )
1 e� iqn 1 (e� iq �

�
J

) �  (+)
2 eiqn 1 eiq �  (� )

2 e� iqn 1 e� iq = 0

 (+)
1 eiqn 1 +  (� )

1 e� iqn 1 �  (+)
2 eiqn 1 �  (� )

2 e� iqn 1 = 0 (4.7)

A ce stade, un simple calcul permet d'exprimer (� )
2 en fonction de (� )

1 :

 (+)
2 = (1 + i

�
2J sin(q)

) (+)
1 + i

�
2J sin(q)

e� 2iqn 1  (� )
1

 (� )
2 = � i

�
2J sin(q)

e2iqn 1  (+)
1 + (1 � i

�
2J sin(q)

) (� )
1 (4.8)

Finalement, cette �equation se met sous une forme matricielle :
 

 (+)
2

 (� )
2

!

= M 1

 
 (+)

1

 (� )
1

!

(4.9)

o�u M 1 d�e�nit la matrice de transfert. En posant � 1 = � =2J sin(q), elle est d�e�nie par :

M 1 =

 
1 + i� 1 i� 1e� 2iqn 1

� i� 1e2iqn 1 1 � i� 1

!

(4.10)

On notera que le d�eterminant de la matrice de transfert est �egal �a l'unit�e :

jM 1j = (1 + i� 1)(1 � i� 1) + ( i� 1)2 = 1 (4.11)
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4.1.2 Coe�cients de r�eexion et de transmission

A partir de l'expression de la matrice transfert, il est possible de poser une d�e�nition
rigoureuse des coe�cients de r�eexion et de transmission. Ainsi, on a :

� Le coe�cient de r�eexion de la gauche vers la droite est d�e�ni par :

 (� )
2 = 0 ) r1 =

 (� )
1

 (+)
1

= �
M 1(21)
M 1(22)

=
i� 1

1 � i� 1
e2iqn 1 (4.12)

� Le coe�cient de r�eexion de la droite vers la gauche est d�e�ni par :

 (+)
1 = 0 ) �r1 =

 (+)
2

 (� )
2

=
M 1(12)
M 1(22)

=
i� 1

1 � i� 1
e� 2iqn 1 (4.13)

� Le coe�cient de transmission de la gauche vers la droite est d�e�ni par :

 (� )
2 = 0 ) t1 =

 (+)
2

 (+)
1

=
1

M 1(22)
=

1
1 � i� 1

(4.14)

� Le coe�cient de transmission de la droite vers la gauche est d�e�ni par :

 (+)
1 = 0 ) �t1 =

 (� )
1

 (� )
2

=
1

M 1(22)
=

1
1 � i� 1

(4.15)

A l'aide de ces d�e�nitions, la matrice de transfert se met sous une forme tr�es g�en�erale :

M 1 =
1
t1

 
� 1 �r1

� r1 1

!

(4.16)

avec � 1 = t1=t�1, un simple facteur de phase r�ev�elateur de la phase du coe�cient de trans-
mission.

A ce stade on notera qu'une alternative �a la m�ethode des matrices de transfert est bas�ee
sur le formalisme de la matrice S (scattering matrix) qui reliece qui arrive sur le d�efaut �a
ce qui s'�eloigne du d�efaut :  

 (� )
1

 (+)
2

!

= S1

 
 (+)

1

 (� )
2

!

(4.17)

Compte tenu de l'expression de la matrice de transfert, la matrice S s'�ecrit :

S1 =

 
r1 t1

t1 �r1

!

(4.18)

En e�et, sachant que :

 (+)
2 = M 1(11) (+)

1 + M 1(12) (� )
1

 (� )
2 = M 1(21) (+)

1 + M 1(22) (� )
1 (4.19)

on en d�eduit

 (� )
1 = � M 1(21)=M1(22) (+)

1 + 1=M1(22) (� )
2

 (+)
2 = M 1(11) (+)

1 + M 1(12)[� M 1(21)=M1(22) (+)
1 + 1=M1(22) (� )

2 ] (4.20)
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d'o�u :

 (� )
1 = � M 1(21)=M1(22) (+)

1 + 1=M1(22) (� )
2

 (+)
2 = jM 1j=M1(22) (+)

1 + M 1(12)=M1(22) (� )
2 (4.21)

puisquejM 1j = 1, on retrouve facilement l'expression de la matriceS �a partir de la d�e�nition
des coe�cients de r�eexion et de transmission.

Par cons�equent, les �el�ements de la matrice de transfert poss�edent les propri�et�es fonda-
mentales suivantes :

� Conservations des probabilit�es :

jt1j2 + jr1j2 = 1

j�t1j2 + j �r1j2 = 1 (4.22)

� La matrice de transfert est de d�eterminant unit�e :

t1�t1 � r1�r1 = � 1 (4.23)

� La matrice S est unitaire (Sy = S� 1) :

r �
1t1 + �r1t �

1 = 0 (4.24)

Bien qu'�etablie dans le cadre simple de la di�usion par un d�efaut ponctuel, la m�ethode
des ondes conduisant au formalisme de la matrice de transfert est relativement g�en�erale.
Ce formalisme o�re une d�e�nition pr�ecise des coe�cients de r�eexion et de transmission
pour une onde plane arrivant sur une r�egion du r�eseau au niveau de laquelle l'invariance
translationnelle est localement d�etruite. Mais l'int�erêt premier de cette m�ethode r�eside dans
sa simplicit�e pour appr�ehender le ph�enom�ene de di�usion lorsque plusieurs d�efauts sont
pr�esents.

� Remarque :
A titre d'exercice, on pourra montrer que le coe�cient de transmissiontq �a travers un
d�efaut de liaison entre deux sitesn = 0 et n = 1 est donn�e par :

tq =
2iJJ 0sin(q)e� iq

J 02 � J 2e� 2iq
(4.25)

o�u � J 0 est la constante de saut entre les sites 0 et 1 alors que� J est la constante de
saut du r�eseau id�eal.

4.2 G�en�eralisation �a un ensemble de d�efauts

Pour appr�ehender les ph�enom�enes de di�usion par plusieurs d�efauts, nous allons g�en�eraliser
le probl�eme pr�ec�edent. Il convient cependant de noter que les r�esultats obtenus poss�edent
un caract�ere assez g�en�eral et pourront s'appliquer �a une multitude de situations. Ainsi,
consid�erons un ensemble deM d�efauts localis�es sur les sitesn1, n2 ,..., nM . Chaque d�efaut
i = 1; :::; M traduit un trou d'�energie d'amplitude � i . Dans ces conditions, l'arriv�ee d'une
onde plane de vecteur d'ondeq �a gauche des d�efauts (n < n 1) entrâ�ne l'apparition d'une
onde r�e�echie de vecteur d'onde � q et d'une onde transmise de vecteur d'onde +q �a droite
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des d�efauts (n > n M ). La fonction d'onde correspondante s'�ecrit, dans les r�egions asympto-
tiquement �eloign�ees des d�efauts :

 n =  (+)
1 eiqn +  (� )

1 e� iqn si n < n 1

 n =  (+)
2 eiqn +  (� )

2 e� iqn si n > n M (4.26)

En g�en�eralisant le formalisme pr�ec�edent, les amplitudes des fonctions d'ondes asympto-
tiques sont reli�ees par une matrice de transfert qui apprâ�t comme le produit des matrices
de transfert d�ecrivant les propri�et�es de di�usion de chaque d�efaut :

M M = MM MM � 1MM � 2:::M1 (4.27)

o�u

M i =
1
t i

 
� i �r i

� r i 1

!

(4.28)

Les coe�cients de r�eexion sont alors d�e�nis par :

r (M ) = �
M M (21)
M M (22)

�r (M ) =
M M (12)
M M (22)

(4.29)

Le coe�cient de transmission est donn�e par :

t(M ) = �t(M ) =
1

M M (22)
(4.30)

Ces d�e�nitions tr�es g�en�erales nous permettent de d�e�nir une loi de composition des
coe�cients de r�eexion et de transmission. En e�et, dans le cas de deux d�efauts, on montre
facilement les relations suivantes :

r (2) =
r1 + � 1r2

1 � r2�r1

�r (2) =
�r2 + � 1�r1

1 � r2�r1
(4.31)

et

t(2) =
t2t1

1 � r2�r1

� (2) =
� 2� 1 � �r2r1

1 � r2�r1
(4.32)

Ainsi, le comportement ondulatoire de la particule quantique entrâ�ne que le coe�cient de
transmission �a travers deux d�efauts ne se r�eduit pas aux produits des coe�cients de trans-
mission de chaque d�efaut. Ceci se comprend ais�ement puisquet(2) repr�esente typiquement
l'amplitude de probabilit�e de trouver la particule apr�es le second d�efaut. C'est donc la somme
des amplitudes de probabilit�e associ�ees �a tous les chemins possibles permettant �a la particule
de passer �a travers les deux d�efauts. Le premier chemin traduisant le passage �a travers le
premier d�efaut puis le passage �a travers le second d�efaut, il est caract�eris�e par une amplitude
de transition t1t2. Le second chemin traduit le passage du premier d�efaut puis une r�eexion
sur le second d�efaut, suivi d'une seconde r�eexion sur le premier d�efaut et �nalement le
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Figure 4.1 { Transmittance �a travers un (noir), deux (rouge) et trois (bleu) d�efauts s�epar�es
de L = 5 sites pour � =J = 2:5

passage du second d�efaut. Son amplitude de probabilit�e est donct1r2�r1t2. En prenant en
compte l'ensemble des chemins possibles, on a :

t(2) = t1t2 + t1r2�r1t2 + t1r2�r1r2�r1t2 + ::: =
t2t1

1 � r2�r1
(4.33)

Comme le montre la Fig. 4.1, la transmission �a travers un d�efaut s'av�ere relativement
di�cile puisque jt(! )j2 < 1 + (� =2J )2. A l'inverse, lorsque deux d�efauts sont pr�esents, un
ph�enom�ene de r�esonance apparâ�t et la transmittance devient �egale �a l'unit�e pour des va-
leurs pr�ecises de l'�energie de la particule incidente. Ces r�esonances traduisent un ph�enom�ene
d'interf�erences constructives entre les di��erents processus de r�eexion. Elles �etaient donc
absentes en pr�esence d'un seul d�efaut.

Si maintenant on consid�ere une collection de d�efaut, l'utilisation des matrices de transfert
permet d'�etablir une relation entre les coe�cients de r�eexion et de transmission �a M � 1
d�efauts et ceux pour un syst�eme contenantM d�efauts. Ces lois de composition sont d�e�nies
par :

r (M ) =
r (M � 1) + � (M � 1)rM

1 � rM �r (M � 1)

�r (M ) =
�rM + � M �r (M � 1)
1 � rM �r (M � 1)

(4.34)

et

t(M ) =
tM t(M � 1)

1 � rM �r (M � 1)
(4.35)

A titre d'illustration, nous avons repr�esent�e sur la Fig. 4.2, la transmission �a travers dix
d�efauts identiques s�epar�es de L = 5 sites. La notion de r�esonance se g�en�eralise et l'on
voit clairement apparâ�tre des bandes de conduction qui sont r�ev�elatrices de la distribution
p�eriodique des d�efauts.

En conclusion, la m�ethode des matrices de transfert est un outil puissant permettant le
calcul du coe�cient de transmission pour une particule en mouvement sur un r�eseau qui
pr�esente des d�efauts. Dans le cas ou la particule est un �electron, un tel calcul est essentiel
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Figure 4.2 { Transmittance �a travers un (noir) et dix (bleu) d�efauts s�epar�es de L = 5 sites
pour � =J = 2:5

�a l'�echelle nanoscopique puisqu'il o�re une d�e�nition de la conductance selon l'approche de
Landauer.
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Chapitre 5

Conductance Quantique

Traditionnellement, la th�eorie de la conduction �electronique dans les conducteurs macro-
scopiques est bas�ee sur une approche semi-classique �a partir du mod�ele de Drude-Sommer�eld
[1, 2]. Ainsi, en pr�esence d'un champ �electriqueE, les �electrons forment un gaz de particules
classiques de massem et de charge� e qui sont mises en mouvement sous l'action d'une
force F = � eE. Un courant �electrique de densit�e j = � nev apparâ�t, o�u n est la densit�e de
charge etv la vitesse moyenne des �electrons. Au cours de ce mouvement, les �electrons su-
bissent une multitude de collisions avec les phonons du r�eseau et avec les diverses impuret�es.
On note alors� le temps typique entre deux collisions et̀ le libre parcours moyen associ�e.
Les collisions entrâ�nent l'apparition d'une force de frottement visqueux� v=� si bien qu'un
r�egime permanent s'�etablit. La densit�e de courant ob�eit alors �a la loi d'Ohm locale j = �E
o�u la conductivit�e � s'�ecrit :

� =
ne2�

m
(5.1)

Dans un conducteur de sectionS et de longueurL, l'intensit�e du courant I se d�eduit de la
di��erence de potentiel V selon la relationI = GV o�u G = �S=L d�esigne la conductance du
mat�eriau alors que R = 1=G repr�esente sa r�esistance.

A l'�echelle nanoscopique, lorsque la taille des dispositifs est inf�erieure au libre parcours
moyen, une telle approche n'est plus valable. Le caract�ere quantique des �electrons est exalt�e
et ceux-ci se comportent plutôt comme des ondes pouvant interf�erer. Dans ce contexte, il
est n�ecessaire de formuler la th�eorie de la conduction en int�egrant explicitement la nature
quantique des charges.

5.1 Formule de Landauer

En 1957, Rolf Landauer a d�evelopp�e une th�eorie du transport du courant �electrique dans
les conducteurs quantiques [3]. Contrairement aux mod�eles semi-classiques qui d�ecrivent les
conducteurs macroscopiques comme le mod�ele de Drude ou de Sommerfeld, l'approche de
Landauer est directement li�ee �a la nature ondulatoire des �electrons. L'�echantillon se com-
porte comme un guide d'onde, comportant �eventuellement plusieurs modes que l'on appelle
des canaux. La conductanceG de l'�echantillon est alors proportionnelle �a la probabilit�e de
transmission d'un �electron �a travers le conducteur.

L'approche de Landauer s'applique uniquement dans le cas d'un transport dit balistique.
Pour que ce r�egime soit atteint, il faut que les dimensions de l'�echantillon restent inf�erieures
au libre parcours moyen, c'est-�a-dire plus petites que la distance moyenne parcourue par
les �electrons entre deux collisions avec une impuret�e ou un d�efaut du r�eseau. En pratique,

61



62 CHAPITRE 5. CONDUCTANCE QUANTIQUE

Figure 5.1 { Courant entre deux conducteurs quantiques.

le libre parcours moyen varie beaucoup selon les mat�eriaux et la temp�erature. Il peut aller
de quelques nanom�etres dans les m�etaux �a plusieurs dizaines de microm�etres dans les semi-
conducteurs �a haute mobilit�e �a basse temp�erature. Toutefois, il est g�en�eralement di�cile
de fabriquer des �echantillons balistiques permettant d'e�ectuer des mesures de transport.
Cependant, l'approche de Landauer peut être g�en�eralis�ee �a un �echantillon di�usant. Il faut
n�eanmoins que ses dimensions soient inf�erieures �a la longueur de coh�erence de phase des
�electrons. Pour cela, il est n�ecessaire que les collisions des �electrons avec les impuret�es restent
�elastiques. Dans ces conditions, la phase de la fonction d'onde est pr�eserv�ee et la m�ecanique
quantique s'applique toujours. Par contre, si la taille de l'�echantillon d�epasse ces longueurs
caract�eristiques, il convient de revenir �a des approches semi-classiques du type Boltzmann-
Langevin par exemple.

Pour calculer la conductance quantique consid�erons un conducteur nanoscopique assurant
le contact entre deux r�eservoirs �electroniques identiques not�es L (left) et R (right). Pour qu'un
courant puisse traverser le conducteur, une di��erence de potentiel (d.d.p.)V est �etablie
entre les deux r�eservoirs : le r�eservoir L est port�e au potentielV > 0 alors que le r�eservoir
R se trouve �a un potentiel nul (voir Fig. 5.1). Si un courant circule, le syst�eme se trouve
dans une situation hors de l'�equilibre. En toute rigueur, il serait n�ecessaire d'appliquer la
thermodynamique des syst�emes hors-�equilibre (comme on le fera par la suite), mais si la d.d.p.
n'est pas trop �elev�ee, on peut quand même utiliser un formalisme d'�equilibre, beaucoup plus
simple.

Nous allons consid�erer que le conducteur repr�esente un r�eseau 1D dont les �etats asymp-
totiques correspondent �a des ondes de Bloch de vecteur d'ondeq. Dans un tel r�eseau, un
�electron de vecteur d'ondeq se d�eplace �a une vitesse de groupevq = @!q=@qet il produit
un courant �electrique evq. Le courant total entre L et R est donc la somme des courants
associ�es �a chaque onde plane. Un tel courant traduisantun d�eplacement �electronique
de R vers L , il convient de pond�erer cette somme d'une part par la probabilit�e qu'un �etat
q soit occup�e dans le r�eservoir R et d'autre part par le probabilit�e qu'un même �etat q soit
inoccup�e dans le r�eservoir L. Ces deux probabilit�es sont not�ees respectivementf R

q et (1� f L
q )

et, �a basse temp�erature, on af L
q = � (! F � eV=�h � ! q) et f R

q = � (! F � ! q) o�u � (x) est la
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fonction de Heaviside. De mani�ere g�en�erale, le coeur du conducteur est susceptible d'être la
source de ph�enom�enes de di�usion li�es �a la pr�esence de d�efauts. Par cons�equent, il convient
en outre de pond�erer le courant par la probabilit�e qu'un �etat q provenant de R puisse être
transmis vers L. Cette probabilit�e est donn�ee par le coe�cient de transmissionjtqj2.

Dans ces conditions, le courant total entre les deux r�eservoirs est d�e�ni par :

J =
X

q
evqf R

q (1 � f L
q )jtqj2 (5.2)

En transformant la somme surq en une int�egrale sur les �energies on a :

J =
Z

d!g (! )ev(! )f R(! )(1 � f L (! )) jt(! )j2 (5.3)

Dans un r�eseau 1D, nous avons d�ej�a vu que la DOS est inversement proportionnelle �a la
vitesse de groupe, c'est-�a-direg(! ) = 1 =�v (! ). De plus, par d�e�nition des distributions de
Fermi �a basse temp�erature, on a :

f R(! )(1 � f L (! )) = 1 si ! F � eV=�h < ! < ! F (5.4)

Par cons�equent, dans la limite d'une faible d.d.p, le courant devient :

J =
1
�

Z ! F

! F � eV=�h
d!e jt(! )j2 =

1
� �h

e2jt(! F )j2V (5.5)

La conductance d�e�nie par G = J =V est alors donn�ee par la formule de Landauer :

G =
2e2

h
jt(! F )j2 (5.6)

o�u G0 = 2e2=h est appel�e le quantum de conductance. Ainsi, selon la formule de Landauer,
la conductance d'un nano-syst�eme entre deux r�eservoirs s'obtient �a partir de la transmission
du nano-syst�eme entre deux �ls id�eaux. Cela fournit un point de vue puissant pour l'�etude
du transport dans les syst�emes m�esoscopiques. Cette formule met aussi en �evidence plusieurs
faits.

Tout d'abord, un conducteur quantique parfaitfait de la r�esistancepuisque le quantum de
conductance correspond �a une r�esistance assez �elev�ee de l'ordre deG� 1

0 � 13k
. En fait, cette
r�esistance provient de la mise en contact de deux r�eservoirs d'�electrons par l'interm�ediaire
d'un conducteur nanoscopique. Pour comprendre l'origine du quantum de conductance, et
donc la di��erence majeure entre nanoconducteurs et conducteurs classiques, proc�edons de la
fa�con suivante. Pour mesurer la conductance dans le nanosyst�eme, on impose une di��erence
de potentiel connue par l'interm�ediaire de deux contacts, et on mesure l'intensit�e du courant
qui circule entre ces deux contacts. Si l'on impose une di��erence de potentielV , l'in�egalit�e
de Heisenberg temps-�energie d�e�nit un temps caract�eristique �t � � E=h, avec � E = eV.
Le temps � t repr�esente le temps n�ecessaire �a un paquet d'ondes �electronique pour transiter
entre les deux r�eservoirs. Les �electrons �etant des fermions, le principe de Pauli stipule qu'un
tel paquet d'ondes ne peut contenir que deux �electrons de spin oppos�e. La charge ainsi
transf�er�ee durant le temps � t est �egale �a � Q = 2e. Par cons�equent, l'intensit�e du courant
qui circule entre les deux r�eservoirs est :

I =
� Q
� t

=
2e

h=eV
=

2e2

h
V (5.7)
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Figure 5.2 { Conductance de deux conducteurs quantiques en parall�ele.

Ainsi, l'imp�edance �elev�ee n'est pas li�ee �a la pr�esence de d�efauts, mais �a la nature même de
l'objet consid�er�e. Le courant traversant le nanosyst�eme correspond �a uncourant par e�et
tunnel similaire �a celui qui prend naissance �a l'interface entre deux m�etaux o�u �a la jonction
entre un STM et une surface.

Ensuite, la formulation de Landauer montre qu'un conducteur quantique est totalement
di��erent d'un conducteur classique dans le sens o�u les e�ets d'interf�erences quantiques jouent
un rôle fondamental. Si des d�efauts sont pr�esents dans le conducteur, la conductance n'est
pas la somme des conductances. Ceci est une cons�equence directe de la nature du coe�cient
de transmission que nous avons discut�e dans le paragraphe pr�ec�edent. De plus, les lois de
composition des coe�cients de r�eexion et de transmission conduisent �a de nouvelles lois
d'additions des conductances ou des r�esistances. En d'autres termes, les lois de Kirchho�
quantiques sont di��erentes des lois classiques. A titre d'exemples, consid�erons le circuit de
la Fig. 5.2 qui repr�esente deux conducteurs quantiques mont�es en parall�ele. Dans ce cas, le
coe�cient de transmission d'un �electron de vecteur d'onde de FermiqF �a travers les deux
conducteursA et B de longueurlA et lB est donn�ee par :

tAB = tA eiqF lA + tB eiqF lB (5.8)

La conductance correspondante n'est pas la somme des conductances compte tenu de l'ap-
parition du terme d'interf�erences :

GAB = GA + GB + 2
q

GA GB cos(qF (lA � lB )) (5.9)

5.2 E�et Aharonov-Bohm

Pour illustrer le rôle des interf�erences quantiques dans le calcul de la conductance, nous
allons maintenant nous int�eresser �a l'e�et Aharonov-Bohm dans le domaine de l'�electronique
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Figure 5.3 { Oscillations de la r�esistance quantique d'un anneau nanoscopique d'apr�es G.
Timp, Surf. Sci. 196, 68(1988) (Figures extraites de [4]).

nanoscopique [4]. De mani�ere g�en�erale, l'e�et Aharonov-Bohm est un ph�enom�ene quantique
fondamental qui montre qu'une particule charg�ee, comme par exemple un �electron, peut être
inuenc�ee physiquement par un champ magn�etique qui se trouve dans un domaine qui lui est
inaccessible. Ceci di��ere de la situation classique dans laquelle la force exerc�ee par le champ
magn�etique est nulle si le champ lui-même est nul. Cet e�et joue un rôle fondamental en
physique. Il montre que les quantit�es physiquement importantes en �electromagn�etisme sont
les potentiels scalaire et vecteur et sa v�eri�cation exp�erimentale est un test de la validit�e de
la th�eorie quantique elle-même.

A l'�echelle m�esoscopique (voir Fig. 5.3), un anneau conducteur d'or d'un diam�etre de 820
nm et form�e d'un �l d'une �epaisseur de 40 nm a �et�e utilis�e pour d�emontrer l'e�et Aharonov-
Bohm �electronique �a une temp�erature de 1K. En mesurant le courant �electrique �a travers
l'anneau, les chercheurs observ�erent que la r�esistance quantique �etait une fonction p�eriodique
du ux du champ magn�etique qui traverse l'anneau, la p�eriode �etant donn�ee par le quantum
de ux � 0 = h=e. L'explication qualitative est la suivante : le champ magn�etique d�erivant
d'un potentiel vecteurA selon la relationB = rot (A ), les �electrons qui entrent dans l'anneau
poss�edent une impulsionp + eA . Par cons�equent, lorsqu'il se d�eplace le long d'une trajectoire
classiqueC, la fonction d'onde d'un �electron acquiert un facteur de phase exp(� i' ) avec1

' =
e
�h

Z

C
A dr (5.10)

o�u
R

C d�esigne une int�egrale le long du chemin classique. L'�electron pouvant parcourir l'anneau
en suivant soit la branche sup�erieure (S), soit le branche inf�erieure (I), le coe�cient de
transmission �a travers l'anneau sera de la forme :

t = tS exp
�

� i
e
�h

Z

S
A dr

�

+ t I exp
�

� i
e
�h

Z

I
A dr

�

(5.11)

1. La fonction d'onde d'une particule libre d'impulsion p s'�ecrit  (x) = e� i p
�h x . G�en�eralisant cette relation,

une particule d'impulsion p(x) acquiert un facteur de phase (x) = exp
�

� i
Rx

0
p(x )

�h dx
�

.
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Figure 5.4 { Mod�ele des liaisons fortes pour un anneau travers�e par le ux d'un champ
magn�etique

o�u
R

S (resp.
R

I ) est l'int�egrale selon la branche sup�erieure (resp. inf�erieure) et o�utS (resp. t I )
est le coe�cient de transmission �a travers la branche sup�erieure (resp. inf�erieure). En utilisant
le formule de Landauer, la conductance de l'anneau �etant proportionnelle au module carr�e
du coe�cient de transmission, elle s'�ecrit typiquement :

G(�) = G0 + � G cos
� e

�h

I
A dr

�

(5.12)

o�u
H

est l'int�egrale de contour le long du chemin ferm�e qui d�ecrit l'anneau. Or, en vertu du
th�eor�eme de Stokes, la circulation du potentiel vecteur le long du chemin ferm�e n'est autre
que le ux � = �R 2B du champ magn�etique �a travers l'anneau de rayonR. On en d�eduit :

G(�) = G0 + � G cos
�

2�
�
� 0

�

(5.13)

o�u � 0 est le quantum de ux. La conductance �etant une fonction p�eriodique du ux magn�etique,
il en sera de même de la r�esistance, montrant ainsi le rôle essentiel que jouent les interf�erences
quantiques.

Pour obtenir une description de l'e�et Aharonov-Bohm �a l'�echelle nanoscopique, il convient
d'introduire la transformation de Peierls. Cette transformation permet de d�e�nir un Hamilto-
nien de liaisons fortes qui d�ecrit la propagation �electronique sur un r�eseau circulaire travers�e
par le ux d'un champ magn�etique. Pour cela, consid�erons tout d'abord un anneau continu
de centreO et de rayonR contenu dans le plan (Oxy). Un champ magn�etique uniformeB
est cr�e�e parall�element �a la direction Oz (voir Fig. 5.4).

La dynamique d'une particule de massem et de chargeq en mouvement dans l'anneau
sera d�ecrite par l'Hamiltonien H d�e�ni par :

H =
(p � qA )2

2m
(5.14)

En choisissantA = ( B ^ r )=2, on montre facilement queDiv A = 0. Par cons�equent, A et p
commutent si bien que l'Hamiltonien devient :

H = �
�h2

2m
� �

q
m

Ap (5.15)

o�u le terme diamagn�etique enB 2 a �et�e n�eglig�e. Compte tenu de la forme du potentiel vecteur
et de par l'expression de l'op�erateur impulsion, on montre facilement queAp = BL z=2, o�u



5.3. LA JONCTION M �ETAL-MOL �ECULE-M �ETAL 67

L = r ^ p d�esigne le moment cin�etique de la charge en mouvement dans l'anneau. En passant
dans un rep�ere cylindrique (R; �; z ), seul l'angle� est un degr�e de libert�e actif, R et z �etant
tous deux gel�es. D�eveloppant le Laplacien en coordonn�ees cylindriques, l'Hamiltonien s'�ecrit
�nalement :

H = �
�h2

2mR2

d2

d� 2
+ i �h

qB
2m

d
d�

= �
�h2

2mR2

"
d2

d� 2
�

2i �
� 0

d
d�

#

(5.16)

o�u � = �R 2B est le ux du champ magn�etique �a travers l'anneau et o�u � 0 = h=qd�esigne le
quantum de ux.

Dans ces conditions, l'obtention d'un mod�ele sur r�eseau s'e�ectue en discr�etisant l'�equation
de Schr•odingerH (� ) = E (� ). Pour cela, on d�ecoupe l'anneau enN0 arcs d'angle � � =
2�=N 0 et on discr�etise la fonction d'onde n =  (n� � ) et l'op�erateur de d�erivation. L'�equation
de Schr•odinger devient :

�
�h2

2mR2

"
 n+1 +  n� 1 � 2 n

� � 2
�

2i �
� 0

 n+1 �  n� 1

2� �

#

= E n (5.17)

Soit

� 0 n � J (1 � i
�� �
� 0

) n+1 � J (1 + i
�� �
� 0

) n� 1 = E n (5.18)

avec J = �h2=(2mR2� � 2) et � 0 = 2J . Dans la limite o�u le diam�etre de l'anneau est grand
devant la distance entre les sites, on obtient �nalement la transformation de Peierls :

� 0 n � Je� i'  n+1 � Je+ i'  n� 1 = E n (5.19)

avec' = 2� � =(N0� 0)
Ainsi, de mani�ere g�en�erale, le mouvement d'un �electron sur un anneau travers�e par le

ux d'un champ magn�etique sera d�ecrit par un Hamiltonien de liaisons fortes dans lequel un
facteur de phase module les constantes de saut entre sites voisins :

H =
X

n
� 0jnihnj � Je� i' jnihn + 1j � Jei' jnihn � 1j (5.20)

A ce stade, on notera que l'Hamiltonien des liaisons fortes permet de retrouver l'e�et
Aharonov-Bohm. En e�et, si on connecte l'anneau �a deux conducteurs lin�eaires, la conduc-
tance de celui-ci sera proportionnelle au coe�cient de transmission qui mesure l'ampli-
tude de probabilit�e pour un �electron de franchir l'anneau. Or, l'amplitude de probabilit�e
de traverser la branche sup�erieure de l'anneau qui contientN0=2 liaisons est proportion-
nelle �a J N0=2e� iN 0 '= 2. De même, l'amplitude de probabilit�e de traverser la branche inf�erieure
sera proportionnelle �a J N0=2e+ iN 0 '= 2. Par cons�equent, l'amplitude de probabilit�e d'observer
l'�electron de l'autre cot�e de l'anneau seraJ N0=2e� iN 0 '= 2 + J N0=2e+ iN 0 '= 2. La conductance
faisant intervenir le module carr�e de cette amplitude, on retrouve bien le facteur de phase
N0' = 2 � � =� 0 qui traduit la p�eriodicit�e de la conductance par rapport au ux magn�etique.

5.3 La jonction m�etal-mol�ecule-m�etal

L'�electronique mol�eculaire repose sur l'id�ee que le moyen d'atteindre les dimensions na-
nom�etriques est d'utiliser directement des mol�ecules organiques qui poss�edent naturellement
cette dimension. Dans ce contexte, le dispositif principal �etudi�e en �electronique mol�eculaire
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Figure 5.5 { Mod�elisation de la jonction m�etal-mol�ecule-m�etal.

est une jonction m�etal-mol�ecule-m�etal dans laquelle deux �electrodes m�etalliques constituent
un r�eservoir d'�electrons qui sont inject�es dans une mol�ecule (voir Fig. 5.5 a).

Pour appr�ehender la physique mise en jeu dans ce type de dispositif, nous allons consid�erer
le cas simple o�u la mol�ecule joue le rôle de pont nanom�etrique permettant le transfert des
�electrons entre les extr�emit�es de deux nano-�electrodes. Pour construire ce dispositif, nous
allons consid�erer un r�eseau in�ni 1D. Sur ce r�eseau, la propagation �electronique est d�ecrite
par un mod�ele de liaisons fortes : chaque siten du r�eseau est caract�eris�e par une orbitale
localejni dont l'�energie est not�ee ! 0. L'�electron est capable de sauter de sites en sites et on
notera � J la constante de saut associ�ee. l'Hamiltonien des liaisons fortesH0 est d�e�ni par :

H0 =
X

n
! 0jnihnj � J [jnihn + 1j + jn + 1ihnj] (5.21)

Pour simuler la pr�esence d'une jonction, nous allons supposer que l'inuence de la mol�ecule
sur les propri�et�es de transport de l'�electron revient �a changer localement une constante
de saut. En d'autres termes, le syst�eme apparâ�t comme deux r�eseaux semi-in�nis, c'est-�a-
dire deux nano-�electrodes, reli�es par un pont mol�eculaire. Ce pont mol�eculaire traduit une
perturbation de la constante de saut entre les sitesn = 0 et n = 1 qui est �egale �a � J 0

(voir Fig. 5.5 b). En pr�esence de ce d�efaut ponctuel, l'Hamiltonien �electronique s'�ecrit alors
H = H0 + V , avecV = �J [j0ih1j + j1ih0j] et �J = J � J 0.

Ce dispositif 1D est connect�e par la droite et par la gauche �a deux r�eservoirs d'�electrons
entre lesquels on �etablit une di��erence de potentielV . Sachant que dans le r�eseau on sup-
pose que chaque site "fournit" un �electron de conduction, le niveau de Fermi est! F = ! 0

traduisant ainsi le fait que chaque �etat de Bloch contenant deux �electrons de spins oppos�es,
la moiti�e de la bande de conduction est remplie. Le vecteur d'onde de Fermi correspondant
est d�e�ni par qF = �= 2.

Pour calculer la conductance quantique de la jonction, nous allons utiliser le formalisme
des fonctions de Green (il est aussi possible d'utiliser la m�ethode des matrices de transfert).
Ainsi, soit G(! ) = ( ! � H )� 1 la fonction de Green du r�eseau en pr�esence du d�efaut et soit
G0(! ) = ( ! � H0)� 1 celle du r�eseau id�eal. Selon les r�esultats du chapitre 3,G(! ) est reli�ee �a
G0(! ) par l'interm�ediaire de la matrice T selon la relation :

G(! ) = G0(! ) + G0(! )T(! )G0(! ) (5.22)

Le d�efaut agissant uniquement dans le sous espaceED de dimension 2 et sous tendu par la
baseBD = fj 0i ; j1ig , seule la restriction de la matriceT �a ED est non nulle. Elle est d�e�nie
par une matrice (2� 2) :

T =
1

(1 � G 0
01�J )2 � (G0

00�J )2

 
G0

00�J
2 �J (1 � G 0

01�J )
�J (1 � G 0

01�J ) G0
00�J

2

!

: (5.23)



5.3. LA JONCTION M �ETAL-MOL �ECULE-M �ETAL 69

Figure 5.6 { Variation de la conductance de la jonction en fonctionx = ( J � J 0)=J.

D'apr�es l'Eq. (3.64), la connaissance de la matriceT permet de determiner le coe�cient de
transmission d'une onde �electronique de fr�equence! et de vecteur d'ondeq(! ). Une telle
onde �etant capable de se propager librement le long des extr�emit�es du dispositif localement
id�eal, la relation de dispersion! = ! 0 � 2J cos(q(! )) est satisfaite. Le coe�cient transmission
est alors d�e�ni par :

t(! ) =
1 � G 0

00�J (� � � � 1)
(1 � G 0

00�J� )2 � (G0
00�J )2

(5.24)

avec � (! ) = eiq(! ) et G0
00(! ) = 1 =2iJ sin(q(! )). Finalement, en �evaluant cette grandeur au

niveau de Fermi, on en d�eduit la conductance quantique de la jonction :

G(x) = G0

0

@ 1

1 + x2

2(1� x)

1

A

2

(5.25)

o�u x = ( J � J 0)=J et o�u G0 = 2e2=h est le quantum de conductance.
Comme illustr�e sur la �gure 5.6, la courbe G(x) pr�esente deux maximum enx = 0

(J 0 = J ) et x = 2 ( J 0 = � J ). En d'autres termes, si la jonction poss�ede une constante
de sautJ 0 = � J , elle devient transparente entrâ�nant une conductance maximaleG = G0.
Par contre, lorsquex = 1, c'est-�a-dire J 0 = 0, il est �evident que la jonction ne laisse passer
aucun courant :G(1) = 0. En�n, lorsque jJ 0j >> J , la conductance d�ecrô�t selon une loi de
puissance de la formeG � G0(2J=J0)2.
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Chapitre 6

Conductance dans les r�eseaux
d�esordonn�es

6.1 Introduction

L'�etude des mat�eriaux d�esordonn�es int�eresse le physicien depuis une quarantaine d'ann�ees
et passer en revue l'ensemble des travaux r�ealis�es est une tache di�cile. On trouvera �a cet
e�et de nombreux renseignements dans l'articles r�ecent de B. Kramer et al. [1] et dans
l'article d'Elliott et al. [2]. Ce dernier, bien que datant de 1974, pr�esente un int�erêt certain
pour la compr�ehension des probl�emes th�eoriques li�es �a l'�etude de ces mat�eriaux. Par la suite,
nous ne pr�esenterons que quelques points importants, laissant le soin au lecteur int�eress�e de
parcourir ces revues.

De mani�ere g�en�erale, la di�cult�e dans l'�etude des r�eseaux d�esordonn�es provient du fait
que le d�esordre, de nature al�eatoire, conduit �a une m�econnaissance totale de la structure
du syst�eme : le r�eseau perd la propri�et�e essentielle d'invariance translationnelle si bien
que l'ensemble de ses caract�eristiques, �electriques, thermiques ou optiques, sont totalement
di��erentes de celles d'un r�eseau parfait. Parmi les premiers travaux relatifs au d�esordre, on
peut citer ceux de Dyson [3] et Shmidt [4] qui se sont int�eress�es au spectre des vibrations
(phonons) d'une châ�ne harmonique d�esordonn�ee posant ainsi les bases de l'�etude des milieux
al�eatoires unidimensionnels [5]. Leur analyse, en terme de matrice de transfert d'excitations,
est bas�ee sur les propri�et�es du produit de matrices al�eatoires et permet d'en d�eduire les
caract�eristiques de la densit�e d'�etats des phonons. Cette densit�e s'�elargit avec l'intensit�e
du d�esordre et on observe une disparition partielle des singularit�es de Van Hove qui s'ar-
rondissent [5]. Pour un d�esordre binaire dans une châ�ne unidimensionnelle form�ee de deux
constituants di��erents, le spectre est tr�es irr�egulier en dehors de la bande spectrale relative
au milieu parfait et fait apparâ�tre une multitude de pics qui caract�erisent des �etats loca-
lis�es et ce quel que soit le degr�e de d�esordre. A l'inverse, pour un milieu tridimensionnel, ce
comportement disparâ�t �a partir d'une concentration critique en d�efauts et la densit�e d'�etats
devient plus lisse et arrondie �a l'image de celle du r�eseau parfait. Les �etats qu'elle contient
poss�edent maintenant une extension spatiale sur l'ensemble du r�eseau et ne sont donc plus
localis�es.

La question de la localisation a �et�e introduite par les travaux remarquables d'Anderson
[6] qui s'est int�eress�e �a la di�usion des spins dans un cristal al�eatoire et plus g�en�eralement
aux propri�et�es de transport dans de tels milieux. En mod�elisant les excitations avec un Ha-
miltonien de liaisons fortes, il a introduit le d�esordre en consid�erant les �energies propres par
site comme des variables al�eatoires distribu�ees selon une loi de largeurw. Il a �enonc�e le
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Figure 6.1 { Mouvement d'une particule dans un r�eseau 1D al�eatoire.

th�eor�eme suivant : si l'interaction lat�erale Jij entre sitesi et j d�ecrô�t rapidement �a grande
distance et si sa valeur moyenneJ est inf�erieure �a une valeur critique Jc de l'ordre de la lar-
geur w, aucun transport dans un milieu tri-dimensionnel n'est possible. En d'autres termes,
tous les �etats propres �electroniques sont localis�es ce qui se traduit par l'existence d'une lon-
gueur de localisation� �nie caract�eristique de la dynamique du syst�eme. Ce changement de
comportement est li�e �a des ph�enom�enes d'interf�erences quantiques qui r�esultent du fait que
si J � Jc, aucune transition r�eelle de site en site n'est possible. A partir d'un �etat initial
localis�e, un �electron ne peut e�ectuer que des transitions virtuelles en explorant une large
r�egion du r�eseau mais sans d�etruire le caract�ere localis�e de l'�etat de d�epart. Le principe de la
localisation a �et�e g�en�eralis�e �a l'aide de la th�eorie du Groupe de Renormalisation par Thouless
[7] et par Wegner [8]. Un article remarquable de Abrahams et al. [9] a permis de montrer
que le ph�enom�ene de localisation d�epend essentiellement de la comp�etition entreJ et w ainsi
que de la dimensiond du r�eseau. La localisation d'Anderson h�erite du mod�ele� -non lin�eaire
sa dimension critiquedc = 2. Si d � dc, tous les �etats d'excitations sont localis�es quelle que
soit l'intensit�e du d�esordre. Par contre, lorsqued > dc (et donc par exemple lorsqued = 3)
le syst�eme pr�esente une transition du second ordre quandJ atteint Jc. Le caract�ere critique
de la transition fait que les d�eveloppements actuels sont essentiellement bas�es sur la th�eorie
du Groupe de Renormalisation et la th�eorie des champs.

Parall�element, la formulation de la transition de localisation en terme de th�eorie des
champs a entrâ�n�e l'�elaboration de techniques compliqu�ees mais rigoureuses. Par exemple,
Efetov [10] a d�evelopp�e une approche qui consiste �a �ecrire la fonction de Green �a partir d'une
int�egrale de chemin. Le champ utilis�e est un superchamp �a deux composantes, une premi�ere
de type bosonique et une seconde de type fermionique. La dynamique du syst�eme est d�ecrite
par un Lagrangien, fonctionnelle du superchamp, qui tient compte des propri�et�es locales du
milieu. La fonction de Green s'exprime �a partir de l'int�egrale d'une "fonction" exponentielle
de ce Lagrangien. Il est alors possible d'e�ectuer la moyenne sur le d�esordre de fa�con rigou-
reuse ce qui revient �a d�ecrire le milieu par un Lagrangien e�ectif qui devient maintenant une
fonctionnelle non quadratique du superchamp. Ce type d'analyse, relativement complexe, a
�et�e utilis�e par exemple pour calculer la densit�e des �etats �electroniques dans un alliage binaire.
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6.2 Notion de localisation : interf�erences quantiques

D'apr�es les travaux d'Anderson, les �etats quantiques d'un r�eseau 1D d�esordonn�e et in�ni
sont tous localis�es quelle que soit l'intensit�e du d�esordre. Ce r�esultat, purement quantique,
prend son origine dans la nature ondulatoire de la particule qui se d�elocalise sur un r�eseau.
En e�et, si l'on consid�ere une particule classique en mouvement le long d'un potentiel 1D
al�eatoire, alors la particule sera capable de se d�elocaliser le long du r�eseau pourvu que son
�energie soit sup�erieure �a la plus haute barri�ere de potentielle �a franchir (voir l'illustration
Fig. 6.1). En d'autres termes, le d�esordre ne localise par la particule. Pour une particule
quantique, les choses sont totalement di��erentes puisqu'elle se localise dans une certaine
r�egion de l'espace, même si son �energie est assez grande. La particule quantique est en
fait caract�eris�ee par son amplitude de probabilit�e de pr�esence qui se comporte telle une
onde. Sous l'action du d�esordre, cette onde subit une multitude de di�usion (r�eexion et
transmission) par les d�efauts du r�eseau qui entrâ�ne des ph�enom�enes d'interf�erences. Ce sont
ces interf�erences quantiques qui conduisent �a la localisation de la particule.

Pour comprendre intuitivement ce m�ecanisme, consid�erons la limite de la localisation
faible. Dans ce cas, d'apr�es la th�eorie des int�egrales de chemin de Feynman, l'amplitude
de probabilit�e An! n0 pour passer d'un siten �a un site n0 s'exprime comme la somme des
amplitudes associ�ees �a chaque chemin possible reliant les deux sites :

An! n0 =
X

j

A j e� iS j =�h (6.1)

o�u Sj est l'action classique du cheminj qui joint n et n0. Par cons�equent, la probabilit�e pour
passer den �a n0 s'�ecrit :

Pn! n0 =
X

j

jA j j2 +
X

i 6= j

A i A j e� i (Si � Sj )=�h (6.2)

Le premier terme, quali��e de classique, correspond �a la somme sur tous les chemins pos-
sibles pond�er�ee par la probabilit�e de r�ealisation de chaque chemin. A l'inverse, le second
terme, purement quantique, tient compte de l'ensemble des interf�erences entre chemins
di��erents. A cause du d�esordre, les di��erences de phase entre chemins di��erents se com-
portent g�en�eralement comme des variables al�eatoires uniform�ement distribu�ees entre 0 et 2�
si bien que le terme d'interf�erence s'annule : la probabilit�e quantique s'identi�e avec la pro-
babilit�e classique. Cependant, il existe une classe de chemins pour lesquels des interf�erences
constructives apparaissent. De tels chemins sont associ�es �a des trajectoires pour lesquelles
le site de d�epart s'identi�e avec le site d'arriv�e. Dans ce cas, pour un chemin particulier, il
existe toujours un chemin �equivalent qui se d�eduit du premier par renversement du temps.
Comme le montre la Fig. 6.2, ces deux chemins poss�edent une même phase si bien que le
terme d'interf�erence est maximal. L'ensemble de telles paires de chemins contribue fortement
�a la probabilit�e de rester sur le site de d�epart qui apparâ�t deux fois plus importante que la
probabilit�e classique correspondante. En d'autres termes, le jeu des interf�erences quantiques
privil�egie la localisation de la particule sur son site de cr�eation et pr�evient sa d�elocalisation
le long du r�eseau.

Comme nous le verrons par la suite, ce ph�enom�ene de localisation modi�e profond�ement
la nature de la conductance d'un conducteur quantique qui d�ecrô�t exponentiellement avec
la taille du r�eseau lorsque celui-ci pr�esente un certain degr�e de d�esordre aussi faible soit-il :
G(L) / exp(� 2L=� ) o�u � d�enote la longueur de localisation du r�eseau. Un tel comportement
apparâ�t totalement di��erent de celui de la conductance classique qui suit la loi d'Ohm
macroscopique et d�ecrô�t lentement avec la taille du conducteur selon la loiG(L) / 1=L.
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Figure 6.2 { Contribution de deux chemins �a la probabilit�e de transition entre deux sites.

Figure 6.3 { Conductance d'un r�eseau d�esordonn�e.

6.3 Conductance �a travers un r�eseau d�esordonn�e

6.3.1 Position du probl�eme

Pour �etudier les m�ecanismes de localisation, nous allons consid�erer la conductance d'un
conducteur quantique d�esordonn�e unidimensionnel. Pour cela, nous supposerons que la dyna-
mique de la particule est d�ecrite par un mod�ele de liaisons fortes al�eatoire. Plus pr�ecis�ement,
le conducteur est form�e par deux extr�emit�es id�eales entourant une r�egion deL sites au ni-
veau de laquelle chaque site poss�ede une �energie propre particuli�ere! n = ! 0 � � n (le choix
du signe� n'a pas d'inuence mais il nous permettra d'utiliser les calculs pr�esent�es dans
le chapitre pr�ec�edent). La notion de d�esordre traduit alors le fait que cette �energie varie
al�eatoirement de sites en sites si bien que l'ensemble des �n repr�esenteL variables al�eatoires
ind�ependantes et de valeur moyenne nulle. On notera �a ce stade qu'une telle situation d�ecrit
ce que l'on appelle un d�esordre gel�e dans le sens o�u les �energies de site ne varient pas au
cours du temps.

D'apr�es les r�esultats du chapitre pr�ec�edent, la conductance d'un tel syst�eme s'�ecrit :

G =
2e2

h
T(L) (6.3)

o�u T(L) repr�esente la transmittance jt(L)j2 �a travers les L d�efauts. Etudier la conductance
revient donc �a analyser la transmittance du r�eseau. Cependant, compte tenu de la nature
al�eatoire du r�eseau, la transmittance devient une variable al�eatoire dont la valeur d�epend de
la r�ealisation du d�esordre et de la tailleL de la r�egion d�esordonn�ee. Dans ces conditions, que
doit-on exactement �etudier ? La connaissance de la transmittance moyenne est-elle signi�ca-
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tive ? Au contraire, doit-on d�eterminer la distribution de la transmittance f L (T) qui d�e�nit
la probabilit�e pour que T(L) = T ? Cette distribution d�e�nit elle une densit�e de probabilit�e
gaussienne en vertu de la loi des grands nombres ou correspond elle �a une loi large ?

Avant de r�epondre �a ces questions dans le cas pr�ecis de la transmittance, nous allons
introduire trois propri�et�es g�en�erales qui sont essentielles pour caract�eriser la dynamique
d'un r�eseau d�esordonn�e. Ainsi, soit QL une variable al�eatoire qui d�epend d'un ensemble de
L variables al�eatoires ind�ependantesxm , m = 1; :::; L, qui ob�eissent �a une même loi. Il existe
trois comportements principaux possibles pour la variableQL :

� QL est une quantit�e dite auto-moyennante (self-averaging) si elle tend avec certitude
vers une limite parfaitement d�e�nie Q lorsqueL tend vers l'in�ni. Par exemple, une
telle situation apparâ�t si QL s'�ecrit comme la somme desL variables al�eatoires :

QL =
m= LX

m=1

xm (6.4)

Dans ce cas, la moyenne deQL v�eri�e < Q L > = L < x > alors que son carr�e moyen
est d�e�ni par < Q 2

L > = L < x 2 > + L(L � 1) < x > 2. Les uctuations autour de la
moyenne sont alors donn�ees par :

< Q 2
L > � < Q L > 2

< Q L > 2
=

1
L

< x 2 > � < x > 2

< x > 2
! 0 quandL ! 1 (6.5)

En d'autres termes, les uctuations deQL deviennent n�egligeables devant sa moyenne
si bien queQL tend versL < x > avec une probabilit�e de 1 lorsqueL devient grand. Ce
r�esultat constitue la loi faible des grands nombres : la somme deL variables al�eatoires
tend vers une limite �nie avec certitude, c'est-�a-dire avec une probabilit�e�e 1, lorsqueL
tend vers l'in�ni.

� Lorsque L devient grand, il est aussi possible d'observer une convergence en loi. Cela
signi�e que la densit�e de probabilit�e f L (QL ) induite par le d�esordre tend vers une loi
limite f (Q) lorsque L ! 1 . Dans ce cas, tous les moments< Q k

L > admettent des
limites non triviales qui sont les moments de la loi limite pourvu que cette loi soit assez
r�eguli�ere.

� Il se peut en�n que QL poss�ede une loi large. Ceci signi�e que ces uctuations rela-
tives, dues au d�esordre, croissent sans limite avec la tailleL du r�eseau. Nous avons
en particulier < Q 2

L > >> < Q L > 2. Dans une telle situation, la valeur typique de
la quantit�e QL , c'est-�a-dire celle qui est mesur�ee exp�erimentalement, est celle qui rend
la distribution f L (QL ) maximale. Dans ce cas, la moyenne n'est pas signi�cative puis-
qu'elle est domin�ee par des con�gurations du d�esordre qui sont tr�es improbables. Par
exemple, une telle situation apparâ�t siQL s'�ecrit comme le produit desL variables
al�eatoires :

QL =
m= LY

m=1

xm (6.6)

Dans ce cas, la moyenne deQL v�eri�e < Q L > = < x > L alors que son carr�e moyen est
d�e�ni par < Q 2

L > = < x 2 > L . Les uctuations autour de la moyenne sont alors donn�ees
par :

< Q 2
L > � < Q L > 2

< Q L > 2
= (

< x 2 >
< x > 2

� 1)L ! 1 quand L ! 1 (6.7)
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A partir de ces trois propri�et�es fondamentales, on voit clairement que la transmittance
du r�eseau d�esordonn�e sera caract�eris�ee par une loi large. En e�et, d'apr�es les r�esultats du
chapitre pr�ec�edent, la loi de composition des coe�cients de transmission montre que le
coe�cient de transmission �a travers un ensemble de d�efauts fait intervenir le produit des
coe�cients de transmission �a travers chaque d�efaut. Cependant, cette loi de composition ne
se r�eduit pas �a un simple produit si bien que les choses ne sont pas si simple que cela. Ainsi,
pour appr�ehender ces ph�enom�enes, nous allons tout d'abord consid�erer le cas d'un faible
d�esordre pour ensuite envisager sereinement le cas g�en�eral.

6.3.2 Cas du faible d�esordre

Le cas du faible d�esordre correspond �a une situation dans laquelle les perturbations
induites par les d�efauts sont relativement faibles :j� m j << J 8m. Il est alors possible de
d�evelopper les coe�cients de transmission et de r�eexion par rapport aux variables� m =
� m=2J sin(q). On montre ainsi que la transmittance reste voisine de l'unit�e alors que chaque
coe�cient de r�eexion est proche de z�ero. Dans ces conditions, il est possible d'exprimer le
coe�cient de transmission de fa�con simple en fonction des variables al�eatoires� m . En e�et,
pour les coe�cients de r�eexion, on a (voir le chapitre pr�ec�edent) :

rm =
i� m

1 � i� m
e2iqm � izm

�rm =
i� m

1 � i� m
e� 2iqm � iz �

m aveczm = � me2iqm (6.8)

Dans le même esprit, les coe�cients de transmission v�eri�ent :

tm =
1

1 � i� m
=

1
q

1 + � 2
m

ei� m (6.9)

o�u � m est un terme de phase sans importance. On a donc :

tm � (1 �
1
2

� 2
m )ei� m � e�j zm j2=2ei� m (6.10)

Dans ces conditions, la loi de composition des coe�cients se simpli�e selon la relation :

t(m) =
tm t(m � 1)

1 � rm �r (m � 1)
� tm t(m � 1)er m �r (m� 1)

�r (m) =
�rm + � m �r (m � 1)
1 � rm �r (m � 1)

� �rm + � m �r (m � 1) (6.11)

avec � m = (1 + i� m )=(1 � i� m ). A l'ordre le plus bas par rapport aux� m , le coe�cient de
transmission devient :

t(m) � (
LY

m=1

tm ) exp(
L � 1X

m=1

mX

m0=1

rm+1 �rm0) (6.12)

On en d�eduit �nalement

t(m) � ei � exp(�
LX

m=1

jzm j2=2 �
L � 1X

m=1

mX

m0=1

zm+1 z�
m0) (6.13)
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avec � =
P

m � m un terme de phase al�eatoire. Finalement, la transmittance �a travers lesL
d�efauts s'�ecrit simplement sous la forme :

T(L) � e� S(L ) avecS(L) = j
LX

m=1

zm j2 = j
LX

m=1

� me2iqm j2 (6.14)

L'interpr�etation de cette relation est la suivante. Dans la limite d'un faible d�esordre, le
terme sous l'exponentielleS(L) mesure la probabilit�e quantique d'observer la particule avant
la r�egion d�esordonn�ee du r�eseau. En e�et, �a partir d'un site initial n = 0, l'amplitude de
probabilit�e d'observer la particule en n = 0 apr�es avoir subie une r�eexion sur le d�efaut
m est donn�ee parzm = exp( iqm) � � 2

m � [exp(� iqm)]� . La premi�ere exponentielle traduit
la propagation de la particule de 0 versm alors que la seconde exponentielle caract�erise le
processus inverse. En sommant sur l'ensemble des chemins possibles et en �elevant l'expression
au carr�e, on retrouve la probabilit�e de rester sur le site initial S(L) = j

P L
m=1 zm j2. Cette

probabilit�e contient la somme des probabilit�es associ�ees �a chaque chemin et la somme des
termes d'interf�erences entre chemins :

S(L) =
LX

m=1

� 2
m +

X

m

X

m06= m

� m � m0e2iq(m� m0) (6.15)

Les variables al�eatoires� m �etant ind�ependantes, on montre facilement :

< S (L) > = L < � 2 >

< S (L)2 > = L < � 4 > +2L(L � 1) < � 2 > 2 (6.16)

avec< � k > le moment d'ordrek de chaque variable al�eatoire� m . On en d�eduit :

< S (L)2 > � < S (L) > 2

< S (L) > 2
= 1 +

1
L

< � 4
m > � 2 < � 2

m > 2

< � 2
m > 2

! 1 quandL ! 1 (6.17)

En vertu des remarques g�en�erales �etablies dans le paragraphe pr�ec�edent, on voit clairement
que la quantit�e S(L) n'est pas explicitement auto-moyennante car le rapport de l'�ecart type
sur le carr�e moyen ne tend pas vers z�ero lorsqueL devient grand. Cependant, ce rapport ne
diverge pas avec la taille du r�eseau ce qui assure la convergence en loi de la quantit�eS(L).
En fait, la densit�e de probabilit�e gL (S) converge vers une loi �etroite exponentielle ce qui
permet de retrouver le r�esultat de l'�equation Eq.(6.17). Cette loi s'�ecrit :

gL (S) �
�

2L
exp(�

S�
2L

) (6.18)

o�u � d�esigne la longueur de localisation du mod�ele d'Anderson dans la limite d'un faible
d�esordre :

� =
2

< � 2 >
(6.19)

Dans ces conditions, sachant queT = exp( � S), la densit�e de probabilit�e d�ecrivant la
transmittance est d�e�nie par :

f L (T) � xT x� 1 (6.20)

avec x = �=2L. Par hypoth�ese, nous avons suppos�e que le transmittance �etait voisine de
l'unit�e. Ainsi, la distribution de la transmittance est d�e�nie pourvu que x soit sup�erieur �a 1,
soit � >> 2L. Par cons�equent, la transmittance �a travers une r�egion d�esordonn�ee de tailleL
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est une variable al�eatoire qui converge en loi selon une loi de puissance piqu�ee au voisinage
de l'unit�e. Ce m�ecanisme se produit tend que la taille de la r�egion d�esordonn�ee reste petite
devant la longueur de localisation du milieu. La transmittance moyenne �etant signi�cative,
on parle alors de r�egime m�etallique pour lequel la conductance d�ecrô�t l�eg�erement en fonction
de la taille de la r�egion d�esordonn�ee selon la loi :

G(L) =
2e2

h
< T (L) > �

2e2

h
(1 �

2L
�

) (6.21)

6.3.3 G�en�eralisation

Pour une intensit�e de d�esordre quelconque, le principe de l'analyse de la conductance
consiste �a assimiler la transmittanceT(L) �a travers L d�efauts �a une variable stochastique
qui uctue de mani�ere al�eatoire lorsque le nombreL varie. Le nombre de d�efauts joue alors un
rôle similaire �a celui que joue le tempst dans les processus stochastiques usuels. En e�et, pour
un nombre de d�efauts �x�e, la transmittance du syst�eme poss�ede une certaine valeurT(L).
Cette valeur d�epend bien sur du d�esordre qui r�egne au sein du milieu. Par cons�equent,T(L)
peut être assimil�ee �a une variable al�eatoire (V.A.). Lorsque le nombre de d�efauts devient �egal
�a L + 1, la transmittance poss�ede une nouvelle valeur tout aussi al�eatoire que la pr�ec�edente
et ainsi de suite. Dans ce contexte, la V.A.T(L) est enti�erement caract�eris�ee par sa fonction
de distribution f L (T) qui repr�esente la densit�e de probabilit�e que la V.A. soit �egale �a une
valeur T pour un nombre de d�efautsL. Notre but est alors de d�eterminer cette distribution
en utilisant les outils mis au point dans l'�etude des processus stochastiques pour en d�eduire
la transmittance moyenne ou la transmittance la plus probable.

Pour proc�eder �a cette analyse, il convient d'introduire la loi de composition des trans-
mittances qui joue un rôle fondamental puisqu'elle permet de caract�eriser l'�evolution du
processus stochastique, c'est-�a-dire l'�evolution de la V.A.T(L) en fonction deL. Ainsi, �a
partir des relations fondamentales, on montre facilement que la transmittance �a traversL +1
d�efauts s'�ecrit :

T(L + 1) =
TL +1 T(L)

1 + RL +1 R(L) � 2
q

RL +1 R(L) cos(� L )
(6.22)

o�u Rm = jrm j2 et R(L) = jr (L)j2 = j �r (L)j2 et o�u nous avons pos�e �r (L) =
q

R(L) exp(i � L ).
Tm et Rm = 1 � Tm repr�esentent respectivement la transmittance et la r�eectance �a travers
le d�efaut m alors queT(L) et R(L) = 1 � T(L) d�esignent la transmittance et la r�eectance �a
travers L d�efauts. � L repr�esente alors la di��erence de phase entre les coe�cients de r�eexions
rL +1 et �r (L). A ce stade, L'Eq.(6.22) montre en r�ealit�e que la loi de composition des transmit-
tances est di�cilement exploitable. Pour surmonter cette di�cult�e, il convient de travailler
sur une autre V.A. appel�ee r�esistance et d�e�nie par :

� (L) =
R(L)
T(L)

=
1

T(L)
� 1 (6.23)

Ainsi, notre analyse portera essentiellement sur la d�etermination de la distributionP(�; L )
de la r�esistance. Cependant, de par la d�e�nition de cette r�esistance, nous pourrons facilement
caract�eriser la distribution de la transmittance ainsi que les di��erents moments qui lui sont
associ�es. Dans ce contexte, �a partir de l'Eq.(6.22), on montre que la loi de composition des
r�esistances s'�ecrit :

� (L + 1) = � L +1 + � (L) + 2 � L +1 � (L) � 2 cos(� L )
q

� L +1 (1 + � L +1 )� (L)(1 + � (L)) (6.24)
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D'apr�es la th�eorie des processus stochastiques, la variation de la distribution de la
r�esistanceP(�; L ) en fonction du nombre de d�efautsL est d�ecrite par une �equation mâ�tresse.
Si l'on suppose que lorsque le nombre de d�efauts varie deL �a L +1 la V.A. � (N ) fait un saut
�� = � (L + 1) � � (L) de faible amplitude, alors l'�equation mâ�tresse peut être approxim�ee
par une �equation de Fokker-Planck de la forme :

P(�; L + 1) � P(�; L ) = � @� a1(� )P(�; L ) +
1
2

@2
� a2(� )P(�; L ) (6.25)

o�u ak(� ) d�esigne le moment d'ordrek du saut �� . Ces moments peuvent être �evalu�es en
�etudiant la loi de composition des r�esistances. Pour cela, nous allons invoquer l'approxi-
mation des phases al�eatoires qui consiste �a supposer que la phase �L est uniform�ement
distribu�ee en 0 et 2� . En e�et, � L fait intervenir la phase du coe�cient de r�eexion �r (L)
d'un ensemble deL d�efauts al�eatoires. Or, la phase de ce coe�cient d�ecrit une somme de
phases al�eatoires accumul�ees apr�es chaque processus de r�eexion/transmission si bien que
l'on peut imaginer qu'elle a �et�e totalement randomis�ee pour �nalement être uniform�ement
distribu�ee. Par cons�equent, en r�ealisant une moyenne sur la phase et sur le d�esordre, on
obtient :

a1(� ) = < � L +1 > (1 + 2� ) (6.26)

a2(� ) = < � 2
L +1 > (1 + 2� )2 + 2( < � 2

L +1 > + < � L +1 > )� (1 + � )

Sachant que� m = 1=Tm � 1 et Tm = 1=(1 + � 2
m ) on en d�eduit ais�ement :

a1(� ) = < � 2 > (1 + 2� ) (6.27)

a2(� ) = < � 4 > (1 + 2� )2 + 2( < � 4 > + < � 2 > )� (1 + � )

Dans ces conditions, nous allons introduire la variable continuet d�e�nie par t = L <
� 2 > = 2L=� . La variable dt = < � 2 > = 2=� traduisant l'incr�ement du nombre de d�efaut, on
en d�eduit l'�equation de Fokker-Planck :

@tP(�; t ) = � @� (1 + 2� )P(�; t ) + @2
� � (1 + � )P(�; t ) (6.28)

o�u nous avons suppos�edt petit et n�eglig�e les termes en dt2 ainsi que les contributions en
< � 4 > . En regroupant les termes, on montre que l'�equation de Fokker-Planck se met sous
la forme :

@P(�; t )
@t

=
@
@�

(� + � 2)
@P(�; t )

@�
(6.29)

Bien que cette �equation n'admette pas de solutions g�en�erales, il est possible d'introduire
deux comportements asymptotiques :

� R�egime m�etallique
Dans le r�egime m�etallique, la r�esistance est relativement faible si bien� 2 << � .
L'�equation de Fokker-Planck admet alors une loi exponentielle comme solution :

P(�; t ) =
1
t
e� �=t (6.30)

On retrouve alors les r�esultats obtenus dans le cas du faible d�esordre. Ainsi, le r�egime
m�etallique prend naissance lorsque la longueur de localisation� est grande devant
la taille de la r�egion d�esordonn�ee. La distribution de la transmittance suit une loi
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fortement piqu�ee au voisinage de l'unit�e qui constitue la valeur la plus probable. La
transmittance moyenne d�ecrô�t lin�eairement avec la taille du r�eseau selon la loi :

< T (L) > � 1 � 2L=� (6.31)

Les uctuations autour de cette moyenne sont relativement faibles si bien que la
moyenne est signi�cative et elle caract�erise grossi�erement la transmittance que l'on
pourrait obtenir lors d'une mesure exp�erimentale de la conductance.

� R�egime isolant
Lorsque la longueur de localisation est beaucoup plus petite que la taille de la r�egion
d�esordonn�ee, la r�esistance devient relativement importante si bien que� 2 >> � .
L'�equation de Fokker-Planck admet comme solution :

P(�; t ) =
1

p
4�t�

e� ( ln (� )� t )2=4t (6.32)

Cette solution conduit �a une loi dite log normale pour la transmittance. C'est une
loi large dont les moments augmentent exponentiellement avec la tailleL si bien que
les uctuations de la transmittance autour de sa moyenne sont tr�es importantes. La
moyenne n'est plus repr�esentative des valeurs prises par la transmittance qui sera
caract�eris�ee par sa valeur la plus probable d�e�nie par :

T(L) � exp(� 2L=� ) (6.33)

On observe alors une d�ecroissance exponentielle de la conductance quantique en fonc-
tion de la taille du conducteur qui conduit �a l'annulation de tout transport. Ainsi, �a
cause du d�esordre, le conducteur quantique se comporte comme un isolant.

6.4 R�eponse spectrale et fonction Green

Comme nous l'avons discut�e dans les chapitres pr�ec�edents, la connaissance de la fonction
de GreenG(! ) joue un rôle fondamental pour �etudier une grande vari�et�e de ph�enom�enes.
Elle permet de calculer les amplitudes de transition, la densit�e d'�etats ou les �energies propres
du r�eseau par l'interm�ediaire de ces pôles. Dans ce contexte, une multitude d'�etudes furent
men�ees pour caract�eriser la fonction de Green d'un r�eseau d�esordonn�e. La plupart des ap-
plications de ces recherches �etaient (et sont encore) la d�etermination de la r�eponse spectrale
du r�eseau. En e�et, selon la th�eorie de la r�eponse lin�eaire, la fonction de Green permet de
d�e�nir le spectre d'absorption d'excitons �electroniques ou vibrationnels lorsque le syst�eme
est soumis �a une onde laser visible ou infra-rouge. A travers ces quelques lignes, nous allons
donc montrer comment �evaluer la r�eponse spectrale en utilisant une m�ethode approch�ee qui
est bas�ee sur l'approximation dite des phases al�eatoires.

Pour cela, nous consid�ererons le mod�ele de liaisons fortes al�eatoire suivant. Soit un r�eseau
contenant N sites r�eguli�erement distribu�es. Chaque siten est caract�eris�e par un �etat quan-
tique local jni , d'�energie ! n , dans lequel se trouve la particule lorsqu'elle est localis�ee sur
le site n. Sur le r�eseau, la particule est autoris�ee �a se d�eplacer de sites en sites pare�et
tunnel et on note � J la constante de saut entre deux sites plus proches voisins. Dans ces
conditions, la dynamique quantique de la particule est d�ecrite par un Hamiltonien de liaisons
fortes d�e�ni par :

H =
X

n
! n jnihnj � J (jnihn + 1j + jn + 1ihnj) (6.34)
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Comme pr�ec�edemment, la notion de d�esordre �emerge du fait que les �energies propres! n =
! 0 � � n varie al�eatoirement de sites en sites si bien que l'ensemble des �n repr�esente N
variables al�eatoires ind�ependantes et de valeur moyenne nulle. A ce r�eseau d�esordonn�e, on
associera un r�eseau de r�ef�erence id�eal, dont l'Hamiltonien est d�e�ni par :

H0 =
X

n
! 0jnihnj � J (jnihn + 1j + jn + 1ihnj) (6.35)

6.4.1 La r�eponse spectrale : une grandeur auto-moyennante

Comme nous l'avons d�emontr�e au cours du chapitre 2, le spectre d'absorption d'un r�eseau
quelconque, invariant par translation ou non, est d�e�ni �a partir de la somme des �el�ements
de la fonction de GreenG(! + i0+ ) = ( ! � H )� 1 :

I (! ) =
X

nn 0

Gnn 0(! + i0+ ) (6.36)

En pratique, le caract�ere al�eatoire de la matriceH rend tr�es di�cile, voire impossible, le
calcul de la fonction de GreenG( ! ) qui d�epend fortement des con�gurations microscopiques
du d�esordre. Cependant, ce calcul est facilit�e par le fait que r�ealiser une mesure exp�erimentale
revient �a e�ectuer une moyenne sur le d�esordre de sorte que la d�etermination d'une fonction
de Green moyenne est su�sante pour interpr�eter les r�eponses optiques du r�eseau. En e�et, la
r�eponse spectraleI (! ) est une grandeur exp�erimentale d�e�nie comme la somme des �el�ements
de la fonction de Green sur l'ensemble des sites. Le propagateurGnn 0(! + i0+ ) est une
propri�et�e locale qui d�epend de l'environnement microscopique au voisinage des sitesn et n0.
Compte tenu du d�esordre, la fonction de Green varie de fa�con al�eatoire d'un site �a l'autre du
r�eseau. Par contre, la somme de ces variables al�eatoires est une quantit�e auto-moyennante
en vertu de la loi faible des grands nombres.

En introduisant de fa�con arbitraire le nombre de sitesN et en r�ealisant le changement
de variablen0 = n + m , la r�eponse spectrale peut s'�ecrire sous la forme :

I (! ) /
1
N

X

n
[
X

m
Gn;n + m (! + i0+ )] (6.37)

La somme sur tous les sitesn de l'�echantillon macroscopique de la grandeur al�eatoire situ�ee �a
l'int�erieur du crochet fait apparâ�tre l'ensemble des con�gurations microscopiques locales pos-
sibles et repr�esente par cons�equent une grandeur moyenne ind�ependante du site de r�ef�erence.
Ainsi, nous pouvons r�ealiser cette moyenne en �xantn et n0 et en e�ectuant directement une
moyenne du propagateur sur toutes les con�gurations possibles du d�esordre : la moyenne sur
l'�echantillon macroscopique se r�eduit �a une moyenne sur les con�gurations du d�esordre.

Par la suite, nous allons donc pr�esenter un formalisme bas�e sur l'approximation ATA
(average T matrix approximation) pour �evaluer le propagateur moyen du r�eseau d�esordonn�e.

6.4.2 M�ethode des phases al�eatoires

Dans la m�ethode des phases al�eatoires, le calcul de la fonction de Green est bas�ee sur
un d�eveloppement en termes de matrices T associ�ees �a la pr�esence de d�efauts (voir chapitre
3, paragraphe 3.1.2). Dans les chapitres pr�ec�edents, nous avions consid�er�e un r�eseau id�eal
perturb�e par la pr�esence de d�efauts de petites tailles et en nombre limit�e. Dans un r�eseau
d�esordonn�e, chaque site doit être consid�er�e comme un d�efaut. R�ealiser un d�eveloppement en
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matrices T consiste alors �a analyser l'inuence d'un d�efaut ponctuel pour ensuite envisager
la pr�esence deN d�efauts.

Ainsi, soit un r�eseau id�eal d'Hamiltonien H0 et de propagateurG0(! ). Sur ce r�eseau, on
suppose que le siten pr�esente un d�efaut correspondant �a un trou d'�energie ! n = ! 0 � � n .
D'apr�es les r�esultats du chapitre 3, la fonction de Green en pr�esence du d�efaut s'�ecritG =
G + G0TnG0 o�u Tn est la matrice T d�e�nie par :

Tn = jnihnj
� � n

1 + G0
nn � n

(6.38)

On posera par la suiteg0 = G0
nn 8n.

Maintenant, pour une con�guration donn�ee du d�esordre, c'est-�a-dire pour un jeu �x�e des
variables al�eatoires � n , notre r�eseau de r�ef�erence montre un ensemble de d�efauts ponctuels.
La fonction de Green admet alors un d�eveloppement en matricesT qui s'�ecrit (voir Eq.
(3.18)) :

G = G0 + G0
X

i

(Ti +
X

j 6= i

Ti G0Tj +
X

j 6= i

X

k6= j

Ti G0Tj G0Tk + :::)G0 (6.39)

Introduisons le propagateur modi��e �G0 dont les �el�ements sont d�e�nis par :

�G0
nn 0 = G0

nn 0 � g0� nn 0 (6.40)

Ce propagateur interdisant d'avoir deux di�usions successives par un même d�efaut, ce type
de processus �etant d�ej�a inclut de par la pr�esence des matricesT, le d�eveloppement de la
fonction de Green se r�e�ecrit selon la relation :

G = G0 +
X

i

G0Ti G0 +
X

ij

G0Ti
�G0Tj G0 +

X

ijk

G0Ti
�G0Tj

�G0TkG0 + ::: (6.41)

L'expression Eq.(6.41) �etant �evalu�ee pour un jeu donn�e des di��erentes variables al�eatoires, la
discussion e�ectu�ee au cours du paragraphe pr�ec�edent nous conduit maintenant �a d�eterminer
la valeur moyennehGi du propagateur sur l'ensemble des con�gurations possibles du d�esordre :

hGi = G0 +
X

i

G0hTi i G0 +
X

ij

G0hTi
�G0Tj i G0 +

X

ijk

G0hTi
�G0Tj

�G0Tk i G0 + ::: (6.42)

Si formellement cette expression admet une resommation exacte, elle est tr�es di�cile �a �evaluer
compte tenu de la pr�esence du d�esordre. Pour surmonter cette di�cult�e, plusieurs strat�egies
ont �et�e �elabor�ees par le pass�e. La plus simple, que nous allons illustrer �a travers ces quelques
lignes, permet d'�evaluer le propagateur moyen dans la limite d'un faible d�esordre.

Ainsi, la m�ethode des phases al�eatoires (o�u m�ethodes des matrices T moyenn�ees) consiste
�a �ecrire la moyenne d'un produit de matrices T comme le produit des moyennes de ces mêmes
matrices. Dans ces conditions, l'Eq.(6.42) se simpli�e et devient :

hGi = G0 +
X

i

G0hTi i G0 +
X

ij

G0hTi i �G0hTj i G0 +
X

ijk

G0hTi i �G0hTj i �G0hTk i G0 + ::: (6.43)

Or, d'apr�es l'Eq.(6.38), la matrice T moyennehTn i devient un objet qui se r�eduit au projec-
teur sur le site associ�e :

hTn i = jnihnjt(! ) ) t(! ) = h
� � n

1 + g0(! )� n
i (6.44)
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o�u t(! ) est une grandeur moyenn�ee ind�ependante de la position du d�efaut. Par cons�equent,
la valeur moyenne de la fonction de Green peut être resomm�ee exactement si bien que l'on
a :

hGi = G0 + tG0G0 + t2G0 �G0G0 + t3G0 �G0 �G0G0 + ::: = G0 + tG0 1
1 � t �G0

G0 (6.45)

En utilisant l'Eq.(6.40), on a :

1 � t �G0 = 1 � tG0 + tg0 = (1 + g0t)(1 �
1

1 + g0t
G0) (6.46)

D'o�u
hGi = G0 +

t
1 + g0t

G0[1 �
t

1 + g0t
G0]� 1G0 = [1 �

t
1 + g0t

G0]� 1G0 (6.47)

Finalement, cette derni�ere �equation permet de montrer que la moyenne de la fonction de
Green s'�ecrit comme l'inverse d'un op�erateur d�e�ni par :

hGi = [ ! � H0 � �( ! )]� 1 avec �( ! ) =
t(! )

1 + g0(! )t(! )
(6.48)

D'apr�es les expressions Eq.(6.48), la quantit�e � apparâ�t comme une correction des
�el�ements diagonaux de l'Hamiltonien du r�eseau id�eal H0. Cette correction uniforme est
ind�ependante du site consid�er�e. Elle agit de la même fa�con au niveau de chaque site du
r�eseau si bien que tout se passe comme si le syst�eme d�esordonn�e �etait d�ecrit par un Ha-
miltonien e�ectif Hef f (! ) = H0 + �( ! ). Cet Hamiltonien e�ectif caract�erise les propri�et�es
dynamiques d'un r�eseau spatialement p�eriodique. D�es lors, si la pr�esence de d�efauts ponc-
tuels distribu�es al�eatoirement sur les sites du r�eseau d�etruit l'invariance translationnelle,
cette propri�et�e essentielle est r�eintroduite naturellement lorsque l'on e�ectue la moyenne sur
les con�gurations microscopiques du d�esordre.

Dans ces conditions, les �etats propres deHef f (! ) sont des ondes de Bloch. Ainsi, le
vecteur d'onde q de l'exciton dans un r�eseau id�eal reste un bon nombre quantique pour
d�ecrire les �etats du r�eseau d�esordonn�ee. Cependant, les valeurs propres deHef f (! ) di��erent
de celles deH0 compte tenu de la pr�esence de la correction �(! ). Pour chaque vecteur d'onde
q, ces valeurs propres sont des grandeurs complexes d�e�nies par :

� q = ! 0 � 2J cos(q) + �( ! ) (6.49)

La grandeur �( ! ), appel�ee self-energy, traduit ainsi un correction des �energies du r�eseau
id�eal compte tenu de la pr�esence du d�esordre. C'est une grandeur complexe d�e�nie par :
�( ! ) = � 0(! ) � i � 00(! ). La partie r�eelle � 0(! ) repr�esente une correction des �energies propres
du r�eseau id�eal alors que la partie imaginaire caract�erise l'inverse de la dur�ee de vie de ces
mêmes �etats propres.

D�eveloppant la fonction de Green moyenne dans la base de Bloch, on obtient �nalement :

hGnn 0(! )i =
1
N

X

q

eiq(n� n0)

! � ! 0 + 2J cos(q) � � 0(! ) + i � 00(! )
(6.50)

La r�eponse spectrale se r�eduit alors �a la composante de vecteur d'onde nulle si bien que le
spectre d'absorption du r�eseau d�esordonn�e devient (voir Eq.(2.44)) :1

I (! ) /
1

! � ! 0 + 2J � � 0(! ) + i � 00(! )
) A(! ) /

� 00(! )
(! � ! 0 + 2J � � 0(! ))2 + � 00(! )2

(6.51)

1. Le spectre d'absorption est proportionnel �a la partie imaginaire de la r�eponse spectrale.
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Ainsi, dans un r�eseau id�eal, le spectre d'absorption se r�eduit �a un pic de Dirac centr�e sur le
fr�equence de vecteur d'onde nulle. Dans un r�eseau d�esordonn�e, la pr�esence de d�efauts entrâ�ne
un �elargissement de la r�eponse dont la largeur est caract�eris�ee par la grandeur �00(! ). En
pratique, cette largeur d�epend de la fr�equence. Cependant, on peut l'estimer dans la limite
du faible d�esordre en �xant la valeur de la fr�equence �a! 0. On a alors

� 00(! 0) � � Im t (! 0) �
< � 2 >

2J
(6.52)
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Chapitre 7

Couplage avec un environnement

7.1 Introduction

Jusqu'�a pr�esent, nous avons restreint notre analyse �a l'�etude de certaines propri�et�es d'une
particule (ou d'une excitation) se propageant le long d'un r�eseau 1D. La dynamique de cette
particule �etait d�ecrite de mani�ere quantique et nous nous sommes int�eress�es �a l'inuence de
divers d�efauts. Ces d�efauts brisant l'invariance par translation, ils entrâ�nent la r�eexion, la
transmission et/ou la localisation de l'onde d�ecrivant l'amplitude de probabilit�e de pr�esence
de la particule sur le r�eseau. Dans ce contexte, la particule �etait suppos�ee isol�ee dureste
de l'univers si bien que sa nature ondulatoire �etait la source de l'ensemble des ph�enom�enes
que nous avons d�ecrit. Une telle situation est bien entendu id�eale puisqu'en pratique la
particule sur le r�eseau interagit avec un environnement form�e par d'autres degr�es de libert�e
qui participent �a la dynamique du r�eseau. La cons�equence principale de cette interaction est
d'induire des uctuations stochastiques des param�etres caract�eristiques de la dynamique de
la particule (�energie des site et constantes de saut) qui tendent �a d�etruire la coh�erence de
la particule. Celle-ci perd sa capacit�e �a former des interf�erences si bien que son caract�ere
ondulatoire disparâ�t pour faire place �a un comportement corpusculaire quasi-classique : c'est
le ph�enom�ene de d�ecoh�erence quantique qui prend naissance sur une �echelle de temps
not�ee temps de d�ephasage et sur une �echelle de longueur not�eelongueur de coh�erence .

Dans ce chapitre, nous allons donc �etudier l'inuence sur la particule du couplage avec un
environnement que l'on appelle g�en�eralementun bain thermique . Pour cela, il n'est plus
possible de raisonner sur l'Hamiltonien de la particule isol�ee mais il convient de travailler
sur l'Hamiltonien du super syst�eme particule + bain thermique. Dans ces conditions, l'�etat
quantique du super syst�eme n'est g�en�eralement qu'imparfaitement connu et une description
statistique est requise. Une telle approche est bas�ee sur l'utilisation du formalisme de la
matrice densit�e dont les rudiments sont rappel�es dans les appendices. De plus, pour de plus
amples informations, nous invitons le lecteur �a consulter les articles cit�es dans le bibliographie
associ�ee �a ce chapitre.

7.2 Position du probl�eme

En utilisant les notations introduites dans les chapitres pr�ec�edents, on consid�ere un r�eseau
contenant N sites r�eguli�erement distribu�es. Chaque siten est caract�eris�e par un �etat quan-
tique local jni , d'�energie ! 0, dans lequel se trouve la particule lorsqu'elle est localis�ee sur le
site n. L'ensemble des vecteursf j ni g forme la base locale qui sous tend l'espace des �etats
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EA de la particule. Sur le r�eseau, la particule se d�eplace de site en site pare�et tunnel et
on note � J la constante de saut entre deux sites plus proches voisins. Dans ces conditions,
la dynamique quantique de la particule est d�ecrite par l'Hamiltonien de liaisons fortes d�e�ni
par :

HA =
X

n
! 0jnihnj � J (jnihn + 1j + jn + 1ihnj) (7.1)

Cette particule n'est plus isol�ee mais elle interagit avec un bain thermique dont la dy-
namique propre est d�ecrite par l'HamiltonienHB . Sans perte de g�en�eralit�e, nous noterons
par des indices grecsj� i les �etats propres deHB associ�es aux �energies propres 
� . Ces �etats
propres sous tendent l'espace des �etats du bain not�eEB . A titre d'exemple, le bain thermique
peut correspondre aux phonons basse fr�equence du r�eseau qui traduisent les mouvements col-
lectifs des sites du r�eseau. A temp�erature �nie, l'inuence de ces mouvements est double.
Tout d'abord, ils produisent une variation de l'environnement physico-chimique de chaque
site ce qui entrâ�ne une uctuation de l'�energie des �etatsjni . Ainsi l'�energie du site n devient
une variable stochastique! n = ! 0 + � ! n o�u � ! n est un op�erateur qui ne d�epend que des
degr�es de libert�e du bain. Ensuite, modi�ant les distances entre sites voisines, les mouve-
ments collectifs du r�eseau produisent des uctuations �Jn de la constante de saut reliant les
sitesn et n + 1. Par cons�equent, ces variations stochastiques des param�etres dynamiques de
la particule traduisent l'existence d'un couplage �H entre la particule et le bain thermique.
En d�eveloppant ce couplage sur la base locale, on obtient (on peut aussi travailler dans la
base de Bloch) :

� H =
X

n
� ! n jnihnj + � Jn (jn + 1ihnj + jnihn + 1j) (7.2)

Dans ces conditions, comprendre la dynamique quantique de la particule sur le r�eseau revient
�a �etudier l'�evolution du super syst�eme particule + bain qui est d�ecrit par l'Hamiltonien total
H :

H = HA + HB + � H (7.3)

Pour r�ealiser cette �etude, nous supposerons qu'�a un instant initialt = 0 le super syst�eme
est d�ecrit par une matrice densit�e � qui s'�ecrit comme le produit suivant :

� = � A � B � c (7.4)

� A est la matrice densit�e initiale d�ecrivant l'�etat de la particule. Nous ne pr�eciserons pas
sa nature pour le moment sachant que selon les situations que nous analyserons� A pourra
d�ecrire la cr�eation de la particule en un site donn�e, une situation d'�equilibre thermodyna-
mique ou encore l'excitation initiale d'un mode d'onde plane de vecteur d'ondeq. A l'inverse,
nous supposerons que la matrice densit�e initiale du bain,� B , d�ecrit une situation d'�equilibre
thermodynamique. Le bain formant un r�eservoir d'�energie, nous le supposerons �a l'�equilibre �a
la temp�erature T si bien que sa matrice densit�e correspond �a une distribution de Boltzmann
dans l'ensemble canonique d�e�nie par :

� B = exp( � �H B )=T r[exp(� �H B )] (7.5)

o�u � = 1=kB T, kB �etant la constante de Boltzmann. Finalement,� c tient compte de l'exis-
tence �eventuelle de corr�elations statistiques initiales entre la particule et le bain thermique.

A partir de ces conditions initiales, l'�evolution de la matrice densit�e au cours du temps
est gouvern�ee par l'�equation de Liouville :

i@t � (t) = [ H; � (t)] ) � (t) = e� iHt �e iHt (7.6)
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La connaissance de� (t) nous permet alors de d�eterminer l'�evolution temporelle de n'importe
quelle observableO apr�es une double moyenne quantique et statistique qui s'�ecrit (voir
appendices) :

hO(t)i = T r[O� (t)] ) h O(t)i = T r[Oe� iHt �e iHt ] (7.7)

Le probl�eme est qu'en pratique le bain thermique forme un syst�eme souvent complexe si bien
que l'�equation de Liouville ne peut pas être r�esolue exactement. Il n'est donc pas possible
de d�eterminer l'expression de la matrice densit�e totale �a l'instant t. Or, g�en�eralement, cette
matrice densit�e contient plus d'information que n�ecessaire. En e�et, bien que l'�evolution
du super syst�eme particule + bain soit gouvern�ee par l'Hamiltonien totalH , on s'int�eresse
g�en�eralement aux seules propri�et�es de la particule. Par exemple, pour caract�eriser la pro-
babilit�e de pr�esence de la particule en tel ou tel site du r�eseau, on sera amen�e �a �etudier la
densit�e d'�energie d�e�nie par :

Pn (t) = T r[jnihnj� (t)] (7.8)

Dans le même esprit, le ux d'�energie le long du r�eseau sera enti�erement d�e�ni par la connais-
sance de la densit�e de courant qui s'�ecrit :

j n (t) = � iJT r [(jnihn + 1j � j n + 1ihnj)� (t)] (7.9)

En d'autres termes, seules les moyennes d'observables associ�ees �a la particule vont nous
int�eresser. De telles moyennes se d�eduisent facilement �a partir de la matrice densit�e r�eduite
� (t) qui est d�e�nie par :

� (t) = T rB [� (t)] (7.10)

o�u T rB d�esigne une trace partielle sur les �etats du bain uniquement (voir appendices). Ainsi,
la matrice densit�e r�eduite constitue l'objet central de l'�etude de la dynamique d'une particule
en contact avec un bain thermique. Elle tient compte du fait que l'�evolution du syst�eme ne
se r�eduit pas �a celle de la seule particule mais fait intervenir celle de l'ensemble particule +
bain en interaction. Dans les paragraphes suivants, nous allons alors construire une �equation
mâ�tresse g�en�eralis�ee qui va nous permettre de caract�eriser l'�evolution temporelle de la ma-
trice densit�e r�eduite. Dans le cas du transport sur r�eseau, ce type d'�equations sera appel�e
une �equation cin�etique quantique. A ce stade on utilisera le nom usuel RDM, de l'anglais
reduced density matrix, pour nommer la matrice densit�e r�eduite� (t).

7.3 Equation mâ�tresse

7.3.1 Expression de la RDM dans l'espace de Liouville

Pour caract�eriser l'�evolution de la RDM, il est plus simple de travailler dans l'espace de
Liouville dont la d�e�nition est introduite dans les appendices. Cet espace est d�e�ni de telle
sorte que les matrices densit�es, qui sont des op�erateurs dans l'espace des �etatsE du syst�eme
particule + bain deviennent des vecteurs dans l'espace de LiouvilleL = E 
 E y. Dans ces
conditions, l'�equation de Liouville devient isomorphe �a l'�equation de Schr•odinger est s'�ecrit :

i@t � (t) = L� (t) (7.11)

o�u L = [ H; :::] est appel�e le Liouvillien associ�e �a l'Hamiltonien H . Ce Liouvillien est un super
op�erateur dans le sens o�u il repr�esente un op�erateur agissant dans l'espace de Liouville. Dans
ces conditions, l'int�egration formelle de l'�equation de Liouville conduit �a deux expressions
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�equivalentes de la matrice densit�e en fonction du super op�erateur d'�evolution associ�e au
Liouvillien U(t) = exp( � iLt ) :

� (t) = U(t)� = � Uy(t) car � (t) = � (t)y 8t (7.12)

Dans ces conditions, �a partir de la relation g�en�erale :

A ij = Tr[jj ihi jA] = T r[Ajj ihi j] ; (7.13)

la repr�esentation de la RDM dans la base localejni s'�ecrit :

� n1n2 (t) = T r[jn2ihn1jU(t)� ] = T r[� Uy(t)jn2ihn1j] (7.14)

De la même fa�con, dans la base des ondes de Bloch qui sont �etats propres de l'Hamiltonien
de la particule, la repr�esentation de la RDM devient :

� q1q2 (t) = T r[jq2ihq1jU(t)� ] = T r[� Uy(t)jq2ihq1j] (7.15)

Quel que soit le choix de la base pour repr�esenter la RDM, les Eqs.(7.14) et (7.15) montrent
que la matrice densit�e r�eduite peut s'exprimer sous deux formes di��erentes faisant intervenir
soit l'op�erateur d'�evolution U(t) soit son dualUy(t). Ces deux expressions sont �a l'origine de
deux m�ethodes di��erentes pour construire l'�equation mâ�tresse g�en�eralis�ee. Par exp�erience,
l'expression contenantUy(t) permet de r�ealiser des d�eveloppements plus simples et plus intui-
tifs. Nous utiliserons donc cette repr�esentation. D�es lors, compte tenu que la matrice densit�e
initiale du super syst�eme particule + bain se factorise, il est possible de faire apparâ�tre une
trace partielle sur les �etats de la particule et une trace partielle sur les �etats du bain.

Par cons�equent, dans la base localejni , la repr�esentation de la RDM sera d�e�nie par :

� n1n2 (t) = T rA f � A TrB [� B � cUy(t)] jn2ihn1jg (7.16)

De fa�con similaire, dans la base de Blochjqi cette repr�esentation s'�ecrit :

� q1q2 (t) = T rA f � A TrB [� B � cUy(t)] jq2ihq1jg (7.17)

Par la suite, nous serons amen�es �a d�evelopper des calculs dans l'espace de Liouville. D�es
lors, la notion de Liouvillien se g�en�eralise et l'on d�e�nit successivement les super-op�erateurs
LA , LB et � L qui correspondent aux Liouvilliens associ�es aux HamiltoniensHA , HB et
� H . L'�evolution libre du syst�eme, c'est-�a-dire lorsque l'interaction entre la particule et le
bain n'est pas prise en compte, est d�ecrite par le LiouvillienL0 associ�e �a l'Hamiltonien
H0 = HA + HB .

7.3.2 M�ethode des projecteurs et �equation mâ�tresse

De fa�con g�en�erale, la m�ethode des projecteurs consiste �a introduire des objets math�ematiques
permettant d'�eliminer l'information sans int�erêt (les variables du bain thermique) et d'ex-
traire uniquement l'information qui nous int�eresse (�evolution de la RDM).

Ainsi, introduisons le projecteurP qui r�ealise une moyenne sur les �etats du bain au sens
de la matrice densit�e initiale � B . Il est d�e�ni par :

PA = TrB [� B A] = hAi B 8A 2 L (7.18)
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L'Eq.(7.18) d�e�nit bien un projecteur puisque P2 = P. De la même fa�con, on introduit le
projecteur compl�ementaireQ = 1 � P tel que QP = PQ = 0. On notera que PB = 0 si
B 2 L est un super op�erateur de Liouville associ�e �a un op�erateurB agissant uniquement dans
l'espace des �etats du bain qui v�eri�e [B; � B ] = 0. En particulier, si LB = [ HB ; :::] d�esigne le
Liouvillien associ�e �a l'Hamiltonien du bain HB , on a PLB = 0.

A partir de ces d�e�nitions, la RDM s'exprime en fonction de la projection du super
op�erateur d'�evolution selon la relation :

� n1n2 (t) = T rA f � A P� cUy(t)P jn2ihn1jg (7.19)

D�es lors, caract�eriser l'�evolution temporelle de la RDM revient donc �a analyser celle de la
projection du super op�erateur d'�evolution. Pour r�ealiser cette proc�edure, introduisons tout
d'abord les deux op�erateurs suivants :

Uy
P P (t) = P� cUy(t)P

Uy
P Q(t) = P� cUy(t)Q (7.20)

Dans ce contexte, l'�evolution temporelle du super op�erateur d'�evolution s'�ecrit :

@t � cUy(t) = i� cUy(t)L = i� cUy(t)(P + Q)L (7.21)

En projetant cette �equation sur P par la gauche puis en r�ealisant une projection successive-
ment sur P et Q par la droite, on obtient un syst�eme d'�equations coupl�ees :

@tU
y
P P (t) = iUy

P P (t)PLP + iUy
P Q(t)QLP (7.22)

@tU
y
P Q(t) = iUy

P P (t)PLQ + iUy
P Q(t)QLQ (7.23)

La r�esolution de ce syst�eme consiste �a r�esoudre l'Eq.(7.23) pour d�eterminer l'�evolution tem-
porelle formelle deUy

P Q(t) en fonction deUy
P P (t). La solution ainsi obtenue est ensuite inject�ee

dans l'Eq.(7.22) de mani�ere �a obtenir une �equation d'�evolution pour Uy
P P (t) qui est la seule

grandeur n�ecessaire pour caract�eriser la RDM. Ainsi, la solution g�en�erale de l'Eq.(7.23) est
la somme d'une solution homog�ene de l'�equation sans second membre et d'une solution parti-
culi�ere de l'�equation avec second membre. Apr�es quelques calculs �el�ementaires, cette solution
s'�ecrit :

Uy
P Q(t) = Uy

P Q(0)ei QL Qt + i
Z t

0
dt1Uy

P P (t1)PLQei QL Q(t � t1 ) (7.24)

avecUy
P Q(0) = P� cQ. A ce stade, cette solution se simpli�e en remarquant queQ exp(iQLQt) =

exp(iQLt )Q. De plus, en e�ectuant le changement de variablet1 ! t � t1 dans l'int�egrale
du second membre, on en d�eduit �nalement :

Uy
P Q(t) = P� cei QLt Q + i

Z t

0
dt1Uy

P P (t � t1)PLei QLt 1 Q (7.25)

Par cons�equent, l'�evolution de l'op�erateur Uy
P P (t) est gouvern�ee par l'�equation exacte :

@tU
y
P P (t) = iUy

P P (t)PLP �
Z t

0
dt1Uy

P P (t � t1)PLei QLt 1 QLP

+ iP� cei QLt QLP (7.26)

Cette �equation g�en�erale se met sous une forme plus simple et permet d'�etablir ce qu'il
est commun�ement appel�e une th�eorie de champ moyen. En e�et, d'apr�es l'expression de la
RDM, Uy

P P (t) agit par la droite sur un op�erateur qui ne d�epend que des degr�es de libert�e de
la particule. Par cons�equent, si on noteO 2 EA un tel op�erateur, on obtient les propri�et�es
�el�ementaires suivantes :



94 CHAPITRE 7. COUPLAGE AVEC UN ENVIRONNEMENT

� Renormalisation de l'Hamiltonien de la particule :

PLPO = PLO = P(LA + � L)O = ( LA + h� L i B )O (7.27)

car LB O = 0 et PLA = hLA i B = LA . En d'autres termes, tout se passe comme
si l'�evolution libre de la particule �etait gouvern�ee par un Hamiltonien e�ectif HA +
h� H i B . La correction correspondante traduit alors la moyenne sur les �etats du bain �a
l'�equilibre thermodynamique du couplage particule / bain. Cette correction d�ependant
de la temp�erature du bain, il en est de même de l'Hamiltonien e�ectif de la particule.
Par la suite, nous ne changerons pas nos notations si bien que la renormalisation de
l'Hamiltonien de la particule revient �a r�ealiser le changement de variables :

HA ! HA + h� H i B

� H ! � H � h � H i B (7.28)

Dans ces conditions, la moyenne du couplage �etant int�egr�ee dans l'�evolution libre, la
valeur moyenne du couplage r�esiduel s'annule.

� Action de QLP sur O :

QLPO = QLO = Q(LA + � L)O = (1 � P )(LA + � L)O (7.29)

Sachant quePLA = LA on en d�eduit (1 � P )LA = 0. De plus, ayant renormlis�e le
couplage, on a maintenantP� L = 0. On en d�eduit donc :

QLPO = � LO (7.30)

� Action de PLei QLt 1 QLP sur O :

PLei QLt 1 QLPO = PLei QLt 1 Q� LO (7.31)

En d�eveloppant L, on voit clairement que seule la contribution �L produira une valeur
non nulle. En e�et, nous avons d�ej�a mentionn�e que l'action du projecteurP sur LB est
identiquement nulle puisqueHB commute avec� B . De plus, P n'agissant pas surLA ,
on voit apparâ�tre un terme enPQ = 0. Par cons�equent, on en d�eduit :

PLei QLt 1 QLPO = P� Lei QLt 1 � LO (7.32)

En utilisant l'ensemble de ces propri�et�es, on obtient �nalement une forme compacte pour
l'�equation d'�evolution de la projection de l'op�erateur d'�evolution dans Liouville qui s'�ecrit :

@tU
y
P P (t) = iUy

P P (t)LA �
Z t

0
dt1Uy

P P (t � t1)M (t1) + F (t) (7.33)

avec

M (t) = P� Lei QLt � L = h� Lei QLt � L i B

F (t) = iP� cei QLt � L = ih� cei QLt � L i B (7.34)

L'�equation d'�evolution Eq.(7.33) est une �equation int�egro-di��erentielle exacte. A ce stade,
aucune approximation n'a encore �et�e r�ealis�ee. Elle pr�esente trois contributions. Le premier
terme caract�erise l'�evolution libre de la particule, en l'absence de l'interaction avec le bain
thermique, dans l'approximation de champ moyen. Il d�ecrit une �evolution coh�erente de la
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particule sous l'unique inuence de l'Hamiltonien e�ectif HA � HA + < � H > B . Le second
terme rend compte de l'ensemble des ph�enom�enes dits de relaxation dont l'origine provient
du couplage avec le bain thermique. Il tient compte de la modi�cation de la dynamique de la
particule �a l'instant t �a travers toute l'histoire de son interaction avec le bain entre les instants
t = 0 et t. Cette histoire est quanti��ee dans le noyau m�emoireM (t) qui conf�ere �a l'�equation
d'�evolution un caract�ere temporel non local via l'apparition d'un produit de convolution.
La dernier terme, proportionnel �a l'op�erateur F (t) joue le rôle d'une force ext�erieure dont
l'origine provient de l'existence de corr�elations statistiques initiales entre la particule et le
bain.

Sous sa forme g�en�erale, l'�equation d'�evolution Eq.(7.33) ne peut pas être r�esolue, même
de mani�ere num�erique. Par cons�equent, on fait souvent appel �a une th�eorie des perturba-
tions bas�ees sur un d�eveloppement par rapport au couplage particule bain. Une telle ap-
proche traduit le d�eveloppement perturbatif du noyau m�emoire et de la force initiale. La
proc�edure est la suivante. L'eq.(7.34) montre clairement que le noyau m�emoire et la force
initiale s'expriment en fonction de l'op�erateur exp(iQLt ). L'id�ee principale consiste donc �a
d�evelopper cet op�erateur en une s�erie perturbative par rapport �a � H . Ainsi, l'�evolution du
super op�erateur d'�evolution �etant donn�ee par l'�equation :

@tUy(t) = iUy(t)L = iUy(t)(P + Q)L ; (7.35)

on va chercher une solution de la formeUy(t) = Vy(t) exp(iQLt ). Apr�es quelques calculs
�el�ementaires, on obtient l'identit�e suivante :

Uy(t) = ei QLt + i
Z t

0
dt1Uy(t1)PLei QL (t � t1 ) (7.36)

Soit :
ei QLt = Uy(t) � i

Z t

0
dt1Uy(t1)PLei QL (t � t1 ) (7.37)

En reportant cette expression dans les �equations Eq.(7.34), on en d�eduit l'expression du
noyau m�emoire et de la force intiale en fonction du super op�erateur d'�evolutionUy(t) :

M (t) = h� LUy(t)� L i B � i
Z t

0
dt1 < � LUy(t1) > B M (t � t1)

F (t) = ih� cUy(t)� L i B +
Z t

0
dt1 < � cUy(t1) > B M (t � t1) (7.38)

A partir de ces �equations, la th�eorie des perturbations s'obtient en e�ectuant le d�eveloppement
de Dyson du super op�erateur d'�evolutionUy(t) par rapport �a � L :

Uy(t) = Uy
0(t) + i

Z t

0
dt1 Uy

0(t1)� L Uy
0(t � t1)

+ i 2
Z t

0

Z t1

0
dt1dt2 Uy

0(t2)� L Uy
0(t1 � t2)� L Uy

0(t � t1)

+ ::: (7.39)

o�u Uy
0(t) = exp( iL 0t) = exp( i (LA + LB )t) est le super op�erateur d'�evolution libre. Dans ces

conditions, �a l'ordre deux des perturbations, le noyau m�emoire et la force initiale sont d�e�nis
par :

M (t) = h� LUy
0(t)� L i B (7.40)

F (t) = ih� cU
y
0(t)� L i B

�
Z t

0
dt1h(� c � h � ci B )Uy

0(t1)� LUy
0(t � t1)� L i B

On notera que l'approximation� c � h � ci B conduit �a une force initiale nulle.
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7.3.3 Evolution pour la RDM

Pour �etudier l'�evolution temporelle de la matrice densit�e r�eduite, nous allons simpli�er
l'apporche g�en�erale pr�ec�edente. Tout d'abord, nous allons supposer un d�ecouplage statistique
initial entre la particule et le bain si bien que la matrice densit�e �at = 0 se factorise sous la
forme � = � A � B . On donc � c = 1 ce qui entrâ�ne l'annulation de la force initiale. Ensuite,
nous utiliserons une th�eorie des perturbations d'ordre 2 par rapport au couplage particule /
bain. Dans ce contexte, l'�evolution de la projection du super op�erateurUy

P P (t) s'�ecrit :

@tU
y
P P (t) = iUy

P P (t)LA �
Z t

0
dt1Uy

P P (t � t1)h� LUy
0(t1)� L i B (7.41)

En reportant cette �equation dans l'expression de la RDM, on obtient la forme g�en�erale de
l'�equation mâ�tresse :

@t � n1n2 (t) = iT r [� A Uy
P P (t)LA jn2ihn1j]

�
Z t

0
dt1Tr[� A Uy

P P (t � t1)h� LeiL 0 t1 � L i B jn2ihn1j] (7.42)

A ce stade, on obtient la forme �nale de l'�equation mâ�tresse g�en�eralis�ee en d�eveloppant
l'expression pr�ec�edente dans l'espace de Hilbert. On laissera le soin au lecteur de montrer
que le premier terme du second membre se r�eduit au commutateur deHA avec � (t). Par
contre, le calcul du second terme �etant plus compliqu�e, nous allons en d�etailler les grandes
lignes. Ainsi on a :

� L jn2ihn1j = � H jn2ihn1j � j n2ihn1j� H

eiL 0 t � L jn2ihn1j = Uy
0(t)� H jn2ihn1jU0(t) � Uy

0(t)jn2ihn1j� HU0(t) (7.43)

o�u U0(t) = exp( � iH 0t) est l'op�erateur d'�evolution libre. A partir de ce dernier r�esultat, une
nouvelle action du Liouvillien d'interaction conduit �a :

� LeiL 0 t � L jn2ihn1j = � HU y
0(t)� H jn2ihn1jU0(t) � � HU y

0(t)jn2ihn1j� HU0(t)

� Uy
0(t)� H jn2ihn1jU0(t)� H + Uy

0(t)jn2ihn1j� HU0(t)� H (7.44)

En ins�erant par la gauche et par la droite deux relation de fermeture dans la base locale, on
en d�eduit :

� LeiL 0 t � L jn2ihn1j =
X

�n1 �n2

j �n2ih�n1j �

+ h�n2j� HU y
0(t)� H jn2ihn1jU0(t)j �n1i

� h �n2j� HU y
0(t)jn2ihn1j� HU0(t)j �n1i

� h �n2jUy
0(t)� H jn2ihn1jU0(t)� H j �n1i

+ h�n2jUy
0(t)jn2ihn1j� HU0(t)� H j �n1i (7.45)

Finalement, en ins�erant cette expression dans l'Eq.(7.42), on voit naturellement apparâ�tre
� �n1 �n2 (t) si bien que

@t � n1n2 (t) = � ihn1j[HA ; � (t)]jn2i �
X

�n1 �n2

Z t

0
dt1J (n1n2; �n1�n2; t1)� �n1 �n2 (t � t1) (7.46)
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o�u le super-op�erateur J (t1), appel�e noyau m�emoire , est d�e�ni par :

J (n1n2; �n1�n2; t1) = T rB � B � (7.47)

h�n2jUy
0(t1)jn2ihn1j� HU0(t1)� H j �n1i + h�n2j� HU y

0(t1)� H jn2ihn1jU0(t1)j �n1i

� h �n2jUy
0(t1)� H jn2ihn1jU0(t1)� H j �n1i � h �n2j� HU y

0(t1)jn2ihn1j� HU0(t1)j �n1i

Soit, en notant G(t) = exp( � iH A t) l'op�erateur d'�evolution libre de la particule :

J (n1n2; �n1�n2; t1) =
X

m1m2

+ h� Hn1m1 (t1)� Hm2 �n1 (0)i B Gm1m2 (t1)G�
n2 �n2

(t1)

+ h� Hn2m1 (t1)� Hm2 �n2 (0)i �
B G�

m1m2
(t1)Gn1 �n1 (t1)

� h � Hm1n2 (t1)� Hm2 �n1 (0)i B Gn1m2 (t1)G�
m1 �n2

(t1)

� h � Hm1n1 (t1)� Hm2 �n2 (0)i �
B G�

n2m2
(t1)Gm1 �n1 (t1) (7.48)

o�u � H (t1) d�enote une repr�esentation de Heisenberg par rapport �a l'Hamiltonien du bain
uniquement. On notera que pour obtenir l'expression du noyau m�emoire nous avons utilis�e
les propri�et�es suivantes :

Gy
n1n2

(t) = G�
n1n2

(t) et � H y
n1n2

= � Hn2n1

h� Hn1n2 (t)� Hn3n4 (0)i �
B = h� Hn4n3 (0)� Hn2n1 (t)i B (7.49)

L'�equation mâ�tresse Eq.(7.46) est une �equation int�egro-di��erentielle qui pr�esente deux
contributions. Le premier terme caract�erise l'�evolution libre de la particule, en l'absence
de l'interaction avec le bain thermique, sous l'unique inuence de l'Hamiltonien e�ectif du
r�eseau HA + h� H i B . Il d�ecrit une �evolution coh�erente de la particule dont le comporte-
ment ondulatoire se manifeste par sa capacit�e �a se d�elocaliser telle une onde plane ou une
superposition coh�erente d'ondes planes (paquet d'ondes). Par contre, le second terme rend
compte de l'ensemble des ph�enom�enes dits de relaxation dont l'origine provient du couplage
avec le bain thermique. Il tient compte de la modi�cation de la dynamique de la particule �a
l'instant t �a travers toute l'histoire de son interaction avec le bain entre les instantst = 0 et
t. Cette histoire est quanti��ee dans le noyau m�emoireJ (t) qui conf�ere �a l'�equation mâ�tresse
son caract�ere temporel non local.

A ce stade, seule une approche num�erique permet de r�esoudre l'�equation mâ�tresse sous
sa forme g�en�erale. Cependant, ils existent beaucoup de situations dans lesquelles la nature
non locale en temps disparâ�t. Ceci provient essentiellement de la nature du bain et conduit
�a la limite markovienne que nous allons discuter dans le paragraphe suivant.

� Remarque : une m�ethode simple sans passer dans l'espace de Liouville
Il est possible d'�etablir une �equation mâ�tresse d'ordre deux pour la RDM sans intro-
duire l'espace de Liouville ni la notion de projecteur. Pour cela, le point de d�epart est
l'�equation de Liouville pour la matrice densit�e totale :

@t � (t) = � i [H; � (t)] (7.50)

On �elimine alors l'�evolution libre en introduisant la repr�esentation d'interaction :

� (t) = U0(t)~� (t)Uy
0(t) (7.51)
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L'�equation de Liouville devient :

@t ~� (t) = � i [� ~H (t); ~� (t)] avec � ~H (t) = Uy
0(t)� HU0(t) (7.52)

En int�egrant cette �equation �a l'ordre 1 on obtient et en r�einjectant la solution obtenue
dans son propre second membre, on en d�eduit :

@t ~� (t) = � i [� ~H (t); ~� (0)] �
Z t

0
dt1[� ~H (t); [� ~H (t1); ~� (t1)]] (7.53)

A ce stade, il convient de remarquer que la matrice densit�e r�eduite s'�ecrit :

� (t) = G(t)~� (t)Gy(t) avec ~� (t) = T rB [~� (t)] (7.54)

Sachant queh� ~H (t)i B = 0, on en d�eduit :

@t ~� (t) = �
Z t

0
dt1TrB [� ~H (t); [� ~H (t1); ~� (t1)]] (7.55)

A partir de cette �equation, on obtient une �evolution mâ�tresse d'ordre deux en utilisant
l'approximation de Born. Cette approximation consiste �a dire que le bain forme un
gros syst�eme qui a�ecte profond�ement la propagation de la particule tout en restant
insensible �a celle-ci. Par cons�equent, la matrice densit�e se factorise quel que soit le
temps selon la relation :

~� (t) � ~� (t) 
 � B (7.56)

En ins�erant cette expression dans l'�equation d'�evolution, on retrouve l'�equation mâ�tresse
Eq.(7.46).

7.4 Limite markovienne

La nature non locale en temps de l'�equation mâ�tresse prend son origine dans le pro-
duit de convolution entre le noyau m�emoireJ (t) et la RDM. D'une mani�ere g�en�erale, le
noyau m�emoire est d�e�ni en termes des fonctions de corr�elations du couplage �H . De telles
corr�elations mesurent la m�emoire que poss�ede le bain thermique �a un instantt d'une interac-
tion r�ealis�ee avec la particule �a un instant initial t = 0. Dans la plupart des cas, c'est-�a-dire
lorsque le bain repr�esente un gros syst�eme dont le spectre �energ�etique est continu, cette
m�emoire n'est signi�cative que sur une �echelle de temps relativement courte appel�eetemps
de corr�elation du bain � c. Pour simpli�er l'�equation mâ�tresse, nous allons alors supposer
que � c est tr�es court devant le temps typique d'�evolution libre de la particule. En d'autres
termes, sur une �echelle de temps de l'ordre de� c, le propagateur de la particule sur le r�eseau
n'�evolue pas : Gn1n2 (t) � � n1n2 . De plus, on sait par exp�erience que la contribution des
auto-corr�elations au noyau m�emoire est g�en�eralement beaucoup plus importante que celle
des corr�elations crois�ees. Ces deux remarques fondamentales nous permettent de simpli�er
le noyau m�emoire qui devient :

J (n1n2; �n1�n2; t1) =

+
X

m
[h� Hn1m (t1)� Hmn 1 (0)i B + h� Hn2m (t1)� Hmn 2 (0)i �

B ]� n1 �n1 � n2 �n2

� 2Reh� H �n1n1 (t1)� Hn1 �n1 (0)i B � n1n2 � �n1 �n2 (7.57)
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En ins�erant l'Eq.(7.57) dans l'�equation d'�evolution Eq.(7.46), on obtient la limite marko-
vienne de l'�equation mâ�tresse g�en�eralis�ee qui s'�ecrit :1

@t � n1n2 (t) = � ihn1j[HA ; � (t)]jn2i � � �
n1n2

(1 � � n1n2 )� n1n2 (t)

+ � n1n2

X

�n1

[W�n1 ! n1 � �n1 �n1 (t) � Wn1 ! �n1 � n1n1 (t)] (7.59)

avec

� �
n1n2

=
Z 1

0

X

m
[h� Hn1m (t)� Hmn 1 (0)i B + h� Hn2m (t)� Hmn 2 (0)i �

B ]dt

Wn1 ! �n1 = 2Re
Z 1

0
h� Hn1 �n1 (t)� H �n1n1 (0)i B dt (7.60)

En plus du terme d'�evolution libre coh�erente, on voit maintenant que le terme de relaxa-
tion conduit �a l'apparition de deux contributions.

La premi�ere, qui n'agit que sur les coh�erences� nn 0(t) avecn 6= n0, traduit le ph�enom�ene
de d�ephasage . En e�et, la particule se d�elocalisant le long du r�eseau par e�et tunnel, son
�etat quantique, quelles que soient les conditions initiales, correspond �a une superposition
coh�erente d'�etats localis�es. La nature coh�erente d'une telle superposition provient du fait que
durant l'�evolution temporelle il existe une relation de phase bien pr�ecise entre les di��erents
poids de la superposition. Cette relation de phase est d�e�nie par l'Hamiltonien libre de la
particule HA . Cependant, au cours de cette propagation, le couplage avec le bain induit des
uctuations stochastiques de chaque phase de la superposition qui provient des variations
al�eatoires des param�etres dynamiques que sont les �energies de site et les constantes de saut.
Par cons�equent, de telles uctuations tendent �a d�etruire la coh�erence de la superposition
si bien que le mouvement de la particule tend vers un mouvement dit incoh�erent similaire
�a celui d'une particule classique qui di�use al�eatoirement de sites en sites. Ce processus
de d�ephasage, aussi appel�e processus de d�ecoh�erence, est caract�eris�e par la constante de
d�ephasage ��n1n2

.
La seconde contribution n'agit que sur les populations� n1n1 (t). Elle traduit un transfert

de populations incoh�erent entre deux sites voisins induit uniquement par les uctuations
des constantes de saut. En e�et, la particule initialement sur un siten1 peut e�ectuer un
saut vers un site voisin �n1 en �echangeant de l'�energie avec le bain thermique. Le bain ne
v�ehiculant pas la m�emoire de l'�etat initial de la particule, il n'y pas cr�eation d'une superpo-
sition coh�erente entre l'�etat jn1i et ces voisinsj �n1i . On peut simplement dire que la particule
se trouve dans l'�etat jn1i avec une probabilit�e � n1n1 (t) ou dans les �etatsj �n1i avec une pro-
babilit�e � �n1 �n1 (t). La probabilit�e de transition par unit�e de temps entre deux sites voisins est
alors donn�ee par la taux de transitionWn1 ! �n1 .

Ces di��erents processus de relaxation assurent le retour vers l'�equilibre. Clairement, les
m�ecanismes de d�ephasage entrâ�nent qu'�a l'�equilibre toutes les coh�erences s'annulent. De
plus, les sauts incoh�erents entre sites voisins favorisent une distribution uniforme de la po-
pulation des sites. La matrice densit�e d'�equilibre devient stationnaire et, dans le cadre du

1. Pour obtenir cette �equation, nous avons n�eglig�e les e�ets m�emoires du bain ce qui revient �a supposer
que les fonctions de corr�elations du couplage se comportent comme des fonctions de Dirac. Par cons�equent, le
produit de convolution disparâ�t si bien que l'�equation d'�evolution devient locale en temps. Ceci est possible
en utilisant l'approximation suivante :

Z t

0
J (� )� (t � � )d� �

Z 1

0
J (� )d� � (t) (7.58)
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pr�esent mod�ele, est d�e�nie par :

� eq
n1n2

=
� n1n2

N
(7.61)

En d'autres termes,�a l'�equilibre , la particule est d�ecrite par un m�elange statistique des
�etats de la base locale. La d�ecoh�erence induite par le bain fait que la particule n'est plus
capable de d�evelopper un comportement ondulatoire. Elle se localise en un site particulier
du r�eseau et ne peut plus se propager de mani�ere coh�erente. Cependant, elle peut occuper
l'ensemble des sites avec une même probabilit�e �egale �a 1=N.

A ce stade, compte tenu d'une part de l'expression du couplage entre la particule et le
bain thermique (voir Eq.(7.2)) et d'autre part de l'invariance translationnelle du r�eseau, les
constantes de d�ephasage ��n1n2

ainsi que les taux de transitionWn1 ! �n1 apparaissent claire-
ment ind�ependants de la position des sites mis en jeu. Ainsi, on posera :

� �
n1n2

= � + 2 W

Wn1 ! �n1 = W(� �n1 ;n1+1 + � �n1 ;n1 � 1) (7.62)

o�u

� = 2 Re
Z 1

0
h� ! n (t)� ! n (0)i B dt

W = 2Re
Z 1

0
h� Jn (t)� Jn (0)i B dt (7.63)

Les transitions incoh�erentes ne prennent place qu'entre sites plus proches voisins compte
tenu des uctuations stochastiques des constantes de saut correspondantes. Par contre, le
d�ephasage prend son origine �a la fois dans les uctuations des �energies de site et dans celles
des constantes de saut.

Dans ces conditions, l'�equation mâ�tresse g�en�eralis�ee se met sous la forme simple suivant :

@t � nn 0(t) = � ihnj[HA ; � (t)]jn0i � (� + 2 W)(1 � � nn 0)� nn 0(t)

+ W� nn 0 f � n+1 ;n+1 (t) + � n� 1;n� 1(t) � 2� n;n (t)g (7.64)

On notera qu'il est possible de r�ealiser une �etude similaire non pas dans la base locale mais
dans la base de Bloch form�ee par les �etats propres de l'HamiltonienHA de la particule. Ainsi,
la repr�esentation de la RDM dans la base des ondes planes se d�eduit de celle dans la base
locale via les transformations suivantes :

� qq0(t) =
1
N

X

nn 0

� nn 0(t)e� i (qn� q0n0)

� nn 0(t) =
1
N

X

qq0

� qq0(t)e+ i (qn� q0n0) (7.65)

Dans ces conditions, l'�equation mâ�tesse s'�ecrit :

@t � qq0(t) = � i (! q � ! q0)� qq0(t) � (� + 2 W)� qq0(t)

+ (� + 2 W cos(q � q0))
1
N

X

�q�q0

� �q�q0(t)� (q� q0);(�q� �q0) (7.66)

o�u ! q = ! 0 � 2J cos(q) est l'�energie propre d'une onde plane de vecteur d'ondeq. L'Eq.(7.66)
r�ev�ele que les processus de relaxation conservent la di��erence entre les deux vecteurs d'ondes
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q et q0 d'une coh�erence� qq0(t). Cela permet de r�ealiser un changement de variable et de
travailler avec la matrice densit�e r�eduite � q+ k;q(t). Dans ce cas, on dira que le vecteur d'onde
k est un bon nombre quantique qui o�re une diagonalisation partielle du Liouvillien e�ectif
d�ecrivant l'�evolution de la RDM. Avec ces nouvelles variables, l'�equation mâ�tresse devient
un syst�eme deN �equations ind�ependantes (une �equation pour chaque valeur dek) d�e�ni
par :

@t � q+ k;q(t) = [ � i (! q+ k � ! q) � � � ]� q+ k;q(t) +
� + 2 W cos(k)

N

X

q0

� q0+ k;q0(t) (7.67)

7.5 Di�usion quantique

De mani�ere g�en�erale, lorsqu'un syst�eme est plac�e dans une situation hors �equilibre, toutes
les quantit�es qui ne sont pas conserv�ees par les m�ecanismes de relaxation �evoluent tr�es
rapidement vers leur valeur d'�equilibre. Par cons�equent, au bout d'un temps assez court,
seules les quantit�es qui sont conserv�ees au cours des processus de relaxation se trouvent
encore dans une situation hors �equilibre. Le retour vers l'�equilibre de ces quantit�es conserv�ees
s'e�ectue sur un temps plus long �a travers l'apparition de ph�enom�enes de transport. Ce
transport est d�ecrit par des �equations dites hydrodynamiques et les taux avec lesquels le
retour vers l'�equilibre est assur�e sont appel�es coe�cients de transport.

Dans notre cas, nous allons supposer qu'�a un instant initial la particule est cr�e�ee en un
site n = 0 :

� n1n2 (t = 0) = � n10� n20 ) � q+ k;q(t = 0) = 1 =N (7.68)

Le r�eseau se trouve alors dans un �etat hors �equilibre, celui-ci correspondant �a une distribution
uniforme de la particule sur l'ensemble des sites du r�eseau. Au cours de la relaxation, les
quantit�es non conserv�ees sont les coh�erences qui tendent rapidement vers z�ero au bout d'un
temps t � = 1=� � dit temps de d�ephasage. Par contre, les quantit�es conserv�ees sont les
populations. Le ph�enom�ene de di�usion est dont un processus de transport qui d�ecrit le
retour vers une distribution uniforme de la population des �etats de la base locale.

Dans la th�eorie classique du transport, pour un milieu continu, le retour vers l'�equilibre
de la densit�e de probabilit�e P(x; t ) est d�ecrit par la loi de Fick :

@tP(x; t ) = D@xx P(x; t ) (7.69)

o�u D d�e�ni le coe�cient de di�usion. Par transform�ee de Fourier, cette �equation montre que le
retour vers l'�equilibre est d�ecrit par des modes hydrodynamiques de fr�equence 
k = � iDk 2.
En d'autres termes, il est possible de d�eterminer le coe�cient de di�usionD en �etudiant
les perturbations de grande longueur d'onde (petite valeur dek) de l'�equation cin�etique qui
gouverne l'�evolution de la particule. Cependant, il existe une autre d�e�nition du coe�cient
de di�usion qui caract�erise l'�evolution aux temps longs du carr�e moyenne de la densit�e de
probabilit�e :

< x 2(t) > � 2Dt quand t est grand (7.70)

Dans ces conditions, nous allons d�eterminer l'expression microscopique du coe�cient de
di�usion en �etudiant le comportement du carr�e moyen associ�e �a la distribution � nn (t) de la
population des �etats de la base locale. Ce carr�ee moyen est d�e�ni par :

< n 2(t) > =
X

n
n2� nn (t) = �

X

q

@2� q+ k;q(t)
@k2

jk=0 (7.71)
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7.5.1 Etude de l'�equation mâ�tresse dans le base des ondes planes

Pour caract�eriser l'�evolution temporelle du carr�e moyen associ�e �a la distribution Pn (t) =
� nn (t) de la population des �etats de la base locale, nous allons r�esoudre l'�equation mâ�tresse
dans la base de Bloch Eq.(7.67). Sans perte de g�en�eralit�e, cette equation peut s'exprimer
sous la forme op�eratorielle suivante :

@t j� (k; t)i = [ � h(k) +
x(k)
N

U]j� (k; t)i (7.72)

o�u j� (k; t)i est un vecteur de dimensionN contenant l'ensemble des �el�ements de la RDM
� q+ k;q(t). En d'autres termes, dans une repr�esentation not�eejqi , � q+ k;q(t) n'est rien d'autre
que la projection dej� (k; t)i sur jqi . Avec ces notations, les op�erateurs introduits dans
l'�equation pr�ec�edente sont d�e�nis par :

hqq0(k) = � qq0[i (! q+ k � ! q) + � � ]

Uqq0 = 1 8q; q0

x(k) = � + 2 W cos(k) (7.73)

Par cons�equent, en r�ealisant une transformation de Laplace, l'int�egration formelle de l'�equation
mâ�tresse s'�ecrit :

j~� (k; s)i = G(k; s)j� (k; t = 0) i (7.74)

avec

G(k; s) = [ s + h(k) �
x(k)
N

U]� 1 (7.75)

G(k; s) d�esigne la fonction de Green associ�ee �a l'op�erateurh(k) � x(k)U=N qui assure
l'�evolution de la RDM. Avec ces notations, la transform�ee de Laplace du carr�e moyen s'ex-
prime directement en fonction de la fonction de Green :

< ~n2(s) > = �
1
N

X

qq0

@2Gqq0(k; s)
@k2

jk=0 (7.76)

L'int�erêt de cette approche r�eside dans le fait que la fonction de Green peut être calcul�ee
exactement, essentiellement compte tenu de la simplicit�e du noyau m�emoire dans la limite
markovienne. Pour cela, posons :

G0(k; s) =
1

s + h(k)
) G 0

qq0(k; s) =
� qq0

s + i (! q+ k � ! q) + � �
(7.77)

La fonction de GreenG(k; s) admet alors un d�eveloppement de Dyson de la forme :

G(k; s) = G0(k; s)+ G0(k; s)
x(k)
N

UG0(k; s)+ G0(k; s)
x(k)
N

UG0(k; s)
x(k)
N

UG0(k; s)+ ::: (7.78)

Sachant queUqq0 = 1 8q; q0, on en d�eduit :

Gqq0(k; s) = G0
qq0(k; s) +

x(k)
N

X

q1q2

G0
qq1

(k; s)G0
q2q0(k; s)

+
x(k)2

N 2

X

q1q2q3q4

G0
qq1

(k; s)G0
q2q3

(k; s)G0
q4q0(k; s) + ::: (7.79)
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En posant

M (k; s) =
1
N

X

qq0

G0
qq0(k; s) =

1
N

X

q

1
s + i (! k+ q � ! q) + � �

(7.80)

on en d�eduit :

1
N

X

qq0

Gqq0(k; s) = M (k; s) + x(k)M 2(k; s) + x(k)2M 3(k; s) + :::

=
M (k; s)

1 � x(k)M (k; s)
(7.81)

Ainsi, en utilisant ces r�esultats, la transform�ee de Laplace du carr�e moyen s'�ecrit :

< ~n2(s) > = �
@2

@k2
M (k; s)

1 � x(k)M (k; s)
jk=0 (7.82)

Par cons�equent, en r�ealisant un d�eveloppement limit�e �a l'ordre 2 par rapport au vecteur
d'onde k, on en d�eduit �nalement :

< ~n2(s) > =
2 < v 2 >
s2(s + � � )

+
2W
s2

(7.83)

Par transform�ee de Laplace inverse, le carr�e moyen devient :

< n 2(t) > = 2 < v 2 > [
t

� �
+

e� � � t � 1
� � 2

] + 2Wt (7.84)

avec< v 2 > = 2J 2 la moyenne sur la bande permise du carr�e de la vitesse de groupe de la
particule.

Aux temps courts, c'est-�a-dire lorsque �� t << 1, le carr�e moyen montre deux contribu-
tions d�e�nies par :

< n 2(t) > � < v 2 > t 2 + 2Wt (7.85)

Le terme en< v 2 > t 2 co•�ncide avec le terme obtenu dans les Eqs.(2.83) et (2.84) du chapitre
2. Il caract�erise l'�evolution du carr�e moyen lorsque la particule se d�elocalise le long du r�eseau
�a l'instar d'une onde. En e�et, tant que � � t << 1, les uctuations du bain n'ont pas encore
permis de d�etruire la coh�erence de la particule dont la nature ondulatoire est compl�etement
exalt�ee. La particule se comporte alors comme si elle �etait libre si bien que sa propagation
est uniquement alt�er�ee par le ph�enom�ene de dispersion intrins�eque �a la nature du r�eseau. Par
contre, un second terme apparâ�t qui �etait absent dans notre description du chapitre 2. Ce
terme est en r�ealit�e une erreur qui provient du fait que la limite markovienne ne s'applique
pas aux temps courts. Dans une th�eorie plus �elabor�ee, ce terme est absent aux temps courts
mais apparâ�t naturellement aux temps plus longs.

Ce r�egime transitoire prenant naissance durant un tempst � 1=� � , on d�e�nit g�en�eralement
la longueur de coh�erenceL � comme la distance parcourue par la particule de mani�ere
coh�erente :

L � =

p
< v 2 >

� �
(7.86)

Lorsque la nature coh�erente de la particule a disparu, c'est-�a-dire lorsque �� t >> 1,
le carr�e moyen montre une �evolution temporelle lin�eaire en accord avec le m�ecanisme de
di�usion :

< n 2(t) > � [
2 < v 2 >

� �
+ 2W]t (7.87)
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Le coe�cient de di�usion est alors d�e�ni par :

D =
< v 2 >

� �
+ W (7.88)

Le coe�cient de di�usion montre deux contributions d'origine di��erentes. Tout d'abord, on
trouve un terme d�ecrivant le ph�enom�ene de di�usion incoh�erente qui est caract�eris�e par le
taux de transition entre sites voisinsW. Ensuite, un second terme apparâ�t que l'on quali�e
g�en�eralement de coe�cient de di�usion coh�erent car il d�epend de la constante de sautJ .
L'origine de ce terme est la suivante. Sous l'action de la constante de sautJ , la particule
en n �a tendance �a se d�elocaliser vers un site voisinn + 1. Elle est alors port�ee dans un �etat
qui devient une superposition coh�erente des �etatsjni et jn + 1i . Cependant, compte tenu du
d�ephasage, la coh�erence de cette superposition disparâ�t si bien que la particule se retrouve
d�ecrite par un m�elange statistique des deux �etatsjni et jn + 1i . Puisque �etant initiallement
dansjni , tout se passe comme s'il existait un taux de transitions qui lui o�rait la possibilit�e
de transiter dansjn+1i de mani�ere incoh�erente. Ainsi, c'est la limitation de la d�elocalisation
coh�erente par le processus de d�ephasage qui conduit �a des transitions incoh�erentes entre �etats
voisins et qui contribue �a la di�usion de la particule. Par cons�equent, pour les temps longs
devant le temps de d�ephasage, la particule perd totalement son caract�ere ondulatoire et
di�use de site en site �a l'instar d'une particule classique.

� Remarque : de l'�equation mâ�tresse �a la loi de Fick
A partir de l'�equation mâ�tresse Eq.(7.64), l'�evolution de la population des �etats de la
base localePn (t) = � nn (t) est donn�ee par :

@tPn (t) = � 2J Im [� n+1 ;n (t) + � n� 1;n (t)] + W[Pn+1 (t) + Pn� 1(t) � 2Pn (t)] (7.89)

La population du site n d�epend alors des coh�erences "voisines"� n� 1;n (t) dont les va-
riations temporelles sont gouvern�ees par l'�equation :

@t � n+1 ;n (t) = iJ (� n+2 ;n (t) � � n+1 ;n� 1(t) + Pn (t) � Pn+1 (t)] � � � � n+1 ;n (t)

@t � n� 1;n (t) = iJ (� n� 2;n (t) � � n� 1;n+1 (t) + Pn (t) � Pn� 1(t)] � � � � n� 1;n (t)(7.90)

En n�egligeant l'inuence des coh�erences entre sites seconds voisins, les coh�erences
� n� 1;n (t) deviennent :

� n� 1;n (t) � iJ
Z t

0
dt1e� � � (t � t1 ) [Pn (t1) � Pn� 1(t1)] (7.91)

En injectant cette solution dans l'�equation d'�evolution des populations, on obtient :

@tPn (t) � 2J 2
Z t

0
dt1e� � � (t � t1 ) [Pn+1 (t1) + Pn� 1(t1) � 2Pn (t1)]

+ W[Pn+1 (t) + Pn� 1(t) � 2Pn (t)] (7.92)

Finalement, en supposant que le temps de d�ephasage est court devant le temps typique
d'�evolution des populations, la limite Markovienne de cette �equation donne :

@tPn (t) �

 

W +
2J 2

� �

!

[Pn+1 (t) + Pn� 1(t) � 2Pn (t)] (7.93)

On trouve alors une forme discr�ete de la loi de Fick qui montre bien le ph�enom�ene de
di�usion selon le coe�cient D = W + 2J 2=� �
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Figure 7.1 { Repr�esentation de l'espace de Liouville 2D

7.5.2 Invariance translationelle dans l'espace de Liouville

Dans le paragraphe pr�ec�edent, nous avons d�etermin�e le coe�cient de di�usion en exploi-
tant les propri�et�es de l'�equation mâ�tresse g�en�eralis�ee repr�esent�ee dans la base de Bloch. Il
est alors possible d'aboutir au même r�esultat mais en travaillant dans la base locale. Plus
pr�ecis�ement, l'analyse de l'�equation mâ�tresse g�en�eralis�ee dans la base locale r�ev�ele des pro-
pri�et�es de sym�etries sp�eci�ques qui peuvent être exploit�ees pour r�ealiser une r�esolution simple
du probl�eme.

Ainsi, dans la base locale, l'�equation mâ�tresse g�en�eralis�ee Eq.(7.64) s'�ecrit :

@t � nn 0(t) = iJ
X

s= � 1

[� n+ s;n0(t) � � n;n 0+ s(t)]

� (� + 2 W)(1 � � nn 0)� nn 0(t)

+ W� nn 0 f � n+1 ;n+1 (t) + � n� 1;n� 1(t) � 2� n;n (t)g (7.94)

Cette �equation montre clairement que l'�equation mâ�tresse est isomorphe �a une �equation de
Schr•odinger d�ecrivant la dynamique d'une particule �ctive se d�epla�cant sur un r�eseau 2D
(voir Fig. 7.1). Un tel r�eseau, dont la position de chaque site est rep�er�ee par les deux indices
n et n0, constitue une repr�esentation graphique de l'espace Liouville dans lequel �evolue la
matrice densit�e. Dans ce contexte,� nn 0(t) joue le rôle d'une fonction d'onde pour la particule
�ctive dont la dynamique est gouvern�ee par un Hamiltonien 2D non hermitien appel�e Liou-
villien e�ectif. A travers cette �equivalence, les termes du second membre de l'Eq.(7.94) qui
caract�erisent l'�evolution coh�erente conduisent �a une dynamique anisotrope (lat�eral +J selon
une direction et lat�eral � J selon l'autre direction) invariante par translation selon les deux
directions principales du r�eseau 2D. Par contre, les autres termes de l'�equation mâ�tresse
g�en�eralis�ee brisent cette invariance translationnelle 2D. Cependant, comme le montre clai-
rement la Fig. 7.1, l'espace de Liouville reste invariant par translation selon la direction
diagonale sp�eci��ee par l'�egalit�e n = n0.

Cette invariance par translation sugg�ere de r�ealiser un d�eveloppement de la RDM sur
une base de Bloch appropri�ee. Pour cela, il pourrait sembler judicieux d'introduire les coor-
donn�ees de Wigner sp�eci��ees par :

X =
n + n0

2
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m = n0 � n (7.95)

Avec de telles variables, l'invariance par translation de l'espace de Liouville s'e�ectue selon la
direction du centre de masseX . Malheureusement, sur un r�eseau, il convient d'être prudent
car X peut ne pas appartenir �a un site du r�eseau. En e�et, sin = 1 et n0 = 4 alors X = 2:5 !
Pour rem�edier �a ce probl�eme, nous allons introduire les variables suivantes :

x = n

m = n0 � n (7.96)

Dans ces conditions, la RDM s'�ecrivant� nn 0(t) = � x;x + m (t), elle admet un d�eveloppement
sous la forme d'ondes de Bloch de la forme :

� x;x + m (t) =
1

imN

X

k

	 k(m; t)e� ik (x+ m=2)

	 k(m; t) = im
X

x
� x;x + m (t)eik (x+ m=2) (7.97)

o�u le facteur im est introduit pour simpli�er les �ecritures qui vont suivre. Le vecteur d'onde
k est un bon nombre quantique qui prendN valeurs dans la premi�ere zone de Brillouin du
r�eseau physique r�eel 1D. Puisquek devient un bon nombre quantique, le Liouvillien e�ectif
est diagonal par block si bien que l'�equation mâ�tresse g�en�eralis�ee, avec les nouvelles variables
	 k(m) s'�ecrit :

i@t 	 k(m; t) = � i � � 	 k(m; t) � Jk [	 k(m + 1; t) + 	 k(m � 1; t)]

+ i� m;0[� + 2 W cos(k)]	 k(m; t) (7.98)

avecJk = 2J sin(k=2). Ainsi, pour chaque vecteur d'ondek, l'�equation mâ�tresse g�en�eralis�ee
se r�eduit �a une �equation isomorphe �a l'�equation de Schr•odinger pour une particule �ctive
en mouvement sur un r�eseau 1D. Chaque site de ce r�eseau, dont la position est rep�er�ee par
l'indice m, poss�ede une �energie propre complexe� i � � et deux sites plus proche voisins sont
coupl�es �a travers la constante de sautJk . De plus, ce r�eseau �equivalent pr�esente un d�efaut
sur le sitem = 0 dont l'�energie propre complexe se r�eduit �a � 2iW [1 � cos(k)].

Dans ces conditions, le calcul du coe�cient de di�usion se r�eduit au calcul de la fonction
de Green d'un r�eseau 1D qui poss�ede un d�efaut ponctuel. En e�et, �a partir de l'Eq.(7.97),
on montre facilement que la population du siten, c'est-�a-dire � nn (t), est donn�ee par la
transform�ee de Fourier de la fonction 	k(m = 0; t). L'�evolution temporelle du carr�e moyen
de la densit�e de probabilit�e est alors gouvern�ee par le comportement aux grandes longueurs
d'onde de la projection sur le sitem = 0 de la fonction 	 k(m = 0; t) selon la relation :

< n 2(t) > = �

 
@2	 k(0; t)

@k2

!

k=0

(7.99)

En r�ealisant une transformation de Laplace, cette relation se r�e�ecrit :

< ~n2(s) > = � i

 
@2Gk(0; 0; is)

@k2

!

k=0

(7.100)

o�u Gk(is) d�esigne la fonction de Green du r�eseau 1D pr�esentant le d�efaut. En utilisant le
formalisme de la fonction de Green du chapitre 3, la projectionGk(0; 0; is) de cette fonction
de Green se d�eduit de la fonction de Green du r�eseau id�eal selon la relation :

Gk(0; 0; is) =
1

1 � G(0)
k (0; 0; is)V

G(0)
k (0; 0; is) (7.101)
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avecV = i [�+2 W cos(k)] et o�u la projection de la fonction de Green du r�eseau id�eal s'�ecrit :

G(0)
k (0; 0; is) =

1

i
q

4J 2
k + ( s + � � )2

(7.102)

Finalement, en e�ectuant un d�eveloppement limit�e pour les faibles valeurs dek, on obtient :

< ~n2(s) > =
2W
s2

+
4J 2

s2(s + � � )
(7.103)

L'Eq.(7.103) �etant �equivalente �a l'�equation Eq.(7.83), on retrouve facilement l'expression du
carr�e moyen obtenue dans le paragraphe pr�ec�edent, ainsi que celle du coe�cient de di�usion.

7.6 Un mod�ele simple de couplage bain / particule

Pour appr�ehender les m�ecanismes de relaxation de mani�ere plus pr�ecise, nous allons in-
troduire le mod�ele du potentiel de d�eformation qui est couramment utilis�e dans la litt�erature
pour �etudier les processus de relaxation en mati�ere condens�ee. Dans ce mod�ele, la particule
en mouvement sur le r�eseau interagit avec les phonons de ce r�eseau qui sont les excitations
collectives d�ecrivant les vibrations longitudinales des sites.

Ainsi, on associe �a chaque siten une entit�e atomique ou mol�eculaire rigide de masse
M qui e�ectue un petit mouvement d'amplitude un autour de sa position d'�equilibre. Dans
l'approximation harmonique, l'Hamiltonien qui gouverne la dynamique de ces mouvements
est d�e�ni par :

HB =
X

n

P2
n

2M
+

w
2

(un+1 � un )2 (7.104)

o�u Pn d�esigne le moment conjugu�e deun et w la constante de force entre deux sites plus
proches voisins. Par transformation de Bloch, l'HamiltonienHB s'�ecrit comme la somme deN
oscillateurs harmoniques ind�ependants. Un oscillateur de vecteur d'ondek et de fr�equence

 k =

q
4w=Mj sin(k=2)j d�ecrit alors un ensemble de phonons de quasi-impulsion �hk et

d'�energie �h
 k . En introduisant les op�erateurs cr�eation et annihilation de phonons, cet Ha-
miltonien se r�e�ecrit sous la forme usuelle (en unit�e �h = 1) :

HB =
X

k


 kay
kak (7.105)

A l'instar des photons associ�es au champ �electromagn�etique, les phonons sont les quasi-
particules qui �emergent du traitement quantique des vibrations du r�eseau. Ils d�ecrivent le
champ de vibration qui se propage sous la forme d'ondes acoustiques le long du r�eseau. Le
relation de dispersion de ces ondes, 
k = 
 cj sin(k=2)j, d�e�nit une bande permise qui s'�etend
de z�ero jusqu'�a une fr�equence de coupure 
c =

q
4w=M. A l'int�erieur de cette bande, la

densit�e de modes est donn�ee par :

g(
) =
2

� 
 c

1
q

1 � ( 


 c

)2
(7.106)

Dans le mod�ele du potentiel de d�eformation, le couplage entre la particule et les phonons
prend son origine dans la modulation stochastique des �energies de site! n . En d'autres termes,
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les mouvements atomiques du r�eseau modi�ent l'environnement physico-chimique de chaque
site si bien que l'�energie propre de l'�etat localjni �evolue de mani�ere al�eatoire autour de sa
moyenne! 0. On notera que dans ces conditions, le couplage avec le bain est uniquement
responsable d'une d�ecoh�erence quantique mais il ne produit pas de sauts incoh�erents. Pour
mod�eliser cet e�et, on suppose g�en�eralement que la modulation des �energies de site est une
fonction lin�eaire des d�eplacements atomiques. Le couplage particule-phonons se met sous la
forme :

� H =
X

n
� ! n jnihnj avec � ! n =

X

k

1
p

N
[� kn ay

k + � �
kn ak ] (7.107)

o�u � kn d�esigne l'amplitude de l'interaction entre la particule sur le siten et les phonons
de vecteur d'ondek. Son module est ind�ependant den compte tenu de l'invariance par
translation du r�eseau. Sous l'action d'une telle interaction, les propri�et�es de relaxation de
la particule sont enti�erement caract�eris�ees par la donn�ee de la fonction de distribution du
couplageJ (
) d�e�nie par :

J (
) =
1
N

X

k

j� kn j2� (
 � 
 k) (7.108)

J (
) d�ecrit l'intensit�e du couplage entre la particule et les phonons dont la fr�equence est
comprise entre 
 et 
+ d
. De mani�ere g�en�erale, j� kn j2 est une fonction dont la d�ependance
en k s'exprime via les fr�equences 
k du bain de phonons :j� kn j2 = j�(
 k)j2. La distribution
de couplage d�epend alors de la densit�e de modes selon la relation :2

J (
) = j�(
) j2g(
) (7.110)

Bien que par la suite nous donnerons une expression explicite deJ (
) dans le cadre
de la th�eorie de Davydov, il convient de noter qu'il existe di��erents mod�eles pour sp�eci�er
la forme de la distribution du couplage. Ces mod�eles conduisent g�en�eralement �a une loi de
puissance dans le domaine des basses fr�equences suivie d'une d�ecroissance dans le domaine
des hautes fr�equences. Cette d�ecroissance permet alors de rendre compte de l'existence d'une
fr�equence de coupure dans le spectre des phonons. A titre d'exemple, on peut citer le mod�ele
dit ohmique pour lequel la distribution de couplage varie selon la loi :

J (
) = J0
 � e� 
 =
 c (7.111)

avec� = 1. Les cas� > 1 et � < 1 caract�erisent respectivement les situations super-ohmique
et sub-ohmique. De même, le mod�ele de Debye conduit �a une distribution de couplage Lo-
rentzienne donn�ee par :

J (
) = J0




 2 + 
 2
c

(7.112)

Dans ces conditions, le couplage avec le bain �etant uniquement responsable d'un ph�enom�ene
de d�ecoh�erence, la constante de d�ephasage est d�e�nie par :

� = 2 Re
Z 1

0
dth� ! n (t)� ! n (0)i B

2. On rappelle que la densit�e de modes s'exprime comme une somme de fonctions de Dirac :

g(
) =
1
N

X

k

� (
 � 
 k ) (7.109)
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= 2Re
Z 1

0
dt

1
N

X

k

j� kn j2[nkei 
 k t + ( nk + 1) e� i 
 k t ]

= 2
Z 1

0
dt

1
N

X

k

(2nk + 1) j� kn j2 cos(
 k t) (7.113)

o�u nk = 1=[exp(� 
 k) � 1] est la distribution de Bose-Einstein associ�ee au modek, c'est-�a-
dire le nombre moyen de phonons qui occupent le modek �a l'�equilibre thermodynamique
�a la temp�erature T. Dans l'Eq.(7.113), la somme surk se transforme en une int�egrale sur
les fr�equences pond�er�ee par la densit�e de modes des phononsg(
) : 1 =N

P
k !

R
 c
0 d
 g(
).

Dans ce contexte, la constante de d�ephasage se r�e�ecrit sous la forme suivante :

� = lim
T !1

2
Z T

0
dt

Z 
 c

0
d
(2 n(
) + 1) g(
) j�(
) j2 cos(
 t)

= lim
T !1

2
Z 
 c

0
d
(2 n(
) + 1) J (
)

sin(
 T)



(7.114)

Soit, �nalement : 3

� = lim

 ! 0

� (2n(
) + 1) J (
) = 2 �k B T lim

 ! 0

J (
)



(7.116)

Pour illustrer ce r�esultat, consid�erons le mod�ele de Davydov qui d�ecrit la dynamique d'un
exciton vibrationnel coupl�e aux phonons dans une h�elice-� . Dans ce mod�ele, la modulation
de l'�energie du site n d�epend de la d�eformation du r�eseau au voisinage de ce même site.
En d'autres termes, � ! n est une fonction lin�eaire de la di��erence des d�eplacementsun+1 �
un� 1 des sites qui entourent le siten. En d�eveloppant les d�eplacementsun en fonction des
op�erateurs phonons, on montre alors que l'amplitude du couplage exciton-phonon s'�ecrit sous
la forme :

� kn = � i � 0
sin(k)

q
j sin(k=2)j

e� ikn (7.117)

o�u � 0 caract�erise la force du couplage. A partir de la relation de dispersion des phonons, on
montre alors facilement que l'intensit�e du couplage s'�ecrit :

j� kn j2 = � 2
0
4 sin2(k=2) cos2(k=2)

j sin(k=2)j
= 4� 2

0

 k


 c

"

1 �
� 
 k


 c

� 2#

(7.118)

Dans ces conditions, la distribution du couplage d�e�nit un mod�ele ohmique selon la relation :

J (
) =
8� 2

0

� 
 2

c

vu
u
t 1 �

� 


 c

� 2

(7.119)

La constante de d�ephasage du mod�ele de Davydov devient �nalement :

� =
16kB T� 2

0


 2
c

(7.120)

3. On utilisera les propri�et�es

lim
t !1

sin(
 t)



= �� (! ) et
Z 
 c

0
� (! )d! = 1=2 (7.115)
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Ce r�esultat, bien que relativement simpliste, montre clairement que le longueur de coh�erence
est inversement proportionnelle �a la temp�erature et d�ecrô�t avec l'intensit�e du couplage entre
la particule et le bain :

L � =

p
2J 
 2

c

16kB T� 2
0

(7.121)

Un calcul num�erique montre que la longueur de coh�erence est voisine de 20 unit�es peptidiques
�a 50 K alors qu'elle se r�eduit �a 3 unit�es peptidiques �a temp�erature biologique. La nature
coh�erente de la particule est donc particuli�erement exalt�ee �a basse temp�erature uniquement.
De plus, puisque la di�usion incoh�erente est absente, on constate que le coe�cient de di�usion
coh�erent diverge lorsque la temp�erature tend vers z�ero :

D =
J 2
 2

c

8kB T� 2
0

=
p

2JL � (7.122)
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Chapitre 8

Probl�emes et exercices

8.1 Fonction de Green

8.1.1 Exercice 1

Soit un syst�eme quantique d'HamiltonienH . On d�e�nit la fonction de Green avanc�ee
par :

K � (t) = i� (� t)U(t) (8.1)

Montrer que :
(i@t � H )K � (t) = � (t) (8.2)

Soit G� (! ) le propagateur associ�e d�e�ni par :

G� (! ) =
Z + 1

�1
dtK � (t)ei!t (8.3)

Montrer que :
G� (! ) = lim

� ! 0+
[! � H � i� ]� 1 (8.4)

8.1.2 Exercice 2

Soient G� (! ) = [ ! � H � i0+ ]� 1 les fonctions de Green (propagateurs) respectivement
retard�ee et avanc�ee. Montrer que :

U(t) =
1

2i�

Z + 1

�1
d! [G� (! ) � G+ (! )]e� i!t (8.5)

En d�eduire l'expression de l'op�erateur d'�evolution comme une int�egrale dans le plan complexe
sur la r�esolvante G(z) = [ z � H ]� 1.

8.1.3 Exercice 3

Soit Pn=n 0 (t) la probabilit�e d'observer une particule sur le siten �a l'instant t sachant
qu'elle se trouve sur le siten0 �a l'instant t = 0. Montrer que :

lim
t ! + 1

Pn=n 0 (t) = lim
� ! 0+

�
�

Z + 1

�1
d! jGnn 0 (! + i� )j2 (8.6)

On pourra utiliser l'identit�e :
Z + 1

�1
d! (

1
! � a � i�

)(
1

! � b+ i�
) =

2i�
a � b+ 2i�

(8.7)
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8.1.4 Exercice 4

En utilisant les r�esultats de l'exercice pr�ec�edent, montrer que le coe�cient de di�usion
d'une particule en mouvement sur un r�eseau 1D est d�e�ni par :

D = lim
� ! 0+

� 2

�

Z + 1

�1
d! hG(! � i� )X 2G(! + i� )i (8.8)

o�u le symbole < ::: > d�esigne une moyenne sur l'�etat initial de la particule et o�u X d�esigne
l'op�erateur position sur r�eseau :

X =
X

n
njnihnj (8.9)

8.1.5 Exercice 5

Soit un r�eseau 1D invariant par translation. En mouvement sur ce r�eseau, un particule
poss�ede comme �etats propres des ondes de Bloch de vecteur d'ondeq et d'�energie ! q. La
particule �etant initialement en n = 0, montrer que la carr�e moyen de sa position �evolue selon
la loi :

< n 2(t) > =
1
N

X

q
v2

qt2 (8.10)

o�u vq d�esigne la vitesse de groupe de la particule.

8.1.6 Exercice 6

Selon la th�eorie de la r�eponse lin�eaire, le spectre d'absorption optique d'un syst�eme
quantique initialement dans l'�etat ji i est donn�e par la partie imaginaire de la susceptibilit�e :

� 00(! ) =
X

f

� j� f i j2[� (! � ! f i ) � � (! + ! f i )] (8.11)

En supposant maintenant que le syst�eme se trouve �a l'�equilibre thermodynamique �a la
temp�erature T (situation canonique), montrer que le spectre s'�ecrit :

� 00(! ) =
1
2

(1 � e� �! )
Z + 1

�1
dtei!t < �̂ (t)�̂ (0) > (8.12)

o�u � = 1=kT, o�u < ::: > d�esigne une moyenne statistique sur l'�etat initial et o�u �̂ (t) est la
repr�esentation de Heisenberg de l'op�erateur moment dipolaire.

8.1.7 Exercice 7

Soit une particlue libre de massem en mouvement dans un espace continu �a une dimen-
sion. L'Hamiltonien de la particule est d�e�ni par :

H =
p2

2m
(8.13)

o�u p est l'op�erateur impulsion dont la repr�esentation coordonn�ee s'�ecrit p = � i �h@x . Soit
G(E) = ( E � H )� 1 la fonction de Green de la particule libre. Montrer qu'en repr�esentation
coordonn�ee la fonction de Green v�eri�e l'�equation :

(
�h2

2m
@2

@x2
+ E)G(x; x0) = � (x � x0) (8.14)
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En posant K =
q

2mE=�h2, on cherche une solution de la forme

G(x; x0) = AeiK jx� x0j (8.15)

D�eterminer A. En comparant l'expression deG(x; x0) et celle de la fonction de Green du
mod�ele des liaisons fortesGnn 0(! ) montrer la relation entre la masse de la particule libre et
la constante de sautJ : J = �h2=2ma2. Conclure !

8.2 Conductivit�e et Fonction de Green

8.2.1 Relation entre la conductivit�e et la susceptibilit�e

Dans cette premi�ere partie, nous allons utiliser une approche purement classique pour
�etablir une relation tr�es g�en�erale entre la partie imaginaire de la susceptibilit�e et la partie
r�eelle de la conductivit�e d'un m�etal. Ainsi, on consid�ere un gaz classique d'�electrons libres
de densit�e n. Ce gaz est plac�e dans un champ �electrique sinuso•�daleE(t) = E(! )e� i!t .
Chaque �electron de charge� e et de massem est soumis �a une forceF (t) = � eE(t). De
plus, pour tenir compte des e�ets de dissipation (collisions des �electrons avec les phonons
et les impuret�es du r�eseau), chaque �electron est soumis �a une force de frottement visqueux
f = � (m=� )v, o�u v d�esigne la vitesse de l'�electron. Le temps� d�e�nit le temps typique entre
deux collisions.

Pour simpli�er notre analyse, nous travaillerons �a une dimension. Dans ce cas la polari-
sation du gaz �electronique est d�e�nie par

P(! ) = � nex(! ) = � (! )E(! ) (8.16)

o�u � (! ) est la susceptibilit�e lin�eaire du milieu. De même, la densit�e de courant �electronique
est donn�ee par

J (! ) = � nev(! ) = � (! )E(! ) (8.17)

o�u � (! ) est la conductivit�e �electrique du milieu.

1) Ecrire l'�equation du mouvement d'un �electron

2) En cherchant une solution de la formex = x(! )e� i!t , d�eterminer l'amplitude x(! ) en
r�egime permanent. Montrer que la susceptibilit�e s'�ecrit :

� (! ) = �
ne2�
i!m

1 + i!�
1 + ( !� )2

(8.18)

3) En cherchant la vitesse de la formev = v(! )e� i!t , d�eterminer l'amplitude v(! ) en r�egime
permanent. Montrer que le conductivit�e s'�ecrit :

� (! ) =
ne2�

m
1 + i!�

1 + ( !� )2
(8.19)

4) En d�eduire Re � (! ) = ! Im � (! ).

Bien que bas�ee sur une approche tr�es simpliste, il s'av�ere que cette relation est g�en�erale
que le syst�eme soit trait�e de mani�ere classique ou quantique. Elle nous servira de base pour
d�eterminer la conductivit�e en fonction de la fonction de Green.
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8.2.2 Expression g�en�erale de la conductivit�e

A partir de la th�eorie de la r�eponse lin�eaire, on montre que la partie imaginaire de la
susceptibilit�e d'un syst�eme quantique quelconque s'�ecrit :

� 00(! ) =
�

V �h

X

if

Pi j� f i j2(� (! � ! f i ) � � (! + ! f i )) (8.20)

o�u ji i et jf i sont les �etats propres de l'HamiltonienH du syst�eme associ�es aux valeurs
propres �h! i et �h! f . Dans cette expression,Pi d�esigne la probabilit�e d'observer le syst�eme
dans l'�etat ji i et � f i est un �el�ement de matrice de l'op�erateur moment dipolaire. On notera
que pour �eviter les confusions, �h a �et�e r�eintroduit ainsi que le volume V du syst�eme. De plus,
pour simpli�er, nous ne consid�ererons qu'une seule direction de l'espace. Pour un �electron,
le moment dipolaire est d�e�ni par � = � ex, o�u x est l'op�erateur position.

1) En jouant sur les indices, montrer que cette expression s'�ecrit :

� 00(! ) =
�e 2

V�h

X

if

(Pi � Pf )jx f i j2� (! � ! f i ) (8.21)

2) En m�ecanique quantique, l'op�erateur vitesse associ�e �a l'op�erateur position est d�e�ni par
la relation v = _x = i

�h [H; x ]. Montrer que :

vf i = i! f i x f i (8.22)

En d�eduire

� 00(! ) =
�e 2

V�h

X

if

(Pi � Pf )
! 2

jvf i j2� (! � ! f i ) (8.23)

3) Compte tenu de la relation �etablie dans la premi�ere partie, montrer que la partie r�eelle
de la conductivit�e s'�ecrit :

Re � (! ) =
�e 2

V�h

X

if

f (! i ) � f (! i + ! )
!

jvf i j2� (! � ! f i ) (8.24)

o�u f (! k) = Pk est la distribution de Fermi-Dirac qui sp�eci�e la population �electronique d'un
�etat d'�enegie �h! k . En d�eduire que :

Re � (! ) =
�e 2

V�h

Z
d


X

if

f (
) � f (
 + ! )
!

jvf i j2� (! + 
 � ! f )� (
 � ! i ) (8.25)

4) En introduisant les �el�ements de matrice de la fonction de Green retard�ee, en d�eduire
l'expression g�en�erale de la partie r�eelle de la conductivit�e :

Re � (! ) =
e2

�V �h

Z
d


f (
) � f (
 + ! )
!

T r[Im G (
 + i0+ )vIm G (
 + ! + i0+ )v] (8.26)

o�u le symbole Tr d�esigne une trace sur l'ensemble des �etats propres deH .

5) La conductivit�e statique s'obtient en passant �a la limite ! ! 0. Montrer qu'elle s'�ecrit :

� 0 = �
e2

�V �h

Z
d


@f(
)
@


T r[Im G (
 + i0+ )vIm G (
 + i0+ )v] (8.27)
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6) Finalement, en d�eduire qu'�a basse temp�erature la conductivit�e devient :

� 0 =
se2

�V �h
T r[Im G (! F + i0+ )vIm G (! F + i0+ )v] (8.28)

o�u �h! F d�esigne l'�energie de Fermi, o�u s = 2 tient compte du fait que deux �electrons de spins
oppos�es contribuant de la même mani�ere au courant.

Cette relation, assez complexe en pratique, est couramment utilis�ee dans les ouvrages
sp�ecialis�es pour appr�ehender les propri�et�es de transport �electronique dans les syst�emes
m�esoscopiques. Elle fournit une expression tr�es g�en�erale en fonction de la fonction de Green
du syst�eme. Elle ne se r�eduit pas aux propri�et�es d'un syst�eme id�eal et permet de calculer
la conductivit�e en pr�esence de d�efauts, de d�esordre, d'un couplage �electron-�electron et d'un
couplage �electron-phonon.

8.3 Localisation

8.3.1 Probabilit�e de survie

Soit un r�eseau semi-in�ni form�e par les sitesn = 1; 2; 3; .... Sur ce r�eseau, la dynamique
d'une particule est gouvern�ee par un Hamiltonien de liaisons fortesH de param�etres ! 0 et
� J .

1) Montrer que la projection de la fonction de GreenG(! ) = ( ! � H )� 1 sur le site n=1
s'�ecrit :

G11(! ) = �
�
J

avec� (! ) = �
! � ! 0

2J
+ i

s

1 � (
! � ! 0

2J
)2 (8.29)

2) En d�eduire que la probabilit�e de survie de l'�etat de bord n = 1 s'�ecrit :

P1(t) = jJ0(2Jt ) + J2(2Jt )j2 =

 
J1(2Jt )

Jt

! 2

(8.30)

On rappelle que les fonctions de Bessel de premi�ere esp�ece sont d�e�nies par :

Jn (z) =
i � n

2�

Z �

� �
dqei [qn+ z cos(q)] (8.31)

Ces fonctions v�eri�ent :

Jn (� z) = ( � 1)nJn (z) ; J� n (z) = ( � 1)nJn (z) et Jn (z) = z

 
Jn� 1(z) + Jn+1 (z)

2n

!

(8.32)

3) Sachant que pourz >> 1 on a

Jn (z) �

s
2

�z
cos(z � n�= 2 � �= 4); (8.33)

montrer que P1(t) d�ecrô�t tr�es rapidement selon une loi en 1=t3. Dans un r�eseau in�ni, la
probabilit�e de survie d'un �etat local d�ecrô�t �egalement mais selon une loi en 1=t. Pourquoi
cette di��erence ?
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8.3.2 Etats de surface et/ou de bord

Soit un r�eseau semi-in�ni form�e par les sitesn = 1; 2; 3; .... Sur ce r�eseau, la dynamique
d'une particule est gouvern�ee par un Hamiltonien de liaisons fortes de param�etres! 0 et � J .
De plus, le r�eseau poss�ede un d�efaut traduisant un d�eplacement de l'�energie du siten = 1 :
! 1 = ! 0 + �. Dans cet exercice, on supposera � > 0.

1) Pour un r�eseau semi-in�ni sans d�efaut, la fonction de Green s'�ecrit :

G0
nn 0 =

� jn� n0j � � n+ n0

J (� � � � 1)
avec� = eik (! ) et ! = ! 0 � 2J cos(k) (8.34)

Montrer qu'en pr�esence du d�efaut la fonction de GreenG(! ) devient :

Gnn 0 = G0
nn 0 + G0

n1G0
1n0

�
1 + �

J �
(8.35)

2) En �etudiant les pôles deG(! ), montrer qu'il existe un �etat localis�e de vecteur d'onde
complexek(! ) = � + i� (! ) avec :

e� � (! ) =
J
�

(8.36)

En d�eduire que cet �etat localis�e apparâ�t si et seulement si � est sup�erieur �a une valeur
critique � � que l'on d�eterminera.

3) Pour � > � � , d�eterminer la longueur de localisation� = � (! )� 1 ainsi que l'�energie de
l'�etat localis�e. Etudier les variations de cette derni�ere en fonction de �.

8.4 Conductance quantique : 2 r�esistances en s�erie

8.4.1 Premi�ere Partie

Dans cette premi�ere partie, nous allons d�e�nir la r�esistance d'un conductance quantique
correspondant �a un r�eseau 1D pr�esentant un d�efaut local en un site particulier. En l'absence
de d�efaut, la dynamique des �electrons de conduction du r�eseau 1D est d�ecrite par un mod�ele
de liaisons fortes dont l'Hamiltonien s'�ecrit :

H0 =
X

n
! 0jnihnj � J [jnihn + 1j + jn + 1ihnj] (8.37)

On suppose maintenant que le r�eseau pr�esente un d�efaut sur le siten = 0. Ce d�efaut corres-
pond �a un mur de potentiel traduisant le fait que l'�energie de l'orbitale du siten = 0 s'�ecrit
! 0 + �.

1) Montrer qu'en pr�esence du d�efaut, on peut �ecrire l'Hamiltonien de l'�electron sous la forme
H = H0 + V avecV = � j0ih0j. Par la suite on noteraED le sous espace associ�e au d�efaut.
De dimension 1, ce sous espace est sous tendu par la base r�eduiteBD = fj 0ig . On posera
P = j0ih0j le projecteur sur le sous espaceED .
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2) Montrer que la fonction de GreenG(! ) = ( ! � H )� 1 du r�eseau r�eel s'exprime en fonction
de la fonction de GreenG0(! ) = ( ! � H0)� 1 du r�eseau id�eal selon la relation :

G(! ) = G0(! ) + G0(! )T(! )G0(! ) (8.38)

avec
T(! ) = PV(1 � PG0V P)� 1 (8.39)

En d�eduire que la matriceT n'a qu'un seul �element non nul qui correspond �a sa restriction
au sous espaceED . Montrer que cet �el�ement est d�e�ni par :

T00(! ) =
�

1 � � G0
00(! )

(8.40)

3) Dans un r�eseau id�eal, les �elements de la fonction de Green sont d�e�nis par :

G0
nn 0(! ) =

eik (! )jn� n0j

2iJ sin(k(! ))
(8.41)

Quelle est la relation qui relie le vecteur d'ondek(! ) �a l'�energie ! ?
On introduit alors le param�etre � (! ) d�e�ni par :

� (! ) = �
�

2J sin(k(! ))
(8.42)

En d�eduire que l'unique �element de la matriceT(! ) s'�ecrit :

T00(! ) =
�

1 � i� (! )
(8.43)

4) Montrer que le coe�cient de transmission d'une onde de fr�equence! �a travers le d�efaut
s'�ecrit :

t(! ) =
1

1 � i� (! )
(8.44)

5) Le r�eseau 1D est connect�e par la droite et par la gauche �a deux r�eservoirs d'�electrons entre
lesquels on �etablit une di��erence de potentiel. Sachant que dans le r�eseau on suppose que
chaque site "fournit" un �electron de conduction, quelle est la valeur du niveau de Fermi ? En
d�eduire le vecteur d'onde de FermiqF ? En utilisant la Formule de Landauer, montrer que
la conductance quantique est d�e�nie par :

g1 =
2e2

h
1

1 + ( �
2J )2

(8.45)

6) Dans la limite � >> J , montrer que la r�esistance du conducteur quantique s'�ecrit :

R 1 = R 0

� �
2J

� 2

(8.46)

Que vaut R 0 ?



120 CHAPITRE 8. PROBL �EMES ET EXERCICES

8.4.2 Seconde partie

Dans cette partie, on se propose d'�etudier la r�esistance d'un conducteur quantique qui
pr�esente deux d�efauts localis�es sur les sitesn = 0 et n = L, respectivement. Chaque d�efaut
traduit l'existence d'un mur de potentiel correspondant �a une self-�energie des sitesn = 0 et
n = L �egale �a ! 0 + �. En d'autres termes, le conducteur apparâ�t �equivalent �a la mise en
s�erie de deux conducteurs pr�esentant chacun un seul d�efaut !

1) Montrer qu'en pr�esence des d�efaut, on peut �ecrire l'Hamiltonien de l'�electron sous la forme
H = H0 + V avecV = �( j0ih0j + jL ihL j). Par la suite on noteraED le sous espace associ�e au
d�efaut. De dimension 2, ce sous espace est sous tendu par la base r�eduiteBD = fj 0i ; jL ig .
On poseraP = j0ih0j + jL ihL j le projecteur sur le sous espaceED .

2) Montrer que la fonction de GreenG(! ) = ( ! � H )� 1 du r�eseau r�eel s'exprime en fonction
de la fonction de GreenG0(! ) = ( ! � H0)� 1 du r�eseau id�eal selon la relation :

G(! ) = G0(! ) + G0(! )T(! )G0(! ) (8.47)

avec
T(! ) = PV(1 � PG0V P)� 1 (8.48)

En d�eduire que la matriceT n'a que quatre �elementsT00; T0L ; TL 0 et TLL . Dans le sous espace
ED , montrer que la repr�esentation de la matriceT est la suivante :

T(! ) =
�

(1 � i� )2 � (i� )2e2ikL

 
1 � i� i�e ikL

i�e ikL 1 � i�

!

(8.49)

o�u � � � (! ) et k � k(! ) ont �et�e d�e�nis dans la premi�ere partie.

3) En utlisant la relation de Lippman-Schwinger, montrer que le coe�cient de transmission
�a travers les deux d�efauts s'�ecrit :

t(! ) =
1

(1 � i� )2 � (i� )2e2ikL
(8.50)

4) Le r�eseau 1D est connect�e par la droite et par la gauche �a deux r�eservoirs d'�electrons entre
lesquels on �etablit une di��erence de potentiel. SiL est pair, montrer que la conductance
quantique vaut :

g12 =
2e2

h
1

1 + 4( �
2J )2

(8.51)

A l'inverse, si L est impair, montrer que la conductance s'�ecrit :

g12 =
2e2

h
1

1 + 4( �
2J )4

(8.52)

5) Dans la limite � >> J , montrer que la r�esistance du conducteur quantique s'�ecrit :

R 12 = 4R 0

� �
2J

� 2

si L est pair

R 12 = 4R 0

� �
2J

� 4

si L est impair (8.53)

6) Quelle est votre conclusion sur la mise en s�erie de deux r�esistances ? Peut-on g�en�eraliser
cette approche au cas d'un ensemble de r�esistances mont�ees en s�erie ?
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8.5 Le probl�eme du cluster attach�e �a un nano-�l

8.5.1 Premi�ere Partie

Le but de cette premi�ere partie est d'�etablir l'expression de la conductance quantique
d'un �l atomique qui pr�esente un d�efaut local en un site particulier. Pour cela, on consid�ere
tout d'abord la propagation d'un �electron dans un r�eseau 1D. La dynamique du r�eseau �etant
d�ecrite par un mod�ele de liaisons fortes, chaque siten du r�eseau est caract�eris�e par une
orbitale locale jni dont l'�energie est not�ee ! 0. L'�electron est capable de sauter de sites en
sites et on notera� J la constante de saut associ�ee. L'Hamiltonien de liaisons fortes est alors
d�e�ni par :

H0 =
X

n
! 0jnihnj � J [jnihn + 1j + jn + 1ihnj] (8.54)

On suppose maintenant que le r�eseau pr�esente un d�efaut sur le siten = 0. En d'autres
termes, l'�energie de l'orbitale du siten = 0, di��erente de celle des autres sites, s'�ecrit! 0 +�.

1) Montrer qu'en pr�esence du d�efaut, on peut �ecrire l'Hamiltonien de l'�electron sous la forme
H = H0 + V avecV = � j0ih0j. Par la suite on noteraED le sous espace associ�e au d�efaut.
De dimension 1, ce sous espace est sous tendu par la base r�eduiteBD = fj 0ig . On posera
P = j0ih0j le projecteur sur le sous espaceED .

2) Soit G(! ) = ( ! � H )� 1 la fonction de Green du r�eseau en pr�esence du d�efaut et soit
G0(! ) = ( ! � H0)� 1 celle du r�eseau id�eal. Montrer queG(! ) est reli�ee �a G0(! ) par l'in-
term�ediaire de la matrice T selon la relation :

G(! ) = G0(! ) + G0(! )T(! )G0(! ) (8.55)

avec

T(! ) =
�

1 � � G0
00(! )

j0ih0j (8.56)

3) Dans un r�eseau id�eal, on rappelle que les �el�ements de la fonction de Green sont d�e�nis
par :

G0
nn 0(! ) = g0(! )� jn� n0j(! ) avecg0(! ) =

1
J (� (! ) � � � 1(! ))

(8.57)

o�u � (! ) = exp[ iq(! )]. Quelle est la relation qui relie le vecteur d'ondeq(! ) �a l'�energie ! ?
En d�eduire que l'unique �el�ement de la matrice T(! ) s'�ecrit :

T00(! ) =
�

1 � g0(! )�
(8.58)

4) Montrer que le coe�cient de transmission d'une onde de fr�equence! �a travers le d�efaut
s'�ecrit :

t(! ) =
1

1 � g0(! )�
(8.59)

5) Le r�eseau 1D est connect�e par la droite et par la gauche �a deux r�eservoirs d'�electrons entre
lesquels on �etablit une di��erence de potentiel. Sachant que dans le r�eseau on suppose que
chaque site "fournit" un �electron de conduction, quelle est la valeur du niveau de Fermi ?
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En d�eduire le vecteur d'onde de Fermi et montrer que la conductance quantique est d�e�nie
par :

g =
2e2

h
1

1 + ( �
2J )2

(8.60)

8.5.2 Seconde partie

Dans cette partie, on se propose d'utiliser le formalisme �etabli dans la premi�ere partie
pour calculer la conductance quantique d'un nano�l lorsque celui-ci est perturb�e par la
pr�esence d'un cluster. Nous consid�ererons le cas d'un cluster form�e par un atome puis le
cas d'un cluster form�e par deux atomes. Une g�en�eralisation au cas d'un cluster form�e deL
atomes (L > 2) sera envisag�ee dans la derni�ere question.

Ainsi, comme le montre la �gure, chaque atome du cluster est caract�eris�e par une orbitale,
not�ee jai et jbi , capable d'accepter un �electron du r�eseau. Pour simpli�er la discussion, les
�energies de ces orbitales seront identiques �a celles qui d�e�nissent le r�eseau id�eal, �a savoir
! 0. Depuis le r�eseau id�eal, un �electron peut sauter sur l'orbitalejai uniquement selon une
constante de saut� J0 qui r�ealise une connexion avec le site 0 du r�eseau id�eal. De plus,
lorsque le cluster poss�ede deux atomes, la constante de saut entre les orbitalesjai et jbi sera
�egale �a � J , c'est-�a-dire celle du r�eseau id�eal.

Lorsque le cluster est form�e par un atome dont l'orbitale est not�eejai , son Hamiltonien
propre est d�e�ni par l'unique �el�ement H = ! 0jaihaj. Par contre, lorsque le cluster est form�e
par deux atomes, son Hamiltonien est repr�esent�e par une matrice (2� 2) qui est d�e�nie, dans
le basefj ai ; jbig , par :

H =

 
! 0 � J
� J ! 0

!

: (8.61)

1) En utilisant la m�ethode des projecteurs, montrer que la restriction de la fonction de Green
�a l'ensemble des sites du r�eseau id�eal s'�ecrit :

G(! ) =
1

! � H0 � J 2
0 Gaa(! )j0ih0j

(8.62)

o�u G(! ) = ( ! � H )� 1 est la fonction de Green du cluster lorsque celui-ci est isol�e du r�eseau
1D. La notation Gaa(! ) d�esigne l'�el�ement de matrice de G(! ) dans l'orbitale jai

2) En d�eduire que tout se passe comme si la pr�esence du cluster �etait �equivalente �a la pr�esence
d'un d�efaut sur le site n = 0. Le d�efaut traduit un d�eplacement de l'�energie du site n = 0
donn�e par :

�( ! ) = J 2
0 Gaa(! ) (8.63)

3) En d�eduire l'expression de la conductance quantique du nano�l en fonction de la fonction
de Green du cluster.

4) Lorsque le cluster est form�e par un seul atome, montrer queGaa(! ) = 1 =(! � ! 0). En
d�eduire la valeur de la conductance.
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Figure 8.1 { Mod�elisation d'un cluster attach�e �a un nano-�l.

5) Lorsque le cluster est form�e par deux atomes, montrer que

Gaa(! ) =
(! � ! 0)

(! � ! 0)2 � J 2
(8.64)

En d�eduire la valeur de la conductance.

6) Pour analyser le comportement de la conductance lorsque le nombre d'atomes du cluster
est sup�erieur �a 2, nous allons consid�erer que le cluster est form�e par une châ�ne contenantL
atomes rep�er�es par l'indicem = 1; :::; L. Dans ce cas, en utilisant la m�ethode du clivage, on
montre que la fonction de Green du cluster s'�ecrit,8 m et m0 2 [1; L] :

Gmm 0(! ) =
� jm� m0j � � m+ m0

J (� � � � 1)
�

� 2L +2

1 � � 2L +2

(� m+ m0
+ � � (m+ m0) � � m� m0

� � m0� m )
J (� � � � 1)

(8.65)

avec � � � (! ) = eiq(! ) . Le cluster �etant attach�e au r�eseau 1D par l'interm�ediaire du site
m = 1, tout se passe comme si la pr�esence du cluster �etait �equivalente �a la pr�esence d'un
d�efaut d'�energie �( ! ) = J 2

0 G11(! ) sur le site n = 0 du r�eseau id�eal. En d�eduire l'expression
de la conductance du �l id�eal en fonction de la taille du cluster. Pour cela, on montrera qu'au
niveau de Fermi on a :

G11(! 0) =
1
iJ

 
1 � (� 1)L

1 + ( � 1)L

!

(8.66)

8.6 Etude d'une jonction m�etal-mol�ecule-m�etal

8.6.1 Introduction

L'�electronique mol�eculaire repose sur l'id�ee que le moyen d'atteindre les dimensions na-
nom�etriques est d'utiliser directement des mol�ecules organiques qui poss�edent naturellement
cette dimension. Dans ce contexte, le dispositif principal �etudi�e en �electronique mol�eculaire
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Figure 8.2 { Mod�elisation de la jonction m�etal-mol�ecule-m�etal

est une jonction m�etal-mol�ecule-m�etal dans laquelle deux �electrodes m�etalliques constituent
un r�eservoir d'�electrons qui sont inject�es dans une mol�ecule.

Pour appr�ehender la physique mise en jeu dans ce type de dispositif, nous allons consid�erer
le cas simple o�u la mol�ecule joue le rôle de pont nanom�etrique permettant le transfert des
�electrons entre les extr�emit�es de deux nano-�electrodes. Pour construire ce dispositif, nous
allons consid�erer un r�eseau in�ni 1D. Sur ce r�eseau, la propagation �electronique est d�ecrite
par un mod�ele de liaisons fortes : chaque siten du r�eseau est caract�eris�e par une orbitale
localejni dont l'�energie est not�ee ! 0. L'�electron est capable de sauter de sites en sites et on
notera � J la constante de saut associ�ee. l'Hamiltonien des liaisons fortesH0 est d�e�ni par :

H0 =
X

n
! 0jnihnj � J [jnihn + 1j + jn + 1ihnj] (8.67)

Pour simuler la pr�esence d'une jonction, nous allons supposer que l'inuence de la mol�ecule
sur les propri�et�es de transport de l'�electron revient �a changer localement une constante de
saut. En d'autres termes, le syst�eme apparâ�t comme deux r�eseaux semi-in�nis, c'est-�a-dire
deux nano-�electrodes, reli�es par un pont mol�eculaire. Ce pont mol�eculaire traduit une per-
turbation de la constante de saut entre les sitesn = 0 et n = 1 qui est �egale �a � J 0. En
pr�esence de ce d�efaut ponctuel, on noteraH = H0 + V l'Hamiltonien �electronique.

8.6.2 Conductance quantique

Le but de cette premi�ere partie est d'�etudier les variations de la conductance quantique
de la jonction m�etal-mol�ecule-m�etal en fonction de la valeur de la constante de sautJ 0.

1) Montrer qu'en pr�esence du d�efaut, on peut �ecrire l'Hamiltonien de l'�electron sous la forme
H = H0 + V avec V = �J [j0ih1j + j1ih0j]. Que vaut �J ? En d�eduire que le d�efaut agit
uniquement dans le sous espaceED de dimension 2 sous tendu par la baseBD = fj 0i ; j1ig .
On poseraP = j0ih0j + jL ihL j le projecteur sur le sous espaceED . La restriction de PV P �a
ED est donc une simple matrice (2� 2).

2) Soit G(! ) = ( ! � H )� 1 la fonction de Green du r�eseau en pr�esence du d�efaut et soit
G0(! ) = ( ! � H0)� 1 celle du r�eseau id�eal. Montrer queG(! ) est reli�ee �a G0(! ) par l'in-
term�ediaire de la matrice T selon la relation :

G(! ) = G0(! ) + G0(! )T(! )G0(! ) (8.68)
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Seule la restriction de la matriceT au sous espaceED est non nulle. On montrera alors que
dans la baseBD , la matrice T est une matrice (2� 2) d�e�nie par :

T =
1

(1 � G0
01�J )2 � (G0

00�J )2

 
G0

00�J
2 �J (1 � G0

01�J )
�J (1 � G0

01�J ) G0
00�J

2

!

: (8.69)

3) Dans un r�eseau id�eal, on rappelle que les �el�ements de la fonction de Green sont d�e�nis
par :

G0
nn 0(! ) =

� (! ) jn� n0j

J [� (! ) � � � 1(! )]
(8.70)

avec

� (! ) = eik (! ) (8.71)

Quelle est la relation qui relie le vecteur d'ondek(! ) �a l'�energie ! ? En posantg0(! ) = G0
00(! ),

r�e�ecrire la matrice T(! ) en fonction de �J , g0, et � . Pour simpli�er l'�ecriture, on pourra
omettre la d�ependance en! de g0 et de � .

4) En utilisant les r�esultats du cours, montrer que le coe�cient de transmission d'une onde
de fr�equence! �a travers la jonction s'�ecrit :

t(! ) =
1 � g0�J (� � � � 1)

(1 � g0�J� )2 � (g0�J )2
(8.72)

5) Le r�eseau 1D est connect�e par la droite et par la gauche �a deux r�eservoirs d'�electrons entre
lesquels on �etablit une di��erence de potentiel. Sachant que dans le r�eseau on suppose que
chaque site "fournit" un �electron de conduction, quelle est la valeur du niveau de Fermi ? En
d�eduire le vecteur d'onde de FermikF ? Montrer que le coe�cient de transmission au niveau
de Fermi est d�e�ni par :

tF =
1

1 + x2

2(1� x)

(8.73)

o�u x = �J=J

6) En d�eduire l'expressiong(x) de la conductance de la jonction m�etal-mol�ecule-m�etal en
fonction du param�etre x. Etudier le comportement de la conductanceg(x) en fonction de
x. En particulier, montrer que g(x) s'annule pour une valeur particuli�ere dex. Pourquoi ?
Montrer que g(x) admet deux maximum pour des valeurs sp�eci�ques dex. Lesquelles ? En
d�eduire les valeurs correspondantes deJ 0. Donner une repr�esentation graphique de l'allure
de la courbeg(x).

7) A partir des r�esultats pr�ec�edents, montrer que la r�esistance quantique de la jonction
s'�ecrit :

R = R0

 
J 0

2J
+

J
2J 0

! 2

(8.74)

avec 1=R0 = 2e2=h.
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8.6.3 Localisation

Le but de cette seconde partie est de montrer que le r�eseau pr�esente des �etats localis�es
qui apparaissent lorsqueJ 0 prend des valeurs bien pr�ecises.

1) En pr�esence du d�efaut, les �energies propres sont donn�ees par les pôles deG(! ). Ainsi, en
plus des �energies propres du r�eseau id�eal correspondant aux pôles deG0(! ), on voit apparaitre
de nouvelles �energies propres associ�ees aux pôles de la matriceT. Dans ce contexte, montrer
que ces pôles sont donn�es par les �equations

(1 � x)� 2 + x� � 1 = 0 (8.75)

(1 � x)� 2 � x� � 1 = 0 (8.76)

o�u l'on rappelle que x = �J=J et o�u � (! ) = exp( ik (! ))

2) Nous allons nous int�eresser �a l'existence d'�etats localis�es. De tels �etats apparaissent en
dehors de la bande de conduction. Ils sont caract�eris�es par un vecteur d'onde complexe
k(! ) = i� (! ) ou k(! ) = � + i� (! ). Pourquoi ? En discutant les valeurs possibles de� (! ),
montrer que les solutions recherch�ees� (! ) sont comprises dans l'intervalle� (! ) 2 ] � 1; 1[.

3) En �etudiant les Eqs.(8.75) et (8.76), montrer que le r�eseau est le si�ege dedeux �etats lo-
calis�es qui apparaissentsimultan�ement en dessous et au dessus de la bande de conduction
si et seulement siJ 0 > J o�u J 0 < � J .

4) En supposantJ 0 > J , d�eterminer la longueur de localisation et l'�energie des deux �etats
localis�es. R�ealiser une repr�esentation graphique sommaire de l'�evolution des �energies en fonc-
tion de J 0.

5) En supposant J 0 < � J , d�eterminer la longueur de localisation et l'�energie des deux
�etats localis�es. R�ealiser une repr�esentation graphique sommaire de l'�evolution des �energies
en fonction deJ 0.

8.7 Le graphe en forme de peigne

8.7.1 Questions pr�eliminaires

Sur le r�eseau id�eal de la Figure 1.(a), la propagation d'un �electon est d�ecrite par un
mod�ele de liaisons fortes. Chaque siten est caract�eris�e par une orbitale jni d'�energie ! 0 et
on note � J la constante de saut entre deux orbitales voisines. L'Hamiltonien du r�eseau est
d�e�ni par :

H0 =
X

n
! 0jnihnj � J [jnihn + 1j + jn + 1ihnj] (8.77)

La fonction de Green du r�eseau �a la fr�equence! = ! 0 � 2J cos(k(! )) s'�ecrit :

G0
nn 0(! ) = g0(! )eik (! )jn� n0j avecg0(! ) = G0

00(! ) =
1

2iJ sin(k(! ))
(8.78)
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On suppose maintenant que le r�eseau pr�esente un d�efaut sur le siten = 0 traduisant le
fait que l'�energie de l'orbitale jn = 0i s'�ecrit ! 0 + � (voir Figure 1.(b)).

1) Montrer qu'en pr�esence du d�efaut la fonction de Green du r�eseau r�eel s'�ecrit :

G(! ) = G0(! ) + G0(! )T(! )G0(! ) avecT(! ) =
�

1 � � g0(! )
j0ih0j (8.79)

2) Montrer que la restriction g(! ) = G00(! ) de la fonction de Green sur le site occup�e par
le d�efaut s'�ecrit :

g(! ) =
g0(! )

1 � � g0(! )
(8.80)

3) Montrer que le coe�cient de transmission d'une onde de fr�equence! �a travers le d�efaut
s'�ecrit :

t(! ) =
1

1 � � g0(! )
(8.81)

8.7.2 Transmission �a travers un r�eseau connect�e �a un second r�eseau

On se propose de calculer le coe�cient de transmission d'une onde de fr�equence! �a
travers le r�eseau A de la Figure 2.(a), celui-ci �etant connect�e �a un second r�eseau B au niveau
du site n = 0. Dans ce probl�eme, et dans la suite de l'exercice, toutes les �energies de site
sont �egales �a ! 0 et toutes les constantes de saut sont �egales �a� J

1) Montrer que pour la propagation �electronique le long du r�eseauA, tout se passe comme
si la connexion avec le r�eseauB �etait �equivalente �a la pr�esence d'un d�efaut sur le site n = 0
(Voir Figure 2.(b)). Ce d�efaut traduit un d�eplacement de l'�energie de l'orbitale jn = 0i d�e�ni
par :

� 1(! ) = J 2g0(! ) (8.82)

2) En d�eduire que le coe�cient de transmission d'une onde de fr�equence! �a travers le r�eseau
A est d�e�ni par :

t1(! ) =
1

1 � J 2g2
0(! )

(8.83)

3) Montrer que la restriction g1(! ) = G00(! ) de la fonction de Green totale sur le site 0 du
r�eseau A s'�ecrit :

g1(! ) =
g0(! )

1 � J 2g2
0(! )

(8.84)

8.7.3 Transmission �a travers un r�eseau connect�e �a deux r�eseaux

On se propose maintenant de calculer le coe�cient de transmission d'une onde de fr�equence
! �a travers le r�eseau A de la Figure 3.(a), celui-ci �etant connect�e �a deux r�eseaux B et C au
niveau du siten = 0.

1) Comme pr�ec�edemment, montrer que pour la propagation le long du r�eseauA, tout se passe
comme si la pr�esence des deux autres r�eseaux �etait �equivalente �a la pr�esence d'un d�efaut sur
le site n = 0 (Voir Figure 3.(b)) qui traduit un d�eplacement de l'�energie de l'orbitale jn = 0i
donn�e par :

� 2(! ) = J 2g1(! ) (8.85)
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2) En d�eduire que le coe�cient de transmission �a travers le r�eseau A est d�e�ni par :

t2(! ) =
1

1 � J 2g2
0 (! )

1� J 2g2
0 (! )

(8.86)

3) Montrer que la restriction g2(! ) = G00(! ) de la fonction de Green total sur le site 0 du
r�eseau A s'�ecrit :

g2(! ) =
g0(! )

1 � J 2g2
0 (! )

1� J 2g2
0 (! )

(8.87)

8.7.4 Transmission �a travers un r�eseau connect�e �a trois r�eseaux

On se propose �nalement de calculer le coe�cient de transmission d'une onde de fr�equence
! �a travers le r�eseau A de la Figure 4.(a), celui-ci �etant connect�e �a trois r�eseaux B, C et D,
au niveau du siten = 0.

1) Montrer que pour la propagation le long du r�eseauA, tout se passe comme si la pr�esence
des trois autres r�eseaux �etait �equivalente �a la pr�esence d'un d�efaut sur le siten = 0 (Voir
Figure 4.(b)) d'intensit�e :

� 3(! ) = J 2g2(! ) (8.88)

2) En d�eduire l'expression du coe�cient transmission �a travers le r�eseau A.

3) Calculer la restrictiong3(! ) = G00(! ) de la fonction de Green totale sur le site 0 du r�eseau
A.

8.7.5 Transmission �a travers un graphe en forme de peigne

Nous allons maintenant g�en�eraliser l'approche pr�ec�edente au cas o�u le r�eseauA est
connect�e �a un nombre quelconquem de r�eseaux. Pour simpli�er les calculs nous nous place-
rons �a l'�energie de Fermi ! = ! 0.

1) Calculer les coe�cients de transmissiont1, t2 et t3 au niveau de Fermi.

2) D'apr�es les r�esultats pr�ec�edents, on s'aper�coit que le coe�cient de transmission �a travers
le r�eseau A lorsqu'il est connect�e �a m r�eseaux est donn�e par une suite r�ecurrente :

t0 = 1

tm =
1

1 + tm � 1
4

(8.89)

V�eri�er que l'on retrouve bien les expressions det1, t2 et t3. Montrer que lorsquem tend
vers l'in�ni, tm tend vers t � = 2(

p
2 � 1).

3) En d�eduire la conductance quantique d'un graphe en forme de peigne (m tend vers l'in�ni)
lorsque l'on connecte les extr�emit�es du r�eseau A �a deux �electrodes.
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Figure 8.3 { Q. H. Wang and M. C. Hersam, J. Am. Chem. Soc. 130 (2008) 12896.

8.8 Nano�ls orthogonaux interconnect�es

8.8.1 Pr�eambule

Comme illustr�e sur la premi�ere �gure, l'�equipe du Professeur Mark Hersam de l'Universit�e
Northwestern a r�ealis�e des nano-structures unidimensionnelles interconnect�ees et orthogo-
nales entre elles. Pour obtenir un tel syst�eme, l'id�ee de base consiste �a utiliser le ph�enom�ene
d'auto-organisation des mol�ecules adsorb�ees sur une surface de Silicium. Ainsi, un premier
d�epôt permet la r�ealisation d'un nano�l qui s'auto-organise spontan�ement selon une direction
particuli�ere. Un second d�epôt entrâ�ne la formation d'une châ�ne mol�eculaire auto-assembl�ee
selon une direction orthogonale et qui vient se connecter au premier nano�l. Les chercheurs
ont montr�e que cette approche �etait relativement g�en�erale et qu'elle pouvait s'appliquer �a une
multitude de mol�ecules, organiques et inorganiques, qui forment spontan�ement des châ�nes
sur une surface de Silicium.

Dans ce contexte, le but de ce probl�eme est d'�etudier de mani�ere simpli��ee les propri�et�es
de transport et de localisation au niveau de deux nano�ls orthogonaux et interconnect�es.

8.8.2 Mod�ele

On consid�ere tout d'abord un r�eseau 1D in�ni not�e A (Voir la seconde �gure). Sur ce
r�eseau, la propagation �electronique est d�ecrite par un mod�ele de liaisons fortes : chaque site
n du r�eseau A est caract�eris�e par une orbitale localejni dont l'�energie est not�ee ! 0. On
notera � J la constante de saut entre orbitales voisines. L'Hamiltonien de liaisons fortes du
r�eseau A isol�e sera not�e H0 :

H0 =
X

n
! 0jnihnj � J [jnihn + 1j + jn + 1ihnj] (8.90)

La fonction de Green du r�eseauA isol�e, not�ee G0(! ), s'�ecrit :

G0
nn 0(! ) =

eik (! )jn� n0j

2iJ sin(k(! ))
8n; n0 2] � 1 ; + 1 [ (8.91)

avec! = ! 0 � 2J cos(k(! )).
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Figure 8.4 { Mod�ele de deux r�eseaux orthogonaux interconnect�es

Au niveau du siten = 0, le r�eseau A est connect�e �a un second r�eseau semi-in�ni not�eB .
On supposera que la dynamique �electronique sur le r�eseau semi-in�niB est d�ecrite par le
même mod�ele de liaisons fortes d'HamiltonienH1. Le long de ce r�eseau, les sites sont rep�er�es
par l'indice m = 1; :::; 1 et on noterajmi les orbitales associ�ees. D'apr�es le cours, la fonction
de Green du r�eseau semi-in�niB isol�e, not�ee G1(! ), s'�ecrit :

G1
mm 0(! ) =

eik (! )jm� m0j � eik (! )( m+ m0)

2iJ sin(k(! ))
8m; m0 2 [1; + 1 [ (8.92)

Le couplage entre les r�eseauxA et B traduit la capacit�e des �electrons �a transiter entre
les sitesn = 0 de A et m = 1 de B. La constante de saut associ�ee sera not�ee� J0 si bien que
l'Hamiltonien de couplage entre les deux r�eseaux s'�ecrit :

W = � J0[jm = 1ihn = 0j + jn = 0ihm = 1j] (8.93)

Finalement, on notera H = H0 + H1 + W l'Hamiltonien total d�ecrivant la propagation
�electronique au niveau des deux nano�ls interconnect�es.

8.8.3 Hamiltonien e�ectif du r�eseau A

Soit P =
P

n jnihnj le projecteur sur l'ensemble des sites du r�eseauA et soit Q =
P

m� 1 jmihmj le projecteur sur l'ensemble des sites du r�eseauB. A partir de la m�ethode
des projecteurs introduite en cours, la projection de la fonction de Green du syst�eme total
G(! ) = 1 =(! � H ) sur les sites du r�eseauA s'�ecrit :

G(! ) = PG(! )P =
P

! � H0 � P WQG1(! )QWP
(8.94)

Montrer que pour la propagation �electronique le long du r�eseauA, tout se passe comme si
la connexion avec le r�eseauB �etait �equivalente �a la pr�esence d'un d�efaut sur le site n = 0.
Ce d�efaut traduit un d�eplacement dynamique de l'�energie de l'orbitalejn = 0i d�e�ni par :

�( ! ) = J 2
0 G1

11(! ) (8.95)
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Donner l'expression de �(! ) en fonction deJ0,J et k(! ) ?

8.8.4 Fonction de Green

En utilisant la th�eorie des fonctions de Green appliqu�ee au cas d'un d�efaut ponctuel, montrer
que la fonction Green projet�eeG(! ) s'�ecrit sous la forme :

G(! ) = G0(! ) + G0(! )T(! )j0ih0jG0(! ) (8.96)

Donner l'expression deT(! ) en fonction de �( ! ) et G0
00(! ).

8.8.5 Transmission et R�eexion

Une di��erence de potentiel est impos�ee entre les deux extr�emit�es du r�eseauA pour g�en�erer
un courant. Sachant que dans ce r�eseau on suppose que chaque site "fournit" un �electron
de conduction, quelle est la valeur du niveau de Fermi! F ? En d�eduire le vecteur d'onde de
Fermi kF = k(! F ).
Calculer le coe�cient de transmissiontF d'une onde de Bloch de vecteur d'ondekF . Calculer
le coe�cient de r�eexion rF d'une onde de Bloch de vecteur d'ondekF . Montrer que jrF j2 +
jtF j2 � 1. Pourquoi ? PourJ0 = J , montrer que jrF j2 + 2jtF j2 = 1. Pourquoi ?

8.8.6 Conductance Quantique

En utilisant la formule de Landauer, calculer la conductance quantiqueg(J0). Discuter som-
mairement le comportement de la conductance en fonction des valeurs deJ0 (J0 = 0, J0 = J ,
J0 >> J ).

8.8.7 Localisation

En �etudiant les pôles de la fonction de GreenG(! ), montrer l'existence d'un �etat localis�e dont
l'�energie ! L se situe en dessous de la bande de conduction du r�eseauA. Etudier sommairement
les variations de! L en fonction dex = J0=J.



Annexe A

Op�erateur densit�e

A.1 D�e�nitions

Le probl�eme pos�e par la description d'un super syst�eme est le suivant : comment incorpo-
rer dans le formalisme l'information incompl�ete que l'on a sur l'�etat du syst�eme pour pouvoir
faire ensuite des pr�edictions qui tiennent compte au maximum de cette information partielle ?
De mani�ere g�en�erale, cette information incompl�ete se pr�esente de la fa�con suivante : l'�etat du
syst�eme peut être soit l'�etat j	 1i avec une probabilit�ep1, soit l'�etat j	 2i avec une probabilit�e
p2 ... etc avec

P
k pk = 1. On dit alors que le syst�eme est d�ecrit par un m�elange statistique

des �etats j	 i i avec les probabilit�espi . Dans ce contexte, que se passe-t-il si on r�ealise une
mesure sur le syst�eme. Si l'�etat du syst�eme �etait j	 i i , on pourrait calculer la probabilit�e
quantique d'obtenir tel ou tel r�esultat. Une telle �eventualit�e ayant une probabilit�e pi , il faut
pond�erer le r�esultat obtenu par pi et r�ealiser une moyenne statistique sur les di��erents
�etats du m�elange.

Pour appr�ehender ce type de probl�emes, on introduit un nouvel objet appel�e op�erateur
densit�e. Pour introduire simplement cette notion, consid�erons tout d'abord le cas simple o�u
l'�etat du syst�eme est parfaitement connu. Soit j	( t)i cet �etat �a l'instant t. Nous allons voir
qu'il est compl�etement �equivalent de d�ecrire la dynamique du syst�eme par son vecteur d'�etat
j	( t)i ou par l'op�erateur densit�e not�e � (t).

Ainsi, �a partir de conditions initiales sp�eci�ques, l'�evolution de l'�etat du syst�eme d'Ha-
miltonien H est gouvern�ee par l'�equation de Schr•odinger :

i �h@t j	( t)i = H j	( t)i (A.1)

La connaissance dej	( t)i permet de d�eterminer la moyenne quantique de toute observable.
Pour cela, introduisonsjun i une base orthonorm�ee qui sous tend l'espace des �etats. La
d�ecomposition dej	( t)i sur cette base s'�ecrit :

j	( t)i =
X

n
cn (t)jun i (A.2)

Si A d�esigne une observable, sa moyenne quantique< A (t) > est alors d�e�nie par :

< A (t) > = h	( t)jAj	( t)i =
X

n;m
c�

n (t)cm (t)Anm (A.3)

avecAnm = hun jAjum i
Une description �equivalente s'obtient en introduisant l'op�erateur densit�e � (t) d�e�ni par :

� (t) = j	( t)ih	( t)j (A.4)
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A partir de l'�equation de Schr•odinger, on montre facilement que l'�evolution temporelle de
l'op�erateur densit�e est d�ecrite par l'�equation de Liouville d�e�nie par :

i �h@t � (t) = [ H; � (t)] (A.5)

Dans ce contexte, la repr�esentation de l'op�erateur densit�e dans la basejun i s'�ecrit simplement
� nm (t) = cn (t)c�

m (t). Par cons�equent, la moyenne d'une observableA se r�e�ecrit :

< A (t) > =
X

n;m
Anm � mn (t) = T r[A� (t)] (A.6)

o�u le symbole T r d�esigne l'op�eration de trace ind�ependante du choix de base et telle que
Tr[� (t)] = 1 8t. Ces �equations montrent donc clairement que l'on peut d�ecrire totalement la
dynamique du syst�eme avec le formalisme de l'op�erateur densit�e.

Si dans le cas pur cela n'a que peu d'int�erêt, ce formalisme devient fondamental dans
l'�etude des m�elanges statistiques d'�etats. Ainsi, pour un m�elange statistique des �etatsj	 i i
avec les probabilit�espi , l'op�erateur densit�e est d�e�ni par :

� =
X

i

pi j	 i ih	 i j (A.7)

Les propri�et�es de l'op�erateur densit�e sont les suivantes :
� La conservation des probabilit�es entrâ�ne que la trace de la matrice densit�e est �egale �a

l'unit�e :
T r[� ] = 1 (A.8)

� La double moyenne au sens quantique puis statistique d'une observableA est d�e�nie
par l'op�eration de trace :

< A > = Tr[A� ] = T r[�A ] (A.9)

� L'�evolution temporelle de l'op�erateur densit�e est gouvern�ee par l'�equation de Liouville :

i �h@t � (t) = [ H; � (t)] (A.10)

� L'op�erateur densit�e est hermitique :

� (t) = � (t)y (A.11)

� Les �el�ements diagonaux de l'op�erateur densit�e sont appel�espopulations . Ainsi dans
une base quelconquejun i on a :

� nn (t) =
X

i

pi jcni (t)j2 aveccni (0) = hun j	 i i (A.12)

jcni (t)j2 est la probabilit�e que le syst�eme se trouve dans l'�etatjun i (sous-entendu si l'on
e�ectue une mesure) lorsqu'il est d�ecrit par l'�etat j	 i i . � nn (t) est donc la probabilit�e
moyenne de trouver le syst�eme dansjun i . Cette grandeur est appel�ee la population de
l'�etat jun i .

� Les �el�ements non diagonaux de l'op�erateur densit�e sont appel�escoh�erences . Ainsi
dans une base quelconquejun i on a :

� nm (t) =
X

i

pi cni (t)c�
mi (t) (A.13)

Le termecni (t)c�
mi (t) traduit les e�ets d'interf�erences quantiques entre les �etatsjun i et

jum i qui peuvent apparâ�tre lorsque l'�etat du syst�emej	 i i fait intervenir une superposi-
tion coh�erente dejun i et jum i . � nm (t) est donc la moyenne de ces termes d'interf�erences.
Si � nm (t) = 0, l'op�eration de moyenne sur le m�elange statistique �a fait disparâ�tre les
interf�erences quantiques. Par contre, si� nm (t) 6= 0, il existe une certaine coh�erence
entre les deux �etats si bien que ces �el�ements non diagonaux sont appel�es coh�erences.
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A.2 Matrice densit�e r�eduite

Soit jni une base orthonorm�ee permettant de d�ecrire l'espace des �etatsEA d'un syst�eme
A auquel on s'int�eresse. Ce syst�eme est en interaction avec un bain thermiqueB et notera
j� i une base qui sous tend l'espace des �etats du bainEB . Par cons�equent, l'ensemble des
vecteurs jn� i = jni 
 j � i forme une base compl�ete et orthonorm�ee qui sous tend l'espace
des �etats E = EA 
 E B du syst�eme total A+B.

Notre m�econnaissance de l'�etat quantique initial du super syst�emeA+ B fait qu'il convient
de le d�ecrire par une matrice densit�e� (t). Cependant, cette matrice contient plus d'informa-
tion que n�ecessaire pour la seule compr�ehension de la dynamique du syst�emeA. En e�et, pour
caract�eriser les propri�et�es de A, nous serons amen�es �a �etudier des moyennes d'observables
qui ne d�ependent que des degr�es de libert�e du syst�emeA et qui n'agissent pas explicitement
dans l'espace des �etats du bain. Une telle observable, not�ee O, est diagonale par rapport aux
vecteurs du bain si bien que sa repr�esentation est d�e�nie par :

On�;n 0� 0 = Onn 0� �� 0 (A.14)

Par cons�equent, la double moyenne au sens quantique et statistique d'une telle observable
s'�ecrit :

< O (t) > = T r[O� (t)] =
X

nn 0

X

�� 0

On�;n 0� 0� n0� 0;n� (t)

=
X

nn 0

On;n 0

X

�
� n0�;n� (t) (A.15)

Cette �equation sugg�ere d'introduire un nouvel objet appel�ematrice densit�e r�eduite � (t)
dont les �el�ements de matrice sont d�e�nis par :

� nn 0(t) =
X

�
� n�;n 0� (t) ) � (t) = T rB [� (t)] (A.16)

o�u T rB d�esigne une op�eration de trace partielle sur l'ensemble des degr�es de libert�e du bain
thermique uniquement. Ainsi, la matrice densit�e r�eduite (RDM pour reduced density matrix)
devient un op�erateur densit�e qui agit uniquement dans l'espace des �etatsEA du syst�eme A
qui nous int�eresse. Finalement, la moyenne de l'observable O se r�eduit �a une trace partielle
sur les degr�es de libert�e du sys�emeA :

< O (t) > = T rA [O� (t)] (A.17)

A.3 Espace de Liouville

Une fa�con simple d'introduire l'espace de Liouville est de comparer les �equations de
Schr•odinger et de Liouville pour respectivement le vecteur d'�etatj	( t)i et l'op�erateur densit�e
� (t), d'un super syst�eme A+B d'Hamiltonien H . Ainsi, l'�equation de Schr•odinger s'�ecrit :

i �h@t j	( t)i = H j	( t)i (A.18)

alors que l'�equation de Liouville est d�e�nie par :

i �h@t � (t) = [ H; � (t)] (A.19)
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Introduisons alors l'objet math�ematique L en posant :

L � (t) �
1
�h

[H; � (t)] (A.20)

L'�equation de Liouville devient :
i@t � (t) = L � (t) (A.21)

Le ket j	( t)i est un vecteur de l'espace des �etats du syst�eme, qui est un espace de Hil-
bert not�e E. L'hamiltonien H est un op�erateur appartenant �a E. Par analogie, on introduit
un nouvel espace,L, dans lequel l'op�erateur densit�e � (t) est un vecteur not�e j� (t)ii . L'ob-
jet math�ematique L est un op�erateur agissant dans ce nouvel espace si bien que dansL,
l'�equation de Liouville devient formellement isomorphe �a l'�equation de Schr•odinger d�e�nie
dansE. Intuitivement, on sait que dansE l'op�erateur densit�e est le produit d'un bra par un
ket. Si j� (t)ii devient maintenant un vecteur de l'espace de Liouville, celui-ci sera d�e�ni en
relation avec le produit tensoriel deE par son dual.

Par la suite, nous �enon�cons quelques propri�et�es �el�ementaires de l'espace de Liouville de
fa�con �a ce que le lecteur non initi�e puisse trouver les bases n�ecessaires �a la compr�ehension
du texte.

� Espace de Hilbert :
Soit un syst�eme physique d'HamiltonienH . Soit jai l'ensemble des vecteurs propres
de H qui sous tendent l'espace des �etatsE. Tout vecteur j	 i 2 E , peut s'�ecrire comme
une combinaison lin�eaire des vecteurs de base :

j	 i =
X

a
Cajai avec Ca = haj	 i (A.22)

De même, tout op�erateurA agissant dansE peut s'exprimer sous la forme :

A =
X

ab

Aabjaihbj avec Aab = hajAjbi (A.23)

� Espace et vecteurs de Liouville :
L'ensemble des op�erateurs agissant dansE qui poss�ede la forme d'un produit jaihbj
d�e�nit une base de l'espace vectorielL , dit espace de Liouville. Puisquejai 2 E et
hbj 2 E y, L est le produit tensoriel deE par son dual : L = E 
 E y. On note alors
jabyii � j aihbj. Ainsi, tout vecteur jAii 2 L correspond �a un op�erateurA qui agit dans
E et on a :

jAii =
X

ab

Aabjabyii (A.24)

� Produit scalaire et relation de fermeture :
Soient jAii et jB ii deux vecteurs deL. On d�e�nit le produit scalaire dans L �a partir
de l'op�eration de trace dansE selon la relation :

hhAjB ii = T r[AyB] (A.25)

Ainsi, on v�eri�e facilement l'op�eration suivante :

hhcydjabyii = � ca� bd (A.26)

La d�e�nition du produit et de la d�ecomposition de tout vecteur de L sur la basejabyii
entrâ�ne l'existence d'une relation de fermeture d�e�nie par :

X

ab

jabyiihhaybj = 1 (A.27)
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� Super-op�erateur :
Soit L V un op�erateur agissant dansL associ�e �a un op�erateur �h� 1V de Hilbert. L V est
un super-op�erateur d�e�ni par :

L V =
X

abcd

jabyiihhaybjL V jcdyiihhcydj (A.28)

Les �el�ements de matrice deL V sont reli�es �a ceux deV par la relation :

hhaybjL V jcdyii =
1
�h

(hajV jci � bd � h djV jbi � ca) (A.29)

Un op�erateur important est le Liouvillien L associ�e �a l'Hamiltonien �h� 1H . Si jai consti-
tue l'ensemble des vecteurs propres deH associ�es aux valeurs propresEa, alors les
vecteursjabyii sont les vecteurs propres du super-op�erateurL qui correspondent aux
valeurs propres �h� 1(Ea � Eb) = ! ab :

Lj abyii = ! abjabyii (A.30)

� Op�erateur d'�evolution :
Dans E, la repr�esentation de Heisenberg d'un op�erateurV est :

V(t) = U� 1(t)V U(t) (A.31)

o�u U(t) = exp( � iHt= �h) est l'op�erateur d'�evolution des �etats de l'Hamiltonien station-
naire H . Dans l'espace de Liouville, on introduit l'op�erateur d'�evolution U(t) d�e�ni
par :

U(t) = e� i L t (A.32)

Si j A (t)ii est le vecteur deL associ�e �a A (t) alors on a :

j A (t)ii = U� 1 (t) j Aii (A.33)

Si L V (t) = U� 1 (t) L V U (t), il vient :

DD
ayb

�
�
� L V (t)

�
�
� cdy

EE
= haj V (t) jci � bd � h dj V (t) jbi � ca (A.34)
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Annexe B

Equation mâ�tresse : syst�emes non
markoviens

B.1 Introduction

Dans la th�eorie du transport discut�ee dans les paragraphes pr�ec�edents, nous avons in-
troduit une m�ethode des projecteurs permettant d'obtenir une �equation d'�evolution pour la
matrice densit�e r�eduite (RDM) d'une particule en contact avec un bain thermique. Cette
�equation mâ�tresse pr�esente une forte non-localit�e temporelle caract�eris�ee par l'apparition
d'un produit de convolution entre la RDM et un objet appel�e noyau m�emoire. Une telle
structure montre clairement que l'�etat de la particule �a un instant t d�epend de l'ensemble
de l'histoire entre 0 ett de son interaction avec le bain thermique. Dans ces conditions, nous
avons mentionn�e que le noyau m�emoire est g�en�eralement une fonction qui d�ecrô�t rapide-
ment au cours du temps sur une courte �echelle appel�ee le temps de corr�elation du bain. Un
tel comportement permet alors d'utiliser la limite markovienne et donc de s'a�ranchir de la
convolution.

Dans les syst�emes nanoscopiques o�u les e�ets de taille sont importants, une telle situation
peut ne pas se produire. En e�et, le comportement du noyau m�emoire est intimement reli�e �a la
nature du spectre �energ�etique du bain thermique. Pour un bain relativementgrand, le spectre
est g�en�eralement continu ce qui conduit �a un temps de corr�elation tr�es court. Par contre, dans
un r�eseau de petite taille, le spectre du bain peut pr�esenter une nature discr�ete relativement
prononc�ee. Dans ces conditions, les fonctions de corr�elation du couplage particule / bain
ne tendent pas vers z�ero et montrent des r�ecurrences temporelles. La dynamique devient
fortement non markovienne et la non-localit�e temporelle de l'�equation mâ�tresse ne peut
plus être ignor�ee.

Compte tenu de cette non-localit�e, l'�equation mâ�tresse est relativement di�cile �a r�esoudre
sous cette forme. Dans ces conditions, une autre technique de projecteur a �et�e mise au point
pour g�en�erer des �equations d'�evolutions locales en temps. De telles m�ethodes, qui sont bas�ees
sur l'�elaboration d'une renormalisation di��erente de la s�erie des perturbations, conduisent
�a une �equation mâ�tresse dite sans produit de convolution ( time-convolutionless master
equation ). Elles permettent ainsi une caract�erisation syst�ematique de la dynamique non
markovienne d'un syst�eme quantique ouvert. Dans cet appendice, nous ne donnerons qu'un
court aper�cu de ces m�ethodes de mani�ere �a �etablir l'�equation fondamentale de la th�eorie.

139
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B.2 Equation d'�evolution locale en temps

Nous avons vu dans les paragraphes pr�ec�edents que l'�evolution de la RDM �etait enti�erement
caract�eris�ee �a partir de celle du super op�erateur d'�evolution Uy(t) = exp( iLt ). Plus pr�ecis�ement,
seule la moyenne de cet op�erateur sur les degr�es de libert�e du bain joue un rôle fondamental
si bien que, en consid�erant l'existence �eventuelle de corr�elations statistiques initiales entre
la particule et le bain, nous avions introduit les deux projections :

Uy
P P (t) = P� cUy(t)P (B.1)

Uy
P Q(t) = P� cUy(t)Q (B.2)

o�u P r�ealise une moyenne sur le bain. A partir de l'�equation d'�evolution deUy(t), la dyna-
mique de ces deux projections v�eri�e un syst�eme d'�equations coupl�ees :

@tU
y
P P (t) = iUy

P P (t)PLP + iUy
P Q(t)QLP (B.3)

@tU
y
P Q(t) = iUy

P P (t)PLQ + iUy
P Q(t)QLQ (B.4)

Pour r�esoudre ce syst�eme, nous avions int�egr�e formellement le seconde �equation dont la
solution �etait :

Uy
P Q(t) = P� cei QLt Q + i

Z t

0
dt1Uy

P P (t � t1)PLei QLt 1 Q (B.5)

L'approche utilis�ee pr�ec�edemment consistait alors �a injecter cette solution dans l'�equation
d'�evolution de Uy

P P (t) pour obtenir une �equation mâ�tresse intr�egro-di��erentielle caract�erisant
la seule �evolution de l'op�erateur d'�evolution moyenn�e sur le bain.

Pour obtenir une �equation locale en temps, la proc�edure est l�eg�erement di��erente. Ainsi,
elle repose sur l'identit�e :

Uy
P P (t � t1) = P� ceiL (t � t1 )P = P� ceiLt e� iLt 1 P (B.6)

En ins�erant la relation de fermetureP + Q = 1, on en d�eduit :

Uy
P P (t � t1) = P� ceiLt (P + Q)e� iLt 1 P (B.7)

Soit
Uy

P P (t � t1) = Uy
P P (t)Pe� iLt 1 P + Uy

P Q(t)Qe� iLt 1 P (B.8)

Ainsi, en reportant cette �equation dans l'Eq.(B.5), le lien entreUy
P Q(t) et Uy

P P (t) devient
local en temps selon la relation :

Uy
P Q(t) = P� cei QLt Q + iUy

P Q(t)Q
Z t

0
dt1e� iLt 1 PLei QLt 1 Q

+ iUy
P P (t)P

Z t

0
dt1e� iLt 1 PLei QLt 1 Q (B.9)

Dans ce contexte, nous allons introduire l'objet central de l'�etude des �equations cin�etiques
sans produit de convolution. Cet objet est le super op�erateur de Liouville d�e�ni par :

�( t) = i
Z t

0
dt1e� iLt 1 PLei QLt 1 Q (B.10)

En utilisant l'Eq.(B.10), la relation Eq.(B.5) devient �nallement :

Uy
P Q(t) = P� cei QLt Q(1 � �( t)) � 1 + Uy

P P (t)�( t)(1 � �( t)) � 1 (B.11)
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A ce stade, l'�evolution de Uy
P P (t) s'obtient en reportant l'Eq.(B.11) dans l'Eq.(B.2). On en

d�eduit :

@tU
y
P P (t) = iUy

P P (t)PLP + iUy
P P (t)�( t)(1 � �( t)) � 1QLP

+ iP� Cei QLt Q(1 � �( t)) � 1QLP (B.12)

Compte tenu de la d�e�nition de l'op�erateur �( t), on remarque imm�ediatement que �(t)Q =
�( t). Ceci permet de simpli�er l'�equation pr�ec�edente si bien que l'�evolution de la projection
du super op�erateur d'�evolution est gouvern�ee par une �equation locale en temps de la forme :

@tU
y
P P (t) = iUy

P P (t)L (t) + F (t) (B.13)

avec :

L (t) = P(1 � �( t)) � 1LP

F (t) = iP� Cei QLt Q(1 � �( t)) � 1LP

�( t) = i
Z t

0
dt1e� iLt 1 PLei QLt 1 Q (B.14)

Ainsi, l'Eq.(B.13) montre que la dynamique de la partie pertinente du super op�erateur
d'�evolution est gouvern�ee par un Liouvillien e�ectif qui d�epend du temps. De plus, l'existence
de corr�elations statistiques initiales entrâ�ne l'apparition d'une force suppl�ementaire qui varie
au cours du temps. A ce stade, on notera que l'Eq.(B.13) est exacte. Cependant, son existence
est reli�ee �a la condition fondamentale de la d�e�nition de l'op�erateur inverse (1� �( t)) � 1.
Ce dernier existe si et seulement si il admet un d�eveloppement en s�erie de Taylor. Il a �et�e
montr�e qu'un tel d�eveloppement est toujours possible dans la limite des temps courts ainsi
que pour un couplage �H assez faible. Malheureusement, la condition d'existence peut être
viol�ee dans le cas d'un fort couplage avec le bain thermique.

Sans exposer les d�etails des calculs, on montre apr�es quelques manipulations alg�ebriques
que �( t) est d�e�ni par le syst�eme de deux �equations coupl�ees suivant :

�( t) = i
Z t

0
dt1Uy(� t1)PLei QLt 1 Q

ei QLt Q = Uy(t)Q � U y(t)�( t) (B.15)

o�u Uy(t) = exp( iLt ) est le super op�erateur d'�evolution. En e�ectuant un d�eveloppement
de Dyson de cet op�erateur par rapport au couplage �H , on montre alors que l'�equation
cin�etique sans produit de convolution �a l'ordre deux des perturbations se met sous la forme :

@tU
y
P P (t) = iUy

P P (t)(LA + � L (t)) + F (t) (B.16)

o�u F (t) est donn�ee par l'Eq.(7.41) et o�u :

� L (t) = i
Z t

0
dt1 < Uy

0(� t1)� LUy
0(t1)� L > (B.17)

L'�equation Eq.(B.16) d�e�nie l'�equation fondamentale de la th�eorie des �equations mâ�tresses
sans produit de convolution.
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