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Chapitre 1

Introduction Gererale

1.1 Concept de Transport quantique

A lequilibre thermodynamique, letat macroscopique d'un syseme isok est cecrit par un
ensemble de paranetres exerieurs (variables extensives) qui sont »es par des contraintes
exerieures. Les plus couramment utilises en thermodynamique pour un uide enferme dans
un ecipient sont le volume V, le nombre de particules N et lenergie E. Il est clair qu'il existe
un grand nombre déetats microscopiques qui \eri ent les contraintes exerieures, c'esta-dire
compatibles avec les valeurs >ees des paranetres exerieurs. Un teletat microscopique est
alors qualie detat accessible au syseme. Le postulat fondamental sur lequel repose la
physique statistique est alors le suivantpour un syseme isoka Equilibre macrosco-
pique, tous lesetats microscopiques accessibles sontequiprobables . Dans sa formu-
lation moderne, ce postulat est bas sur I'existence d'une fonction extensi8€E; X 1; X2; X3)
des paranetres exerieurs E; X1; X2; X3), appeke Entropie. Il senonce alors de la facon sui-
vante : La distribution de probabilie desetats microscopiques accessibles est celle
qui rend I'entropie maximale compte tenu des contraintes exerieures impoees
au syseme .

Dans ces conditions, toute modi cation des contraintes exerieures appligees au syseme
le porte dans une con guration horsequilibre. Si ces contraintes maintiennent le syseme
dans unetat horsequilibre, celui-ci eagit enetant traverse par des ux : il est le sege de
phenonenes de transport. A l'inverse, si des contraintes ayantet appliqlees au syseme sont
supprinrees, celui-ci retourneraa lequilibre selon un nmecanisme ireversible dit processus de
relaxation. Pour illustrer simplement ces concepts de ux et de relaxation, consicerons le cas
simple de lechange de particules entre deux sysemes. Ainsi, soient deux sysemes ndgs
et S, initialement isoks eta lequilibre thermodynamique. Le syseme i, denergie E; et de
volumeV; contient N; particules. Sonetat dequilibre est enterement e ni par son entropie
Si(Ei; Vi; Nj). La eunion des deux sysemes formant un syseme isok d'entropieS(E; V; N),
ona:S=5+S,,E=E;+E,, V=V +V,etN = N;+ N,. A partir de cetetat, nous allons
appliquer une contrainte exerieure (ou plutdt relacher une contrainte initiale) qui autorise
lechange de particules entre les deux sysemes. Le super sysen$g + S, se trouve alors
dans une situation horsequilibre si bien qu'il tend vers un nouvelequilibre correspondanta
un maximum d'entropie :

@S_ @s, @s_ @S @S,
@Y @N @N @N @N

0 (1.1)
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Soit, en termes des potentiels chimiques = T(@S@N :

@s_ .
@N T
Si initialement , > 4, l'entropie ne pouvant que cro'tre, unechange de particules prend
place entre les deux sysemes\; augmente au cours du temps engendrant ainsi un courant
de particulesJ = (dN;=dt) de S, vers S;. Ce courant prend place jusqua ce que lequilibre
soit etabli si bien que la dierence de potentiel chimique se comporte comme une force

pilotant le retour vers lequilibre. Le courant est alors une fonction de cette force et, dans la
limite d'une faible dierence de potentiel chimique, sécrit :

1 ds _ > 1
e

dN; \?

)0 (1.2)

J=L 21 (1.3)

al L est appek coe cient ciretigue. On notera que la condition dequilibre correspond a
legalisation des potentiels chimiques , = 1= © traduisant ainsi le maximum d'entropie
@S=@N 0.

Cette approche se gereralise facilement pour decrire les pkenorrenes de transport dans les
milieux continus de taille macroscopique. Pour cela, on utilise I'approximation de lequilibre
local. Le milieu est alors divie en cellules assez petites pour que les grandeurs thermodyna-
miques y varient peu, mais assez grandes pour pouvoir étre traiees comme des sous-sysemes
thermodynamiques en contact les uns avec les autres. Au niveau de chaque cellule on suppose
unequilibre local et on introduit une densie d'entropie exprimee en fonction des densies de
paranetres exerieurs. Cela permet de ¢ nir une temperature locale, une pression locale,
un potentiel chimique local ... etc. Sous l'action de contraintes exerieures, des echanges
setablissent entre les dierentes cellules engendrant des pkenonenes de transport. A une
densie de paranetre exerieur (r;t) on associe une densie de courart(r;t). Ce courant
prend naissance sous l'action d'une forde(r;t) proportionnelle au gradient de la cerivee de
I'entropie locale par rapporta la densie du paranetre exerieure. Le courant est alors une
fonction lireaire de cette force qui sécrit en termes d'un coe cient ciretique speci que L :

!
S(rt)
(r;t)

Par exemple, puisqudl ! = (@ S=@H'existence d'un gradient de temperature entrane

unechange denergie entre cellules traduisant un courant de chaleur, dans le milieu. La
relation courant / gradient de tempgerature est la loi de Fourier qui sécrit :

j(nt)y=~Lr (1.4)

Jn= T (1.5)

a est la conductivie thermique. De méme, pour un gaz delectrons plae dans un champ

electrique E, le potentiel chimique devient le potentielelectrochimique + qV a1 V designe

le potentielelectrique. Par congequent, par analogie avec lechange de particules entre deux
sous sysemes, l'existence d'un gradient de potentiel chimique entrame un courantelectrique
de conductionJ. ¢k ni par :

J= rvV=E (1.6)

al  est la conductivie electrique. En n, I'existence d'un gradient de concentrationr n
dans un milieu entrame la di usion des particules pour etablir unequilibre traduisant une
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distribution uniforme dans le milieu. Ce nmecanisme entrame un courant de di usiodp qui
suit la loi de Fick :
Jo= Drn (1.7)

A ce stade, la validie de cette approche classique des ptenonenes de transport repose
essentiellement sur la notion dequilibre local. Pour comprendre ceci, revenons sur la notion
dequilibre thermodynamique en consicerant le cas d'un gaza la temgeraturel . A un instant
t = 0, une particule particulerement energetique se ceplace liborement. Elle possde un
mouvement rectiligne uniforme de grande vitesse . Lorsqu'elle subit une collision avec
une autre particule, elleechange de lenergie ciretique et acquiert une vitesse dierente,.
Par congquent, apes une multitude de collisions, la particule a developpe une succession
de trajectoires de vitesses dierentes enechangeant de lenergie si bien qu'en moyenne sa
vitesse est nulle et son energie ciretique est proportionnelle a la temperature. Dans ces
conditions, lesechelles de temps et de longueur sont e nies par le temps moyergeparant
deux collisions et le libre parcours moyen v e ectie entre deux collisions, v etant la
vitesse typique de la particule. Ainsi, on pourra choisir comme taille de cellule pour diviser
le gaz le volume ebmentaire 2 si et seulement si il contient un nombre de partjculesl
su samment grand pour que l'on puisse regliger les uctuations (de l'ordre de £ N) et
faire de la thermodynamique. Par exemple, pour un gaz d'azotea 300 K eta la pression
atmospterique, on a° 140 nm,v 500 m/s et 0:3 ns si bien queN 10°. Dans
le méme esprit, pour un gaz delectrons dans un solide de cuivrea 300 K, on'a 30 nm,

Ve 1:56 10° m/s (vitesse de Fermi)et 2 10 *s. Pour une densit de 8.5 1% cm 3,
onenceduit N 2 10°. On voit donc clairement sur ces deux exemples que letude des
prenonenes de transport sur desechelles de longueurs macroscopiques peut étre envisage
en utilisant I'approche classique.

Mais que se passe-t-il si I'on consicere les proprees de sysemes de petites tailles, ty-
piguementa lechelle nanonetrique, ou des sysemesa basse temperature ? En fait, com-
ment cecrire les plenonenes de transport dans des sysemes dont la taille est de I'ordre du
libre parcours moyen ou inkrieurea celui-ci? Dans ce contexte, on sait que la physiquea
lechelle des atomes et des mokcules, c'esta-dire a lechelle microscopique, est gouverree
par la mecanique quantique. Unelectron par exemple est repesene par une onde d'ampli-
tude de probabilie qui se propage dans I'espace et peut intererer avec elle-méme. Une jolie
temonstration de cette dualie onde/corpuscule est une ealisation relativement ecente de
I'experience des fentes d'Young dans laquelle leselectrons sont envoyes un par un vers deux
fentes et deteces sous la forme d'impacts sur unecran plae derrere les fentes. Malge le
caracere purement corpusculaire avec lequel leselectrons sont ceteces, on voit apparaire,
a partir d'un nombre delectrons su samment grand, une gure d'interkrence sur lecran,
ce qui cemontre le caracere ondulatoire deselectrons. Ces plenonenes d'intererences, ici
obsenes dans le vide, peuvent survivre dans des conducteurs netalliques, pourvu que la pro-
pagation colerente deselectrons ne soit pas perturtee. C'est le cas dans desechantillons suf-
samment petits et/oua temperature su samment basse. Dans ces conditions, la colerence
avec laquelle les electrons se propagent donne lieua une varee de ptenonenes que I'on
regroupe sous le nom de physique nesoscopique.

En fait, la longueur pertinente pour caraceriser la nature quantique ou non du trans-
port de particules n'est pas le libre parcours moyen mais la longueur de colerence.
Par ¢k nition, L est la distance typique parcourue par une particule avant que celle-ci ne
perdre son caracere ondulatoire, c'esta-dire sa capaciea produire des intererences. Par
congquent, pour tout syseme dont la tailleL est inkrieurea L , les proprees de trans-
port devront &tre cecrites en utilisant les lois de la mecanique quantique. Ceci est vrai pour
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Figure 1.1 { (a) Repesentation 3D d'une lelice- . (b) Sous eseau particulier d'unie
peptidiques conneckes par les liaisons hydrogenes.

la conduction electronique dans les nanostructues mais aussi pour une multitude d'autres
prenonenes comme illuste dans le paragraphe suivant.

Remarque : bibliographie
On trouvera de plus amples informations sur une introduction aux ptenonenes de
transport dans les ouvrages suivants [1, 2, 3, 4, 5, 6].

1.2 Quelques exemples

1.2.1 Excitons vibrationnels dans les lelices

Un apport continu denergie directement utilisable est indispensable aux etres vivants
pour e ectuer des actes fondamentaux tels que la synthese de biomokcules, le transport actif
d'ions et de mokcules, les mouvements cellulaires et la reproduction. Dans la plupart de ces
processus, le donneur denergie est lI'acenosine triphosphate (ATP) dont lenergie contenue
dans ces deux derneres liaisons phosphate, d'utilisation universelle, est likeee au cours de
son hydrolyse. Dans ce contexte, une question de premere importance est de determiner la
nature des mecanismes microscopiquesa l'origine du transport de cetteenergie au sein du
milieu biologique.

Dans les anrees 70, le physicien A.S. Davydov a propos une theorie quantique an
d'expliquer comment lenergie pouvait &tre transporee le long des proeines de structure
secondaire en telice- [7, 8, 9]. L'icee est la suivante : une protine est un bio-polyrnere forne
a partir de seulement 20 mononeres dierents. Ces mononeres sont des-amino acides qui
s'unissent par des liaisons peptidiques pour donner de longues chames polypeptidiques. Ces
chames, enroukes en lelice, pesentent une structure quasi-periodique le long de laquelle
sont distribtees des unies peptidiques H-N-C=0 relees les unes aux autres par des liaisons
hydrogenes. De part la geonetrie de la prokine, ces unies peptidiques forment trois chames
mokculaires paralelesa l'axe de I'kelice (voir Fig. 1.1)

Une cha™me particulere repesente donc un eseau mokculaire 1D forne par une succes-
sion deN unies peptidiques contenant le groupement C=0. D'un point de vue vibrationnel,
letirement de la liaison C=0 caracetrise un mode normal de vibration de haute fequence
appek mode amide-I. Ainsi, le groupe C=0 occupant le sita se comporte comme un oscil-
lateur harmonique de coordonred,,, de masse eduitem et de fequence propre! o = 1680
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cm 1. Sa dynamique est cecrite par les ogerateurs ceation et annihilationt? et b, & nis

par s

Q= (W + by (1.8)

2m! o

et \eri ant les relations de commutation des bosonst},; o] = o Par consequent, I'Hamil-
tonian d'une vibration particulere sécrit :

he = h! o(¥, +1=2) (1.9)

Chaque groupe C=0 etant porteur d'un dipble, deux groupes voisins interagissent princi-
palement de manere electrostatique. Or, le dipbdle (Q,) du groupementn est fonction de

sa coordonree interne de vibration. En ealisant un developpement au premier ordre, on
voit alors appara’tre un couplage entre les coordonrees internes de groupes C=0 voisins. Ce
couplageetant proportionnel au produit des dip6les de transition@ =@} on montre faci-
lement que I'Hamiltonien cecrivant la dynamique collective de I'ensemble des modes C=0
coupks secrit :

H=" h o(biby +1=2) + hJ(Bbh.1 + iy by) (1.10)

n

al J est la constante de couplage qui s'exprime en fonction de la distance R entre deux
unies voisines :
@

(2
RF@Q" @Qu

Dans ce contexte, la theorie de Davydov fait jouer un réle priviege aux modes C=0.
En e et, lorsqu'une mokcule d'ATP vient se lier en un site particulier de la protine, elle
interagit avec les mokcules d'eau du milieu et likere uneenergie de 3950 cin(soit 0.49 eV).
Par couplage esonant, cetteenergie est convertie en une excitation de vibration interne C=0
d'une unie peptidique particulere. On notera que le transfert denergie peut &tre assise par
I'excitation vibrationnelle d'une mokcule d'eau du milieu. L'interaction dipolaire entre les
groupes C=0 des units peptidiques voisines entrame la celocalisation de la vibration interne
et la formation d'un exciton vibrationnel : le vibron.

Par analogie avec la physique du solide ai le concept de phonon permet de cecrire les
vibrations etendues, le vibron apparat comme la quasi-particule assocee a la dynamique
collective des vibrations intramokculaires haute fequence. Les vibrons sont des bosons qui
\eri ent la statistique de Bose-Einstein. Les operateurshky et b, repesentent respectivement
la ceation et I'annihilation d'un vibron locali® sur le site n. L'interaction dip6le-dip6le
cetruit un vibron sur un site n et cee un nouveau vibron sur un site voisin 1. Ce
mecanisme entrame alors la celocalisation du vibron le long du eseau qui se ceplace tel une
particule libre repesente par une onde plane.

) (1.11)

1.2.2 Excitonselectroniques dans les J-agegats

Les J-agegats sont des eseaux mokculaires 1D fornes par des colorants organiques de
type cyanine qui possdent des proprees optiques extraordinaires dans le domaine visible
[10].

Ainsi, en 1936, G. Scheibe et E. Jelley ont cecouvert incependamment une bande d'ab-
sorption tes ne dans le spectre visible de certains colorants cyanines en solutions tes
concentees. Ces bandes apparaissenta une energie plus basse que lenergie d'absorption
d'une solution peu concentee. C'est pour cette raison que ces bandes sont appekes J-bandes.
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De plus, leur largeur est beaucoup plus ne d'environ un ordre de grandeur. L'apparition de
ces J-bandes aet attriblteea la formation d'agegats mokculaires, et plus spgeci quementa

la forte interaction existant entre les mokculesa l'inerieur d'un agegat. Les mononeres de
colorants cyanines portent une chargeelectrique et, dans un solvant polaire, peuvent s‘auto-
assembler pour former des cha™mes, qui sont appekes les J-agegats. Ces modi cations des
proprees optiques esultent directement des interactions intermokculaires qui provoquent
une celocalisation desetats propreselectroniques sur plusieurs mokcules le long des cha™mes.
Des bandes excitoniques sont alors ceees et, dans ces agegats, les excitons sont appeks
excitons de Frenkel.

Pour introduire simplement la notion d'exciton electronique consicerons un J-agegat
forme de N mokcules organiques egulerement distribltees sur un eseau 1D. Les propretes
electroniques de chaque mokculen se esumenta la pesence de deux niveaux. Le niveau
fondamentaljf ,i, denergie nulle et le niveau excieje,i denergie . Les proprees optiques
remarquables de la mokcul@ proviennent de I'existence d'un fort dip6le de transition ge(n)
qui fait du syseme un absorbeur ickal de lumere visible. Dans ces conditions, le niveau
fondamental du J-agegat traduit I'ensemble des mokcules dans leur etat fondamental :
JOi = jfq; o fyi. Par contre, le premieretat excie estN fois cegeree puisqu'il traduit la
pesence d'une mokcule particulere dans son niveau excie. Ainsi, I'excitation de la mokcule

n, toutes les autres etant dans le fondamental, sera noee jni = jfy;::e,;::;fyi. Dans
ce contexte, en supposant les mokcules incependantes les unes des autres, I'Hamiltonien
electronique skcrit : X

H = ojnihnj (1.12)

n

Pour cecrire H, on introduit gereralement les operateurs de Pauli qui sont ce nis par :
Bn = jOihnj
BY jnihoj (1.13)

Ces operateurs \eri ent les relations de commutation particuleres suivantes :B,;Bno] =
[BY;BY] = B2 = B¥?> = 0. De plus, la relation de commutation entre deux operateurs de
Pauli est ¢k nie par :

[Bn;Bl = ol 2B,BY) (1.14)

En n, on notera que ces operateurs anti-commutent deuxa deux :
B,BY + BYB, =1 (1.15)

Danspce contexte, I'Hamiltonien des mokcules incependantes se eecrit sous la forme simple :
H= |, oB!B,

Dans un J-agegat, les mokcules sont susammenteloigrees les unes des autres pour
gu'il n'y ait pas de recouvrement entre leurs orbitaleselectroniques. Par congequent,a l'instar
des proprees vibrationnelles des felices-, l'interaction entre mokcules prend son origine
dans les couplages entre dipbles instantares. Sous l'action de ces interactions, une mokcule
dans sonetat excie peut transiter dans sonetat fondamental alors qu'une mokcule voisine,
initialement dans son fondamental, sera poree dans sonetat excie. En d'autres termes, tout
se passe comme si lenergieelectronique du eseau, et non unelectron proprement dit, pouvait
transiter d'une mokcule vers une voisine. Ce necanisme est cecrit par I'Hamiltonien gereral
du J-agegat, qui, incluant les couplages dipble-dipble entre mokcules voisines, secrit :

X
H=" oBYBy+J(BBnu + BY\By) (1.16)
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Figure 1.2 { Schema des complexes LH1 et LH2 collectant lenergie lumineuse et la
transkrant sous forme excitonique au centre eactionnel.

ou J cesigne la force du couplage entre dipdles de transitionelectronique :

eg(N) ge(N+1

o) aeln+ 1 (L.17)
Ainsi, I'Hamiltonien H cecrit la migration d'uneenergieelectronique appeke exciton de

Frenkel. Cet exciton possede globalement les mémes proprees que le vibrona la dierence

pes qu'il carackrise le transport d'une energie dans le domaine visible alors que lenergie

du vibron se trouve dans le domaine infra rouge. En fait, compte tenu de la ¢ nition des

orerateurs de Pauli, I'exciton de Frenkel corresponda un paulion, sorte d'internmediaire entre

les bosons et les fermions. Grosserement, deux paulions loin I'un de l'autre sont assimilables

a deux bosons alors que deux paulions occupant un méme site se comportent comme des

fermions.

J

1.2.3 R6le des excitonselectroniques dans la photosyntlese

La photosyntrese est un processus biologique essentiela la vie sur la Terre. Elle permet
aux plantes eta certaines backries photosyntletiques, qui constituent souvent le cebut de
la cha™me alimentaire, d'exister. Son principe est de convertir lenergie lumineuse du Soleil,
enenergie chimique, utilisable par les cellules. Ceci se fait par une suite de eactions simples,
rapides et nombreuses, avec une e cacie maximale. Lenergie collecee a la surface des
cellules est transkee vers le Centre Reactionnel (CR). S'y produit alors une ®paration de
charges photoinduite. Cette sparation de charges induit un gradient de protonsa travers la
membrane et permet alors de mettre en route la synttese de I'ATP, carburant essentiela la
vie.

La premereetape de la photosynthese est la collecte denergie lumineuse par les pigments
chlorophylliens des antennes collectrices. Les antennes collectrices sont sitteesa la surface
de tous les organismes photosyntretiques. Elles sont de deux types : les ecepteurs primaires
LH2 (Light Harvesting complex) et les ecepteurs secondaires LH1. Les deux sont constitles
d'un grand nombre de pigments chlorophylliens maintenus en place, paralelement les uns
aux autres, par des complexes polypeptidiques. Les pigments sont soit des caroenodes, soit
des chlorophylles. Les LH2 sont des disques beaucoup plus petits que les LH1, ces derniers
contenant le centre eactionnel en leur coeur.

Les pigments absorbent la lumere dans une tes large gamme spectrale, allant de I'Ultra-
Violeta I'Infra-Rouge (1000 nm pour les baceriochlorophylles), en passant par le visible (400
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Figure 1.3 { Representation du complex LH2 : vue dans la surface de la membre (a) et (b);
vue le long de la surface de la membre (c) et (d).

nm pour les caroeno«des). Ainsi, les antennes sont capables de capter le maximum denergie
lumineuse. Les LH1 et les LH2, beaucoup plus nombreux, sont sittesa coOk les uns des autres,
et relaient, de complexes collecteurs en complexes collecteurs, lenergie absorkee jusqua
atteindre un complexe LH1, qui possdant un centre eactionnel, permettra la transformation
de cetteenergie enenergie utilisable par I'organisme vivant.

Lorsqu'un photon est absorke par un des pigments chlorophylliens d'un complexe LH2,
unetat excie est eree et, en se cesexcitant, va se propager tes rapidement, vers le pig-
ment voisin. En d'autres termes, l'absorption d'un photon permet la ceation d'un exciton
electronique sur l'un des pigments d'un complexe LH2. Cet exciton va se propager au sein
d'un méme complexe LH2 puis sera transke au complexe LH2 voisin et ce jusqua atteindre
un complexe LH1, et donc le centre eactionnel, n du processus de collecte de lenergie
lumineuse. La transmission de I'exciton, aussi e cacement, est possible gracea l'orientation
priviegee (paralele) eta I'espacement acequat des dierents pigments. De plus, les divers
complexes LH2 et LH1etant cOtea cobte, la propagation entre complexes estegalement tes
rapide.

Le complexe LH1 absorbea une longueur d'onde plus faible enenergie que le complexe
LH2, lenergie collecee est ainsi canaliee des divers complexes LH2 vers un complexe LH1
puis vers le centre eactionnel. Ce processus de collecte denergie lumineuse permet de col-
lecter un tes grand nombre de photons, du fait du nombre important d'antennes collectrices
LH2, vers un centre eactionnel, avec une grande e cacie en terme de rendement (il y a peu
de perte denergie), de temps (inkrieura une picoseconde) et ce sur de grandes distances.
Ainsi, le processus de collecte denergie lumineuse, processus complexe, est le esultat d'une
suite de eactions simples, e caces et nombreuses.

A ce stade, on notera que de nos jours une technologie est mise au point pourelaborer des
sysemes arti ciels capables de reproduire le fonctionnement des unies photosynttetiques.
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Figure 1.4 { Con nement de mokcules sur une surface vicinale de platine.

1.2.4 Transportelectronique dans les nanostructures

La miniaturisation de plus en plus pousse de la taille des transistors durant ces 20
derneres anrees, a permis de cecupler le nombre de ces transistors dans les microproces-
seurs [11]. Par exemple, le 8086 d'INTEL, sorti en 1978 comptait 29 000 transistors. En 2001
le pentium IV en cenombre 42 000 000. Ce Pentium possde des transistors de 180 nm de
largueur de grille, et la prochaine gereration devrait atteindre 150 nm. En 2004, des architec-
tures de 90 nanonetres constituent letat de l'art et les processeurs sont produits en masse
avec une nesse de 65 nanometres s le premier semestre 2006. Des puces grawes en 45
nanometres sont sorties mi-2007, des puces en 32 nanonetres devraient sortir en 2008-2009
et la gravure en 22 nanonetres est deja envisagee... A ces distances nanonetriques, la limite
classique est clairement cepase si bien que des e ets quantiques vont se faire ressentir.
Tout I'enjeu de ces prochaines anrees sera d'e ectuer la transition vers de nouveaux micro-
processeurs qui devront tenir compte des probemes quantiques. Ceci est un bouleversement
technologique car depuis 1971, date des premiers transistors, les proedes mis en jeu sont
reses identiques.

Pour aborder cette nouvelleere technologique, plusieurs voies sontetudees. Par exemple,
la science des surfaces joue un réle capital puisqu'elle permet lelaboration de nano-structures
de geonetrie parfaitement controkee [12]. En e et, il aet monte ecemment que l'auto-
organisation des marches de surfaces favorise la croissance de structures mokculaires de
basse dimension. Deux exemples carackristiques sont la formation de Is atomiques adsorkes
au voisinage des marches et la ceation de monocouches mokculaires con rees entre deux
marches. Les surfaces utilies sont des surfaces vicinales netalligues ou semi-conductrices
qui possdent la forme d'un escalier ainsi que certaines surfaces reconstruites en forme de
ceneaux. Outre leur capaciea gererer des nano-structures, les surfaces o rentegalement
la possibilie de travailler avec ces derneres en utilisant les proprees des sondes locales
comme le STM ou I'AFM. En e et, ces sondes locales peuvent jouer le rble d'outils nanosco-
piques permettant d'une part d'agir mecaniguement sur les mokecules adsorkees et d'autre
part d'exciter lectivement une mokcule en induisant des transitions electroniques et/ou
vibrationnelles.

Une question de premere importance concerne la capacit de tels nano-objetsa transerer
une information. De facon gererale, cette information est \ehicuke par les excitations col-
lectives de la nano-structure qui peuvent apparatre sous diverses formes selon la nature du
syseme. Cependant, la possibilie d'exciter localement les vibrations internes des mokcules
par STM, ouvre une nouvelle voie base sur leur utilisation comme vecteur de l'informa-
tion. L'interaction laerale entre les mokcules de la nano-structure favorise la celocalisation
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des vibrations intramokculaires qui se traduit par I'apparition de quasi-particules assocees
aux champs des vibrations internes coupkes : les vibrons ou excitons vibrationnels (voir
le transport denergie dans les ltelices-). D'autre part, la ealisation exgerimentale de Is
nmetalliques obtenus sur des surfacesa marches permet d'envisager le transportelectronique
dans des nano- Is.

Paralklement aux nanostructures adsrolees, lelectronique mokculaire repose sur l'icee
gue le moyen d'atteindre naturellement les dimensions nanonetriques est d'utiliser direc-
tement de grosses mokcules qui possdent cep cette dimension [13]. Ce domaine utilise
donc des mokcules (matkriaux organiques) a n de cevelopper des composantselectroniques
(diode, |, transistors...) ouelectronecaniques (moteurs, interrupteurs...). Cette science date
de 1974 [14]. Cette anree h, deux theoriciens Aviram et Ratner, cemontrent treoriguement
gue certaines mokcules peuvent pesenter des proprees de recti cation. Les probemes les
a cette technique, pour l'instant, demeurent la syntlese des mokcules jugees ineressantes
treoriquement, ainsi que l'interconnexion entre mokcules et appareillage, et l'instabilie de
ces maeriaux souvent fragiles an de les proeger des agressions exerieures. Le dipositif
principalement etude en electronigue mokculaire est une jonction netal-mokcule-netal
dans laquelle les prenonenes de conduction sont de nature quantique. Deux electrodes
nmetalliques constituent un eservoir delectrons qui sont injeces dans un | mokculaire
organique. Gereralement, le | se comporte comme un eseau plus ou moins ordonree ai
chaque site pesente une orbitale capable d'accepter unelectron. Le transport le long du |
est alors cecrit par un mocele de liaisons fortes.

En n, on notera l'utilisation des nanotubes de carbones qui jouent un réle de premier
plan depuis leur cecouverte en 1991 [15] et avec lesquels il aee monte la faisabilie de
diodes, de transistors et de portes logiques [16, 17, 18].



Bibliographie

[1] N. Pottier, Physique statitique hors dequilibre(CNRS edition et EDP Sciences, Paris,
2007).

[2] E. Akkermans and G. MontambauxPhysique nmesoscopique deselectrons et des photons
(CNRS edition et EDP Sciences, Paris, 2004).

[3] V. May and O. Kuhn, Charge and Energy Transfer Dynamics in Molecular Systems
(WILEY-VCH Verlag, Berlin, 2000).

[4] T. Dittrich, P. Hanggi, G.L. Ingold, B. Kramer, G. Schon, and W. Zwerger,Quantum
transport and dissipation (WILEY-VCH Verlag, Berlin, 1998).

[5] J. Rammer,Quantum Transport Theory (Perseus, Massachusetts,1998).

[6] S. Datta, Electronic Transport in Mesoscopic SystemgCambridge University Press,
Cambridge, 1995).

[7] A. S. Davydov and N. I. Kisluka, Phys. Status Solidb9, 465 (1973); Zh. Eksp. Teor.
Fiz 71, 1090 (1976) [Sov. Phys. JETRI4, 571 (1976)].

[8] A.S. Davydov, Soliton in Molecular SystemgD. Reidel, Dordrecht, 1985).
[9] A.C. Scott, Phys. Rep.217, 1 (1992).

[10] S. Mukamel,Principles of nonlinear optical spectroscopyOxford University Press, Ox-
ford, 1995).

[11] G. E. Moore, Electronics38, 114 (1964).
[12] C. B. Duke, The First Thirty Years (special issue), Surf. Sci299/300 (1994).

[13] M.C. Petty, M.R. Bryce and D. Bloor, Introduction to Molecular Electronics (Oxford
University Press, New York, 1995).

[14] A. Aviram and M. A. Ratner, Chem. Phys. Lett. 29, 277 (1974).
[15] S. lijima, Nature (London) 354, 56 (1991).

[16] Ph. Avouris, T. Hertel, R. Martel, T. Schmidt, H. R. Shea, and R.E. Walkup, Appl.
Surf. Sci.141, 201 (1999).

[17] M. Menon and D. Srivastava, Phys. Rev. Lett79, 4453 (1997).

[18] C. Papadopoulos, A. Ratikin, J. Li, A.S. Vedeneiv and J. M. Xu, Phys. Rev. Leti85,
3476 (2000).

17



18

BIBLIOGRAPHIE



Chapitre 2

Mogklisation du transport sur eseau

Sur I'exemple simple du mockle des liaisons fortes, le but de ce chapitre est d'introduire les
notions eementaires permettant detudier la dynamique d'une particule sur eseau. Ainsi,
nous ce nirons les concepts d'opgerateur devolution et de propagateur qui sonta la base
du calcul des probabilies quantiques. Leur lien avec la theorie de la eponse lireaire sera
cemonte. En n, les notions de densie denergie, de densie de courant et de probabilie de
survie seront pesenges.

2.1 Hamiltonien, Etats propres et Evolution

Lorsqu'une seule particule ou une seule excitation est pesente, les exemples illustes dans
l'introduction appartiennenta une méme famille. lls decrivent la dynamique quantique d'une
particule capable de se celocaliser le long d'un eseau uni-dimensionnel [1]. Pour formuler
un tel probeme de manere plus pecise, nous allons introduire le mockele suivant. Soit un
eseau contenantN sites egulerement distribtes. Chaque siten est caracerie par unetat
guantique localjni, denergie h! o, dans lequel se trouve la particule lorsqu'elle est localise
sur le siten. L'ensemble des vecteurkj ni g forme une base, dite locale, qui est compekte et
orthonornee. Elle sous tend l'espace desetatk de la particule. Sur le eseau, la particule
est autoriee a se teplacer de sites en sites par et tunnel et on note hJ la constante de
saut entre deux sites plus proches voisins. Sans perte de greralies, on consicerera par la
suite le cas d'un tunneling regatif si bien que J (J > 0) sera I'amplitude de transition.
Dans ces conditions, la dynamique quantique de la particule est cecrite par un Hamiltonien
de liaisons fortes ce ni par (en unie h=1) :

X
H=" tonihnj J(jnihn +1j+ jn + 1ihnj) 2.1)

n

Bien que par la suite nous consicererons des situations plus complexes (pesence de

Figure 2.1 { Repesentation du eseau

19
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cefauts, desordre, couplage avec un environnement), nous allons pour l'instant nous res-
treindrea letude d'un eseau invariant par translation. Dans ce contexte, l'application du
treoeme de Bloch montre que les vecteurs propres dé sont desetats d'ondes planes ¢ nis
par :

. 1 X .
jg =p— €Mjni (2.2)
N n
al lesvecteursq2 [ ; ]appartiennenta la premere zone de Brillouin du eseau. A l'instar

de la base locale, I'ensemble des vectedrgqgi g forme une base compkte et orthonornee
appeke baseetendue. Les proprees de cette base se cemontrent aisgment en utilisant les
relations suivantes :

X d@ On

qd
n
X .
gain % = nno (2.3)

Zl~ 2=

En calculant leseements de matrice deH dans la base etendue, on montre facilement
que lesenergies propres assoceesa chaque onde plane sont ¢ nies par :

'qg="'!o 2Jcos@ (2.5)

Les valeurs propres ded e nissent une bande permise qui sktend entre! ; 2] et
I o+ 2J. Toute excitation dont lenergie appartienta cette bande de conduction pourra se
propager le long du eseau. Pour une onde plane de vecteur d'ondecette propagation
s'e ectueraa la vitesse de groupevq & nie par :

Vqg= @ ¢=2Jsin(q) (2.6)

A @ = @@gla bande permise contenaniN etats etendues, le nombre detats dont
lenergie est comprise entrd et! + d! est donre par la densie detats (DOS pour density
of states) g(! ). L'expresssion de la DOS s'obtienta partir de la densie de vecteur d'onde
0(g) = 1=2 a l'inerieur de la premere zone de Brillouin : g(! )d! = 2g(q)dqg, ai le facteur
2 provient du fait que! 4 ="! 4 On en ceduit :

1 1 _ 1 1
)= S(@8) 1) a)= 7o) a)= e @7)

On notera que la DOS est normaliea l'unie :Rg(! )d! = 1. Elle montre deux divegences
sur les bords de bande qui traduisent I'annulation de la vitesse de groupe.

Dans ces conditions, nous allons pour l'instant supposer que la particule est initialement
pepaee dans unetat pur j oi. Par exemple, sij of = jnoi, un teletat traduit la ceation
de la particule sur un site particulierng du eseau. Nous verrons par la suite que ceci n'est
pas toujours possible et que letat initial de la particule n'est pas toujours parfaitement

1. kes Egs. (2.2) et (2.5) s'obtiennent facilement en cherchant les etats propres déi sous la forme

j 1=, njni.Lequation de Schrdedinger devient alors :

Hji=!ji) 'on J(naat na)="! n (2.4)

Les solutions correspondantes c nissent des ondes planes de la formg, / exp(ign) dont la relation de
dispersion est donree par I'EQ.(2.5).
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connu. Une telle situation se produit lorsque la particule n'est pas isoke mais interagit avec
un environnementa temperature nie. Il convient alors de ealiser une statistique sur letat
initial en utilisant le formalisme plus gereral de la matrice densie.

Neanmoins, initialement dans unetat pura t = 0, letat quantique de la particule a
l'instant t est specie par le vecteur detat | (t)i dont levolution est gouverree par I'Equation
de Schredinger :

i@ ()i =Hj (i (2.8)

L'inegration formelle de I'EqQ.(2.8) nous permet d'introduire I'un des objets les plus impor-
tant pour caraceriser les proprees de transport. Il s'agit de l'operateur devolution U(t)
e ni par :

i@U(t) = HU(t)
u@o)=1 (2.9)

En comparant les Eqgs.(2.8) et (2.9), on montre facilement qud(t) satisfait les proprees
suivantes :

j (i =U®)j o
U(t) =exp( iHt) (2.10)

Ainsi, la connaissance de l'ogerateur devolution fournit une description compkte de la dy-
namique de la particule sur le eseau. Il & nit le lien entre letat initial de la particule et son
etata l'instant t et contient toute I'histoire de levolution sous l'action deH. Uneement de
matrice dans la base localenjuU(t)jmi, repesente I'amplitude de probabilie d'observer la
particule sur le sitena l'instant t sachant qu'elle se trouvait sur le sitana l'instant t = 0.

2.2 Propagateur et Fonction de Green

De manere ererale, a partir de conditions initialesa t = 0, on s'ineresse plutdta
levolution de la particule dans le futur. Or, par ce nition, l'ogerateur devolution est tes
cereral et il fournit une information sur letat de la particulea un instant t positif ou regatif.
Pour restreindre notre attention sur le futur, on introduit gereralement l'operateur K. (t)
e ni par [2] :

Ki(t)= 1 (H)U(t) (2.11)

al (t) est la fonction de Heaviside. Cet operateur est nul pour< 0 mais directement pro-
portionnela U(t) pour t > 0. En injectant 'Eq.(2.11) dans I'Eq.(2.9), on montre facilement
queK. (t) erie:

(i@ HK.(t)= (1) (2.12)

Compte tenu de la forme de I'Eq.(2.12) aved(t) au second membre, on appelle gereralement
K. (t) la fonction de Green. Il s'agit plus peciement d'une fonction de Green dite retarcee et
il est possible de & nir une fonction de Green dite avanee nulle pour> 0 et proportionnelle
a U(t)pourt< 0:K (t)=1 ( t)U(t).

Par transfornee de Fourier, on introduit I'operateur G(! ) ¢ ni par :

Z i1 : 1 Z 41 i
G(!)= . dtk . (D)€" ) K, (t) = > diG (! +i0")e ™ (2.13)
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Soit
1
' +i0* H
Pour assurer la convergence de l'inegrale, nous avons sous-entendu que la fequence
se comportait comme un nombre complexXe ! +i avec un nombre eel que I'on fait
tendre vers zro par valeur positive. Ce nmecanisme, qui traduit le principe de causalie (la
cause peede toujours I'e et) sera toujours utiliee par la suite. Pour simpli er le passagea

G(!) = (2.14)

la limite, la flequence sera alors noee = ! + i0".
L'oerateur G(! + i0") est appek propagateur retarce (de la m&me facon on ¢k nit
un propagateur avane en consicerant la limite!  i0"). Cependant, compte tenu de sa

e nition par rapporta K. (t), on utilise gereralement le nom de fonction de Green pour
cecrire le propagateur. La fonction de Green joue un rble central pour caraceriser les pro-
prees de transport et permet de & nir une multitude de grandeurs. En fait, elle fournit des
informationsequivalentesa celles donrees par 'ogerateur devolution, mais dans le domaine
des fequences. Le propagateur est proportionnel au spectre de I'amplitude de probabilie
d'observer une excitationa un instantt® en un siten® du eseau sachant qu'elle aet ceee
en un point n,a un instant t. Il cecrit ainsi la propagation de l'excitation entre ces deux
points de l'espace-temps. De plus, comme nous le verrons par la suite, les methodes des
fonctions de Green permettent une gereralisation de la theorie des perturbations et sont
d'une importance capitale pour etudier les prenonenes de localisation et les processus de
transmission/e exion lorsque le eseau pesente des defauts.
Dans la base propre déd, le propagateur est diagonal. Il secrit :
G(1) = X jaihgj
qa ! g

(2.15)

Ainsi, de manere gererale, on montre que lesekments de matrice d&(z) sont analytiques
dans tout le plan complexe prive de I'axe eel. Les singularies, qui sont toutes sitiees sur l'axe
eel, consistent des poles sitles exactement aux valeurs propres de I'Hamitlonign= ! .
A ce stade, introduisons la relation fondamentale suivante :
1 1
= PP

in+
I +i0" I, I 1,

i (1) (2.16)

a PP designe la partie principale. Au sens de Cauchy, la partie principale de certaines
inegrales impropres est e nie par :
Zy Zg Zy

PP ) f(x)dx = ||IIT(I) ) f (x)dx + o f (x)dx (2.17)
al c epresente la singularie def (x), c'esta-dire f (¢) = 1 . Dans ce contexte, la partie
principale de Ex est ce nie comme une distribution qui, agissant sur une fonctioru(x),
s'exprime en fonction de la partie principale de Cauchy suivante :
Z

PP i— u(x) = lim de (2.18)

I 0" jxj> X
En utilisant la ce nition peedente, on montre facilement que |'ogerateur dévolution
s'exprime en fonction du propagateur retarce. En e et, on a :
T N D SN
Unno(t) = mje M'jn% = mijghginde "« = d!  mjghgnde ™ (I 1y (2.19)
q L q
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Or,ona: X
ImG (! +i0") = jaihg (! g (2.20)
q
On en ceduit nalement :
1% +1 j
Unno(t) = = IMG pno(! + 10" )e ™ dl (2.21)
1

Dans le méme esprit, la DOS est & nie en fonction du propagateur selon la relation :
1 .
g(') = N—TrImG(! +i0") (2.23)

En n, la densike detats localiges sur le site n, noee g,(! ), caracerise le poids sur l'orbitale
localejni desetats dont lenergie est comprise entré et! + d! . Elle est c& nie par :

on(!) = NllmGnn(! +1i0") (2.24)

Ces relations sont tes gererales et elles ne sont pas restreintes au cas d'un eseau invariant
par translation. Elles permettent une e nition des grandeurs incependamment du choix de
base.

2.3 Fonction de Green et eponse lireaire

La fonction de Green est gereralement qualiee de fonction eponse puisqu'elle permet de
caraceriser la eponse lireaire du eseau lorsque celui-ci est soumisa une source exerieure
comme un champelectrique, un champ magretique ou une onde laser [3]. Dans ce contexte,
pour formuler de manere gererale la theorie de la eponse lireaire, nous allons consicerer
un syseme quantique (une particule sur un eseau par exemple) initialement dans unetat
] il denergie !;. Cetetat est unetat propre de I'Hamiltonien stationnaire H qui decrit
la dynamique du syseme lorsque celui-ci est isok (comme par exemple I'Hamiltonien de
liaisons fortes de la particule sur le eseau). A l'instant = 0, le syseme interagit avec un
champ exerieur classiqueF (t), le couplageV (t) = BF (t) s'e ectuant par l'internmediaire
d'un operateur B cependant des deges de libere du syseme. Pout > 0, la dynamique du
syseme est alors cecrite par I'Hamiltonien cependant du temps :

HYt)=H BF(t) (2.25)

Dans ces conditions, sous l'action du champ(t), letat quantique du sysemeevolue au
cours du temps si bien que certaines observables, initialement nulles, possdent une moyenne
guantique non nulle pourt > 0. Ce phenonene traduit la eponse du sysemea l'excitation.
Consicerons alors que cette eponse se manifeste par la eaction d'une observable noke
Le but de la theorie de la eponse lireaire est donc de ceterminer la valeur de la moyenne
quantique < A (t) >= h (t)jAj (t)i en fonction du champ exerieur,j (t)i designant letat

2. La DOS s'exprime comme une somme de fonctions de Dirac :

1 X
a)= 5 0 1y (2.22)
q



24 CHAPITRE 2. MOD ELISATION DU TRANSPORT SUR R ESEAU

du sysemea linstant t. Pour menera bien une telle operation, on suppose le chamip(t)
su samment faible a n de ealiser une theorie des perturbations par rapport au couplage
V(t).

Ainsi, en e ectuant un ceveloppement au premier ordre de l'ogerateur devolution du
syseme, on montre facilement que letat quantique s'exprime en fonction du champ exerieur
selon la relation 2

Zy
j ()i =U()) i +i . dt;U(t  t;)BU(ty)] iiF(ty) (2.29)

al U(t) =exp( iHt) denote l'operateur devolution libre du syseme. Dans ce contexte, la
moyenne deAa l'ordre un des perturbations sécrit :

Zt
<AM) > =i . dt;h ;jUY(1)AU(t  t1)BU(ty)j ;iF(t)
Zt
| duh U )BUYE t)AU)] iF (t) (2.30)

A ce statde, quelle que soit I'observabl®, on introduit la repesentation de Heisenberg
e nie par : O(t) = UY(t)OU(t). La eponse se met alors sous la forme d'un produit de
convolution : 7

<A(t) >= Ot dt; as (tt1)F(ta) (2.31)

a la fonction eponse temporelle est ¢ nie par :
ag (tt1) = ih§j[A(t); B(t1)]] il (2.32)

On notera que la fonction eponse g (t;t1) cepend uniquement de la dierence de temps
t t; ce qui conduit e ectivementa un produit de convolution dans I'Eq.(2.31). Pour s'en
assurer, il sut de developper son expression sachant quie ;i estetat propre deH :

as ()= ih jAU(t t)Bj i€ @ W jh jBUY(t t)A] e "¢ W (233

L'EQ.(2.32) repesente le esultat fondamental de la treorie de la eponse lireaire dans le
domaine temporel. Elle montre que la eponsea une excitation exerieure est caraceriee
par la fonction de corelation entre I'observable coupke au champ et celle qui eagita ce
couplage. La eponse se fait sous la forme d'une convolution si bien que sa valeura l'instant
t cepend de toute I'histoire de l'interaction qui s'est passe entre O et. Elle respecte en ce

3. L'operateur devolution U(t) du syseme en interaction \eri e lequation dévolution :
i@QU(t) = (H + V()U(t) (2.26)
On cherche alors une solution de la forméJ(t) = U(t) U (t) avec U(t) = exp( iHt). On en ceduit :
i@U ()= U Yt)V(t)U(t) U(t) (2.27)

En inegrant cette equation puis en multipliant par U(t) par la gauche, il vient, en ne consicerant que les
termes d'ordre 1 par rapporta la perturbation V(t) :
14
U(t) = U@) + T dtU(t  t)V(t1)U(ty) (2.28)
0
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sens le principe de causalie qui stipule que la eaction (eponse) ne peut peecder l'action
(excitation). 4
Dans ce contexte, la fonction de Green apparat tout naturellement lorsque I'on desire
guanti er la eponse dans le domaine fequentiel. Pour cela, on ealise une transformation de
Fourier-Laplace en ¢k nissant la composante de fequenck de la eponse selon la relation :
VA 1
A(l) = . <A(t) >e™ dt (2.35)

al ! = ! +1i0" assure la convergence de l'inegrale. Des lors, en ealisant une transformation
de Fourier-Laplace du produit de convolution Eq.(2.31) on en ceduit qu&(! ) est une simple
fonction lireaire de F(! ), la composante de fequencé du champ exerieur :

A(M)= as(M)F() (2.36)

Le facteur de proportionnalie entre eponse et excitation est appek la susceptibilie lireaire

ag (). Elle s'exprime en fonction de la fonction de Gree(! ) = (! H) ! selon la
relation :

a(l)=h jjAG( +!;+i0")Bj ;i h ;jBG(!; ! i0")A] ii (2.37)

Pour illustrer cette dernere relation, nous allons consicerer la eponse d'un exciton
electronique soumis a un champ electromagretique E(t). Dans ce cas, l'ogerateur qui se
couple au champ est le dipble de transition (joue le réle deB). Sous l'action du champ
E (1), le eseau se polarise si bien qu'il acquiert un dip6le moyen non nul joue aussi le réle
de A). Ce dipble moyen, qui traduit la eponse du eseaua la source exerieure, ¢ nit la
polarisation p(t) correspondanta la moyenne du dip6le de transition dans letat (t)i du
eseaua l'instant t. En utilisant la theorie de la eponse, la susceptibilie lireaire du eseau
sécrit alors :

()= h ;j [G( +!;+i0)+G(; ' 0] i (2.38)

En ceveloppant cette expression dans la base propre, I'expression gererale de la susceptibilie
lireaire devient :

X 1 1
1) = il
La susceptibilie (1) = ')+ i 9) s'exprime sous la forme d'une partie eelle et
d'une partie imaginaire ce nies par :
X 1
_ .2
) = FalLC ) () (2.40)

f

4. Il convient de noter que nous avons suppos connu letat initial du syseme. En ealie, celui-ci n'est
gereralement qu'imparfaitement connu, specialementa temperature nie, et il convient de ealiser une statis-
tique sur les valeurs possibles de letat initial. La fonction eponse se met alors sous la forme d'une fonction
de corelation :

e (tt1) = iHA(t); B(t)]i (2.34)

al h::i designe une moyenne sur letat initial du syseme.
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De manere gererale, {!) rend compte des prenonenes de dispersion (cependance de I'in-
dice du eseau en fonction de la fequence du champ) alors quét! ) caracerise les processus
d'absorption (terme proportionnela (! !4 )) et demission induite (terme proportionnel

a (! +14))). Ces deux quanties ne sont pas incependantes mais elles se ceduisent l'une
de l'autre par une transformation de Hilbert.

Dans la plupart des situations, le eseau se trouve initialement dans letat fondamental
qui est vide de toute excitation. Cetetat, noe ji , possede uneenergie nulle qui correspond
a la etrence desenergies. Par conequent, I'unique contribution signi cative de la suscep-
tibilie lireaire est directement proportionnellea la fonction de Green du eseauevalieea la
fequence du champ exerieur. C'est la contribution esonante ce nie par :

(1) hj G( +i0) ji (2.41)

Le dipoble de transitionetant la somme des dipbles de transition assocesa chaque site du
eseau, il sécrit : X
= (jnihj + jih nj) (2.42)

n
Par consquent, la eponse lireaire est e nie comme la somme deseements de la fonction
de Green : X
(1) 2Gpno(! + 10%) (2.43)

nno0

Cette relation tes gererale permet de ceterminer le spectre d'absorption d'un eseau quel-
conque, invariant par translation ou non. Cependant, lorsque le eseau est invariant par
translation, on peut ealiser la somme en passant dans la base propre du eseau correspon-
dant aux ondes de Bloch. Dans ces conditions, on constate que la eponse lireaire se eduit
a la composante de vecteur d'onde nul si bien que I'on a :

N 2
") ) AC)/ (0 o) (2.44)

H q:O + io+
a1 A(!) e nit le spectre d'absorption. En d'autres termes, seul letat de vecteur d'onde nul
est optiquement actif ce qui traduit la conservation de I'impulsion entre le champ optique et
la particule sur le eseau?

2.4 Fonction de Green et tleorie des perturbations

De manere gererale, la fonction de Green repesente un outil puissant pour le calcul des
amplitudes de probabilie qui cecrivent les transitions quantiques d'un syseme soumisa une
interaction. Pour illustrer ceci, nous allonsetablir dans ce paragraphe I'expression exacte du

5. Dans un netal, la partie imaginaire °{! ) de la susceptibilie lireaire permet de c nir la partie eelle
de la conductivieelectrique (1) :

Re (1)=1 %) (2.45)
On rappelle que la conductivie o re une ck nition locale de la loi d'Ohm reliant la densie de courant j(!)
et le champelectrique E(! ) : j(! ) = (' )E(!). Ainsi, la conductivie ¢ en champelectrique constant se

ceduit du spectre d'absorptiona la fequence nulle selon la loi gererale :

o=lim t R) (2.46)
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taux de transition entre deuxetats. Nous gereraliserons ainsi la egle d'or de Fermi qui n'est
valable qua l'ordre deux des perturbations.

A linstar de la proedureetablie dans le paragraphe peedent, on consicere un syseme
guantique dans unetatj ;i denergie !, cetetatetant etat propre de I'Hamiltonien H
qui cecrit le syseme lorsqu'il est isok. A linstant t = 0, le syseme est soumisa une
interaction V incependante du temps qui faitevoluer sonetat quantique. D'apes les esultats
des paragraphes peedents, I'amplitude de probabilie d'observer le syseme dans un etat
proprej ¢i denergie!; est donree par lekment de matrice de l'ogerateur devolution. La
probabilie correspondante sécrit donc :

P(f;tji; 0;t) = jUs (1)° (2.47)

Le taux de transition ws; est alors e ni comme la probabilie par unie de temps pour que
le sysemeevolue dej i versj ¢i sur uneechelle de temps in niment grande :

djUsi (1)j?
dt

A partir de la ce nition du propagateur, |'ogerateur devolution pour t> 0 s'exprime en
fonction de la fonction de GreerG(! )=(! H V) ! selon linegrale :°

1 %+1 e
u(t) = 5 G(!' +i0")e " d! (2.50)
1
La fonction de Greenetant cenie en! = ! + i0", il est possible decrire cette inegrale
comme une inegrale dans le plan complexe le long d'un chemthcorrespondanta la droite
sittee imnmediatement au-dessus de l'axe eel :
z
1 .
u(t) = o G(z)e “dz (2.51)
C

Pourevaluer cette inegrale, nous allons tout d'abord ealiser un ceveloppement de Dyson de
la fonction de GreenG en fonction de la fonction de Greeis° du syseme isok, c'esta-dire
sans interaction. En e et, compte tenu de la ¢ nition du propagateur, on a :

—_ 1 —_
G=_—F—y) (@ H V)6=1 (2.52)

SoitG® =(z H) !le propagateur (la esolvante) du syseme isok. En multipliant lequation
peedente par G° par la gauche, on obtient :

1 GV)G=G°) G=G"°+ GVG (2.53)

Cette relation esta la base du ceveloppement de Dyson couramment utilie dans la treorie
des perturbations. La fonction de Green eelle s'exprime alors comme une somme de termes
traduisant successivement les e ets de la perturbatiok a l'ordre 1, l'ordre 2 ... etc :

G = G'+GVGR+GVGEVGE+ :::= Gy+ G TG, avec
T(z) = V+VGEV+VGEVGEV+::=V+ VG2V (2.54)

6. Z.,

K (t) = zi ) diG (! +i0%)e ™ = jU(t) (2.49)
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Figure 2.2 { Contours C et dans le plan complexe.

Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, I'ogerateuf rend compte de I'ensemble
des processus d'interaction lorsque le syseme subit une, deux, trois ... interactions avec le
couplage V. Dans les treories usuelles de la di usion, l'operateuf est gereralement appeke
la matrice T . Il s'exprime directement en fonction de la fonction de Green exacte du syseme
qui inclut I'in uence de V a tous les ordres.

Dans ces conditions, en supposant letaj ;i dierent de letat j ¢i (h ;jG% ;i = 0),
I'inegrale dans le plan complexe devient :

z
1 Tri (2) i
Ui (t) = — e “dz 2.55
n(O= 3 c(z ')z !y) (2.5)
A ce stade, sans rentrer dans les cetails (le lecteur inerese se reportera au chapitre 1l
de la Ref. [2]), nous supposerons que seuls les pblezen ! et z = ! contribuent de

manere signi cativea l'inegrale. Par conequent, on peutevaluer cette dernere en fermant
le contour C par le contour (voir la gure 2.2). En appliquant le threoeme des esidus, on
montre alors que leseements de matrice de l'operateur devolution se eduisenta

Tsi (1) + Tsi (! f)e il gt (256)

Y !

Usi (1) = et

il

En ealisant la cerivee temporelle de jU;; ()j? et en passanta la limitet ! 1, on obtient :

. sin(! It
Wi = T T 0+ T (T ¢ 01—
. - - |
. cos( it
MO T TS (2.57)
H . . |
Le coe cient du cosinus est ni pour!; = ;. De plus, lorsquet tend vers I'in ni, le cosinus
est une fonction rapidement oscillante dé&; !, d'amplitude nie. Une telle fonction est

nulle au sens des distributions. Par contre, le terme en sinus ne s'annule pas et il tend vers
une fonction de Dirac lorsqué devient grand :

_ sin(xt) _

(x) (2.58)

til
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On en ceduit I'expression du taux de transition :
Wi =2 T (1)i% (br 1) (2.59)

Soit :
Wi =2 jVi +h (VG )Vj iij? (1r 1) (2.60)

L'Eq.(2.60) cereralise la egle d'or de Fermi. Elle ne se eduit pasa un calcul issu d'une
treorie des perturbations mais elle fournit une expression du taux de transition valable quelle
gue soit l'intensie du couplageV. On retrouve cette expression dans une multitude d'appli-
cations tant en physique atomique ou mokculaire qu'en physique de la matere condene.
Par exemple, dans les theories du transport quantique, elle permet entre autre de ceterminer
le coe cient de transmission d'unelectrona travers une jonction mokculaire qui connecte
deux conducteurs nanoscopiques glectronique mokculaire). Lesetajs;i etj ;i designent
desetats de Bloch des conducteurs et le couplayerend compte de la barrere de potentiel
gue repesente la jonction mokculairea traverser.

2.5 Densie dénergie, de courant et probabilie de sur-
vie

Par analogie avec la theorie du transport classique, nous allons tout d'abord introduire
la notion de densit locale denergie. Dans le cadre du moctle des liaisons fortes, de lenergie
apparat sur un site particulier si est seulement si ce site est occuge par la particule ou
par I'exciton. En d'autres termes, la densit locale denergie traduit simplement la proba-
bilie d'observer la particule en un siten du eseaua un instant t donre. D'apes les cours
ebmentaires de necanique quantique, cette probabilie est ¢ nie par :

P.(t) = h (Ojnihnj (1)i) Pa(t) = h (jUY()jnihnju()j oi (2.61)

al | ol designe letat quantique initial dans lequel le eseau aet pepae.
Ces relations nous permettent de ce nir un ogerateur densie denergie :

" = gnihnj) - Pa(t) = h (D)%) (1) (2.62)

L'operateur ”, est un projecteur sur un vecteur particulier de la base locale. Compte tenu
gue cette base est comgéte, la relation de fermeture s'applique. Ceci entra™me la conservation
de la probabilie totale, , P,(t) = 1 8t, qui traduit la conservation denergie dans le eseau.

De fecon similaire, la probabilie d'observer la particule dans unetat d'onde plangqi
est e nie par :

Po(t) = h (Djaihg (1)i) Pqy(t) = h ojU(B)jdihgiU(t)] of (2.63)

Dans ces conditions, le courant total repesente la vitesse moyennea laquelle la particule se
ceplace sur le eseau. Il est ¢ ni par :

I= VgPq(t) (2.64)
q
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al vq = 2J sin(q) est la vitesse de groupe (Eq.(2.6)). L'EqQ.(2.64) carackrise la moyenne au
sens quantique d'un operateur courant total ce ni par :

=" 2 sin(g)jaihgj (2.65)
q

En inerant I'Eq.(2.2) dans I'Eq.(2.65), on montre facilement que le courant total s'exprime
comme la somme sun d'un operateur densie de courant{,. En eet, on a :

X . X 1 . - X J . 0 i 0 1yme -
J'=" 23sin(g) ﬁéq“‘ jnihng = = [ "D ga n° Djinihng  (2.66)

q nno gnn®

Sachant queP ¢€xplg(n  m))= N ., on en ceduit :

X
J'= i3 [jnihn+1j j n+1ihnj] (2.67)

n

L'operateur densie de courant est alors e ni par :
fa=i3finibn+1j j n+1ihnj]) ja(t)= h @®)ifaj (O (2.68)

Dans un eseauisok, le ceation initiale d'une particule (exciton, electron, vibron) se
t@duit par la conservation globale de la probabilie d'observer la particule sur le eseau
( ,Pn(t) =1). Mais cela ne veut pas dire que la densie denergie est constante en chaque
site du eseau :P,(t) peut varier au cours du temps. En fait, la conservation globale de la
probabilie de pesence de la particule est base sur une conservation locale de lenergie. Tout
se passe comme si |'on avait a airea une uide sur eseau dont la densie et le mouvement
sont cecrits par P,(t) et j,(t). Par consequent, si la probabilie de trouver la particule sur un
ensemble de sites varie au cours du temps, c'est que le couranta un ux non nula travers la
surface limitant la egion en question. Il existe alors uneequation qui exprime la conservation
locale de lenergie sur le eseau.

Pour etablir cette equation de conservation, nous allons simpli er lecriture et poser

n(t) = mj ()i I'amplitude de probabilie d'observer la particule sur le sitena l'instant t.
C'est la fonction d'onde de la particule sur le eseau. Cette fonction d'onde \eri e lequation
de Schredinger :

i@ n='on J(nuaat n1) (2.69)

De plus, la fonction d'onde permet de ¢ nir la densie denergie et la densie de courant
selon les relations :

i (0
L () () (0 n(D)] (2.70)

Pn(t)
jn(t)

A partir de ces ¢ nitions, et compte tenu du fait que la fonction d'onde \eri e lequation
de Schredinger, on montre facilement que la cerivee temporelle de la densie denergie est
releea la densie de courant selon la relation :

@P(t)+ jn(t) Jn 2(t)=0 (2.71)
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Cette relation traduit la conservation locale de la densite denergie et elle estequivalentea
la relation de continuie macroscopique’

Finalement, une dernere grandeur importante pour caraceriser la dynamique de la par-
ticule est la probabilie de survie de letat initial. Elle repesente la probabilie d'observer la
particule dans letat | i a l'instant t :

Ps(t) = jh of (1)ij? (2.74)

Soit :
Ps(t) = jh ojU(t)j oij? (2.75)

En d'autres termes, la probabilie de survie mesure la nemoire qua le eseaua l'instant
t de sonetat quantiquea l'instant initial t = 0. Si on note jgi la base propre du eseau, la
probabilie de survie au bout d'un temps in niment grand devient :

X
Ps(t!1 ) jnh oj qii? (2.76)
q

De manere ererale, la valeur asymptotiquePs(t ! 1 ) est directement proportionnelle
a l'inverse du nombre de vecteur proprgq pesent dans letat initial j oi. En anglais, on
appelle cette grandeurinverse participation ratio (IPR). Par exemple, sij o 5 jni la
particule est initialement localise sur un site du eseau. On a donb o 4 = 1= N soit
Ps(t!'1 )= 1=N. A linverse, sij oi = jofi la particule se trouve dans un etat propre
particulier et on en ceduit Ps(t!1 ) =1.

2.6 Applications au transport dans un eseau ical

Dans ce paragraphe, nous allons illustrer les notions introduites pe@demment en consicerant
le cas simple d'une particule initialement ceee sur le siten = 0 d'un eseau invariant par
translation.

2.6.1 Ogerateur devolution

L'amplitude de probabilie d'observer la particule en un sitena l'instant t est donree par
leEment de matrice U,o(t) de l'ogerateur devolution. En ingrant I'Eq.(2.2), cetekment
skcrit comme une somme sur I'ensemble des ondes planes :

1 X
Upo(t) = — €A 'at) (2.77)
N q
7. En assimilant la variable na une variable continue d'espacex, P, (t) devient une densit de probabilie
(x;t) = j (x;t)j?> au sens de la necanique quantique uselle. De méme, en posant.i (t) =  (X;t) +
@ (x;t), la densie de courant devient :
jxt)y= W[ xH@ (xt) @ (xt) (xt)] (2.72)

On retrouve alors la ¢ nition standard de la densie de courant de probabilie pour une particule libre de
massem = 1=2J ainsi que le relation de continuie assocee :

@ (xt)+ @ (xt)=0 (2.73)



32 CHAPITRE 2. MOD ELISATION DU TRANSPORT SUR R ESEAU

Figure 2.3 { Evolution temporelle de la densie denergie en unie Jt.

Soit, dans la limite d'un eseau in niment grand :

il Z
UnO(t) - bt dqé(qn+2J cos(g)t) (278)
2
A ce stade, introduisons les fonctions de Bessel de premere espece ¢ nies par :
in%
Jn(2) = 5 dqgetantzcos@) (2.79)
On en ceduit : _
Uno(t) = (i)"e " 913, (2J31) (2.80)

2.6.2 Densies et probabilie de survie

Dans le cas de conditions initiales localiees, la densie denergie et la probabilie de
survie s'exprimenta partir d'une seule et unique relation. Ces grandeurs secrivent :

Pn(t) = jIn(231)j®) Ps(t) = Po(t) (2.81)

Le comportement de la densie denergie est ewelateur de la forte dispersion du eseau
dont l'intensie est mesuee par la constante de sautl. En e et, la ceation de la partigule
enn = 0 engendre un paquet d'ondes ai toutes les ondes planes ont le méme poids M.
Chaque mode d'onde plane se propageanta une vitesse propre, le paquet d'onde initial setale
ireversiblement, son centre de masse restant cente sur = 0. Cependant, contrairementa
letalement d'un paquet d'ondes dans un milieu continu, la nature discete du eseau entrame
des oscillations temporelles de la densie denergie. Ainsi, la probabilie d'occupation du
site n = 0 pesente des oscillations amorties. Le tunneling entre le site central et les sites
voisins favorise la celocalisation de la particule qui ealise une multitude de va-et-vienta une
fequence directement proportionnelleaJ. Par exemple, le premier Zro de la probabilie
de survie apparat pourt = 1:2=J. Compte tenu du comportement des fonctions de Bessel,



2.6. APPLICATIONS AU TRANSPORT DANS UN R ESEAU IDEAL 33

Figure 2.4 { Evolution spatio-temporelle de la densit denergie en unieJt.

I'amortissement dePs(t) varie typiquement commePs(t) / 1=t. Le site central se vide de
sonenergie au prot des autres sites si bien que lenergie s'uniformise de manere colerente
sur I'ensemble du eseau.
Pour etudier la vitesse de deplacement de lenergie le long du eseau, introduisons les
moments successifs de la probabili®, (t). Par synetrie, on voit clairement que< n (t) >=0:
la particule a autant de chance de se propagera droite oua gauche du site central. Par contre,
pour calculer la largeur de la distributiona l'instant t, c'esta-dire < n?(t) >, nous allons
utiliser le threoeme d'addition de Gegenbauer :
*1
Jo(w) = Jn(u)? cosix) (2.82)
n=1
avecw = 2usin(x=2). Ainsi, en posantu = 2Jt on en ceduit < cosfix) >= Jo[4Jt sin(x=2)].
En ealisant un ceveloppement par rapporta x et en identi ant termesa termes on a :

<n?(t) >=2(Jt)? (2.83)

q —
La celocalisation de la particule s'e ectuea une vitessev = @ < n?2(t) > qui est directe-

ment proprotionnellea la constante de saut) (v = = 2J). En fait, de manere cererale, le
comportement colerent de la particule est enterement cecrit par la relation de dispersion
si bien que la care de la vitesse de propagation se eduit simplement au caree moyen des
vitesses de groupe de chaque onde plane :

1 X
<n?{t)>= — 2t2 2.84
(t) N qVq (2.84)

2.6.3 Fonction de Green

Il existe plusieurs facons de calculer la fonction de Gree@(! ) d'un eseau 1D ickal.
Nous allons ici en pesenter deux. La premere facon est base sur le ceveloppement de la
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fonction de Green sur la base propre des ondes planes du eseau :

G(y=" Jad (2.85)
i,

Dans ces conditions, leseements de matrice assoces secrivent :

1 X gan nd
Gmo(! )= — — (2.86)
N 4! !q
La synetrie ! = ! 4 montre clairement queGn,o(! ) est une fonction dgn  n9 uniquement.

Nous poserons alora®= 0 et n > 0. Ainsi, en transformant la somme en une inegrale sur la
premere zone de Brillouin, et compte tenu de I'expression desenergies desetats de Bloch,
ona:
z - z -
1 ean 1 ean
Gno(!)= — dq = — dg : .

2 I 1g+2Jcos@ 2 I To+J(e9+ e 9)
En e ectuant le changement de variablez = €9 l'inegrale sur g devient une inegrale de
contour dans le plan complexe le long du cercle de rayon unie :

1|dz z" 1I

(2.87)

Zn

Gro(!)= — — = = dz 2.88
o) = 57 7 lo+Jd(z+2z Y 2 722+ z(1  1)=d+1 (2.88)
A priori, le cenominateur du terme sous l'inegrale possde deux poles dont la valeur cepend
du paranetre x = (! I 0)=2J. Dierentes situations apparaissent selon la valeur dex,
c'esta-dire selon la valeur de la fequenceé .
sil se trouve dans la bande permise du eseau, alax2 [ 1;1].
Les poles du cenominateur sont des complexes e nis par :
h= Ll oy (2.89)
z (V)= [ :
2J 2J
Leur module etant egal a un, les deux poles se trouvent sur le cercle de rayon unie et
l'inegrale est ince nie. Cependant, le principe de causalie impose! = ! + i0". Par

conequent,z, rentrea l'inerieur du cercle unie alors que z en sort. |l est alors possible
d'utiliser la nmethode des esidus qui conduit au esultat suivant :

1 z. ()" 1 z. ()"
Gno(! ) = J2z, + (! 1= 23 I 1 (ﬂf)z (2.90)

23

A ce stade, pour simpli er lecriture, il est utile d'introduire un vecteur d'onde eel g
q(') 2 [0; ]tel que :®

S

! 'o . ! 'o
cosQ) = 2] et sin(@Q= 1 (T)2 (2.91)

On a alorsz. = €9 si bien que la fonction de Green secrit nalement :
gain nf

Gmd) = 53 sn@ (2.92)

8. Il convient de ne pas confondrey(! ), qui est une grandeur ¢ nie par lenergie ! , avec le vecteur d'onde
g introduit dans les inegrales peedentes.
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si! se trouve en dehors de la bande permise du eseau, algrg [ 1;1].
Les pbles du cenominateur sont maintenant eels :

u:!’OS!!Ozl 2.03
z(0)= 50 (Y (293)

Cependant, deux situations apparaissent selon que< 1 (! en dessous de la bande per-
mise) oux > 1 (! au-dessus de la bande permise).

Ainsi, pour x < 1, seulz se trouvea l'inerieur du cercle de rayon unit. Il correspond
a un pole positif si bien que la fonction de Green skcrit :

1 z ()" 1z )
J2z +(! 1g)=J Eqw (2.94)

Gho(!) =

Comme peedemment, il est possible de simpli er lecriture en introduisant un vecteur
d'onde maintenant complexe et ce ni parq=i tel que:
S

e sinh( ) = (! !0)2 1 (2.95)

cosh() = X

2J
On a alorsz = e si bien que la fonction de Green sécrit :

Gnno(! ) = e " (2.96)
M7 ST sinh() '

Finalement, pour x > 1, seulz, se trouve a linerieur du cercle de rayon unie. Il
corresponda un pole regatif si bien que la fonction de Green skcrit :

1 z.(1)" 1z ()n
Grolt) = 32, F(1 1g=3 231 (L) 1 (2.97)

23

Comme peedemment, il est possible de simpli er lecriture en introduisant un vecteur
d'onde complexeq= +1i telque:

s
!

_ o _ b T,
cosh() = X et sinh( )= ( X )2 1 (2.98)
On a alorsz, = e sibien que la fonction de Green sécrit :
) jn nY
Guo(1)=( 1yn M-S (2.99)

La seconde nethode pour ceterminer la fonction de Green repose sur une esolution
dans la base locale. En e et, d'apes I'Eq.(2.14), la fonction de Green \erie lequation
(! H)G(!)=1, qui, dans la base locale, skcrit de la manere suivante :

JGnsrno(! )+ (! 1o)Gpno(! )+ IGh 1no(t ) = nno (2.100)
La solution gererale d'une telleequation est de la forme [4] :

Grno(! ) = A(1)t(! )" ™ (2.101)
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En injectant I'Eq.(2.101) dans I'Eq.(2.100) sucessivement pout >> n %etn = n®on montre
facilement que la fonction de Green sécrit :

Gnno(! ) = Jlt(lt()')Jt(')Jl (2.102)
avec S
t(1) = ! 2J! 0 (!2\]!")2 1 (2.103)

On noteraa ce stade que la grandeur(! ) joue le m&me role que les podles du cenominateur
introduit dans la premere nethode. Le choix du signe dans I'EQ.(2.103) est conditionre
par la egularie du propagateura I'in ni qui doit tendre vers zro lorsque jn n§!1
Comme peecdemment, dierents cas apparaissent selon la valeur de.

Si | appartienta la bande permise du eseau, alors il existe un eet(! ) 2 [0; ] tel
que! =145 2Jcosq(!)). Dans ce cas on montre facilement qug! ) = exp( iq(!)). En
posantq(! ) = q(! )+ i , avec un in niment petit, la relation de dispersion conduita
I =1 +i2Jsin(g) . Par conequent, le principe de causalie est conserne si et seulement
si =0".0Onencduit q!)=q(!)+ 10" et donct(!) = exp( iq(!))exp( 0"). La
egularie de Ga I'in ni impose clairement le choix + si bien que I'expression gererale de la
fonction de Green sécrit : o

gain n9
2iJ sin(q)

aveccos@) = (! !'o)=2J, sin(qg) = ! 1 cog(q) et t(!) =exp(iq(!)).

Que se passe-t-il maintenant si I'on s'ineressea la fonction de Green pour des fequences
sittees en dehors de la bande permise ? Dans ce cas, deux situations apparaissent selon que
I'on se trouve au-dessus ou en dessous de la bande.

Sil<! o 23, le vecteur d'ondeq(! ) devient complexe. Il secritq(! ) =i (') si bien
quet(! ) =exp( (!)). Le propagateur est alors & ni par :

Guno(!) = (2.104)

e (in n9

Grno(! ) = m

(2.105)
De méme, si >! ¢+2J, le vecteur d'ondeqg(! ) devient complexe est secritg(! ) = +i (!).
Onenceduit t(! )= exp( (!)) si bien que le propagateur sécrit :

Gan(! pyn g€ O 0 2.106
mo(! ) = ( ) m 2. )
Dans les deux cas, la fequence de I'excitationetant en dehors de la bande permise, la fonction
de Green est localiee selon une longueur de localisatiofh ) = 1= (!).
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Chapitre 3

Methode des fonctions de Green

Dans un eseau eel pesentant des imperfections, la connaissance de la fonction de Green
G(! ) joue un réle fondamental pouretudier une multitude de prenonenes. Comme nous
l'avons discue peecdemment, elle permet de calculer les amplitudes de transition le long du
eseau, la densie detats ou lesenergies propres du eseau par l'intermediaire de ces poles.
De plus, la fonction de Green est qualiee de fonction eponse puisqu'elle traduit la eponse
lireaire du eseau lorsque celui-ci est soumisa un champ exerieur. A titre d'exemple, nous
avons mentionre le fait queG(! ) permet de construire le spectre d'absorption d'excitons
electroniques ou vibrationnels celocalises sur un eseau et soumisa une onde laser. En n,
dans le cadre du transport quantique, la fonction de Green o re une formulation rigoureuse
des processus de e exion et de transmission d'une particule par un ou plusieurs cefauts. Elle
permetegalement de determiner la pesence detats localises. Dans ce contexte, le but de ce
chapitre est d'introduire dierentes nethodes permettant le calcul exact de la fonction de
Green d'un eseau eel pesentant une brisure de synetrie induite par la pesence de dcefauts
ou par des conditions aux limites particuleres (taille nie).

3.1 Fonction de Green d'un eseau pesentant des afauts

3.1.1 Cas d'un unique afaut

Consicerons tout d'abord un eseau iceal 1D invariant par translation. Ce eseau conte-
nant N sites, chaque siten = 1;:::; N est caracerie par unetat quantique local jni. On note
alors Ho I'Hamiltonien de liaisons fortes decrivant la dynamique quantique d'une particule
le long de ce eseau (voir chapitre 2). A partir de ce eseau, on consicere maintenant un
eseau eel perturke localement par la pesence d'un defaut. Ce defaut, de petite taille, en-
gendre une brisure locale de l'invariance translationnelle qui a ecte un ensemble Mesites
n=ny;n+1;:5n+ M 1 (M <<N ). Au niveau de ce cefaut, certainesenergies de sites
et certaines constantes de saut peuvent &tre signi cativement dierentes des caraceristiques
du eseau ickal. On note alorsH = Hg + V I'Hamiltonien de la particule sur le eseau eel
et V la perturbation lee a la pesence du cefaut. Cette perturbation agit uniquementa
l'inerieur de la restriction By de la base locale a I'ensemble dddl sites du defauts. On
notera P le projecteur sur cette restriction ce ni par :

n1'><M 1
p= jnihnj) V = PVP (3.1)

n=nj

39
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Figure 3.1 { Reseau pesentant un cefaut de petite taille a ectant les sites 0,1 et 2.

Introduisant G°(! ) = (! Hp) ! le propagateur de la particule dans le eseau ickal, notre
but est de ceterminer le propagateur exacG(! ) = (! H) ! en pesence du cefaut. Pour
simpli er les notations, G(! ) sera simplement noeG.
De facon gererale, compte tenu de la & nition du propagateur, on montre facilement
queG \erie :
(' Ho V)G=1) G=G+ GG (3.2)

Cette relation esta la base du ceveloppement de Dyson couramment utilie dans les treories
des perturbations. La fonction de Green eelle s'exprime alors comme une somme de termes
traduisant successivement les e ets de la perturbatiok a l'ordre 1, l'ordre 2 ... etc :

G=G'+GVGE+GVEVE+ GVEVEVAE+ :: (3.3)

Cependant, dans la pesente situation, cette srie peut &tre resommer exactement en
utilisant le fait que la perturbation agit dans un espace restreing, de la base locale. En
e et, en introduisant le projecteur P sur l'espace du dcefaut, I'EQ.(3.2) se eecrit sous la
forme :

G=G+ G°PVPG (3.4)

Des lors, seule la connaissance d&G est recessaire pour ceterminer exactemers. D'apes
I'Eq.(3.4) on a:

PG=PG’+ PGPVPPG) PG=(P PGP) PG° (3.5)

avecP? = P, Petant un projecteur. Par consquent, en injectant I'Eq.(3.5) dans I'Eq.(3.4),
le propagateur eel secrit :
G=G+ GPTPG® (3.6)

avec :
T(')=PV(@1 PG(1)VP)1? (3.7)

Le propagateur G fait apparatre deux contributions d'origine physique dierente. En

e et, Gpyo cecrivant la propagation de la particule du siten vers le siten® le terme pro-
portionnela G° correspond alorsa une propagation libre sans interaction avec le cefaut. A
I'inverse, le second terme proportionnelal traduit une propagationa travers le domaine
d'action du cefaut. La particule subit en quelque sorte une di usion par le cefaut enterement
cecrit par l'operateur T dont lesekements ne sont non nuls que dans le domaine d'action
du cefaut. L'opgerateur T, repesene par une matrice M M), rend compte de tous les
chemins possibles qui joignent les deux points et n° lorsque la particule subit une, deux,
trois ... interactions avec le cefaut. On notera que dans les treories usuelles de la di usion,
l'operateur T est gereralement appek la matrice T .
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En guise d'illustration, consicerons le cas simple d'un cefaut ponctuel occupant l'unique
site n,. Ce cefaut traduit un ceplacement denergie si bien que lenergie du siten; = 0 sera
noee ! o+ . Dans ce cas, M =1, P = jOihQj etV = P. La matrice T se eduita un
scalaire donre par :

T()= 17Ggoj0ih0j (3.8)
De la méme facon, consicerons maintenant un cefaut traduisant deux ceplacements denergie
conecutifs occupant les sites; =0 et n;+1 = 1. Dans ce casP = jOihQj + jlihlj si bien que
la matrice V = 1 est une matrice (2 2) proportionnellea la matrice unie 1. Sachant que
la fonction de Green du eseau ickal est synetrique (voir chapitre 2), on montre facilement
gue la matrice T sécrit :

1 Gy  Gp
1 GG)? ( Go? G, 1 Gg

T()= (3.9)

Finalement, consicerons un cefaut qui traduit une modi cation de la constante de sautJ
entre les deux sites1; =0 et n; +1 = 1. Comme peecdemment, P = jOihQj + jlihlj si bien
gue la matriceV est une matrice (2 2) ¢k nie par :

V=l (3.10)

01

10

La matrice T se calcule alors tes facilement et elle secrit :

|

J JGY 1 JGY
(1 JG8? (IG)? 1 JIGH JIGH

Ces dierents exemples montrent que I'on peut ceterminer exactement la fonction de Green
du eseau pourvu que la taille du defaut ne soit pas trop importante. Si les calculs ne peuvent
pas &tre e ecties analytiquement, la solution nunrerique reste relativement simple puisqu'elle
se eduita l'inversion d'une matrice (M M).

3.1.2 Cas d'un ensemble de dfauts

En egereralisant la situation peedente, on consicere maintenant un eseau pesentant un
ensemble deN defauts decrit par I'indice 1 =1;:::;;N . Les cefauts agissent dans des egions
du eseau dierentes et on note P; le projecteur sur I'ensemble des sites qui ¢k nissent le
cefaut i. L'incependance entre cefauts se traduit par la relationP;P; = P; j . Dans ce cas,
il est toujours possible decrire I'Hamiltonien de la particuleH en fonction de I'Hamiltonien
du eseau ickal Hy sous la formeH = Hy + V avec :

X
V=" PVP (3.12)
i

La perturbation V est donc la somme de matrice incependante traduisant I'in uence de
chaque cefaut.
Dans ces conditions, la fonction de Green du eseau \eri e lequation :

X
G=G’+G° PVPPG (3.13)



42 CHAPITRE 3. M ETHODE DES FONCTIONS DE GREEN

Figure 3.2 { Reseau pesentant un ensemble de cefauts.

Pour esoudre cetteequation, nous allons tout d'abord ealiser une projection sur un cefaut
particulier : X
P.G=PG’+ PG°PVPP,G+ PG’P,VPPG (3.14)
j6i
On en ceduit alors X
PVRG=TPG’+ TPG°PVPRPG (3.15)
i6i

al T, est la matrice T assocee au cefaut :

T(')= PVR@ PRG()VR)* (3.16)

Par conequent, lequation Eq.(3.15) permet de ealiser un ceveloppement en termes des
matrices T assoceesa chaque cefaut. Ce developpement sécrit :
X X X
PVRG=(T, + TG°T + TiGT; G Ty + ::)G° (3.17)
i6i i6ikéj
En reportant ce ceveloppement dans I'expression de la fonction de Green, on en ceduit :
X X X X
G=G’+G° (T.+ TG°T + TG T GOTy + ::1)GP (3.18)
i j6i j6i kéj
A n de ealiser une resommation exact de la ®rie apparaissant dans I'Eq.(3.18), on introduit
tout d'abord la somme de I'ensemble des matrices T ¢k nie par :
X
T = Ti (319)
i
Ensuite, on ¢ nit le propagateur modie G° qui se eduita G° si et seulement si il connecte
deux sites n'appartenant pasa une méme cefaut :

GY entre deux sites de deux defauts dierents

0 —
G = 0 entre deux sites d'un méme defaut

(3.20)

Dans ces conditions, I'EQ.(3.18) se met sous la forme compacte :
G=G’+G’T(1 G°T) 'G° (3.21)

L'expression Eq.(3.21) montre que la pesence des cefauts ne conduit pasa la superposi-
tion des processus de di usion par chacun des cefauts. La correction introduite signi e sim-
plement qu'un processus de di usion par un cefaut donre s'e ectue en tenant compte de la
perturbation du propagateur libre leea la pesence des autres cefauts. Ainsi, la pesence de la
matrice T permet de resommer jusqua un ordre in ni les dierents processus d'auto-di usion
induit par chaque cefaut independamment les uns des autres. Ces dierents necanismesetant
pris en compte, l'introduction du propagateurG° interdit d'avoir deux di usions successives
par un méme cefaut. Par contre, seseements non nuls connectant deux cefauts dierents,

il permet de prendre en compte les corelations entre defauts.
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Figure 3.3 { Clivage du eseau ickal pour former deux eseaux incependants.

3.2 Fonction de Green d'un eseau de taille nie

3.2.1 Cas d'un eseau semi-in ni

Pour ceterminer la fonction de Green d'un eseau semi-in ni nous allons utiliser la
nmethode dite de clivage. Pour cela, on introduit un syseme de etrence qui dans notre
cas se eduita un eseau ickal, in ni et invariant par translation. La dynamique de ce eseau
est cecrite par I'Hamiltonien Hy et sa fonction GreenG° nous est parfaitement connue.
Pour xer les ickes nous consicererons le cas du mockle de liaisons fortes avec constante
de saut regative (voir chapitre 2). La cereralisationa d'autres situations est triviale. Dans
ce contexte, l'icce de la methode de clivage consiste a ajouter &, une perturbation V
telle que Hy + V devient I'Hamiltonien de deux eseaux semi-in nis incependants. Ainsi,
le eseau semi-in ni qui nous ineresse est forme par I'ensemble des sites=1;2;3;::.. Le
second eseau semi-in ni est alors forme par les sites 0. On voit clairement que si on
ajoutea Hg une perturbation locale qui coupe la liaison entre les sites 0 et 1, on forme bien
deux eseaux semi-in nis incependantsa partir d'un eseau iceal.

Pour formuler proprement cette cemarche, introduisons tout d'abord les projecteurs sui-
vants :

oo
P = jnihnj
n=1

j0iGj + j1ihy) 1. = PI = jlihij (3.22)

P e ectue une projection sur I'ensemble des sites 1 qui nous ineressent alors qud
traduit une projection sur l'interface entre les deux eseaux semi-in nis. On notera qué;
traduit une projection sur le domaine d'interface qui inclut les sites du eseau semi-in ni
n 1. Dans ces conditions, I'operateulV assurant le clivage sera ce ni uniquement dans le
domaine d'interface. Pour couper la liaison entre les sites 0 et 1 il sut alors d'ajouterad,
l'oerateur V = + JjOihlj + JjlihQj. L'operateur de clivage V est alors repesent par une
matrice (2 2) dans le domaine d'interfacé .

Dans ce contexte, la fonction de Green du eseau semi-inni tel que 1 se eduita
la projection sur P de la fonction de GreerG = (! H) ! des deux eseaux semi-in nis
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incependants. Cette projection est alors donree par lequation suivante :
PGP = PGP + PGIVIGP ) PGP = PGP + PGIVI,GP (3.23)

al I'on a utilie le fait que IGP = [,GP. Ainsi, en projetant cette equation sur le sous
espace d'interfacd ; on en ceduit :

I,GP = 1.1 1,G%V1,) '1,GP (3.24)
La fonction de Green du eseau semi-in ni secrit donc
PGP = PGP + PGAV I (1 1.G%VI,) 1,G°P (3.25)

Sachant que lesekments de matrice du propagateur de ekrence \eri ent (voir chapitre 2) :

G° o 3.26
nno — m (3.26)
on en ceduit :
tin nY tn+n°
Gpo= ———— 8n:n°® 1 (3.27)

It t9

3.2.2 Cas d'un eseau de taille nie

Pourevaluer la fonction de Green d'un eseau de taille nie, on utilise la m&me proedure.
Ainsi, le eseau qui nous ineresse est forme par I'ensemble des sitas= 1;2;::;; L. A partir
du eseau ickal, on obtient le eseau con re en ealisant deux clivages. Le premier permet de
couper les liaisons 0 et 1 alors que le second casse les liaisoesL + 1. Dans ce contexte,
introduisons les projecteurs suivants :

*x
p

jnihnj
n=1

j0ihGj + jihdj + jLihLj + jL + 1ihL +1j) 1, = PI (3.28)

I
La fonction de Green du eseau de taille nie secrit alors :
PGP = PGP + PGAV I (1 1:G%VI,) 11.G°P (3.29)

a V est maintenant repesente par une matrice (4 4) agissant uniguement dans le domaine
d'interface. Apes quelques calculs simples, on en ceduit :

1 t2L +2

Jt t 9
(™4 ¢ (Fn9 g0 n® g0 ny) (3.30)

Gmo = [(tjn " " nO)

1 t2L +2

On notera que pour calculer la fonction de Green d'un eseau de taille nie, on peut choisir
comme ekrence le eseau semi-in ni. Cela divise par deux la taille du domaine d'interface.
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Figure 3.4 { Reseau perturke par un cluster attacke sur les sites -1,0 et 1.

3.3 Methodes des projecteurs

Dans les exemples peedents, nous avons caracerig la fonction de Green d'un eseau
pesentant une brisure de synetrie lee a la pesence de cefauts ou de conditions aux li-
mites singuleres. Maintenant, nous allons consicerer que le syseme de ekrence, c'esta-
dire notre eseau ickal, est perturke par le pesence d'un second syseme. Notre but est alors
de ceterminer la fonction de Green du eseau en pesence de ce syseme additionnel. Par
exemple, une telle situation se rencontre lorsque qu'un defaut, forme par un groupe d'atomes,
est attactea des sites particuliers du eseau iceal (voir Fig.3.4).

Dans ce contexte, nous allons introduire les projecteuls et Q ¢k nis par :

X
P=" jnihnj)Q =1 P (3.31)

n
Clairement, P ealise une projection sur lI'ensemble des sites du eseau ickal alors q@@
est un projecteursur le syseme additionnel On note alorsHo = PHP I'Hamitlonien du
eseau ickal et Ho = QHQ celui du syseme additionnel. La perturbation entre les deux
sous sysemes sera alors e nie paV = PHQ + QHP. Sur I'exemple de la Figure 3.4, la
perturbation n‘a dekments non nuls qu'au niveau de l'interaface entre le eseau ickal et le
cluster. Dans ces conditions, la restriction de la fonction de Greena I'ensemble des sites du
eseau est donree par :

PG(!)P=P( Hy Hg V)1 (3.32)
Apes quelques calculseementaires, on montre facilement que cette restriction sécrit :

P
I Ho P VGo(!)VP

PG(')P = (3.33)
al Go(')=Q(! Hg) 'Q estla fonction de Green du syseme additionnel.

A titre d'illustration, consicerons le cas d'un atome suppementaire attacte sur le site O du
eseau ickal. On notej i letat de la particule sur cet atome et! lenergie correspondante.
Le couplage eseau/cluster traduit alors la capacie de la particulea ealiser une transition
de letat jOi vers letat j i via la constante de saut J . Dans ce contexte, la perturbation
V skcrit simplement :

V= J (j ihQj+ jOih j) (3.34)

La fonction de Green de I'atome additionneletantGo(! ) = j ih j=(! ! ) tout se passe
comme si la particule sur le eseau icealetait decrite par un Hamiltonien e ectif & ni par :

2

Hert = Ho+ - j0ih0j (3.35)
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En d'autres termes, la projection de la fonction de Green sur le eseau iceal estequivalente
a la fonction de Green d'un eseau pesentant un dcefaut denergie! o + sur le site 0
d'amplitude :

= (3.36)

En utilisant les ceveloppements des paragraphes peedents, on peut donc aisement ceterminer
la fonction de Green correspondante.

3.4 Applications

Dans les sections peedentes, nous avons illuste sur quelques cas simples comment il
etait possible de calculer exactement la fonction de Green d'un eseau de geonetrie varee
ou pesentant des cefauts. Les nethodes utilisees sont relativement gererales et elles s'ap-
pliqguent dans une multitude d'autres situations. Dans ce contexte, nous allons voir main-
tenant comment utiliser la connaissance de la fonction de Green pour etudier certaines
proprees du eseau.

3.4.1 Localisation au voisinage d'un cfaut

Consicerer un eseau qui pesente un cefaut ponctuel locali®e sur un site particuliemg.
Ce cefaut traduit le fait que lenergie de letat local jngi diere des autresenergies d'une
guantie . Nous consicererons par la suite le cas d'un trou denergie si bien que lenergie
du site ng sera noee! , ,avec > 0. Dans ces conditions, la dynamique quantique de
la particule est cecrite par un Hamiltonien de liaisons fortes ce ni par :

X
H=" (o  mojnihnj J(jnihn+1j+ jn + Lihnj) (3.37)

n

En I'absence du cefaut, lesetats propres déi sont des ondes plangsji denergie propre! ¢ =
o 2J cos(@). Malheureusement, la pesence du defaut brise l'invariance translationnelle
si bien que le treoeme de Bloch ne s'applique plus. Cette brisure de synetrie engendre
I'apparition déetats speci ques dont nous allons mettre enevidence |'existence en utilisant
le formalisme des fonctions de Green.

Pour cela, I'Hamiltonien du syseme secritH = Ho+ V a1 V = jnoihngj carackrise
la perturbation lee a la pesence du cefaut. En appliquant le formalisme decrit dans le
paragraphe peaedent, la fonction de Green du eseau eel5(! ) se ceduit de la fonction de
Green du eseau ickalG°(! ) selon la relation :

Gpno = ngo + ngomGgono (3.38)
al le propagateur ickal secrit
G2, o! i M 3.39
nnO(' ) - 2|J Sin(q) ( . )
avec! =1, 2Jcos(). Nous savons que les poles de fournissent les valeurs propres de

I'Hamiltonien. On voit clairement que Getant proportionnela G°, H possde un ensemble
de valeurs propresegalesa celles du eseau iceal. Par contre, le terme traduisant l'interaction
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avec le defaut pesent un p6le conduisanta un nouveletat de la particule quietait absent
dans le eseau invariant par translation. Le pb6le correspondant \eri e lequation :

1+ G, =0) 2isin(g)= 3 (3.40)

Cette equation admet une solution si est seulement si le vecteur d'onde cecrivant letat
guantiqgue est complexe g = i avec sinh() = =2J. Par congquent, lenergie propre
correspondante secrit :

I, =1, 2Jcosh()="!, Pazs 2 (3.41)

q _ —
aicosh( )= 1+sinh?( ). Cetteenergie apparaissant en dessous de la bande permise, elle
ne peut pas correspondrea unetatetendu. En fait, elle caracerise unetat localie dont la
fonction d'onde varie typiguement comme

L(n)/ el M no= (3.42)
ar = !repesente la longueur de localisation ¢ nie par :

= qli (3.43)
In[z5 + 1+(57)%

En d'autres termes, la pesence d'un defaut ponctuel brise l'invariance translationnelle du
eseau. Celui-ci supporte unetat localie dont la fonction d'onde decrot de manere expo-
nentielle en fonction de la distance par rapporta la position du cefaut. Dans un teletat, la
particule est pegee au voisinage du site contenant le cefaut et elle possde uneenergie sitlee
en dehors de la bande permise. Ce type de nmecanismes est relativement gereral si bien que
toute brisure de synetrie est source de localisation. Cependant, on notera que dans certaines
situations la localisation ne se manifeste qua partir d'une valeur critique de la perturbation.

Pour comprendre comment unetat localiee permet de peger la particule, supposons qua
t = 0 la particule se trouve sur le siten = ny. Dans ces conditions, nous avons vu que
dans un eseau ickal la probabilie de survie d'un teletat decroissait au cours du temps en
montrant des oscillations amorties decrites par une fonction de Bessel. Un tel comportement
traduisait la celocalisation de la particule sur le eseau. Maintenant que le eseau pesente
unetat localie sur le site ng, la probabilie de survie est e nie par :

14
Ps(t) = jUngn, (D)j? avecUn,n, (1) = = e " dlimG , n,(! +i0%) (3.44)

Pourevaluer cette inegrale correctement, il convient de de nir proprement la projection
de la fonction de Green sur le site du cefaut. En e et, celle-ci s'exprime en fonction de la
fonction de Green du eseau ickal selon la relation :

1
+ gt()

a g(!) = Gﬂono(! ). D'apes les expressions de la fonction de Green ickale du chapitre

peedent, on a :

Grono(!) = (3.45)

1

2001 (L2

Gnono(!) = si! est dans la bande
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1 .
= ————Si I est dessous la bande
20 (5722 1
1 .
= g——————si! est dessus la bande
+2 J (52?1
(3.46)
Soit
. q PRI
oy - 20 1 (F52)? .
Gnono(!) = 2+4qu 1S est dans la bande
+2 3 ()22 1
TV RE 0 1o si! est dessous la bande
q_
= 2 (G L d la band
= 25432 (1 1g)2 si! est dessus la bande
(3.47)

Ces expressions montrent tout d'abord que lorsqueappartienta la bande permise du eseau
ickal, la partie imaginaire de la fonction de Green pesente une cependance continue de la
fequence qui s'annule sur les bords de bande :

q
432 (1 1g)?

IMG (1) = 2+432 (! o)

> sil estdans la bande (3.48)

Ensuite, lorsque! est sittee en dessous de la bande, le cenominateur de la fonction de Green
s'annule pour! = ! . La fonction de Green possde un pble caraceristique de letat localise
pour lequel sa partie imaginaire se eduita un pic de Dirac :

ImG (1) = ¢ ! L)pﬁ si! est dessous la bande (3.49)

Finalement, lorsque! est sittee au dessus de la bande permise, la singularie de la fonction
de Green ne contribue pasa sa partie imaginaire qui est identiguement nulle.
Par consquent, I'operateur devolution sécrit :

Z q 2 | IAYA
14 10+23 | 4] (! o) it

Unono(t) = oo 21432 (I 120
Zyiy 23 N
+ . d! (' ! L)pﬁe " (350)
> 1 z ! p 1 X2 i2Ixt il ot it t
Unono(t) = - 1dX 2432 + 1 X2e e o+ Pﬁe L (3.51)

L'inegration sur la bande traduit la eponse desetatsetendus du eseau lors de l'excitation
locale du siteny. Cette contribution eele un mecanisme de propagation si bien qu'elle tend
vers 2ro lorsquet devient grand a l'instar de ce qui se passe dans un eseau ickal. Par
contre, la seconde contribution repesente le poids de letat locali®e dans letat initial. Ainsi,
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apes un temps de l'ordre de quelque foid * seul ce terme contribue signi cativementa la
probabilie de survie qui secrit : *

2
4J2+ 2

Si >>J ,alorsPg(t) 1. En d'autres termes, plus est fort, plus la localisation est
importante. La longueur de localisation tend vers zro si bien que letat localie se eduita
letat local jnoi. L'excitation de ng correspond donta l'excitation de letat localie qui est
etat propre du eseau. La probabilie de survie d'un teletat tend donc vers l'unie.

2J2
Po(t) =5 [00(23t) + J2(23t)] + (3.53)

3.4.2 Relation de Lippmann-Schwinger

Comme nous l'avons souligre pe@demment, bien que le eseau pesente des cefauts, il
existe desetats spatiallementetendus assocesa des valeurs propres Heegalesa celles de
I'Hamiltonien iceal Hy. De telsetats traduisant les mecanismes de di usion de la particule
par le cefaut, ils sonta l'origine des prenonenes de ke exion et de transmission que nous
allons cecrire dans ce paragraphe.

Pour cela, consicerons un eseau iceal d'HamitlonienH, perturke par la pesence d'un
ou plusieurs defauts supposes concentes dans une méme egion du eseau. On note alors
H = Ho + V I'Hamiltonien du eseau en pesence de cefauts. Dans ce contexte,a partir de
la connaissance desetats proprgsji de Ho (ondes de Bloch), il est possible de determiner
certainsetats quantiquesj i assocesa I'Hamiltonien eel. Pour cela, nous poserons :

ji=jagi+j i (3.54)
La perturbation V agissant uniguement dans un egion localisee de lI'espace 1D, nous allons
chercher les vrais etats propreg i comme desetats qui sont asymptotiquement vecteurs
propres deHg loin de la egion d'action de V. En d'autres termes, nous recherchons i
commeetat propre deH mais dont la valeur propre assocee estegalea la valeur propre,

de letat d'onde plane asymptotiquejqi . Mathematiquement, cela se traduit par lesequations
suivantes :

Hj i
Hojai

L |
| gjCi (3.55)

On a alors
(Ho+ V)(jdi +j i)=1tqlai+j i))j i=G(gVia (3.56)
al G(!4) est la fonction de Green du eseau perturke evaliee a la fequence propre!

non perturkee. Letat propre de H rechercte est alors donre par la relation de Lippmann-
Schwinger :

j i=jai+ G(g)Vija (3.57)
1.
z P z P—
1 ldx 1 %2 i20xt 432 1dx 1 %2 e i23xt
L 2=432+1 X2 20 7144320 x?)= 2
4J2 z 1

™~ pr 1 Xze i2Jxt
2
1

232
= T5[J0(2Ixt) + J2(231)] (3.52)
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A ce stade, en ealisant un ceveloppement de Dyson de la fonction de Green et en
resommant la rie des perturbations, on obtient :

G(lg)= G g) + G YT (! G°(! o) (3.58)

al la matrice T (! 4) est e nie par :
T()=V@ G()Vv)!? (3.59)
Dans ces conditions, sachant queV = G°T, la relation de Lippmann-Schwinger se eecrit :
ji=jd+ G T (! gia (3.60)

Cetteequation possde un caracere assez gereral et on la retourve dans une multitude
de probkemes de nmecanique quantique qui traitent de la di usion d'une particule par un
potentiel. Dans notre cas, elle permet de caraceriser les processus de e exion et de transm-
ssion au voisinage du ou des cefauts. Ces processus sont enterement ¢ nis par la matrice
T qui, dans les paragraphe peedents, aete determiree pour un cefaut isok ou pour un
ensemble de cefauts.

3.4.3 Reexion et transmission
En projetant lequation de Lippmann-Schwinger Eq.(3.60) sur la base locale, la repesentation
du vecteur propre , = nj i skcrit:

1 ign X 0 iqn 2
n= pﬁ[e + Gnnl(! Q)Tnlnz(! Q)el ] (3-61)

ninz

En injectant I'expression de la fonction de Green du eseau iccal Eq.(3.39), on en ceduit :

1 X T (M @) gna agin nai
= p[dn+ ~ _mnetd) dansgain mij (3.62)
: N nin, 21 sin(g)

De fecon gererale, la matrice T n'a dekments non nuls que dans le domaine d'action de
la perturbation V. Notons alorsn; et n; le premier et le dernier site d'action d&/ (n; <ny).
Dans ces conditions, la fonction d'onde sécrit :

1 . X Ton(la) . S
- —_[dan 4 nin2\* q q(n2+ni)4 ign <n.
n %[é - 23 sin(g € e '"]sin<n;
1 X Ton,(la) o
L= {Pﬁ[éq” + m)) gdnz NN gin > n; (3.63)
ninz

Par consquent, lorsquen < nj, la fonction d'onde est la somme de deux contributions. La
premere contribution, proportionnellea exp(ign), decrit une onde plane progressive se pro-
pageant dans la direction des cefauts. La seconde contribution, proportionnellea expign),
cecrit une onde plane egressive qui skloigne des cefauts. Elle caracerise donc la partie
eechie de I'onde incidente. Dans le méme esprit, lorsqu@ > n ¢, la fonction d'onde decrit
une onde plane progressive qui skloigne des defauts. Elle caracerise donc la partie transmise
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Figure 3.5 { Transmission et e exiona travers un cluster attacke au eseau 1D.

de l'onde incidente. Dans ce contexte, on obtient une e nition gererale des coe cients de
e exion et de transmission en fonction de la matriceT :

rq — X Tnan(! q) eiq(n2+n1)
nyin, 24 sin(Q)

X Tn n (' ) j
ty = 1+ _afizl A% ga(nz n) 3.64
d 2iJ sin(q) € (3.64)

nin2

2 Pour illustrer ces expressions, consicerons la e exion et la transmission d'une particule
compte tenu de la pesence d'un cefaut ponctuel localise sur le siteg = 0. Ce cefaut, comme
dans le paragraphe peedent, traduit un trou denergie! o . Compte tenu de la forme des
propagateurs, on montre alors facilement que les coe cients de e exion et de transmission
sont donres par :

o = 23sin@@ i
f 2] i]]n?:qr)] (q)i (3.66)
Soit, sachant que! =1, 2J cosQ)
2
O A (RRT
oy = o (o) (3.67)

432+ 2 (I 1p)?

Cesequations montrent clairement que la transmission est maximale au centre de la bande
permise alors qu'elle s'annule sur les bords de bande. De plus, elles assurent la conservation
des probabilies quantiques si bierjr(! )j? + jt(! )j? = 1.

3.4.4 Notion de esonance

Consickrons le cas particulier ai le cefaut est forme par un atome suppkmentaire attacte
sur le site 0 du eseau ickal. On notg i letat de la particule sur cet atome et! Ilenergie

2. On notera qu'il est possible d'exprimer de manere compacte les coe cients de e exion et de trans-
mission selon les relations :

ig (!q)h qTjai
1 ig (! q)hTjg (3.65)

a1 g(! q) = N=v 4 est la DOS totale en fonction de la vitesse de groupgq:

I'q
tq
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correspondante. Le couplage eseau/cluster traduit alors la capacit de la particulea ealiser
une transition de letat jOi vers letat | i viala constante de saut J . Dans ce contexte, nous
avons monte que la dynamique quantiqueetaitequivalentea celle d'un eseau perturle par
la pesence d'un cefaut localie sur le site 0. L'amplitude de ce defaut, qui est une fonction
de la fiequence gnergie) de la particule, séecrit :

2
(1=, J! (3.68)

Par congquent, la e ectance et la transmittance d'une onde plane incidente par I'atome
additionnel attache sont donrees par lesequations Egs.(3.67) mais en utilisant I'EQ.(3.68)
pour I'amplitude du cefaut :

o J*

rOF = s T @ ¢ T

o L1 )2(432 (1 1g)?

e = (!(! )%1;2 (!(!OV?3J4 (3:69)

Cesequations montrent clairement que si lenergie de I'atome additionnel appartienta
la bande permise du eseau, la transmittance s'annule pour = ! . En d'autres termes, Si
lenergie de la particule incidente est en esonance avec lenergie du syseme additionnel at-
tacte au eseau, la probabilie de traverser la egion perturtee est identiquement nulle. Mais
comment comprendre ce plenonene ? Signi e-t-il explicitement que rien n'est transmit? En
fait, I'annulation du coe cient de transmission est la conequence de la nature ondulatoire
de la particule et il reete un mecanisme d'intererence destructive.

En e et, les processus de e exion et de transmission d'une onde incidente de vecteur
d'onde g au voisinage du dcefaut correspondenta un prenonene de di usion esonante du
mode q par letat discret j i. Sous l'action de letat incident g, letat discret est excie.
Compte tenu de son interaction avec I'ensemble desetats du eseau qui forme un continuum,
cetetat discret se cesexcite en se cesinegrant sur le continuum. Apes un temps de l'ordre
de sa duee de vie inversement proportionnelle au couplage, cette cesexcitation se traduit
par lemission d'unetat ¢tel que! 4= ! p, de par la conservation de lenergie. Il y a donc
deux possibilies :°= get = . Par consquent, la cesexcitation de letat discret gerere
une onde egressive et une onde progressive, toutes deux ayant méme amplitude. L'onde
transmise est donc la somme de I'onde incidente et de I'onde progressive emise par letat
discret. Or,a la esonance, on montre que l'onde di use vers l'avant interere de manere
destructive avec I'onde incidente si bien que la fonction d'onde totale s‘annule dans la egion
sittee apes le cefaut. A l'inverse, un egime stationnaire setablit vers l'arrere entramant
un coe cient de e exionegala l'unie.



Chapitre 4

Methode des matrices de transfert

Une alternative au formalisme des fonctions de Green pour le calcul des coe cients de
transmission et de e exion est basee sur l'utilisation de la nethode des matrices de transfert.
Cette nethode est tes similairea celles utilies en optique pour calculer la e exion et la
transmission d'une onde planea travers un milieu dierent du milieu de eference. Dans les
probemes sur eseau, on identi e un eseau de etrence au niveau duguel on connait la forme
des ondes planesekmentaires qui s'y propagent. En pesence de defauts, on recherche alors
la solution gererale de lequation de Schredinger sous la forme d'une superposition d'ondes
planes incidente, eechie et transmise. L'application de conditions aux limites sgeci ques
permet alors de relier les amplitudes incidente et transmise par l'internediaire d'une matrice :
la matrice de transfert.

4.1 Transmission et e exion par un unique dfaut

4.1.1 Matrice de transfert

Pour illustrer la methode des matrices de transfert, nous allons reprendre le cas simple
d'un cefaut ponctuel correspondanta un trou denergie localie sur le site n;. La proedure
pesente a travers ces quelques lignes se gereralise alors facilementa des situations plus
complexes. Ainsi, dans le cas du defaut, I'arrivee d'une onde plane de vecteur d'onda
gauche du cefaut (h < n ;) entra’™me l'apparition d'une onde eechie de vecteur d'onde ¢
et d'une onde transmise de vecteur d'onded(n > n ;). Pour simuler ces processus, nous
allons chercher une solution gererale de lequation de Schredinger sous la forme :

o= W= Pén+ {Jelsincn,
no= @= Dgmy {einginsn, (4.1)

avec , = A sin = n;. Cette solution doit alors \eri er lequation de Schredinger quelle que
soit la valeur du siten consicee :

J naa+ (1o nnl) n Jon1="! n (4.2)

Pour trouver une relation entre les dierents coe cients ,( ) la proedure est la suivante :

Tout d'abord, en introduisant la solution gererale Eq.(4.1) dans lequation de Schro-
dinger Eq.(4.2) pour tout n sitte loin du defaut, on montre que la solution choisie est
correcte si et seulement si elle est assoceea uneenergie propres ! ¢ =1 2J cosQ)
du eseau ickal.

53
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Ensuite, enetudiant la projection de lequation de Schrodinger sur les sites = n; 1
et n = ny+ 1, on montre que la solution gererale est continue :

A= B= @) Pgmy (Jgim= Py {Jgim (43

En n, letude de la projection de lequation de Schrodinger sur le site du cefautn = ny
fournit une relation entre les dierents coe cients ,( ). En utilisant la continuie de
la fonction d'onde, cette projection secrit par exemple :

1 2
L W= ) B 3. 32 (4.4)
A ce stade, il convient d'ajouter et de soustraire le terme J E,ll)ﬂ de manerea faire
eapparatre lequation de Schrodinger d'un eseau ickal, soit :

1 1 1 1 _ 1 2 1
ISR L S B AP Bt E I B PR I O (4.5)

Des lors, la relation de dispersion etant \eriee pour ,glg, le premier membre de cette

equation s'annule. On obtient donc une nouvelleequation qui relie les dierents coe cients

Y)En consicerant la relation de continuie, on obtient nalement un syseme de deux
equations :

1) 2 — @)

ni+l ni+l = J ni
W @ =0 (4.6)

Soit, en inerant la solution gererale Eq.(4.1) :

|
o

) gan (da j)_,_ (g lani(g ia j) {9 gans gl { g lanig iq
§_+) eiqnl + g )e iqn1 g“) eiqnl é )e iqn1  — 0 (47)

A ce stade, un simple calcul permet d'exprimer’ ’ en fonction de { 7 :

) - i (+) i 2igny ()
=+ 1= il
20 =( 2J sm(q)) ! 2J sin(0) !
()= igny  (+) i ()
2 2J sin(q) i 2J sm(q)) ! (4.8)
Finalement, cetteequation se met sous une forme matricielle :
0 X
2 1
a M; & nit la matrice de transfert. En posant ; = =2J sin(g), elle est ¢ nie par :
!
_ 1+ 1 i 1€ 2iqna
M, = | 1 (4.10)

On notera que le ceterminant de la matrice de transfert estegala l'unie :

Mij=(@+ i )@ i )+(i 1)?=1 (4.11)
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4.1.2 Coe cients de e exion et de transmission

A partir de I'expression de la matrice transfert, il est possible de poser une ¢k nition
rigoureuse des coe cients de e exion et de transmission. Ainsi, on a :
Le coe cient de e exion de la gauche vers la droite est c& ni par :

() ;
M,(21) I
() — - 1 _ 1 _ 1
=0 = = = -
2 ) N g*’ M.(22) 1 1

g?an (4.12)
1

Le coe cient de e exion de la droite vers la gauche est ¢ ni par :

M Mi(12) iy

¢ — _ _
i =00 )T Mi(22) 1 i,

e 2 (4.13)

N~—~IN

Le coe cient de transmission de la gauche vers la droite est ¢ ni par :

() § 1 1
=0) t1= = = . 4.14
2 ) ! §+) M1(22) 1 1 1 ( )

Le coe cient de transmission de la droite vers la gauche est ¢k ni par :
()

1 1
M=0) t,= L. = = 4.15
! ) ()7 Mi(22) " 1 i (4.15)

A l'aide de ces e nitions, la matrice de transfert se met sous une forme tes grerale :
!
1 1 N

My= =
! t]_ M 1

(4.16)

avec ; = t;=t;, un simple facteur de phase e\elateur de la phase du coe cient de trans-
mission.

A ce stade on notera qu'une alternativea la nethode des matrices de transfert est base
sur le formalisme de la matrice S (scattering matrix) qui reli€e qui arrive sur le cefauta

ce qui skloigne du cefaut : | |
()" +
:(L+) = Sl :(L ) (4.17)
2 2
Compte tenu de I'expression de la matrice de transfert, la matrice S sécrit :
[
rM 44

Sl = tl rl (418)

En e et, sachant que :

*)

~

Mi(11) P + My(12)
M1(21) {7 + M,(22)

N—™ N
~
P~ R~

) (4.19)

on en ceduit

()= Mi)=My(22) ) +1=my(22) 5
¢ = My(211) )+ My(12)[ M1D)=M1(22) & +1=M,(22) § ] (4.20)
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das:

)= My(21)=My(22) 7 +1=M,(22)
$ = jMgj=M(22) P + M1 (12)=M,(22)

N—~ N—
~

(4.21)

puisquejM,j = 1, on retrouve facilement I'expression de la matric&a partir de la ce nition
des coe cients de e exion et de transmission.
Par congquent, lesekments de la matrice de transfert posedent les proprees fonda-
mentales suivantes :
Conservations des probabilies :

jtij?+ jrij? =1
juj? + jrij®=1 (4.22)

La matrice de transfert est de ceterminant unie :

tity rirp= (4.23)
La matrice S est unitaire (8= S 1) :

ritg+rt; =0 (4.24)

Bien quétablie dans le cadre simple de la diusion par un dcefaut ponctuel, la methode
des ondes conduisant au formalisme de la matrice de transfert est relativement gererale.
Ce formalisme o re une ck nition pecise des coe cients de e exion et de transmission
pour une onde plane arrivant sur une egion du eseau au niveau de laquelle l'invariance
translationnelle est localement cetruite. Mais l'inerét premier de cette nethode eside dans
sa simplicie pour appehender le prenonene de diusion lorsque plusieurs defauts sont
pesents.

Remarque :
A titre d'exercice, on pourra montrer que le coe cient de transmissiorn,a travers un
cefaut de liaison entre deux sitesn =0 et n = 1 est donre par :

_ 23 %in(g)e ™

947 J@  J2e 2q (4.25)

ar  JCest la constante de saut entre les sites 0 et 1 alors qué est la constante de
saut du eseau ickal.

4.2 Gereralisationa un ensemble de afauts

Pour appehender les ptenonenes de di usion par plusieurs cefauts, nous allons gereraliser
le probbme peedent. Il convient cependant de noter que les esultats obtenus possdent
un caracere assez ereral et pourront s'appliquer a une multitude de situations. Ainsi,
consicerons un ensemble d& defauts localies sur les siteqy, n, ,..., ny . Chaque defaut
i =1;::; M traduit un trou denergie d'amplitude ;. Dans ces conditions, l'arrivee d'une
onde plane de vecteur d'ondga gauche des cefauts 6 < n;) entrame l'apparition d'une
onde eechie de vecteur d'onde q et d'une onde transmise de vecteur d'onde ga droite
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des cefauts (0 > n ). La fonction d'onde correspondante secrit, dans les egions asympto-
tiguementeloigrees des cefauts :

= :(L+)eiqn+ g)eiq”sin<n1
n= e+ (e sin>ny (4.26)

En gereralisant le formalisme peedent, les amplitudes des fonctions d'ondes asympto-
tiques sont relees par une matrice de transfert qui apprat comme le produit des matrices
de transfert cecrivant les proprees de di usion de chaque cefaut :

My =MuMy My 2:My (427)

(4.28)

Les coe cients de e exion sont alors e nis par :

M v (21)
"M) M wm (22)
M wm (12)
Le coe cient de transmission est donre par :
1
t(M) = t(M) = M (22) (4.30)

Ces k nitions tes gererales nous permettent de ce nir une loi de composition des
coe cients de e exion et de transmission. En e et, dans le cas de deux defauts, on montre
facilement les relations suivantes :

rh+
re) = ——
( ) 1 rorg
r,+ 1
r) = =——= 4.31
@ = T (4.31)
et
tHty
2) =
t( ) 1 Morq
Ior
2y = 21 2l 4.32
@ = 30 (4.32)

Ainsi, le comportement ondulatoire de la particule quantique entrane que le coe cient de
transmissiona travers deux cefauts ne se eduit pas aux produits des coe cients de trans-
mission de chaque defaut. Ceci se comprend aissment puisqt() repesente typiquement
I'amplitude de probabilie de trouver la particule apes le second cefaut. C'est donc la somme
des amplitudes de probabilie assoceesa tous les chemins possibles permettanta la particule
de passera travers les deux dcefauts. Le premier chemin traduisant le passage a travers le
premier cefaut puis le passagea travers le second cefaut, il est caracerie par une amplitude
de transition t;t,. Le second chemin traduit le passage du premier cefaut puis une e exion
sur le second cefaut, suivi d'une seconde e exion sur le premier cefaut et nalement le
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Figure 4.1 { Transmittancea travers un (noir), deux (rouge) et trois (bleu) cefauts epaes
deL =5 sites pour =J=2:5

passage du second cefaut. Son amplitude de probabilie est dorigr,rit,. En prenant en
compte I'ensemble des chemins possibles, on a:

totyg

t(2) = tito + tarorqgto + tyrorqrorqto + 1 =
1 rorg

(4.33)

Comme le montre la Fig. 4.1, la transmissiona travers un cefaut s'aere relativement
di cile puisque jt(!)j?2 < 1+ ( =2J)2. A linverse, lorsque deux cefauts sont pesents, un
pkenonmene de esonance apparat et la transmittance devientegalea l'unie pour des va-
leurs pecises de lenergie de la particule incidente. Ces esonances traduisent un prenonene
d'intererences constructives entre les dierents processus de e exion. Elles etaient donc
absentes en pesence d'un seul defaut.

Si maintenant on consicere une collection de defaut, I'utilisation des matrices de transfert
permet detablir une relation entre les coe cients de e exion et de transmissionaM 1
cefauts et ceux pour un syseme contenantM cefauts. Ces lois de composition sont ¢ nies
par :

rM 1+ (M Dry

(M) 1 ryrM 1)
rm + Mr(M 1)
r(M) T T D) (4.34)
t
) t(M) = twtM__ 1) (4.35)
1 rur(M 1) '

A titre d'illustration, nous avons repesent sur la Fig. 4.2, la transmission a travers dix
cefauts identiques ®paes deL = 5 sites. La notion de esonance se gereralise et I'on
voit clairement apparatre des bandes de conduction qui sont e\elatrices de la distribution
periodique des cefauts.

En conclusion, la methode des matrices de transfert est un outil puissant permettant le
calcul du coe cient de transmission pour une particule en mouvement sur un eseau qui
pesente des cefauts. Dans le cas ou la particule est unelectron, un tel calcul est essentiel
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Figure 4.2 { Transmittancea travers un (noir) et dix (bleu) cefauts paes de L =5 sites
pour =J=2:5

a lechelle nanoscopique puisqu'il o re une e nition de la conductance selon l'approche de
Landauer.
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Chapitre 5

Conductance Quantique

Traditionnellement, la treorie de la conductionelectronique dans les conducteurs macro-
scopiques est base sur une approche semi-classiquea partir du mocele de Drude-Sommer eld
[1, 2]. Ainsi, en pesence d'un champelectriquds, leselectrons forment un gaz de particules
classiques de massa et de charge e qui sont mises en mouvement sous l'action d'une
forceF = eE. Un courantelectrique de densiej = nev apparal, ai n est la densit de
charge etv la vitesse moyenne deselectrons. Au cours de ce mouvement, leselectrons su-
bissent une multitude de collisions avec les phonons du eseau et avec les diverses impurees.
On note alors le temps typique entre deux collisions et le libre parcours moyen assoce.
Les collisions entrament I'apparition d'une force de frottement visqueux v=si bien qu'un
egime permanent setablit. La densie de courant oteit alorsa la loi d'Ohm localej = E
al la conductivie  sécrit :

ne?

m
Dans un conducteur de sectiofd et de longueurL, l'intensie du courant | se dceduit de la
dierence de potentiel V selon la relationl = GV au G = S=L cesigne la conductance du
maeriau alors que R = 1=G repesente sa esistance.

A lechelle nanoscopique, lorsque la taille des dispositifs est inkrieure au libre parcours
moyen, une telle approche n'est plus valable. Le caracere quantique deselectrons est exale
et ceux-ci se comportent plutbt comme des ondes pouvant intererer. Dans ce contexte, il
est recessaire de formuler la threorie de la conduction en inegrant explicitement la nature
guantique des charges.

(5.1)

5.1 Formule de Landauer

En 1957, Rolf Landauer a cevelopge une theorie du transport du courantelectrique dans
les conducteurs quantiques [3]. Contrairement aux mockles semi-classiques qui cecrivent les
conducteurs macroscopiques comme le moctle de Drude ou de Sommerfeld, I'approche de
Landauer est directement lee a la nature ondulatoire des electrons. Lechantillon se com-
porte comme un guide d'onde, comportanteventuellement plusieurs modes que I'on appelle
des canaux. La conductanc& de lechantillon est alors proportionnellea la probabilie de
transmission d'unelectrona travers le conducteur.

L'approche de Landauer s'applique uniguement dans le cas d'un transport dit balistique.
Pour que ce egime soit atteint, il faut que les dimensions de lechantillon restent inerieures
au libre parcours moyen, c'esta-dire plus petites que la distance moyenne parcourue par
leselectrons entre deux collisions avec une impurete ou un cefaut du eseau. En pratique,
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Figure 5.1 { Courant entre deux conducteurs quantiques.

le libre parcours moyen varie beaucoup selon les maeriaux et la temperature. Il peut aller
de quelques nanonetres dans les netauxa plusieurs dizaines de micronetres dans les semi-
conducteurs a haute mobilie a basse temperature. Toutefois, il est gereralement di cile

de fabriquer des echantillons balistiques permettant d'e ectuer des mesures de transport.
Cependant, I'approche de Landauer peut etre gereralisea unechantillon di usant. Il faut
reanmoins que ses dimensions soient inkrieuresa la longueur de coterence de phase des
electrons. Pour cela, il est recessaire que les collisions deselectrons avec les impuregs restent
elastiques. Dans ces conditions, la phase de la fonction d'onde est pesenee et la mecanique
guantique s'applique toujours. Par contre, si la taille de lechantillon cepasse ces longueurs
caraceristiques, il convient de revenira des approches semi-classiques du type Boltzmann-
Langevin par exemple.

Pour calculer la conductance quantique consicerons un conducteur nanoscopique assurant
le contact entre deux eservoirselectroniques identiques noes L (left) et R (right). Pour qu'un
courant puisse traverser le conducteur, une dierence de potentiel (d.d.p.Y estetablie
entre les deux eservoirs : le eservoir L est pore au potentieM > 0 alors que le eservoir
R se trouve a un potentiel nul (voir Fig. 5.1). Si un courant circule, le syseme se trouve
dans une situation hors de lequilibre. En toute rigueur, il serait recessaire d'appliquer la
thermodynamique des sysemes horsequilibre (comme on le fera par la suite), mais si la d.d.p.
n'est pas tropelewee, on peut quand méme utiliser un formalisme dequilibre, beaucoup plus
simple.

Nous allons consicerer que le conducteur repesente un eseau 1D dont lesetats asymp-
totiques correspondenta des ondes de Bloch de vecteur d'ondeDans un tel eseau, un
electron de vecteur d'ondeq se ceplacea une vitesse de groupe, = @L=@dpt il produit
un courantelectrique ev,. Le courant total entre L et R est donc la somme des courants
assocesa chaque onde plane. Un tel courant traduisanin aeplacementelectronique
de R vers L , il convient de poncerer cette somme d'une part par la probabilie qu'unetat
g soit occupe dans le eservoir R et d'autre part par le probabilie qu'un méme etat q soit
inoccupe dans le eservoir L. Ces deux probabilies sont noees respectivemehf et (1 qu)
et,a basse temperature, on af; = (¢ eV lgetfi= (I !ga (x)estla
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fonction de Heaviside. De manere gererale, le coeur du conducteur est susceptible d'eétre la
source de prenonenes de di usion lesa la pesence de cefauts. Par consquent, il convient
en outre de poncerer le courant par la probabilie qu'unetat q provenant de R puisse &tre
transmis vers L. Cette probabilie est donree par le coe cient de transmissiorjtgj?.

Dans ces conditions, le courant total entre les deux eservoirs est & ni par :

X
J = ewyfg@ fy)ity? (5.2)
q

En transformant la somme surg en une inegrale sur lesenergies on a :
z

J o= dig(ev!)FR()@ R )i()i? (5.3)

Dans un eseau 1D, nous avons cep vu que la DOS est inversement proportionnelle a la
vitesse de groupe, c'esta-dirgy(! ) = 1=v (! ). De plus, par ¢ nition des distributions de
Fermia basse temperature, on a :

fROYL fH()=1si! eVh<i<! ¢ (5.4)

Par consquent, dans la limite d'une faible d.d.p, le courant devient :

171 1
J== dlejt(!)j? = —hezjt(! SIRY% (5.5)
=h

g e
La conductance ¢ nie par G = J =V est alors donree par la formule de Landauer :

2¢?.

G:TJ

t(! £)j? (5.6)

a1 Gy = 2€?=h est appek le quantum de conductance. Ainsi, selon la formule de Landauer,
la conductance d'un nano-syseme entre deux eservoirs s'obtienta partir de la transmission
du nano-syseme entre deux Is ickaux. Cela fournit un point de vue puissant pour letude

du transport dans les sysemes nesoscopiques. Cette formule met aussi enevidence plusieurs
faits.

Tout d'abord, un conducteur quantique parfaitfait de la esistance puisque le quantum de
conductance corresponda une esistance assezelewee de l'ordre@g* 13k . En fait, cette
esistance provient de la mise en contact de deux eservoirs delectrons par l'intermediaire
d'un conducteur nanoscopique. Pour comprendre l'origine du quantum de conductance, et
donc la dierence majeure entre nanoconducteurs et conducteurs classiques, proedons de la
facon suivante. Pour mesurer la conductance dans le nanosyseme, on impose une dierence
de potentiel connue par l'internmediaire de deux contacts, et on mesure l'intensie du courant
qui circule entre ces deux contacts. Si I'on impose une dierence de potenti€l, I'iregalie
de Heisenberg tempsenergie ¢ nit un temps caraceristique t E=h, avec E = eV.

Le temps t repesente le temps recessairea un paquet d'ondeselectronique pour transiter
entre les deux eservoirs. Leselectronsetant des fermions, le principe de Pauli stipule qu'un
tel paquet d'ondes ne peut contenir que deux electrons de spin oppog. La charge ainsi
transkee durant le temps t estegalea Q = 2e. Par conequent, l'intensie du courant
qui circule entre les deux eservoirs est :

Q— 2e :gv

t h=eV h

(5.7)
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Figure 5.2 { Conductance de deux conducteurs quantiques en paraltle.

Ainsi, I'impedanceeleee n'est pas leea la pesence de cefauts, maisa la nature méme de
I'objet consicee. Le courant traversant le nanosyseme corresponda urcourant par e et
tunnel similairea celui qui prend naissancea l'interface entre deux netaux aia la jonction
entre un STM et une surface.

Ensuite, la formulation de Landauer montre qu'un conducteur quantique est totalement
dierent d'un conducteur classique dans le sens al les e ets d'intererences quantiques jouent
un réle fondamental. Si des defauts sont pesents dans le conducteur, la conductance n'est
pas la somme des conductances. Ceci est une conequence directe de la nature du coe cient
de transmission que nous avons discue dans le paragraphe peedent. De plus, les lois de
composition des coe cients de e exion et de transmission conduisenta de nouvelles lois
d'additions des conductances ou des esistances. En d'autres termes, les lois de Kirchho
guantiques sont dierentes des lois classiques. A titre d'exemples, consicerons le circuit de
la Fig. 5.2 qui repesente deux conducteurs quantiques mones en paralele. Dans ce cas, le
coe cient de transmission d'unelectron de vecteur d'onde de Fermug a travers les deux
conducteursA et B de longueurl, et |lg est donree par :

tag = tAeinIA + tg einIB (58)

La conductance correspondante n'est pas la somme des conductances compte tenu de l'ap-
parition du terme d'intererences :

q
Gag = Ga+ Gg +2 GaGgcos@(la Ig)) (5.9)

5.2 E et Aharonov-Bohm

Pour illustrer le réle des intererences quantiques dans le calcul de la conductance, nous
allons maintenant nous ineressera I'e et Aharonov-Bohm dans le domaine de Ielectronique



5.2. EFFET AHARONOV-BOHM 65

Figure 5.3 { Oscillations de la esistance quantique d'un anneau nanoscopique d'apes G.
Timp, Surf. Sci. 196, 68(1988) (Figures extraites de [4]).

nanoscopique [4]. De manere gererale, I'e et Aharonov-Bohm est un prenonene quantique
fondamental qui montre qu'une particule chargee, comme par exemple unelectron, peut étre
in uencee physiquement par un champ magretique qui se trouve dans un domaine qui lui est
inaccessible. Ceci diere de la situation classique dans laquelle la force exeree par le champ
magretique est nulle si le champ lui-méme est nul. Cet e et joue un réle fondamental en
physique. Il montre que les quanties physiquement importantes enelectromagretisme sont
les potentiels scalaire et vecteur et sa \eri cation experimentale est un test de la validie de

la treorie quantique elle-méme.

A lechelle mesoscopique (voir Fig. 5.3), un anneau conducteur d'or d'un dianetre de 820
nm et forme d'un | d'uneepaisseur de 40 nm aete utilie pour cemontrer I'e et Aharonov-
Bohm electronique a une temperature de 1K. En mesurant le courantelectrique a travers
I'anneau, les chercheurs obsenerent que la esistance quantiqueetait une fonction periodique
du ux du champ magretique qui traverse I'anneau, la periodeetant donree par le quantum
de ux ¢ = h=e L'explication qualitative est la suivante : le champ magretique cerivant
d'un potentiel vecteur A selon la relationB = rot (A), leselectrons qui entrent dans I'anneau
possedent une impulsiorp + eA . Par consequent, lorsqu'il se ceplace le long d'une trajectoire

classiqueC, la fonction d'onde d'unelectron acquiert un facteur de phase exp(' ) avec*

eZ

‘= —  Adr (5.10)
h c
R . . . . .
al . esigne une inegrale le long du chemin classique. Lelectron pouvant parcourir I'anneau
en suivant soit la branche superieure (S), soit le branche intrieure (I), le coe cient de

transmissiona travers l'anneau sera de la forme :
z z

t=tsexp iS Adr +t exp iE Adr (5.11)
h s h |

1. Lafonction d'onde d'une particule libre d'impulsion psecrit  (x) = e iFx_ Gereralisant cette relation,
i i i - - P X p(x)
une particule d'impulsion p(x) acquiert un facteur de phase (x) =exp i , 5~dx .
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Figure 5.4 { Moctle des liaisons fortes pour un anneau travere par le ux d'un champ
magretique

R R _ . o
al ¢ (resp. ) est l'inegrale selon la branche superieure (resp. inkrieure) et aits (resp.t;)
est le coe cient de transmissiona travers la branche sugerieure (resp. inerieure). En utilisant
le formule de Landauer, la conductance de I'anneauetant proportionnelle au module care
du coe cient de transmission, elle skcrit typiquement :
|
e
G()= Go+ Gcos h Adr (5.12)
H . . . .
al est l'inegrale de contour le long du chemin ferne qui decrit I'anneau. Or, en vertu du
treoeme de Stokes, la circulation du potentiel vecteur le long du chemin ferme n'est autre
que le ux = R ?B du champ magretiquea travers I'anneau de rayorR. On en ceduit :

G()= Go+ Gcos 2 — (5.13)
0
al o estlequantum de ux. Laconductanceetant une fonction periodique du ux magretique,
il en sera de méme de la esistance, montrant ainsi le rble essentiel que jouent les intererences
guantiques.

Pour obtenir une description de I'e et Aharonov-Bohma lechelle nanoscopique, il convient
d'introduire la transformation de Peierls. Cette transformation permet de & nir un Hamilto-
nien de liaisons fortes qui cecrit la propagationelectronique sur un eseau circulaire traverse
par le ux d'un champ magretique. Pour cela, consicerons tout d'abord un anneau continu
de centreO et de rayonR contenu dans le plan (Oxy). Un champ magretique uniformdé
est cee paralelementa la direction Oz (voir Fig. 5.4).

La dynamique d'une particule de massen et de chargeq en mouvement dans I'anneau
sera cecrite par I'Hamiltonien H ¢k ni par :

(P gA)?
H= " "2 5.14
om (5.14)
En choisissantA = (B " r)=2, on montre facilement queDiv A = 0. Par conequent, A etp
commutent si bien que I'Hamiltonien devient :
h? q

>m EAp (5.15)

al le terme diamagretique enB? aet reglige. Compte tenu de la forme du potentiel vecteur
et de par I'expression de l'ogerateur impulsion, on montre facilement quap = BL ,=2, au
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L = r” p designe le moment ciretique de la charge en mouvement dans lI'anneau. En passant
dans un regere cylindrique R; ;z), seul I'angle est un dege de libere actif, R et zetant
tous deux geks. Developpant le Laplacien en coordonrees cylindriques, I'Hamiltonien secrit
nalement :

h?  o? gB d h? " d? 2 d #
= —+ih——= — —— A
2mRzd 2 '2md ~ 2mRZ dZ  od (5.16)
al = R 2B estle ux du champ magretiquea travers lI'anneau et aw ¢ = h=qcesigne le

guantum de ux.

Dans ces conditions, I'obtention d'un mockle sur eseau s'e ectue en discetisant lequation
de SchredingerH () = E (). Pour cela, on cecoupe l'anneau e, arcs d'angle =
2 =N, eton discetise lafonctiond'onde , = (n ) etl'operateur de cerivation. Lequation
de Schredinger devient :

#
hz n+1 + n 1 2 n 2i n+1 n 1
=E 5.17
2mR?2 2 0 2 " (.17)
Soit
on J(A |70) n+l J(1+i70) n1=E n (5.18)

avecJ = h’=2mR? ?) et o = 2J. Dans la limite ai le dianetre de I'anneau est grand
devant la distance entre les sites, on obtient nalement la transformation de Peierls :

on Je' L4 Jet' L. =E , (5.19)

avec' =2 =Ny o)

Ainsi, de manere gererale, le mouvement d'unelectron sur un anneau traverse par le
ux d'un champ magretique sera decrit par un Hamiltonien de liaisons fortes dans lequel un
facteur de phase module les constantes de saut entre sites voisins :

H= X ojnihnj Je " jnihn+1j Je" jnihn 1] (5.20)
n
A ce stade, on notera que I'Hamiltonien des liaisons fortes permet de retrouver l'e et
Aharonov-Bohm. En e et, si on connecte I'anneaua deux conducteurs lireaires, la conduc-
tance de celui-ci sera proportionnelle au coe cient de transmission qui mesure l'ampli-
tude de probabilie pour unelectron de franchir I'anneau. Or, I'amplitude de probabilie
de traverser la branche sugerieure de l'anneau qui contieily=2 liaisons est proportion-
nellea JNo=2e No=2 De meéme, I'amplitude de probabilie de traverser la branche inkrieure
sera proportionnelleaJNo=2g*No= 2 pPar consquent, I'amplitude de probabilie d'observer
lelectron de l'autre coe de l'anneau seraJNe=?e No=2 4+ JNo=2gtiNo=2 | 3 conductance
faisant intervenir le module care de cette amplitude, on retrouve bien le facteur de phase
No' =2 = o quitraduit la geriodicie de la conductance par rapport au ux magretique.

5.3 La jonction netal-moécule-netal

Lelectronique mokculaire repose sur l'icee que le moyen d'atteindre les dimensions na-
nonetriques est d'utiliser directement des mokcules organiques qui possdent naturellement
cette dimension. Dans ce contexte, le dispositif principaletude enelectronique mokculaire
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Figure 5.5 { Mocklisation de la jonction nmetal-mokcule-netal.

est une jonction netal-mokcule-netal dans laquelle deuxelectrodes netalliques constituent
un eservoir delectrons qui sont injeces dans une mokcule (voir Fig. 5.5 a).

Pour appehender la physique mise en jeu dans ce type de dispositif, nous allons consicerer
le cas simple a1 la mokcule joue le réle de pont nanonetrique permettant le transfert des
electrons entre les extemies de deux nano€lectrodes. Pour construire ce dispositif, nous
allons consicerer un eseau in ni 1D. Sur ce eseau, la propagationelectronique est decrite
par un mockle de liaisons fortes : chaque site du eseau est caraceri®e par une orbitale
localejni dont lenergie est noke ! . Lelectron est capable de sauter de sites en sites et on
notera J la constante de saut assocee. I'Hamiltonien des liaisons fortely est ¢ ni par :

Ho = X I ojnihnj  J[jnihn + 1j + jn + 1ihnj] (5.21)

n

Pour simuler la pesence d'une jonction, nous allons supposer que I'in uence de la mokcule
sur les proprees de transport de lelectron revienta changer localement une constante
de saut. En d'autres termes, le syseme apparat comme deux eseaux semi-in nis, c'esta-
dire deux nano<€lectrodes, reles par un pont mokculaire. Ce pont mokculaire traduit une
perturbation de la constante de saut entre les sites = 0 et n = 1 qui estegalea J°
(voir Fig. 5.5 b). En pesence de ce defaut ponctuel, 'Hamiltonienelectronique sécrit alors
H = Hy+ V,avecV = J[j0Oihlj + jlihQjlet J =J J°

Ce dispositif 1D est connect par la droite et par la gauchea deux eservoirs delectrons
entre lesquels onetablit une dierence de potentielV. Sachant que dans le eseau on sup-
pose que chaque site "fournit” unelectron de conduction, le niveau de Fermi esg = !
traduisant ainsi le fait que chaqueetat de Bloch contenant deuxelectrons de spins opposs,
la moite de la bande de conduction est remplie. Le vecteur d'onde de Fermi correspondant
estcenipar g = =2.

Pour calculer la conductance quantique de la jonction, nous allons utiliser le formalisme
des fonctions de Green (il est aussi possible d'utiliser la nethode des matrices de transfert).
Ainsi, soit G(! ) = (! H) ! la fonction de Green du eseau en pesence du cefaut et soit
G(1)=(! Hp) *celledueseau ickal. Selon les esultats du chapitre 33(! ) est releea
G(! ) par lintermediaire de la matrice T selon la relation :

G(l)= G(1)+ G()T()G() (5.22)

Le cefaut agissant uniqguement dans le sous espaEg de dimension 2 et sous tendu par la
baseBp = fj 0i;jlig, seule la restriction de la matricel a E, est non nulle. Elle est ¢ nie
par une matrice (2 2):

!
1 G J 2 JALGgI) .

TS0 GRI)Y (@I J@AGLI) Wil

(5.23)



5.3. LA JONCTION M ETAL-MOL ECULE-METAL 69

Figure 5.6 { Variation de la conductance de la jonction en fonctiox = (J  J9=J.

D'apes I'Eq. (3.64), la connaissance de la matric& permet de determiner le coe cient de
transmission d'une onde electronique de fequencé et de vecteur d'ondeq(! ). Une telle
ondeetant capable de se propager librement le long des extemies du dispositif localement
ickal, la relation de dispersion! =1, 2J cos((!)) est satisfaite. Le coe cient transmission
est alors & ni par :

0 1
t(l ) — 1 C(:;‘ 00 J ( )

1 G&HI ) (GJ)?
avec (1) = €9t et G, (!) = 1=2iJ sin(g(! )). Finalement, enevaluant cette grandeur au
niveau de Fermi, on en ceduit la conductance quantique de la jonction :

0 1,

G(X) = Gg @ !

X2
1+ 21 x)

(5.24)

(5.25)

al x=(J J9%=Jeta Gy=2¢€=hestle quantum de conductance.

Comme illuste sur la gure 5.6, la courbe G(x) pesente deux maximum enx = 0
(J°= J)etx =2 (J°= J). En dautres termes, si la jonction posede une constante
de sautJ®= J, elle devient transparente entramant une conductance maxima® = Go.
Par contre, lorsquex = 1, c'esta-dire J°= 0, il estevident que la jonction ne laisse passer
aucun courant :G(1) = 0. Enn, lorsque jJ§ >>J , la conductance cecro’t selon une loi de
puissance de la form&  Gy(2J=J92.
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Chapitre 6

Conductance dans les eseaux
cesordonres

6.1 Introduction

Letude des maeriaux cesordonres ineresse le physicien depuis une quarantaine d'anrees
et passer en revue l'ensemble des travaux ealies est une tache dicile. On trouveraa cet
e et de nombreux renseignements dans l'articles ecent de B. Kramer et al. [1] et dans
I'article d'Elliott et al. [2]. Ce dernier, bien que datant de 1974, pesente un inerét certain
pour la compehension des probemes theoriques lesa letude de ces matriaux. Par la suite,
nous ne pesenterons que quelques points importants, laissant le soin au lecteur ineress de
parcourir ces revues.

De manere gererale, la di cule dans letude des eseaux cesordonres provient du fait
que le cesordre, de nature akatoire, conduita une meconnaissance totale de la structure
du syseme : le eseau perd la propree essentielle d'invariance translationnelle si bien
gue l'ensemble de ses caraceristiques, electriques, thermiques ou optiques, sont totalement
dierentes de celles d'un eseau parfait. Parmi les premiers travaux relatifs au desordre, on
peut citer ceux de Dyson [3] et Shmidt [4] qui se sont inereses au spectre des vibrations
(phonons) d'une chame harmonique cesordonree posant ainsi les bases de letude des milieux
akatoires unidimensionnels [5]. Leur analyse, en terme de matrice de transfert d'excitations,
est base sur les proprees du produit de matrices akatoires et permet d'en ceduire les
caraceristiqgues de la densie detats des phonons. Cette densit sklargit avec l'intensie
du cesordre et on observe une disparition partielle des singularies de Van Hove qui s'ar-
rondissent [5]. Pour un desordre binaire dans une chame unidimensionnelle formee de deux
constituants dierents, le spectre est tes iregulier en dehors de la bande spectrale relative
au milieu parfait et fait appara’tre une multitude de pics qui caracerisent des etats loca-
lies et ce quel que soit le dege de dcesordre. A l'inverse, pour un milieu tridimensionnel, ce
comportement disparata partir d'une concentration critique en cefauts et la densie detats
devient plus lisse et arrondiea lI'image de celle du eseau parfait. Lesetats qu'elle contient
posedent maintenant une extension spatiale sur I'ensemble du eseau et ne sont donc plus
localiss.

La question de la localisation aet introduite par les travaux remarquables d'Anderson
[6] qui s'est inerese a la di usion des spins dans un cristal akatoire et plus gereralement
aux proprees de transport dans de tels milieux. En mocelisant les excitations avec un Ha-
miltonien de liaisons fortes, il a introduit le desordre en consicerant lesenergies propres par
site comme des variables akatoires distribiees selon une loi de largewr Il aenone le
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Figure 6.1 { Mouvement d'une particule dans un eseau 1D akatoire.

theoeme suivant : si l'interaction laerale Jj entre sitesi et cecro rapidementa grande
distance et si sa valeur moyenng& est inerieurea une valeur critique J. de l'ordre de la lar-
geurw, aucun transport dans un milieu tri-dimensionnel n'est possible. En d'autres termes,
tous lesetats propreselectroniques sont localiees ce qui se traduit par I'existence d'une lon-
gueur de localisation nie caraceristique de la dynamique du syseme. Ce changement de
comportement est lea des prenonenes d'intererences quantiques qui esultent du fait que
siJ J, aucune transition eelle de site en site n'est possible. A partir d'unetat initial
localie, unelectron ne peut e ectuer que des transitions virtuelles en explorant une large
egion du eseau mais sans cetruire le caracere localie de letat de cepart. Le principe de la
localisation aee cereralieea l'aide de la treorie du Groupe de Renormalisation par Thouless
[7] et par Wegner [8]. Un article remarquable de Abrahams et al. [9] a permis de montrer
que le prenonene de localisation cepend essentiellement de la competition entdeet w ainsi
gue de la dimensiord du eseau. La localisation d’Anderson Ferite du mockle -non lireaire

sa dimension critiqued. = 2. Sid d, tous lesetats d'excitations sont localises quelle que
soit I'intensie du desordre. Par contre, lorsqued > d. (et donc par exemple lorsquel = 3)

le syseme pesente une transition du second ordre quandl atteint J.. Le caracere critique

de la transition fait que les developpements actuels sont essentiellement bases sur la theorie
du Groupe de Renormalisation et la treorie des champs.

Paralelement, la formulation de la transition de localisation en terme de theorie des
champs a entra’ye lelaboration de techniques compliguees mais rigoureuses. Par exemple,
Efetov [10] a ceveloppe une approche qui consisteaecrire la fonction de Greena partir d'une
inegrale de chemin. Le champ utili® est un superchampa deux composantes, une premere
de type bosonigue et une seconde de type fermionique. La dynamique du syseme est cecrite
par un Lagrangien, fonctionnelle du superchamp, qui tient compte des proprees locales du
milieu. La fonction de Green s'exprimea partir de l'inegrale d'une "fonction" exponentielle
de ce Lagrangien. Il est alors possible d'e ectuer la moyenne sur le cesordre de facon rigou-
reuse ce qui revienta cecrire le milieu par un Lagrangien e ectif qui devient maintenant une
fonctionnelle non quadratique du superchamp. Ce type d'analyse, relativement complexe, a
et utilie par exemple pour calculer la densie desetatselectroniques dans un alliage binaire.
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6.2 Notion de localisation : interérences quantiques

D'apes les travaux d'Anderson, lesetats quantiques d'un eseau 1D cesordonre et in ni
sont tous localiees quelle que soit l'intensie du cesordre. Ce esultat, purement quantique,
prend son origine dans la nature ondulatoire de la particule qui se celocalise sur un eseau.
En e et, si I'on consicere une particule classique en mouvement le long d'un potentiel 1D
akatoire, alors la particule sera capable de se ctlocaliser le long du eseau pourvu que son
energie soit superieurea la plus haute barrere de potentiellea franchir (voir l'illustration
Fig. 6.1). En d'autres termes, le cesordre ne localise par la particule. Pour une particule
guantique, les choses sont totalement dierentes puisqu'elle se localise dans une certaine
egion de l'espace, m&me si son energie est assez grande. La particule quantique est en
fait caraceriee par son amplitude de probabilie de pesence qui se comporte telle une
onde. Sous l'action du cesordre, cette onde subit une multitude de di usion (ke exion et
transmission) par les defauts du eseau qui entrame des phlenonenes d'intererences. Ce sont
ces intererences quantiques qui conduisenta la localisation de la particule.

Pour comprendre intuitivement ce necanisme, consicerons la limite de la localisation
faible. Dans ce cas, d'apes la treorie des inegrales de chemin de Feynman, I'amplitude
de probabilie A, .o pour passer d'un sitena un site n° s'exprime comme la somme des
amplitudes assoceesa chaque chemin possible reliant les deux sites :

X .
An o= AjeSiTh (6.1)
i
@ S est l'action classique du chemif qui joint n et n® Par consquent, la probabilie pour
passer dena n°skcrit :

Pt no = X A2+ X AiAje 'S S (6.2)
j i8]

Le premier terme, qualie de classique, corresponda la somme sur tous les chemins pos-
sibles ponceee par la probabilie de ealisation de chaque chemin. A l'inverse, le second
terme, purement quantique, tient compte de I'ensemble des intererences entre chemins
dierents. A cause du desordre, les dierences de phase entre chemins dierents se com-
portent gereralement comme des variables akatoires uniformement distriblees entre O et 2
si bien que le terme d'intererence s'annule : la probabilie quantique s'identi e avec la pro-
babilie classique. Cependant, il existe une classe de chemins pour lesquels des interkrences
constructives apparaissent. De tels chemins sont assocesa des trajectoires pour lesquelles
le site de cepart s'identi e avec le site d'arrive. Dans ce cas, pour un chemin particulier, il
existe toujours un cheminequivalent qui se deduit du premier par renversement du temps.
Comme le montre la Fig. 6.2, ces deux chemins possdent une méme phase si bien que le
terme d'intererence est maximal. L'ensemble de telles paires de chemins contribue fortement
a la probabilie de rester sur le site de depart qui apparat deux fois plus importante que la
probabilie classique correspondante. En d'autres termes, le jeu des intererences quantiques
priviegie la localisation de la particule sur son site de ceation et pevient sa celocalisation
le long du eseau.

Comme nous le verrons par la suite, ce ptenonene de localisation modi e profondement
la nature de la conductance d'un conducteur quantique qui cecro’t exponentiellement avec
la taille du eseau lorsque celui-ci pesente un certain dege de desordre aussi faible soit-il :
G(L)/ exp( 2L=)a cdenote la longueur de localisation du eseau. Un tel comportement
apparat totalement dierent de celui de la conductance classique qui suit la loi d'Ohm
macroscopique et cecro’t lentement avec la taille du conducteur selon la IG(L) / 1=L.
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Figure 6.2 { Contribution de deux cheminsa la probabilie de transition entre deux sites.

Figure 6.3 { Conductance d'un eseau cesordonre.

6.3 Conductancea travers un eseau asordonre

6.3.1 Position du probéme

Pouretudier les mecanismes de localisation, nous allons consicerer la conductance d'un
conducteur quantique cesordonre unidimensionnel. Pour cela, nous supposerons que la dyna-
mique de la particule est cecrite par un mockele de liaisons fortes akatoire. Plus peciement,
le conducteur est forme par deux extemies iceales entourant une egion deL sites au ni-
veau de laquelle chaque site possde uneenergie propre particulgrg = ! o n (le choix
du signe n'a pas d'in uence mais il nous permettra d'utiliser les calculs pesenes dans
le chapitre peedent). La notion de desordre traduit alors le fait que cette energie varie
akatoirement de sites en sites si bien que I'ensemble deg repesenteL variables akatoires
incependantes et de valeur moyenne nulle. On noteraa ce stade qu'une telle situation decrit
ce que I'on appelle un cesordre gek dans le sens ai lesenergies de site ne varient pas au
cours du temps.

D'apes les esultats du chapitre peedent, la conductance d'un tel syseme sécrit :

o

=

T(L) (6.3)

al T(L) repesente la transmittancejt(L)j?a travers les L cefauts. Etudier la conductance
revient donca analyser la transmittance du eseau. Cependant, compte tenu de la nature
akatoire du eseau, la transmittance devient une variable akatoire dont la valeur cepend de
la ealisation du cesordre et de la tailleL de la egion cesordonree. Dans ces conditions, que
doit-on exactementetudier ? La connaissance de la transmittance moyenne est-elle signi ca-
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tive ? Au contraire, doit-on ceterminer la distribution de la transmittance f (T) qui e nit
la probabilie pour que T(L) = T ? Cette distribution ce nit elle une densie de probabilie
gaussienne en vertu de la loi des grands nombres ou correspond ellea une loi large ?
Avant de epondre a ces questions dans le cas pecis de la transmittance, nous allons
introduire trois proprees gererales qui sont essentielles pour caraceriser la dynamique
d'un eseau cesordonre. Ainsi, soit Q. une variable akatoire qui cepend d'un ensemble de
L variables akatoires incependantes,,, m = 1;:::; L, qui okeissenta une méme loi. Il existe
trois comportements principaux possibles pour la variabl®, :
Q. est une quantie dite auto-moyennante (self-averaging) si elle tend avec certitude
vers une limite parfaitement ce nie Q lorsquel tend vers l'in ni. Par exemple, une
telle situation apparat si Q. secrit comme la somme ded. variables akatoires :

nx:L
QL = Xm (6.4)

m=1

Dans ce cas, la moyenne d@_ werie <Q_ >= L <x > alors que son care moyen
estcenipar <Q? >=L<x?2>+L(L 1)<x>2 Les uctuations autour de la
moyenne sont alors donrees par :

<Q2> <QL>2:1<x2> <x>?2
<Q_ >? L <X>?2

I OquandL'1 (6.5)

En d'autres termes, les uctuations deQ, deviennent regligeables devant sa moyenne
si bien queQ, tend versL < x > avec une probabilie de 1 lorsqué. devient grand. Ce
esultat constitue la loi faible des grands nombres : la somme devariables akatoires
tend vers une limite nie avec certitude, c'esta-dire avec une probabiliee 1, lorsqud.
tend vers I'in ni.

Lorsque L devient grand, il est aussi possible d'observer une convergence en loi. Cela
signi e que la densie de probabilie f| (Q.) induite par le desordre tend vers une loi
limite f (Q) lorsqueL ! 1 . Dans ce cas, tous les moments Qf > admettent des
limites non triviales qui sont les moments de la loi limite pourvu que cette loi soit assez
egulere.

Il se peut enn que Q. possede une loi large. Ceci signi e que ces uctuations rela-
tives, dues au desordre, croissent sans limite avec la taille du eseau. Nous avons
en particulier < Q2 > >> < Q | >2. Dans une telle situation, la valeur typique de
la quantie Q. , c'esta-dire celle qui est mesuee exgerimentalement, est celle qui rend
la distribution f| (Q_) maximale. Dans ce cas, la moyenne n'est pas signi cative puis-
gu'elle est domiree par des con gurations du desordre qui sont tes improbables. Par
exemple, une telle situation apparat sQ. secrit comme le produit desL variables

akatoires :
mgF L
QL= Xm (6-6)

m=1
Dans ce cas, la moyenne d@, erie <Q_ >=<x> ! alors que son care moyen est
cknipar <Q2Z>=<x2>L Les uctuations autour de la moyenne sont alors donrees
par :
2 2 2
<QZ> <Q_.> :(<x >
<Q_ >2 <X> 2

1)-11 quandL!1 (6.7)
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A partir de ces trois proprees fondamentales, on voit clairement que la transmittance
du eseau cesordonre sera caraceriee par une loi large. En e et, d'apes les esultats du
chapitre peecdent, la loi de composition des coe cients de transmission montre que le
coe cient de transmission a travers un ensemble de cefauts fait intervenir le produit des
coe cients de transmissiona travers chaque defaut. Cependant, cette loi de composition ne
se eduit pasa un simple produit si bien que les choses ne sont pas si simple que cela. Ainsi,
pour appehender ces plenonenes, nous allons tout d'abord consicerer le cas d'un faible
esordre pour ensuite envisager sereinement le cas gereral.

6.3.2 Cas du faible asordre

Le cas du faible desordre correspond a une situation dans laquelle les perturbations
induites par les defauts sont relativement faibles j ,j << J 8m. Il est alors possible de
cevelopper les coe cients de transmission et de e exion par rapport aux variables ,, =

m=2J sin(g). On montre ainsi que la transmittance reste voisine de l'unie alors que chaque
coe cient de e exion est proche de zro. Dans ces conditions, il est possible d'exprimer le
coe cient de transmission de facon simple en fonction des variables akatoires,. En e et,
pour les coe cients de e exion, on a (voir le chapitre peecdent) :

i m - .
r m_gfam  jz
m 1. m

| . . .
m = ———e 29M jz_ avecz, = ne*" (6.8)
1 1 4
Dans le m&éme esprit, les coe cients de transmission \eri ent :

tm = 1 = g 1 e' m (69)

1 im 1+2m

al , estun terme de phase sans importance. On a donc :

1 . o
tn 1 S mE" e Znj*=2gl m (6.10)

Dans ces conditions, la loi de composition des coe cients se simpli e selon la relation :

t(m) - tmrtrf]r;’l(m 1)1) tmt(m l)ermr(m 1)
(my = M oefM Do m 1) (6.11)

"
1 rpr(m 1) m

aveC m =1+ i m)=1 i m). Alordre le plus bas par rapport aux ,, le coe cient de
transmission devient :

\'2 1y
ttm) (  tym)exp( Fm+1 Fmo) (6.12)
m=1 m=1 mo0=1
On en ceduit nalement
. X 5 X 1
t(m) € exp( =~ jzm?=2 Zin+1 Zpo) (6.13)
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P . . .
avec = , m unterme de phase akatoire. Finalement, la transmittancea travers lek
cefauts secrit simplement sous la forme :

x x .
T(L) eSBavecS(L)=|  zmj?=] m€2amj2 (6.14)

m=1 m=1

L'interpetation de cette relation est la suivante. Dans la limite d'un faible desordre, le
terme sous l'exponentiell&S(L) mesure la probabilie quantique d'observer la particule avant
la egion cesordonree du eseau. En e et,a partir d'un site initial n = 0, I'amplitude de
probabilie d'observer la particule enn = 0 apes avoir subie une e exion sur le defaut
m est donree parz, = exp(igm) 2 [exp( igm)] . La premere exponentielle traduit
la propagation de la particule de O versn alors que la seconde exponentielle caracterise le
processus inverse. En sommant sur I'ensemble des chemins possibles eLeneIevant I'expression
au care, on retrouve la probabilie de rester sur le site initial S(L) = j L., znj?. Cette
probabilie contient la somme des probabilies assoceesa chaque chemin et la somme des

termes d'intererences entre chemins :
x X X .
S(L) = 2 4 m moed(m m9 (6.15)
m=1 m mo% m
Les variables akatoires |, etant incdependantes, on montre facilement :
<S(L)> = L< 2>
<S(L)’> = L< “4>+2L(L 1)< ?2>2 (6.16)

avec< X > le moment d'ordrek de chaque variable akatoire ,,. On en ceduit :

<S(L)2> <S(L)>2 _ 1< 4> 2< 2m>2I |
<S(L)>2 —1+E < z2>2 I 1quandL!'1 (6.17)

En vertu des remarques gereralesetablies dans le paragraphe peedent, on voit clairement
gue la quantie S(L) n'est pas explicitement auto-moyennante car le rapport de lecart type
sur le care moyen ne tend pas vers zro lorsque devient grand. Cependant, ce rapport ne
diverge pas avec la taille du eseau ce qui assure la convergence en loi de la qua&tk).
En fait, la densie de probabilie g_(S) converge vers une loietroite exponentielle ce qui
permet de retrouver le esultat de lequation Eq.(6.17). Cette loi skcrit :

S
a.(S) IeXp( Z) (6.18)
al signe la longueur de localisation du mocele d'Anderson dans la limite d'un faible

cesordre : )
Dans ces conditions, sachant qu&é = exp( S), la densie de probabilie decrivant la
transmittance est ce nie par :

fu(T) xT*1 (6.20)

avecx = =2L. Par hypotrese, nous avons suppos que le transmittance etait voisine de
l'unike. Ainsi, la distribution de la transmittance est ce nie pourvu que X soit sugerieura 1,
soit >> 2L. Par congquent, la transmittancea travers une egion cesordonree de tailld.
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est une variable akatoire qui converge en loi selon une loi de puissance piqlee au voisinage
de l'unie. Ce necanisme se produit tend que la taille de la egion desordonree reste petite
devant la longueur de localisation du milieu. La transmittance moyenne etant signi cative,

on parle alors de egime netallique pour lequel la conductance cecro’t egerement en fonction
de la taille de la egion desordonree selon la loi :

G(L) = 2;’2 <T(L)> 2;’2(1 a4, (6.21)

6.3.3 Greralisation

Pour une intensie de desordre quelconque, le principe de I'analyse de la conductance
consiste a assimiler la transmittanceT (L) a travers L defautsa une variable stochastique
qui uctue de manere akatoire lorsque le nombrel varie. Le nombre de defauts joue alors un
réle similairea celui que joue le temps$ dans les processus stochastiques usuels. En e et, pour
un nombre de cefauts »e, la transmittance du syseme possde une certaine valeuf (L).
Cette valeur cepend bien sur du desordre qui egne au sein du milieu. Par consquent,(L)
peut étre assimikea une variable akatoire (V.A.). Lorsque le nombre de defauts devientegal
a L +1, la transmittance possde une nouvelle valeur tout aussi akatoire que la peedente
et ainsi de suite. Dans ce contexte, la V.AT (L) est enterement caraceriee par sa fonction
de distribution f| (T) qui repesente la densie de probabilie que la V.A. soitegalea une
valeur T pour un nombre de defautsL. Notre but est alors de determiner cette distribution
en utilisant les outils mis au point dans letude des processus stochastiques pour en ceduire
la transmittance moyenne ou la transmittance la plus probable.

Pour proedera cette analyse, il convient d'introduire la loi de composition des trans-
mittances qui joue un r6le fondamental puisqu'elle permet de caraceriser levolution du
processus stochastique, c'esta-dire levolution de la V.AT(L) en fonction deL. Ainsi,a
partir des relations fondamentales, on montre facilement que la transmittancea travets+1
cefauts secrit :

T T(L)

T(L+1)= =
1+R:1R(L) 2 RiaR(L)cos( L)

(6.22)

al Ry = jrmj? et R(L) = jr(L)j? = jr(L)j? et a1 nous avons poser (L) = | R(L)exp(i L).
Tn et R, =1 T, repesentent respectivement la transmittance et la e ectancea travers
le cefaut m alors queT(L) et R(L) =1 T(L) designent la transmittance et la e ectancea
travers L cefauts. | repesente alors la dierence de phase entre les coe cients de e exions
r.+1 etr(L). A ce stade, L'EQ.(6.22) montre en ealie que la loi de composition des transmit-
tances est di cilement exploitable. Pour surmonter cette di cule, il convient de travailler
sur une autre V.A. appeke esistance et ¢k nie par :

(L) = R(L) 1

STO T TL (6.23)

Ainsi, notre analyse portera essentiellement sur la dcetermination de la distributio® ( ;L )

de la esistance. Cependant, de par la ce nition de cette esistance, nous pourrons facilement
caraceriser la distribution de la transmittance ainsi que les dierents moments qui lui sont
assoces. Dans ce contexte,a partir de I'EQ.(6.22), on montre que la loi de composition des
esistances secrit :

q
(L+1)= taa+ (L)+2 141 (L) 2cos( L) r+«(l+ rL41) (L@A+ (L) (6.24)
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D'apes la treorie des processus stochastiques, la variation de la distribution de la
esistanceP ( ;L ) en fonction du nombre de cefautd. est cecrite par uneequation matresse.
Si I'on suppose que lorsque le nombre de cefauts varieda L +1 la V.A. (N) fait un saut

= (L+1) (L) de faible amplitude, alors lequation matresse peut étre approxinee
par uneequation de Fokker-Planck de la forme :

P(IL+1) P(iL)= @a( )P(iL)+ 2@a( (L) (6.25)

al a( ) cesigne le moment d'ordrek du saut . Ces moments peuvent étre evalles en
etudiant la loi de composition des esistances. Pour cela, nous allons invoquer I'approxi-
mation des phases akatoires qui consiste a supposer que la phase est uniformement
distribree en O et 2 . En eet, | fait intervenir la phase du coe cient de e exion r(L)
d'un ensemble del cefauts akatoires. Or, la phase de ce coe cient cecrit une somme de
phases akatoires accumukes apes chaque processus de e exion/transmission si bien que
l'on peut imaginer qu'elle aeke totalement randomise pour nalement étre uniformement
distribiee. Par consquent, en ealisant une moyenne sur la phase et sur le cesordre, on
obtient :

() = < ta>(@1+2) (6.26)
a2() = < E+1>(1+2 )2+2(< E+1>+< L+1 >) (1+ )

Sachant que , =1=T,, 1letT,=1=1+ 2)on en cduitaiement :

au() = < ?>(1+2) (6.27)
a() = < 4> 1+2)%+2(< *>+< ?23) (1+ )

Dans ces conditions, nous allons introduire la variable continuece nie par t = L <
2>=2L= . Lavariabledt =< 2>=2= traduisant l'incement du nombre de cfaut, on
en ceduit lequation de Fokker-Planck :

@(;t)= @1+2)P(;t)+ @ (1+ P(;t) (6.28)

al nous avons supposdt petit et reglige les termes endt? ainsi que les contributions en
< “4>. En regroupant les termes, on montre que lequation de Fokker-Planck se met sous

la forme :
@Rt _ @ , »@R:t)
@t @ @
Bien que cetteequation n‘admette pas de solutions gererales, il est possible d'introduire
deux comportements asymptotiques :
Regime nretallique
Dans le egime netallique, la esistance est relativement faible si bien? <<
Lequation de Fokker-Planck admet alors une loi exponentielle comme solution :

(6.29)

p@u:ieﬂ (6.30)

On retrouve alors les esultats obtenus dans le cas du faible desordre. Ainsi, le egime
nmetallique prend naissance lorsque la longueur de localisationest grande devant
la taille de la egion desordonree. La distribution de la transmittance suit une loi
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fortement piquee au voisinage de l'unie qui constitue la valeur la plus probable. La
transmittance moyenne decrot lireairement avec la taille du eseau selon la loi :

<T(L)> 1 2= (6.31)

Les uctuations autour de cette moyenne sont relativement faibles si bien que la
moyenne est signi cative et elle carackerise grosserement la transmittance que I'on
pourrait obtenir lors d'une mesure experimentale de la conductance.

Regime isolant

Lorsque la longueur de localisation est beaucoup plus petite que la taille de la egion
cesordonree, la esistance devient relativement importante si bien que? >>
Lequation de Fokker-Planck admet comme solution :

1 3
P(it)= p—=¢ (n() B2=4t (6.32)

Cette solution conduita une loi dite log normale pour la transmittance. C'est une
loi large dont les moments augmentent exponentiellement avec la taillesi bien que
les uctuations de la transmittance autour de sa moyenne sont tes importantes. La
moyenne n'est plus repesentative des valeurs prises par la transmittance qui sera
caracerigee par sa valeur la plus probable ¢ nie par :

T(L) exp( 2L=) (6.33)

On observe alors une cecroissance exponentielle de la conductance quantique en fonc-
tion de la taille du conducteur qui conduita I'annulation de tout transport. Ainsi,a
cause du asordre, le conducteur quantigue se comporte comme un isolant.

6.4 Reponse spectrale et fonction Green

Comme nous l'avons discue dans les chapitres peedents, la connaissance de la fonction
de GreenG(! ) joue un r6le fondamental pouretudier une grande varee de phenonenes.
Elle permet de calculer les amplitudes de transition, la densite detats ou lesenergies propres
du eseau par l'internediaire de ces pbles. Dans ce contexte, une multitude detudes furent
merees pour caraceriser la fonction de Green d'un eseau cesordonre. La plupart des ap-
plications de ces recherchesetaient (et sont encore) la cetermination de la eponse spectrale
du eseau. En e et, selon la treorie de la eponse lireaire, la fonction de Green permet de
e nir le spectre d'absorption d'excitons electroniques ou vibrationnels lorsque le syseme
est soumisa une onde laser visible ou infra-rouge. A travers ces quelques lignes, nous allons
donc montrer commentevaluer la eponse spectrale en utilisant une nethode approchee qui
est base sur l'approximation dite des phases akatoires.

Pour cela, nous consicererons le mockle de liaisons fortes akatoire suivant. Soit un eseau
contenantN sites egulerement distribtes. Chaque siten est caracerie par unetat quan-
tique local jni, denergie ! ,, dans lequel se trouve la particule lorsqu'elle est localiee sur
le site n. Sur le eseau, la particule est autoriee a se eplacer de sites en sites paret
tunnel et on note J la constante de saut entre deux sites plus proches voisins. Dans ces
conditions, la dynamique quantique de la particule est cecrite par un Hamiltonien de liaisons
fortes ce ni par : X
H = I'hjnihnj  J(jnihn +1j + jn + 1ihnj) (6.34)

n
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Comme peecdemment, la notion de desordreemerge du fait que lesenergies proprég =

o n varie akatoirement de sites en sites si bien que I'ensemble deg repesente N
variables akatoires independantes et de valeur moyenne nulle. A ce eseau dcesordonre, on
associera un eseau de ekrence ickal, dont I'Hamiltonien est ce ni par :

X
Ho = I ojnihnj  J(jnihn + 1j + jn + 1ihnj) (6.35)

n

6.4.1 La eponse spectrale : une grandeur auto-moyennante

Comme nous l'avons cemonte au cours du chapitre 2, le spectre d'absorption d'un eseau
guelconque, invariant par translation ou non, est ¢k nia partir de la somme desekments
de la fonction de GreerG(! +i0*)=(! H) !:

1(1) = X Guno(! + i0%) (6.36)

nno®

En pratique, le caracere akatoire de la matriceH rend tes di cile, voire impossible, le
calcul de la fonction de GreerG(! ) qui cepend fortement des con gurations microscopiques
du cesordre. Cependant, ce calcul est facilie par le fait que ealiser une mesure exgrimentale
revienta e ectuer une moyenne sur le cesordre de sorte que la cetermination d'une fonction
de Green moyenne est su sante pour interpeter les eponses optiques du eseau. En e et, la
eponse spectrald (! ) est une grandeur exgerimentale e nie comme la somme deseements
de la fonction de Green sur l'ensemble des sites. Le propagatéby,o(! + i0") est une
propree locale qui cepend de I'environnement microscopique au voisinage des siteset n°.
Compte tenu du dcesordre, la fonction de Green varie de facon akatoire d'un sitea l'autre du
eseau. Par contre, la somme de ces variables akatoires est une quantie auto-moyennante
en vertu de la loi faible des grands nombres.

En introduisant de facon arbitraire le nombre de sitedN et en ealisant le changement
de variablen®= n+ m , la eponse spectrale peut skcrire sous la forme :

1O 27 Ganentt +10%) (6.37)

n m

La somme sur tous les sites de lechantillon macroscopique de la grandeur akatoire sitleea
I'inerieur du crochet fait appara’tre I'ensemble des con gurations microscopiques locales pos-
sibles et repesente par conequent une grandeur moyenne incependante du site de egrence.
Ainsi, nous pouvons ealiser cette moyenne en xanh et n°et en e ectuant directement une
moyenne du propagateur sur toutes les con gurations possibles du cesordre : la moyenne sur
lechantillon macroscopique se eduita une moyenne sur les con gurations du dcesordre.

Par la suite, nous allons donc pesenter un formalisme bas sur l'approximation ATA
(average T matrix approximation) pourevaluer le propagateur moyen du eseau cesordonre.

6.4.2 Methode des phases akatoires

Dans la nethode des phases akatoires, le calcul de la fonction de Green est base sur
un ceveloppement en termes de matrices T assoceesa la pesence de defauts (voir chapitre
3, paragraphe 3.1.2). Dans les chapitres peedents, nous avions consicee un eseau ickal
perturke par la pesence de cefauts de petites tailles et en nombre limie. Dans un eseau
tesordonre, chaque site doit &tre consicee comme un cefaut. Realiser un ceveloppement en
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matrices T consiste alorsa analyser I'in uence d'un defaut ponctuel pour ensuite envisager
la pesence deN cefauts.

Ainsi, soit un eseau iceal d'Hamiltonien Hq et de propagateurG°(! ). Sur ce eseau, on
suppose que le site pesente un defaut correspondanta un trou denergie! , = ! n-
D'apes les esultats du chapitre 3, la fonction de Green en pesence du cefaut secriG =
G+ GT,G° au T, est la matrice T ck nie par :

Ta = jnihnj (6.38)

____n
1+GS,
On posera par la suitegy = G2, 8n.

Maintenant, pour une con guration donree du cesordre, c'esta-dire pour un jeu > des
variables akatoires |, notre eseau de etrence montre un ensemble de cefauts ponctuels.
La fonction de Green admet alors un developpement en matricek qui secrit (voir Eq.
(3.18)) : X X X X
G=G’+G° (T.+ TG°T + T,GT; GOTy + ::1)GP (6.39)

i jgi j6ikej

Introduisons le propagateur modie G° dont lesekments sont c& nis par :
ngo = ngo Qo nno (6.40)

Ce propagateur interdisant d'avoir deux di usions successives par un méme cefaut, ce type
de processusetant cep inclut de par la pesence des matrice3, le developpement de la
fonction de Green se eecrit selon la relation :

X X X
G=G'+ G°TG’°+ GTGT,G°+ G°T,GT,G’TG%+ :: (6.41)
i ij ijk

L'expression Eq.(6.41)etantevaliee pour un jeu donre des dierentes variables akatoires, la
discussion e ectilee au cours du paragraphe peedent nous conduit maintenanta determiner
la valeur moyennéGi du propagateur sur I'ensemble des con gurations possibles du desordre :

X X X
hGi = G°+ G°hTiG+  GPhTG°T;iG°+  GPhTG°T,GT,iG® + ::: (6.42)
i j ijk

Siformellement cette expression admet une resommation exacte, elle est tes di cileaevaluer
compte tenu de la pesence du cesordre. Pour surmonter cette di cule, plusieurs straegies
onteeelaboees par le pass. La plus simple, que nous allons illustrera travers ces quelques
lignes, permet devaluer le propagateur moyen dans la limite d'un faible desordre.

Ainsi, la methode des phases akatoires (a1 nethodes des matrices T moyenrees) consiste
aecrire la moyenne d'un produit de matrices T comme le produit des moyennes de ces mémes
matrices. Dans ces conditions, I'EQ.(6.42) se simpli e et devient :

X X X
hGi = G°+  G°hTiG°+  G°hTiG°hTiG°+  GPhTiG°hTiGhRiGo+ i (6.43)
i ij ijk
Or, d'apes I'EQ.(6.38), la matrice T moyennehT,i devient un objet qui se eduit au projec-
teur sur le site assoce :

hThi = jnihnjt(t) ) t(t) = i (6.44)

1+g() o
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al t(! ) est une grandeur moyenree incependante de la position du defaut. Par consquent,
la valeur moyenne de la fonction de Green peut étre resommnee exactement si bien que l'on
a:

hGi = G°+ tG°G® + t°G°G°G? + t3G°G GG + ::: = G + tG° I tGOGO (6.45)
En utilisant I'EQ.(6.40), on a :
1 tG%°=1 tG%°+tgo=(1+ got)(d G° 6.46
Jo = (1 + Got)( 1+ oot ) (6.46)
Dau t t t
hGi = G°+ Gl ———GYe%°=11 GY G° 6.47
I 1+ ot [ 1+ ot ] [ 1+ ot ] (6.47)

Finalement, cette dernere equation permet de montrer que la moyenne de la fonction de
Green skcrit comme l'inverse d'un operateur ce ni par :

t(!)
1+ go(!)t(')

D'apes les expressions EQq.(6.48), la quantie appar&t comme une correction des
ebments diagonaux de I'Hamiltonien du eseau iceal Hq. Cette correction uniforme est
incependante du site consicee. Elle agit de la méme facon au niveau de chaque site du
eseau si bien que tout se passe comme si le syseme desordonre etait cecrit par un Ha-
miltonien e ectif Heis (') = Hp+ (). Cet Hamiltonien e ectif caracerise les proprees
dynamiques d'un eseau spatialement geriodique. Des lors, si la pesence de cefauts ponc-
tuels distribtes akatoirement sur les sites du eseau cetruit 'invariance translationnelle,
cette propree essentielle est eintroduite naturellement lorsque I'on e ectue la moyenne sur
les con gurations microscopiques du desordre.

Dans ces conditions, les etats propres deles (! ) sont des ondes de Bloch. Ainsi, le
vecteur d'ondeq de l'exciton dans un eseau iceal reste un bon nombre quantique pour
cecrire lesetats du eseau desordonree. Cependant, les valeurs propres dey (! ) dierent
de celles dH, compte tenu de la pesence de la correction {). Pour chaque vecteur d'onde
g, ces valeurs propres sont des grandeurs complexes e nies par :

q='o 2cos@+ (!) (6.49)

hGi=[! He (!)] tavec (!)= (6.48)

La grandeur (!), appeke self-energy, traduit ainsi un correction des energies du eseau
ickal compte tenu de la pesence du cesordre. C'est une grandeur complexe ¢ nie par :
()= 9q) i Q). Lapartie eelle {!) repesente une correction desenergies propres
du eseau iceal alors que la partie imaginaire caracerise l'inverse de la duee de vie de ces
mémesetats propres.

Developpant la fonction de Green moyenne dans la base de Bloch, on obtient nalement :

ga(n n9
I 1g+2Jcos@ Q)+ oFr)

La eponse spectrale se eduit alorsa la composante de vecteur d'onde nulle si bien que le
spectre d'absorption du eseau desordonre devient (voir Eq.(2.44)) %

! ) AC)/ )
orzs o) A Tz e Wy

1. Le spectre d'absorption est proportionnela la partie imaginaire de la eponse spectrale.

(6.50)

. 1X
annO(! )| - N .

(6.51)

TV
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Ainsi, dans un eseau ickal, le spectre d'absorption se eduita un pic de Dirac cente sur le
fequence de vecteur d'onde nulle. Dans un eseau cesordonre, la pesence de cefauts entrame
unelargissement de la eponse dont la largeur est caracerise par la grandeur®! ). En
pratique, cette largeur cepend de la fequence. Cependant, on peut I'estimer dans la limite
du faible cesordre en xant la valeur de la fequencea! o. On a alors

2>

%R o) Imt(!o) 53

(6.52)
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Chapitre 7

Couplage avec un environnement

7.1 Introduction

Jusqua pesent, nous avons restreint notre analysea letude de certaines proprees d'une
particule (ou d'une excitation) se propageant le long d'un eseau 1D. La dynamique de cette
particule etait decrite de manere quantique et nous nous sommes ineresssa I'in uence de
divers cefauts. Ces cefauts brisant l'invariance par translation, ils entrament la e exion, la
transmission et/ou la localisation de I'onde decrivant I'amplitude de probabilie de pesence
de la particule sur le eseau. Dans ce contexte, la particule etait suppose isoke deste
de l'univers si bien que sa nature ondulatoireetait la source de I'ensemble des prenonenes
gue nous avons cecrit. Une telle situation est bien entendu iceale puisqu'en pratique la
particule sur le eseau interagit avec un environnement forme par d'autres deges de libere
qui participenta la dynamique du eseau. La congequence principale de cette interaction est
d'induire des uctuations stochastiques des paranetres caraceristiques de la dynamique de
la particule energie des site et constantes de saut) qui tendenta cetruire la colerence de
la particule. Celle-ci perd sa capacie a former des intererences si bien que son caracere
ondulatoire disparat pour faire placea un comportement corpusculaire quasi-classique : c'est
le prenonene de ccolerence quantigue  qui prend naissance sur une echelle de temps
note temps de c&ephasage et sur uneechelle de longueur noedongueur de colerence

Dans ce chapitre, nous allons doncetudier I'in uence sur la particule du couplage avec un
environnement que l'on appelle gereralementin bain thermique . Pour cela, il n'est plus
possible de raisonner sur I'Hamiltonien de la particule isoke mais il convient de travailler
sur I'Hamiltonien du super syseme particule + bain thermique. Dans ces conditions, letat
guantique du super syseme n'est gereralement qu'imparfaitement connu et une description
statistique est requise. Une telle approche est base sur l'utilisation du formalisme de la
matrice densit dont les rudiments sont rappeks dans les appendices. De plus, pour de plus
amples informations, nous invitons le lecteura consulter les articles cies dans le bibliographie
assoceea ce chapitre.

7.2 Position du probéme
En utilisant les notations introduites dans les chapitres peedents, on consicere un eseau
contenantN sites egulerement distribtes. Chaque siten est caracerie par unetat quan-

tique local jni, denergie ! o, dans lequel se trouve la particule lorsqu'elle est localiee sur le
site n. L'ensemble des vecteurgj ni g forme la base locale qui sous tend I'espace desetats

89
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Er de la particule. Sur le eseau, la particule se teplace de site en site paret tunnel et
on note J la constante de saut entre deux sites plus proches voisins. Dans ces conditions,
la dynamique quantique de la particule est cecrite par I'Hamiltonien de liaisons fortes & ni
par : X
Ha = I'ojnihnj  J(jnihn + 1j + jn + 1ihnj) (7.2)
n
Cette particule n'est plus isoke mais elle interagit avec un bain thermique dont la dy-
namique propre est cecrite par I'HamiltonienHg. Sans perte de gereralie, nous noterons
par des indices grecp i lesetats propres deHg assoces auxenergies propres . Cesetats
propres sous tendent I'espace desetats du bain noB; . A titre d'exemple, le bain thermique
peut correspondre aux phonons basse fequence du eseau qui traduisent les mouvements col-
lectifs des sites du eseau. A temperature nie, I'in uence de ces mouvements est double.
Tout d'abord, ils produisent une variation de I'environnement physico-chimique de chaque
site ce qui entrame une uctuation de lenergie desetatgni. Ainsi lenergie du site n devient
une variable stochastiqued , = 'o+ !, an !, est un operateur qui ne cepend que des
deges de libere du bain. Ensuite, modi ant les distances entre sites voisines, les mouve-
ments collectifs du eseau produisent des uctuations J, de la constante de saut reliant les
sitesn et n+ 1. Par congequent, ces variations stochastiques des paranetres dynamiques de
la particule traduisent I'existence d'un couplage H entre la particule et le bain thermique.
En ceveloppant ce couplage sur la base locale, on obtient (on peut aussi travailler dans la
base de Bloch) :
H= X I'hjnihnj+  Jy(jn + 1ihnj + jnihn + 1j) (7.2)
n
Dans ces conditions, comprendre la dynamique quantique de la particule sur le eseau revient
aetudier levolution du super syseme particule + bain qui est cecrit par I'Hamiltonien total
H:
H = HA + HB + H (73)

Pour ealiser cetteetude, nous supposerons qua un instant initialt = 0 le super syseme
est cecrit par une matrice densie qui skcrit comme le produit suivant :

= ABec (7.4)

A est la matrice densie initiale cecrivant letat de la particule. Nous ne peciserons pas
sa nature pour le moment sachant que selon les situations que nous analysergnpourra
Cecrire la ceation de la particule en un site donre, une situation dequilibre thermodyna-
mique ou encore l'excitation initiale d'un mode d'onde plane de vecteur d'ondgA l'inverse,
nous supposerons que la matrice densit initiale du baing, decrit une situation dequilibre
thermodynamique. Le bain formant un eservoir denergie, nous le supposeronsa lequilibrea
la temperature T si bien que sa matrice densit corresponda une distribution de Boltzmann
dans lI'ensemble canonique & nie par :

B =exp( Hg)=Trlexp( H )] (7.5)

a =1=kgT, kg etant la constante de Boltzmann. Finalement, . tient compte de I'exis-
tenceeventuelle de corelations statistiques initiales entre la particule et le bain thermique.

A partir de ces conditions initiales, levolution de la matrice densie au cours du temps
est gouverree par lequation de Liouville :

i@ @M=[H ) @®=e™e™ (7.6)
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La connaissance de(t) nous permet alors de ceterminer levolution temporelle de n'importe
guelle observableO apes une double moyenne quantique et statistique qui skcrit (voir
appendices) :

hO(t)i = Tr[O (1)] ) h O(t)i = Tr[Oe "' e™!] (7.7)

Le probkeme est qu'en pratique le bain thermique forme un syseme souvent complexe si bien
gue lequation de Liouville ne peut pas étre esolue exactement. Il n'est donc pas possible
de ceterminer I'expression de la matrice densie totalea l'instantt. Or, gereralement, cette
matrice densie contient plus d'information que recessaire. En e et, bien que levolution
du super syseme particule + bain soit gouverree par I'Hamiltonien totalH, on s'ineresse
cereralement aux seules proprees de la particule. Par exemple, pour caraceriser la pro-
babilie de pesence de la particule en tel ou tel site du eseau, on sera amereaetudier la
densit denergie ck nie par :

Pn(t) = Tr[jnihnj (t)] (7.8)

Dans le m&me esprit, le ux denergie le long du eseau sera enterement ce ni par la connais-
sance de la densie de courant qui sécrit :

in(t)= W3Tr[(nihn+1j j n+1ihnj) ()] (7.9)

En d'autres termes, seules les moyennes d'observables assocees a la particule vont nous
ineresser. De telles moyennes se ceduisent facilementa partir de la matrice densie eduite
(t) qui est & nie par :
()= Trg[ (t)] (7.10)

al Trg cesigne une trace partielle sur lesetats du bain uniquement (voir appendices). Ainsi,
la matrice densit eduite constitue I'objet central de letude de la dynamique d'une particule

en contact avec un bain thermique. Elle tient compte du fait que levolution du syseme ne
se eduit pasa celle de la seule particule mais fait intervenir celle de I'ensemble particule +
bain en interaction. Dans les paragraphes suivants, nous allons alors construire uneequation
ma'tresse ereralige qui va nous permettre de caraceriser levolution temporelle de la ma-
trice densie eduite. Dans le cas du transport sur eseau, ce type dequations sera appek
une equation ciretiqgue quantique. A ce stade on utilisera le nom usuel RDM, de l'anglais
reduced density matrix, pour nommer la matrice densie eduite (t).

7.3 Equation matresse

7.3.1 Expression de la RDM dans l'espace de Liouville

Pour caraceriser levolution de la RDM, il est plus simple de travailler dans I'espace de
Liouville dont la & nition est introduite dans les appendices. Cet espace est ct ni de telle
sorte que les matrices densies, qui sont des operateurs dans I'espace desetaidu syseme
particule + bain deviennent des vecteurs dans l'espace de Liouvile= E E Y. Dans ces
conditions, lequation de Liouville devient isomorphea lequation de Schredinger est sécrit :

i@ ()= L (1) (7.11)

@ L =[H;::] est appek le Liouvillien assocea I'HamiltonienH. Ce Liouvillien est un super
operateur dans le sens au il repesente un operateur agissant dans I'espace de Liouville. Dans
ces conditions, l'inegration formelle de lequation de Liouville conduita deux expressions
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equivalentes de la matrice densie en fonction du super operateur devolution assoce au
Liouvillien U(t) = exp( iLt):

()= Ut) = U(t)car (t)= (t)¥ 8t (7.12)
Dans ces conditions,a partir de la relation gererale :
Ajj = TrfjjihijA] = Tr[Ajjihij] ; (7.13)
la repesentation de la RDM dans la base localgi sécrit :
nin, (1) = Tr[jnzihngju(t) J= Tr[ WY(t)jnaihnyj] (7.14)

De la méme facon, dans la base des ondes de Bloch qui sontetats propres de I'Hamiltonien
de la particule, la repesentation de la RDM devient :

ae(t) = Trlicihaju(t) T= Tr[ U/(t)jcihaj] (7.15)

Quel que soit le choix de la base pour repesenter la RDM, les Egs.(7.14) et (7.15) montrent
gue la matrice densit eduite peut s'exprimer sous deux formes dierentes faisant intervenir
soit I'operateur devolution U(t) soit son dualUY(t). Ces deux expressions sonta l'origine de
deux nmethodes dierentes pour construire lequation ma'tresse ereralisee. Par experience,
I'expression contenant)¥(t) permet de ealiser des ceveloppements plus simples et plus intui-
tifs. Nous utiliserons donc cette repesentation. Des lors, compte tenu que la matrice densie
initiale du super syseme particule + bain se factorise, il est possible de faire appara’tre une
trace partielle sur lesetats de la particule et une trace partielle sur lesetats du bain.

Par consquent, dans la base local@i, la repesentation de la RDM sera & nie par :

nino (1) = Traf A Tre[ s (UY(1)] jnzihngjg (7.16)
De facon similaire, dans la base de Blocjui cette repesentation secrit :

ae(t) = Traf A Trg[ s UY(1)] jeihchjg (7.17)

Par la suite, nous serons ameresa cevelopper des calculs dans I'espace de Liouville. Des
lors, la notion de Liouvillien se gereralise et I'on ¢k nit successivement les super-operateurs
La, Lg et L qui correspondent aux Liouvilliens assoces aux Hamiltoniensl, Hg et

H. Lévolution libre du syseme, c'esta-dire lorsque l'interaction entre la particule et le
bain n'est pas prise en compte, est cecrite par le LiouvillierLy assoce a I'Hamiltonien
Ho = HA + HB .

7.3.2 Methode des projecteurs etequation matresse

De facon gererale, la methode des projecteurs consistea introduire des objets mattematiques
permettant deliminer l'information sans inerét (les variables du bain thermique) et d'ex-
traire uniguement l'information qui nous ineresse gvolution de la RDM).

Ainsi, introduisons le projecteurP qui ealise une moyenne sur lesetats du bain au sens
de la matrice densik initiale g. Il est ce ni par :

PA = Trg[ sA]= hAig 8A2L (7.18)
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L'Eq.(7.18) ck nit bien un projecteur puisque P? = P. De la méme facon, on introduit le
projecteur compementaireQ =1 P tel que QP = PQ = 0. On notera que PB = 0 si
B 2 L estun super operateur de Liouville assocea un operateuB agissant uniquement dans
I'espace desetats du bain qui \erie B; g] = 0. En particulier, si Lg = [Hg;:::] cesigne le
Liouvillien assocea I'Hamiltonien du bain Hg, on aPLg = 0.

A partir de ces c nitions, la RDM s'exprime en fonction de la projection du super
operateur devolution selon la relation :

nlnz(t) = TrAf A P CUy(t)P jnzihnljg (719)

Des lors, caraceriser levolution temporelle de la RDM revient donca analyser celle de la
projection du super operateur devolution. Pour ealiser cette proedure, introduisons tout
d'abord les deux operateurs suivants :

We(t) = P ()P
Uo() = P (Q (7.20)
Dans ce contexte, levolution temporelle du super operateur devolution sécrit :
@ V()= i UL =i JU(t)(P + Q)L (7.21)

En projetant cetteequation sur P par la gauche puis en ealisant une projection successive-
ment sur P et Q par la droite, on obtient un syseme dequations coupkes :

@Ue(t) = iUSs(PLP + iU ()QLP (7.22)
@Ro(t) = iU ()PLQ+iU6(HQLQ (7.23)

La esolution de ce syseme consistea esoudre I'EQ.(7.23) pour ceterminer levolution tem-
porelle formelle deﬁ,’Q(t) en fonction deU¥, (t). La solution ainsi obtenue est ensuite injecee

dans I'Eq.(7.22) de mangerea obtenir uneequation devolution pour U3 (t) qui est la seule
grandeur recessaire pour caraceriser la RDM. Ainsi, la solution gererale de I'EQ.(7.23) est
la somme d'une solution homogene de lequation sans second membre et d'une solution parti-
culere de lequation avec second membre. Apes quelques calculseementaires, cette solution
secrit : 7

. t .
Ulo(t) = Ug(0)€°-!+ i dtiUp (t)PLQERH 1 (7.24)

avch,é’Q(O) = P Q. Ace stade, cette solution se simpli e en remarquant qu@ exp(iQLQt) =
exp(iQLt)Q. De plus, en e ectuant le changement de variable, ! t t; dans l'inegrale

du second membre, on en ceduit nalement :
z

UWo(t)= P &°MQ+ i Ot dt,Uss (t  ty)PLe'?H:Q (7.25)
Par conequent, levolution de l'operateur U3, (t) est gouverree par lequation exacte :
@USp(t) = iU (t)PLP Zot dt,Ulo (1 t)PLe?M1QLP
+ P Q1 QLP (7.26)

Cette equation gererale se met sous une forme plus simple et permet detablir ce qu'il
est commurement appek une treorie de champ moyen. En e et, d'apes I'expression de la
RDM, U2, (t) agit par la droite sur un operateur qui ne cepend que des deges de libere de
la particule. Par conequent, si on noteO 2 E,o un tel ogerateur, on obtient les proprees
ebmentaires suivantes :
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Renormalisation de I'Hamiltonien de la particule :
PLPO=PLO = P(La+ L)O=(La+h Lig)O (7.27)

car LgO = 0 et PLp = hLaig = La. En dautres termes, tout se passe comme
si levolution libre de la particule etait gouverree par un Hamiltonien e ectif Hp +

h Hig. La correction correspondante traduit alors la moyenne sur lesetats du baina
lequilibre thermodynamique du couplage particule / bain. Cette correction cependant

de la temperature du bain, il en est de m&me de I'Hamiltonien e ectif de la particule.
Par la suite, nous ne changerons pas nos notations si bien que la renormalisation de
I'Hamiltonien de la particule revienta ealiser le changement de variables :

Ha ! Ha+h Hig
H | H h Hig (7.28)

Dans ces conditions, la moyenne du couplage etant inegee dans levolution libre, la
valeur moyenne du couplage esiduel s'annule.
Action de QLP surO:

QLPO=QLO = Q(La+ L)O=( P )La+ L)O (7.29)

Sachant quePLa = La on en ceduit (1 P )La = 0. De plus, ayant renormlie le
couplage, on a maintenanP L =0. On en ceduit donc :

QLPO= LO (7.30)
Action de PLe'Q"1QLP sur O :
PLeQ":QLPO = PLe?":Q LO (7.31)

En ceveloppant L, on voit clairement que seule la contribution L produira une valeur
non nulle. En e et, nous avons cep mentionre que I'action du projecteurP surLg est
identiquement nulle puisqueHg commute avec g. De plus,P n'agissant pas sui_a,
on voit apparatre un terme enPQ = 0. Par consquent, on en ceduit :

PLeRM:1QLPO =P Le®'"t LO (7.32)

En utilisant I'ensemble de ces proprees, on obtient nalement une forme compacte pour
lequation devolution de la projection de I'ogerateur devolution dans Liouville qui sécrit :

z

t
@Ugp (1) = 1UZp(t)La . dt; e (t  t))M (t1) + F (1) (7.33)
avec
M(@) = P Le®" L=nh Le'®" Lig
F(t) = iP 9% L=ih % Lig (7.34)

Lequation devolution Eq.(7.33) est une equation inegro-dierentielle exacte. A ce stade,

aucune approximation n'a encore et eali®ee. Elle pesente trois contributions. Le premier
terme caracerise levolution libre de la particule, en I'absence de l'interaction avec le bain
thermique, dans l'approximation de champ moyen. Il cecrit une evolution colerente de la
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particule sous l'unique in uence de I'Hamiltonien e ectifHy, Ha+ < H >pg. Le second
terme rend compte de I'ensemble des prenonenes dits de relaxation dont I'origine provient
du couplage avec le bain thermique. Il tient compte de la modi cation de la dynamique de la
particulea l'instant ta travers toute I'histoire de son interaction avec le bain entre les instants
t =0 et t. Cette histoire est quantiee dans le noyau nemoireM (t) qui congrea lequation
devolution un caracere temporel non local via I'apparition d'un produit de convolution.
La dernier terme, proportionnela l'operateur F (t) joue le rble d'une force exerieure dont
l'origine provient de l'existence de corelations statistiques initiales entre la particule et le
bain.

Sous sa forme gererale, lequation devolution Eq.(7.33) ne peut pas étre esolue, méme
de manere nurnrerique. Par conequent, on fait souvent appela une treorie des perturba-
tions bases sur un ceveloppement par rapport au couplage particule bain. Une telle ap-
proche traduit le ceveloppement perturbatif du noyau nemoire et de la force initiale. La
proedure est la suivante. L'eq.(7.34) montre clairement que le noyau nemoire et la force
initiale s'expriment en fonction de l'operateur exp{QLt). L'icee principale consiste donca
cevelopper cet operateur en une srie perturbative par rapporta H. Ainsi, levolution du
super operateur devolutionetant donree par lequation :

@UY(t) = iW(DL = iW(t)(P + Q)L ; (7.35)

on va chercher une solution de la form&Y(t) = VY(t)exp(iQLt). Apes quelques calculs

ebkmentaires, on obtient l'identie suivante :
Z

. t .
UY(t) = €O + i ) dt,UY(ty)PLe' Q- 1) (7.36)

Soit : Z ¢
et = () i dtUY(ty)PLeRtt W (7.37)
0

En reportant cette expression dans les equations Eq.(7.34), on en ceduit I'expression du
noyau memoire et de la force intiale en fonction du super operateur devolutiorlJ¥(t) :
Z t
h LUY(t) Lig i dtz< LU(t))>g M (t ty)
0
Z t
ih UY(t) Lig+ diz< U(ty)>g M (t ty) (7.38)
0

M (t)

F(t)

A partir de cesequations, la theorie des perturbations s'obtient en e ectuant le ceveloppement
de Dyson du super operateur devolutionUY(t) par rapporta L :
z

U(t)

t
W)+ i dty Ug(t) L Ug(t ty)
0
. z t z t1
+ 2 dtdt, UJ(ty) L UJ(ts t2) L Ut ty)
0 O

+ (7.39)

a1 UJ(t) = exp(iL ot) = exp(i(La + Lg)t) est le super ogerateur devolution libre. Dans ces
conditions,a l'ordre deux des perturbations, le noyau nemoire et la force initiale sont c& nis
par :

M (1)
F(t)

h LUY(L) Lig (7.40)
ih (1) Lis

t

Odtll‘(c h cig)Ug(ts) LUI(t t1) Lig

On notera que l'approximation . h .ig conduita une force initiale nulle.
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7.3.3 Evolution pour la RDM

Pour etudier levolution temporelle de la matrice densie eduite, nous allons simpli er
I'apporche eererale peedente. Tout d'abord, nous allons supposer un cecouplage statistique
initial entre la particule et le bain si bien que la matrice densieat = 0 se factorise sous la
forme = A g. Ondonc . =1 ce qui entrane l'annulation de la force initiale. Ensuite,
nous utiliserons une theorie des perturbations d'ordre 2 par rapport au couplage particule /
bain. Dans ce contexte, levolution de la projection du super operateul)d, (t) secrit :

z t
@U3p (1) = iU (t)La dtuUp(t  ti)h LUS(ta) Lis (7.41)
0

En reportant cette equation dans I'expression de la RDM, on obtient la forme gererale de
lequation matresse :

@ niny(t) = iZTr[ aUgp (D)L ajnzihngj]
t .
dtsTr[ aUSp(t  ti)h Le“o" Ligjnaihngj] (7.42)
0

A ce stade, on obtient la forme nale de lequation matresse ereralie en ceveloppant
I'expression peedente dans I'espace de Hilbert. On laissera le soin au lecteur de montrer
gue le premier terme du second membre se eduit au commutateur ¢, avec (t). Par
contre, le calcul du second termeetant plus compligle, nous allons en cetailler les grandes
lignes. Ainsi on a:

Hjnzihnlj J nzihnlj H
Ug(t) HjnaihnijUo(t)  UJ(t)inzihnij HUg(t) (7.43)

Ljnzihnlj
Ljnzihnlj

eIL ot

al Ug(t) = exp( iHt) est l'operateur devolution libre. A partir de ce dernier esultat, une
nouvelle action du Liouvillien d'interaction conduita :

Leot Ljnyihngj = HUZ(t) HjnaihngjUe(t) HU{(t)jnzihngj HUo(t)
U(t) HjnaihngjUo(t) H + UJ(t)jnsihngj HUg(t) H (7.44)

En inerant par la gauche et par la droite deux relation de fermeture dans la base locale, on
en ceduit :

|L Ot - . . — X - . .
Le Ljnzihngj = jnaihngj

ning
+ g HUG(t) HjnaihngjUg(t)jnyi
h nyj HUJ(t)jnzihnyj HUg(t)jnai
h najUi(t) HjnzihngjUe(t) Hjnai
+  yjud(t)jinzinng HUG(t) Hjnai (7.45)

Finalement, en ingerant cette expression dans I'Eq.(7.42), on voit naturellement appara’tre
n.n,(t) Si bien que
. X
@ nin, (1) = ihngj[Ha; (D]inai dtiJ(nenz;ning;ts) npn(t ta) (7.46)

ninz
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al le super-ogerateur J(t1), appek noyau nemoire , est ce ni par :

J(ning;ning;ty)) = Trg g (7.47)
hn,jUg(t1)jnzihngy HU(t1) Hjngi + hnpj HUZ(t1) HjnaihngjUg(ty)jngi
h nojUi(ty) HjnaihnijUg(t:) Hjnii h nyj HUG(t1)jnzihngj HUg(ty)jnai

Soit, en notant G(t) = exp( iH at) l'ogerateur devolution libre de la particule :

J(ning; ning;ty) =
mimoy

+ h Hpm, (t1) Hm,n, (0)is Gmym, (t1)Gp,n, (t1)
+ h anml(tl) HmZnZ(O)iBGmlmg(tl)Gnlnl(tl)
h Hmn,(t)) Hmuny (0)is Gnym, (1) Gy n,(ta)
h Hmun, (t1) Hmun, (0)ig G,ym, (t1) Gmyn, (1) (7.48)

al H(t,) dcenote une repesentation de Heisenberg par rapporta I'Hamiltonien du bain
uniguement. On notera que pour obtenir I'expression du noyau memoire nous avons utilise
les proprees suivantes :

lenz(t) = Gnlng(t) et Ht}lllnz = annl
h Hnlﬂz(t) Hn3n4(0)iB =h Hn4n3(0) Hnan(t)iB (7-49)

Lequation ma'tresse Eq.(7.46) est uneequation inegro-dierentielle qui pesente deux
contributions. Le premier terme carackrise levolution libre de la particule, en lI'absence
de l'interaction avec le bain thermique, sous l'unique in uence de I'Hamiltonien e ectif du
eseau Hx + h Hig. Il decrit une evolution colerente de la particule dont le comporte-
ment ondulatoire se manifeste par sa capaciea se clocaliser telle une onde plane ou une
superposition coterente d'ondes planes (paquet d'ondes). Par contre, le second terme rend
compte de I'ensemble des phenonenes dits de relaxation dont 'origine provient du couplage
avec le bain thermique. Il tient compte de la modi cation de la dynamique de la particulea
l'instant ta travers toute I'histoire de son interaction avec le bain entre les instants= 0 et
t. Cette histoire est quantiee dans le noyau nmemoireJ (t) qui conkrea lequation ma'tresse
son caracere temporel non local.

A ce stade, seule une approche nunerique permet de esoudre lequation matresse sous
sa forme cererale. Cependant, ils existent beaucoup de situations dans lesquelles la nature
non locale en temps dispara. Ceci provient essentiellement de la nature du bain et conduit
a la limite markovienne que nous allons discuter dans le paragraphe suivant.

Remarque : une nethode simple sans passer dans l'espace de Liouville

Il est possible detablir uneequation matresse d'ordre deux pour la RDM sans intro-
duire lI'espace de Liouville ni la notion de projecteur. Pour cela, le point de depart est
l[equation de Liouville pour la matrice densie totale :

@ ()= iH; ()] (7.50)

Onelimine alors levolution libre en introduisant la repesentation d'interaction :

(t) = Uo(t){(t)Ug (1) (7.51)
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Lequation de Liouville devient :
@«t)= i[ H(t);~t)]avec H(t)= Uj(t) HUo(t) (7.52)

En inegrant cetteequationa l'ordre 1 on obtient et en einjectant la solution obtenue
dans son propre second membre, on en deduit :

VA t
@)= il AM:H0]  du[ HO):[ H(ty); «ts)]] (7.53)
A ce stade, il convient de remarquer que la matrice densie eduite sécrit :
(t) = G(t)~(t)GY(t) avec ~t) = Tre[~t)] (7.54)
Sachant queh H(t)ig =0, on en ceduit :
vA t
@)= duTrs[ H(O:[ H(ty) «ts)]] (7.55)

A partir de cetteequation, on obtient uneevolution matresse d'ordre deux en utilisant
I'approximation de Born. Cette approximation consiste a dire que le bain forme un
gros syseme qui a ecte profoncement la propagation de la particule tout en restant
insensible a celle-ci. Par congequent, la matrice densite se factorise quel que soit le
temps selon la relation :

) ) s (7.56)

En inserant cette expression dans lequation devolution, on retrouve lequation ma'tresse
Eq.(7.46).

7.4 Limite markovienne

La nature non locale en temps de lequation matresse prend son origine dans le pro-
duit de convolution entre le noyau nmemoired(t) et la RDM. D'une manere cererale, le
noyau nmemoire est e ni en termes des fonctions de corelations du couplageH . De telles
corelations mesurent la nemoire que possde le bain thermiquea un instaritd'une interac-
tion ealisee avec la particulea un instant initial t = 0. Dans la plupart des cas, c'esta-dire
lorsque le bain repesente un gros syseme dont le spectre energetique est continu, cette
nmemoire n'est signi cative que sur uneechelle de temps relativement courte appedemps
de corelation du bain . Pour simpli er lequation matresse, nous allons alors supposer
gue . est tes court devant le temps typique devolution libre de la particule. En d'autres
termes, sur uneechelle de temps de l'ordre dg, le propagateur de la particule sur le eseau
nevolue pas : Gp,n,(t) nin,- D€ plus, on sait par exgerience que la contribution des
auto-corelations au noyau nmemoire est gereralement beaucoup plus importante que celle
des corelations croiees. Ces deux remarques fondamentales nous permettent de simpli er
le noyau memoire qui devient :

J(n1n2; ning;ty)

+

X
[ Hom(t)) Hmn,(0)ig + h Ho,m(t) Hmn,(0)ig] ning nons

m

2Reh Hnlnl(tl) Hnlnl(o)iB ninz nin; (7-57)
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En inerant I'Eq.(7.57) dans lequation dévolution Eq.(7.46), on obtient la limite marko-
vienne de lequation matresse gereralise qui secrit :*

@ niny(t) = iml)J;[HA; (D]inai nno (L ning) nang(t)
+ niny [Wnl! ni nlnl(t) Wnl! ni nlnl(t)] (7-59)
na
avec
Z1 x _ .
ning o ?[h Hnim(t) Hmn,(0)ig + h Hpm(t) Hmn,(0)ig]dt
1
Whn, = 2Re h Hpn,(t) Hnpn, (0)igdt (7.60)
0

En plus du terme dévolution libre coterente, on voit maintenant que le terme de relaxa-
tion conduita I'apparition de deux contributions.

La premere, qui n'agit que sur les coterences,,o(t) avecn 6 n® traduit le plenonene
de ephasage . En e et, la particule se celocalisant le long du eseau par e et tunnel, son
etat quantique, quelles que soient les conditions initiales, corresponda une superposition
colerente detats localies. La nature coterente d'une telle superposition provient du fait que
durant levolution temporelle il existe une relation de phase bien pecise entre les dierents
poids de la superposition. Cette relation de phase est ¢ nie par I'Hamiltonien libre de la
particule H,. Cependant, au cours de cette propagation, le couplage avec le bain induit des
uctuations stochastiques de chaque phase de la superposition qui provient des variations
akatoires des paranetres dynamiques que sont lesenergies de site et les constantes de saut.
Par conequent, de telles uctuations tendenta cetruire la colerence de la superposition
si bien que le mouvement de la particule tend vers un mouvement dit incokerent similaire
a celui d'une particule classique qui di use akatoirement de sites en sites. Ce processus
de dcephasage, aussi appek processus de cecolerence, est caracerie par la constante de
cephasage |, ,,.

La seconde contribution n'agit que sur les populations,, , (t). Elle traduit un transfert
de populations incolerent  entre deux sites voisins induit uniquement par les uctuations
des constantes de saut. En e et, la particule initialement sur un sit@; peut e ectuer un
saut vers un site voisinn, enechangeant de lenergie avec le bain thermique. Le bain ne
\ehiculant pas la nemoire de letat initial de la particule, il n'y pas ceation d'une superpo-
sition colerente entre letat jn;i et ces voisingn;i. On peut simplement dire que la particule
se trouve dans letat jn;i avec une probabilie , ,,(t) ou dans lesetatsjn;i avec une pro-
babilie ,,n,(t). La probabilie de transition par unie de temps entre deux sites voisins est
alors donree par la taux de transitionWy,; n, .

Ces dierents processus de relaxation assurent le retour vers lequilibre. Clairement, les
mecanismes de cephasage entrament qua lequilibre toutes les coterences s'annulent. De
plus, les sauts incolerents entre sites voisins favorisent une distribution uniforme de la po-
pulation des sites. La matrice densie dequilibre devient stationnaire et, dans le cadre du

1. Pour obtenir cetteequation, nous avons reglige les e ets nemoires du bain ce qui revienta supposer
gue les fonctions de corelations du couplage se comportent comme des fonctions de Dirac. Par conequent, le
produit de convolution disparat si bien que lequation devolution devient locale en temps. Ceci est possible
en utilisant I'approximation suivante :

z t z 1
; J() t )d , J()d (b) (7.58)
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pesent moctle, est ¢k nie par :

e = N (7.61)
En d'autres termesa kquilibre , la particule est cecrite par un nelange statistique des
etats de la base locale. La cecolerence induite par le bain fait que la particule n'est plus
capable de cevelopper un comportement ondulatoire. Elle se localise en un site particulier
du eseau et ne peut plus se propager de manere coterente. Cependant, elle peut occuper
I'ensemble des sites avec une méme probabilieegale a=ll.

A ce stade, compte tenu d'une part de I'expression du couplage entre la particule et le
bain thermique (voir Eq.(7.2)) et d'autre part de l'invariance translationnelle du eseau, les
constantes de dephasage,,,,, ainsi que les taux de transitionW,,, ,, apparaissent claire-
ment incependants de la position des sites mis en jeu. Ainsi, on posera :

nn, = T2 W
Wnl! ni - W( nini+l Tongng 1) (762)
al
Zl
= 2Re h I,(t) !.(0)igdt
2,
W = 2Re h J.(t) J.(0)igdt (7.63)
0

Les transitions incolerentes ne prennent place qu'entre sites plus proches voisins compte
tenu des uctuations stochastiques des constantes de saut correspondantes. Par contre, le
ephasage prend son originea la fois dans les uctuations desenergies de site et dans celles
des constantes de saut.

Dans ces conditions, lequation matresse gereraliee se met sous la forme simple suivant :

@ mo(t) = imj[HA; OINY (+2 W)@ 110) nolt)
+ W pnof nansaa () + 0o 2(t) 2 nn(t)g (7.64)

On notera qu'il est possible de ealiser uneetude similaire non pas dans la base locale mais
dans la base de Bloch fornee par lesetats propres de I'Hamiltonigth, de la particule. Ainsi,

la repesentation de la RDM dans la base des ondes planes se ceduit de celle dans la base
locale via les transformations suivantes :

1 X .
qth(t) = ﬁ nnO(t)e i(gn g9
nno0
1 X )
mo(t) = (e @ I (7.65)
qcf

Dans ces conditions, lequation ma'tesse secrit :

@ gp(t) = (Mg ' gp(t) (+2 W) (1)
X
+ (+2 Wcosq q%Nl a®) @ O O (7.66)
qq®

al!q=1o 2JcosQ) estlenergie propre d'une onde plane de vecteur d'ondg L'Eq.(7.66)
ewele que les processus de relaxation conservent la dierence entre les deux vecteurs d'ondes
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q et ¢° d'une colerence 4¢(t). Cela permet de ealiser un changement de variable et de
travailler avec la matrice densie eduite 4 «.q(t). Dans ce cas, on dira que le vecteur d'onde
k est un bon nombre quantique qui o re une diagonalisation partielle du Liouvillien e ectif
cecrivant levolution de la RDM. Avec ces nouvelles variables, lequation matresse devient
un syseme de N equations incependantes (une equation pour chaque valeur dé&) & ni
par :

+2 W cosk) X
N

@ grig®) = (g ') ] gria(t)+ ¢®+ kiae(t) (7.67)

qO

7.5 Diusion guantique

De manere gererale, lorsqu'un syseme est plae dans une situation horsequilibre, toutes
les quanties qui ne sont pas conserees par les necanismes de relaxation evoluent tes
rapidement vers leur valeur dequilibre. Par consquent, au bout d'un temps assez court,
seules les guanties qui sont conserwees au cours des processus de relaxation se trouvent
encore dans une situation horsequilibre. Le retour vers lequilibre de ces quanties consenees
s'e ectue sur un temps plus long a travers l'apparition de prenonenes de transport. Ce
transport est cecrit par des equations dites hydrodynamiques et les taux avec lesquels le
retour vers lequilibre est assue sont appeks coe cients de transport.

Dans notre cas, nous allons supposer qua un instant initial la particule est ceee en un
siten=0:

nno(t=0)= njon0)  grkg(t=0)=1=N (7.68)

Le eseau se trouve alors dans unetat horsequilibre, celui-ci correspondanta une distribution
uniforme de la particule sur I'ensemble des sites du eseau. Au cours de la relaxation, les
guanties non conserees sont les colerences qui tendent rapidement vers 2ro au bout d'un
tempst = 1= dit temps de dephasage. Par contre, les quanties consenees sont les
populations. Le prenonene de diusion est dont un processus de transport qui cecrit le
retour vers une distribution uniforme de la population desetats de la base locale.

Dans la theorie classique du transport, pour un milieu continu, le retour vers lequilibre
de la densie de probabilie P(x;t) est decrit par la loi de Fick :

@P(x;t) = D@ P(x;t) (7.69)
a D e nile coe cient de di usion. Par transformee de Fourier, cetteequation montre que le
retour vers lequilibre est cecrit par des modes hydrodynamiques de fequence, = iDk 2.

En d'autres termes, il est possible de ceterminer le coe cient de di usionD en etudiant
les perturbations de grande longueur d'onde (petite valeur d@ de lequation ciretique qui
gouverne levolution de la particule. Cependant, il existe une autre ¢ nition du coe cient
de di usion qui caracekrise levolution aux temps longs du care moyenne de la densie de
probabilie :

<x2(t)> 2Dt quandt est grand (7.70)

Dans ces conditions, nous allons ceterminer I'expression microscopique du coe cient de
di usion enetudiant le comportement du care moyen assocea la distribution ,(t) de la
population desetats de la base locale. Ce caree moyen est ¢k ni par :

<n2(t)>=x n? () = @ qrkalt)

n ok o (7.71)
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7.5.1 Etude de kguation matresse dans le base des ondes planes

Pour caraceriser levolution temporelle du care moyen assocea la distribution P, (t) =
nn (t) de la population desetats de la base locale, nous allons esoudre lequation ma'tresse
dans la base de Bloch Eq.(7.67). Sans perte de gereralie, cette equation peut s'exprimer
sous la forme ogeratorielle suivante :

@ (vi=[ ny+

—=UJj (k;t)i (7.72)
al j (k;t)i est un vecteur de dimensioN contenant I'ensemble desekments de la RDM
g+ kq(t). En d'autres termes, dans une repesentation noegqi, ¢ kq(t) n'est rien d'autre
qgue la projection dej (k;t)i sur jgi. Avec ces notations, les operateurs introduits dans

lequation peedente sont ¢k nis par :

hop(k) = qli(! vk ')+ ]
U = 1 8q;¢
x(k) = +2 W cosk) (7.73)

Par congquent, en ealisant une transformation de Laplace, l'inegration formelle de lequation
ma'tresse secrit :

j~(k;s)i = G(k;s)j (k;t=0)i (7.74)
avec

x(k)

Gk;s)=[s+ h(k) =2U]‘? (7.75)

G(k;s) cesigne la fonction de Green assocee a Ioperateurh(k) x(k)U=N qui assure
levolution de la RDM. Avec ces notations, la transfornee de Laplace du care moyen s'ex-
prime directement en fonction de la fonction de Green :

<R¥(s)>= " @Gyg(k;s) I (7.76)

N ad @k

L'inerét de cette approche eside dans le fait que la fonction de Green peut &tre calcuke
exactement, essentiellement compte tenu de la simplicie du noyau nemoire dans la limite
markovienne. Pour cela, posons :

- 1 Q) — ¢
G(k;s) = W)G ook s) = ST q+kq PE (7.77)

La fonction de GreenG(k; s) admet alors un ceveloppement de Dyson de la forme :

x(k) x(k) X(k)

G(k;s) = GU(k; )+ CO(k; 8) L UG (k: 8)+ GO(k; ) L UG (k; 8) L UG (k; 5)+ :: (7.78)

Sachant queUqyp = 1 8q; d, on en deduit :

Gup(k;s) = Gp(k;s) + X(k) G, (k; 9) G o(k; S)
a1 G2
X,(\:(g Gy (K: 9) Gy, (ki 9) G, o(k; 8) + 1 (7.79)

020304
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En posant 1 x 1 L
M (k;s) = — k;s)= — - 7.80
(9= § Gaki9=§  imn, T+ (7.80)
on en ceduit :
1 X
N Ge(k;s) = M (k;s)+ x(K)M 2(k;s) + x(k)*M 3(k;s) + :::
qd
M (k;s)
1 x(k)M (k;s) (7.81)
Ainsi, en utilisant ces esultats, la transfornee de Laplace du care moyen sécrit :
cr(g>= @ Mks) (7.82)

@K1 x(K)M (k;s)jk:o

Par conequent, en ealisant un ceveloppement limie a I'ordre 2 par rapport au vecteur
d'ondek, on en ceduit nalement :

2<v?> 2w
< R%(S) >= + 7.83
" (s) s2(s+ ) &2 ( )
Par transfornee de Laplace inverse, le care moyen devient :
) ,_ .t e ' 1
<n(t)>=2<v>[—+ ———]+2Wt (7.84)

avec< v2 >=2J? la moyenne sur la bande permise du care de la vitesse de groupe de la
particule.
Aux temps courts, c'esta-dire lorsque t<< 1, le care moyen montre deux contribu-
tions e nies par :
<n?(t)> <v?>t2+2Wt (7.85)

Le terme en< v?2 > t 2 concide avec le terme obtenu dans les Eqgs.(2.83) et (2.84) du chapitre
2. Il caracerise levolution du care moyen lorsque la particule se celocalise le long du eseau
a l'instar d'une onde. En e et, tant que t<< 1, les uctuations du bain n'ont pas encore
permis de cketruire la coterence de la particule dont la nature ondulatoire est compketement
exalee. La particule se comporte alors comme si elleetait libre si bien que sa propagation
est uniguement aleee par le ptenonene de dispersion intrineequea la nature du eseau. Par
contre, un second terme appara quietait absent dans notre description du chapitre 2. Ce
terme est en ealie une erreur qui provient du fait que la limite markovienne ne s'applique
pas aux temps courts. Dans une treorie pluselaboee, ce terme est absent aux temps courts
mais apparat naturellement aux temps plus longs.

Ce egime transitoire prenant naissance durantuntempts 1= , on ck nit gereralement
la longueur de coterencel comme la distance parcourue par la particule de manere
colerente :

<v2>
Lorsque la nature colerente de la particule a disparu, c'esta-dire lorsque t >> 1,
le care moyen montre une evolution temporelle lireaire en accord avec le necanisme de
di usion :

<n2ty> 2272 Low (7.87)



104 CHAPITRE 7. COUPLAGE AVEC UN ENVIRONNEMENT

Le coe cient de di usion est alors ¢k ni par :

<v?>
D= + W (7.88)

Le coe cient de di usion montre deux contributions d'origine dierentes. Tout d'abord, on
trouve un terme cecrivant le prenonene de di usion incoterente qui est caracerie par le
taux de transition entre sites voisind/V . Ensuite, un second terme apparat que 'on quali e
cereralement de coe cient de di usion colerent car il cepend de la constante de sautJ.
L'origine de ce terme est la suivante. Sous l'action de la constante de salutla particule
enna tendancea se cklocaliser vers un site voisim + 1. Elle est alors poree dans unetat
qui devient une superposition colerente desetatfni et jn+1i. Cependant, compte tenu du
ephasage, la colerence de cette superposition dispara si bien que la particule se retrouve
cecrite par un nelange statistique des deuxetatsjni et jn + 1i. Puisqueetant initiallement
dansjni, tout se passe comme s'il existait un taux de transitions qui lui o rait la possibilie
de transiter dansjn+1i de manere incolerente. Ainsi, c'est la limitation de la celocalisation
coherente par le processus de cephasage qui conduita des transitions incoterentes entreetats
voisins et qui contribuea la di usion de la particule. Par consequent, pour les temps longs
devant le temps de cephasage, la particule perd totalement son caracere ondulatoire et
di use de site en sitea l'instar d'une particule classique.

Remarque : de lequation matressea la loi de Fick
A partir de lequation matresse Eq.(7.64), levolution de la population desetats de la
base localeP,(t) = ,,(t) est donree par :

@Pn(t)= 23 Im[ nun(+ 0 a1+ W[Pha () + Po o(t)  2Pn(1)]  (7.89)
La population du site n cepend alors des colerences "voisines", 1.,(t) dont les va-
riations temporelles sont gouverrees par lequation :

@ n+1n(t) I (ne2n(t)  nern (D) + Po(t)  Pria (1)) n+1;n(t)
@ n 1;n(t) iJ ( n 2;n(t) n l;n+l(t)+ Pn(t) I:)n 1(t)] n 1;n(tX7-90)

En regligeant I'in uence des colerences entre sites seconds voisins, les colerences
n 1n(t) deviennent :

VA t
n 1n(t) 1J . dize ¢ W[Py(ty) Py 1(t1)] (7.91)
En injectant cette solution dans lequation devolution des populations, on obtient :
VA t
@) 27 due V[P (t)+ Py alt)  2Pa(t)]
+ W[F)n+l (t)+ I:)n 1(t) 2F)n(t)] (7-92)

Finalement, en supposant que le temps de cephasage est court devant le temps typique
devolution des populations, la limite Markovienne de cetteequation donne :

2!
@) W+ 2 [Poa()+ Py a(t)  2Pa(t)] (7.93)

On trouve alors une forme discete de la loi de Fick qui montre bien le plenonene de
di usion selon le coe cient D = W +2J2=
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Figure 7.1 { Repesentation de I'espace de Liouville 2D

7.5.2 Invariance translationelle dans l'espace de Liouville

Dans le paragraphe peedent, nous avons cetermire le coe cient de di usion en exploi-
tant les proprees de lequation matresse cereraliee repesenee dans la base de Bloch. |l
est alors possible d'aboutir au m&me esultat mais en travaillant dans la base locale. Plus
peciement, I'analyse de lequation matresse gereralie dans la base locale ewele des pro-
prees de synetries speci ques qui peuvent etre exploiees pour ealiser une esolution simple
du probeme.

Ainsi, dans la base locale, lequation matresse gereralisee Eq.(7.64) secrit :

X
@ nno(t) = 1J [n+s;n°(t) n;n°+s(t)]
s= 1

(+2 w)1 o) nno(t)
+ W nnOf n+1;n+1(t)+ n 1n 1(t) 2 n;n(t)g (7-94)

Cetteequation montre clairement que lequation matresse est isomorphea uneequation de
Schredinger cecrivant la dynamique d'une particule ctive se dceplacant sur un eseau 2D
(voir Fig. 7.1). Un tel eseau, dont la position de chaque site est repeee par les deux indices
n et n% constitue une repesentation graphique de I'espace Liouville dans lequel evolue la
matrice densie. Dans ce contexte, ,no(t) joue le rble d'une fonction d'onde pour la particule
ctive dont la dynamique est gouverree par un Hamiltonien 2D non hermitien appek Liou-
villien e ectif. A travers cette equivalence, les termes du second membre de I'EQ.(7.94) qui
caracerisent levolution colerente conduisenta une dynamique anisotrope (laeral +J selon
une direction et latral J selon l'autre direction) invariante par translation selon les deux
directions principales du eseau 2D. Par contre, les autres termes de lequation matresse
cereraliee brisent cette invariance translationnelle 2D. Cependant, comme le montre clai-
rement la Fig. 7.1, I'espace de Liouville reste invariant par translation selon la direction
diagonale speciee par legalie n = n°

Cette invariance par translation suggere de ealiser un ceveloppement de la RDM sur
une base de Bloch appropree. Pour cela, il pourrait sembler judicieux d'introduire les coor-
donrees de Wigner speciees par :

n+ n°
2
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0

m = n" n (7.95)

Avec de telles variables, l'invariance par translation de I'espace de Liouville s'e ectue selon la
direction du centre de mass& . Malheureusement, sur un eseau, il convient d'étre prudent
car X peut ne pas appartenira un site du eseau. En e et, sin =1 et n°=4 alors X =2:5!

Pour renediera ce probeme, nous allons introduire les variables suivantes :
X = n
m = n® n (7.96)

Dans ces conditions, la RDM skcrivant pno(t) = xx+m(t), elle admet un ceveloppement
sous la forme d'ondes de Bloch de la forme :

1 X o
x;x+m(t) = W k k(m;t)e ik (x+ m=2)
X . _
k(m;t) = Im X;x+m(t)elk(x+ m_Z) (7.97)

X

al le facteur i™ est introduit pour simpli er lesecritures qui vont suivre. Le vecteur d'onde

k est un bon nombre quantique qui prendN valeurs dans la premere zone de Brillouin du

eseau physique eel 1D. Puisquek devient un bon nombre quantique, le Liouvillien e ectif

est diagonal par block si bien que lequation ma'tresse gereraliee, avec les nouvelles variables
k(M) sécrit :

i@ k(m;t) = i k(M;t) [ k(Mm+1;0)+ (m  1;1)]
+ 0 mo[ +2 Wcosk)] k(m;t) (7.98)

avecJy = 2J sin(k=2). Ainsi, pour chaque vecteur d'ondé, lequation ma'tresse cereralise

se eduita une equation isomorphe a lequation de Schredinger pour une particule ctive

en mouvement sur un eseau 1D. Chaque site de ce eseau, dont la position est refeee par
l'indice m, possde uneenergie propre complexei et deux sites plus proche voisins sont
coupksa travers la constante de sautl. De plus, ce eseauequivalent pesente un defaut
sur le sitem = 0 dont lenergie propre complexe se eduita 2IW[1 cosK)].

Dans ces conditions, le calcul du coe cient de di usion se eduit au calcul de la fonction
de Green d'un eseau 1D qui possde un cefaut ponctuel. En e et,a partir de I'Eq.(7.97),
on montre facilement que la population du siten, c'esta-dire ,,(t), est donree par la
transformee de Fourier de la fonction (m = 0;t). Levolution temporelle du care moyen
de la densie de probabilie est alors gouverree par le comportement aux grandes longueurs
d'onde de la projection sur le siten = 0 de la fonction ((m =0;t) selon la relation :

|

@ «(0;t)
<n?(t) >= = 227 7.99
(t) ok . (7.99)
En ealisant une transformation de Laplace, cette relation se eecrit :

|

@G(0; 0;is)
< R?(s) >= _ 7.100
(s) ok . (7.100)

al Gy(is) designe la fonction de Green du eseau 1D pesentant le defaut. En utilisant le
formalisme de la fonction de Green du chapitre 3, la projectioB(0; 0;is) de cette fonction
de Green se ceduit de la fonction de Green du eseau iceal selon la relation :

1
G(0:0:is) = c2(0:0:is 7.101
k( ) 1 G(ko) (O; 0 iS)V k ( ) ( )
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avecV = i[ +2 W cosk)] et au la projection de la fonction de Green du eseau iceal sécrit :

. 1
G (0;0;is) = 4 (7.102)
I AJZ+(s+ )2

Finalement, en e ectuant un ceveloppement limie pour les faibles valeurs dé&, on obtient :

2W+ 432
2 S2(s+ )

< RP(s) >= (7.103)

L'Eq.(7.103)etantequivalentea lequation Eq.(7.83), on retrouve facilement I'expression du
care moyen obtenue dans le paragraphe peedent, ainsi que celle du coe cient de di usion.

7.6 Un mockle simple de couplage bain / particule

Pour appehender les necanismes de relaxation de manere plus pecise, nous allons in-
troduire le moctle du potentiel de ceformation qui est couramment utiliee dans la literature
pouretudier les processus de relaxation en matere condense. Dans ce mockle, la particule
en mouvement sur le eseau interagit avec les phonons de ce eseau qui sont les excitations
collectives decrivant les vibrations longitudinales des sites.

Ainsi, on associe a chaque siten une entie atomique ou mokculaire rigide de masse
M qui e ectue un petit mouvement d'amplitude u, autour de sa position dequilibre. Dans
I'approximation harmonique, I'Hamiltonien qui gouverne la dynamique de ces mouvements
est ¢k ni par : ,

X
Ho =" 2P|\;| " %(um1 Un)? (7.104)

al P, cesigne le moment conjugle deu, et w la constante de force entre deux sites plus
proches voisins. Par transformation de Bloch, I'Hamiltoniell g sécrit comme la somme deéN
oscillat&urs harmoniques incependants. Un oscillateur de vecteur d'ondeet de fequence

k = 4w=Mjsin(k=2)j decrit alors un ensemble de phonons de quasi-impulsidnk et
denergie h . En introduisant les operateurs ceation et annihilation de phonons, cet Ha-
miltonien se eecrit sous la forme usuelle (en unieh =1) :

X
He = ala (7.105)
k

A linstar des photons assoces au champ electromagretique, les phonons sont les quasi-
particules quiemergent du traitement quantique des vibrations du eseau. llIs decrivent le
champ de vibration qui se propage sous la forme d'ondes acoustiques le long du eseau. Le
relation de dispersion de ces ondesy = sin(kﬁz)j, ce nit une bande permise qui setend

de zro jusqua une fequence de coupure . = 4w=M. A linkrieur de cette bande, la
densie de modes est donree par :

a() = 2 a (7.106)

Dans le moctle du potentiel de deformation, le couplage entre la particule et les phonons
prend son origine dans la modulation stochastique desenergies de $ife En d'autres termes,
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les mouvements atomiques du eseau modi ent I'environnement physico-chimique de chaque
site si bien que lenergie propre de letat localjni evolue de manere akatoire autour de sa

moyenne! . On notera que dans ces conditions, le couplage avec le bain est uniquement
responsable d'une decolerence quantique mais il ne produit pas de sauts incolerents. Pour
mockliser cet e et, on suppose gereralement que la modulation desenergies de site est une
fonction lireaire des ceplacements atomiques. Le couplage particule-phonons se met sous la

forme :
X X

N 1
H = I hjnihnj avec !, = pﬁ[ kmal +  nak] (7.107)
n k
al k, tesigne l'amplitude de l'interaction entre la particule sur le siten et les phonons
de vecteur d'ondek. Son module est incependant den compte tenu de l'invariance par
translation du eseau. Sous l'action d'une telle interaction, les proprees de relaxation de
la particule sont enterement caraceriees par la donree de la fonction de distribution du
couplageJ () & nie par :
ix .,
J()= N ( k) (7.108)
k

J() cecrit lI'intensie du couplage entre la particule et les phonons dont la fequence est
comprise entre et + d.De manere gererale, j nj? est une fonction dont la cependance
enk s'exprime via les fequences , du bain de phonons j nj?=j( «)j?. La distribution
de couplage cepend alors de la densie de modes selon la relation :

JO= 70 %90 (7.110)

Bien que par la suite nous donnerons une expression explicite &) dans le cadre
de la theorie de Davydov, il convient de noter qu'il existe dierents mockles pour sgeci er
la forme de la distribution du couplage. Ces moctles conduisent gereralementa une loi de
puissance dans le domaine des basses flequences suivie d'une cecroissance dans le domaine
des hautes fequences. Cette cecroissance permet alors de rendre compte de I'existence d'une
fequence de coupure dans le spectre des phonons. A titre d'exemple, on peut citer le moctle
dit onmique pour lequel la distribution de couplage varie selon la loi :

JO= Jo e ~¢ (7.111)

avec =1.Lescas > let < 1 caracerisentrespectivement les situations super-ohmique
et sub-ohmique. De méme, le moctle de Debye conduita une distribution de couplage Lo-
rentzienne donree par :

JO= Jo5— (7.112)

Cc

Dans ces conditions, le couplage avec le bainetant uniquement responsable d'un plrenonene
de cecolerence, la constante de cephasage est ¢t nie par :
z 1
= 2 Re dth ! ,(t) !',(0)ig
0

2. On rappelle que la densit de modes s'exprime comme une somme de fonctions de Dirac :
1 X

a() = N k ( k) (7.109)
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Z,

1X . .
- 2Re oltN i wjllnke KT+ (ng+1)el Y
0 k
21 1X o
= 2 dtﬁ (2nc +1)j wnj?cos( kt) (7.113)
0 k

a ng =15exp( «) 1] est la distribution de Bose-Einstein assocee au mode c'esta-
dire le nombre moyen de phonons qui occupent le mo#e lequilibre thermodynamique
a la temperature T. Dans I'EQ.(7.113), la somme suk se transforme en unednégrale sur
les fequences ponceee par la densie de modes des phonogé) : 1 =N ! ,°d g().
Dans ce contexte, la constante de cephasage se eecrit sous la forme suivante :

z: 2z

= "Tnﬂl 2 . dt . Cd(2 n()+1) g() j() j*cos( 1)
o sin( T)
= lm 2 d@n()+1) J0 (7.114)
Soit, nalement :?3
=lim (@n()+1) I()=2 kBTIiImOJ() (7.116)

Pour illustrer ce esultat, consicerons le mocele de Davydov qui cecrit la dynamique d'un
exciton vibrationnel coupk aux phonons dans une telice- Dans ce moctle, la modulation
de lenergie du site n cepend de la deformation du eseau au voisinage de ce méme site.
En d'autres termes, !, est une fonction lireaire de la dierence des ceplacementsi, .,
U, 1 des sites qui entourent le siten. En ceveloppant les ceplacementsu, en fonction des
operateurs phonons, on montre alors que I'amplitude du couplage exciton-phonon sécrit sous
la forme :

sin(k) e ikn
j sin(k=2)j

al o caracerise la force du couplage. A partir de la relation de dispersion des phonons, on
montre alors facilement que l'intensie du couplage skcrit :

(7.117)

kn —

o 4sirP(k=2) cog(k=2) . .2
2 _ 2 _ 2k _k

Dans ces conditions, la distribution du couplage & nit un mocele ohmique selon la relation :

)= 8 3291 - (7.119)

La constante de cephasage du moctle de Davydov devient nalement :

M (7.120)

3. On utilisera les proprees

(1)yet  (1)dl =1=2 (7.115)
0
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Ce esultat, bien que relativement simpliste, montre clairement que le longueur de colerence
est inversement proportionnellea la temgerature et decro’t avec l'intensie du couplage entre
la particule et le bain : P

2) 2
L

= ——5 7.121
16T 2 (7.121)
Un calcul nunrerique montre que la longueur de colerence est voisine de 20 unies peptidiques
a 50 K alors qu'elle se eduita 3 unies peptidiques a temperature biologique. La nature
cofkerente de la particule est donc particulerement exaleea basse tempgerature uniquement.
De plus, puisque la di usion incolerente est absente, on constate que le coe cient de di usion
colerent diverge lorsque la temgerature tend vers zro :
J 2 2 p _

—_ C —
D= gt 7 : 2JL (7.122)
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Chapitre 8

Probémes et exercices

8.1 Fonction de Green

8.1.1 Exercice 1

Soit un syseme quantique d'HamiltonienH. On c& nit la fonction de Green avanece
par :

K (t)=1i ( tu(t) (8.1)
Montrer que :
(i@ H)K (t)= (1) (8.2)
Soit G (!) le propagateur assoce ¢k ni par :
Z +
G ()= . " ik (t)e" (8.3)
Montrer que :
G ()= Iilrr(1)+[! H i]!? (8.4)

8.1.2 Exercice 2

SoientG (!)=[! H i0"] ! les fonctions de Green (propagateurs) respectivement

retarcee et avanee. Montrer que :

u(t) = le . di'[G (1) G.(1)e™ (8.5)

En ceduire I'expression de l'ogerateur devolution comme une inegrale dans le plan complexe
sur la esolvante G(z) =[z H] 1.

8.1.3 Exercice 3

Soit Pn=p,(t) la probabilie d'observer une particule sur le sitena linstant t sachant

gu'elle se trouve sur le sitenga l'instant t = 0. Montrer que :

M Prano () = lim = d! jGono (1 + 1 )j? (8.6)

On pourra utiliser l'identie :

Z,, _
i ( 1 1 _ 2i

1 ! a i

(8.7)

113
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8.1.4 Exercice 4

En utilisant les esultats de I'exercice peedent, montrer que le coe cient de di usion
d'une particule en mouvement sur un eseau 1D est ¢ ni par :

D = lim — . dhG(! 1 )X32G( + )i (8.8)

al le symbole< ::: > designe une moyenne sur letat initial de la particule et a1 X designe
I'operateur position sur eseau : X
X = njnihn;j (8.9)

n

8.1.5 Exercice 5

Soit un eseau 1D invariant par translation. En mouvement sur ce eseau, un particule
possde comme etats propres des ondes de Bloch de vecteur d'omget denergie ! 4. La
particuleetant initialement en n = 0, montrer que la care moyen de sa positionevolue selon
la loi :

v2t? (8.10)

1
<ni(t)>= =V

N q

al vq cesigne la vitesse de groupe de la particule.

8.1.6 Exercice 6

Selon la theorie de la eponse lireaire, le spectre d'absorption optique d'un syseme
guantique initialement dans letat jii est donre par la partie imaginaire de la susceptibilie :

Ry=" Gl L) (1) (8.11)
f

En supposant maintenant que le syseme se trouve a lequilibre thermodynamiquea la
temperature T (situation canonique), montrer que le spectre sécrit :

z
1 ] +1 il
Ry = 5(1 e ) dte" < ~(t)~(0) > (8.12)
1
al  =1=kT, a <::> ckesigne une moyenne statistique sur letat initial et as ~(t) est la

repesentation de Heisenberg de l'ogerateur moment dipolaire.

8.1.7 Exercice 7

Soit une particlue libre de massen en mouvement dans un espace continua une dimen-
sion. L'Hamiltonien de la particule est & ni par :

p2
= 8.13
o (8.13)
al p est l'operateur impulsion dont la repesentation coordonree secritp = ih@. Soit

G(E)=(E H) !lafonction de Green de la particule libre. Montrer qu'en repesentation
coordonree la fonction de Green \eri e lequation :
hZ

(%@+ E)YG(x;x%= (x x9 (8.14)
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q —
En posantK = 2mE=h? on cherche une solution de la forme
G(x;x9 = AeKix xI (8.15)

Determiner A. En comparant I'expression deG(x;x9 et celle de la fonction de Green du
mocktle des liaisons forte$,,o(! ) montrer la relation entre la masse de la particule libre et
la constante de saut] : J = h?=2ma?. Conclure!

8.2 Conductivie et Fonction de Green

8.2.1 Relation entre la conductivie et la susceptibilie

Dans cette premere partie, nous allons utiliser une approche purement classique pour
etablir une relation tes gererale entre la partie imaginaire de la susceptibilie et la partie
eelle de la conductivie d'un netal. Ainsi, on consicere un gaz classique delectrons libres
de densie n. Ce gaz est plae dans un champ electrique sinusodalE(t) = E(! )e ™ .
Chaque electron de charge e et de massem est soumisa une forceF(t) = eE(t). De
plus, pour tenir compte des e ets de dissipation (collisions deselectrons avec les phonons
et les impurees du eseau), chaqueelectron est soumisa une force de frottement visqueux
f = (m=)v, a1 v cesigne la vitesse de lelectron. Le temps ¢k nit le temps typique entre
deux collisions.

Pour simpli er notre analyse, nous travailleronsa une dimension. Dans ce cas la polari-
sation du gazelectronique est e nie par

P(')= nex(!)= (1)E() (8.16)

al (!) est la susceptibilie lireaire du milieu. De méme, la densit de courantelectronique
est donree par
J')= nev(!)= (E() (8.17)

al (!) est la conductivieelectrique du milieu.
1) Ecrire lequation du mouvement d'unelectron

2) En cherchant une solution de la formex = x(! )e ", ceterminer I'amplitude x(! ) en
egime permanent. Montrer que la susceptibilie secrit :

ne*> 1+il
im 1+(! )2

(1) = (8.18)

3) En cherchant la vitesse de la forme = v(! Je " , ceterminer I'amplitude v(! ) en egime
permanent. Montrer que le conductivie sécrit :

nez 1+ il
m 1+(! )?

()=

(8.19)

4) En ceduire Re (!)="!"Im (1).

Bien que base sur une approche tes simpliste, il s'awere que cette relation est gererale
gue le syseme soit traie de manere classique ou quantique. Elle nous servira de base pour
ceterminer la conductivie en fonction de la fonction de Green.
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8.2.2 Expression grerale de la conductivie

A partir de la theorie de la eponse lireaire, on montre que la partie imaginaire de la
susceptibilie d'un syseme quantique quelconque sécrit :

)= th Pi al?C (! ') (M +'4)) (8.20)
it

al jii et jfi sont lesetats propres de I'HamiltonienH du syseme assoces aux valeurs
propresh!; et h! ;. Dans cette expressionP; cesigne la probabilie d'observer le syseme
dans letat jii et  est unekment de matrice de I'operateur moment dipolaire. On notera
gue poureviter les confusionsh aee eintroduit ainsi que le volume V du syseme. De plus,
pour simpli er, nous ne consicererons qu'une seule direction de I'espace. Pour unelectron,
le moment dipolaire est e ni par = ex, al x est I'ogerateur position.

1) En jouant sur les indices, montrer que cette expression sécrit :

2

MW= o7 P PO (1) 821)
if

2) En necanique quantique, l'ogerateur vitesse assocea l'operateur position est & ni par
la relation v = x = -[H;Xx]. Montrer que :

Vi = il g Xii (8.22)

En ceduire
opry= &% PPy e 8.23

3) Compte tenu de la relation etablie dans la premere partie, montrer que la partie eelle
de la conductivie secrit :
e?X f(ty) f(i+1).

Re ()= op if ! vii? (0 1h) (8.24)

al f (! ) = Py est la distribution de Fermi-Dirac qui speci e la populationelectronique d'un
etat denegie h! . En ceduire que :

2Z
% d X f() T(+ !)ijij2 (| + 'f)( ||) (825)

Re (I)=
if

4) En introduisant les eements de matrice de la fonction de Green retarcee, en deduire
I'expression gererale de la partie eelle de la conductivie :

Z
Re (!):\fzh g 'O ‘;(’L )

al le symbole Tr cesigne une trace sur I'ensemble desetats propres de.

TrImG(+ i0")vimG(+ ! +i0")v] (8.26)

5) La conductivie statique s'obtient en passanta la limite ! ! 0. Montrer qu'elle sécrit :

ezzd@()

o= Vh @ TrImG(+ i0")vimG( + i0")v] (8.27)
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6) Finalement, en ceduire qua basse temperature la conductivie devient :

3 . .
0= %Tr[lm G(l¢+i0)WIMG( ¢ +i0°)V] (8.28)
al h! g dcesigne lenergie de Fermi, au s = 2 tient compte du fait que deuxelectrons de spins
opposes contribuant de la m&me manere au courant.

Cette relation, assez complexe en pratique, est couramment utilisee dans les ouvrages
specialies pour appehender les proprees de transport electronique dans les sysemes
nmesoscopiques. Elle fournit une expression tes grerale en fonction de la fonction de Green
du syseme. Elle ne se eduit pas aux proprees d'un syseme ickal et permet de calculer
la conductivie en pesence de cefauts, de cesordre, d'un couplageelectronelectron et d'un
couplageelectron-phonon.

8.3 Localisation

8.3.1 Probabilie de survie

Soit un eseau semi-in ni forme par les sitesn =1;2;3; .... Sur ce eseau, la dynamique
d'une particule est gouverree par un Hamiltonien de liaisons forteld de paranetres! o et
J.

1) Montrer que la projection de la fonction de Greer5(! ) = (!  H) ! sur le site n=1
secrit : S

Gu(!)= 7 avec (1)= !ZJ!°+i 1 (! 2J! 92 (8.29)

2) En ceduire que la probabilie de survie de letat de bord n = 1 sécrit :

|
. _ 2Jt) ?
P1(t) = jJo(23t) + Jo(231)j% = Jl(\]t‘]t) (8.30)
On rappelle que les fonctions de Bessel de premere espece sont ¢k nies par :
4 ‘
3.(2) = '7 dgelan zcos) (8.31)
Ces fonctions \eri ent :
1
J Z)+ Jna(z
(D=0 0@ 3 w@=( Dh@etdyg)=z Il a)
3) Sachant que pourz >> 1 on a
s
Jn(2) i cosg n=2 =4) (8.33)

montrer que P,(t) cecrot tes rapidement selon une loi en Et3. Dans un eseau in ni, la
probabilie de survie d'unetat local cecrotegalement mais selon une loi en t. Pourquoi
cette dierence ?
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8.3.2 Etats de surface et/ou de bord

Soit un eseau semi-in ni forme par les sitesn = 1;2; 3; .... Sur ce eseau, la dynamique
d'une particule est gouverree par un Hamiltonien de liaisons fortes de paranetrég et J.
De plus, le eseau posede un cefaut traduisant un ceplacement de lenergie du site = 1 :
I, =10+ . Dans cet exercice, on supposera > 0.

1) Pour un eseau semi-in ni sans cefaut, la fonction de Green sécrit :

jin nY n+n?
J( D)

Montrer qu'en pesence du cefaut la fonction de GreerG(! ) devient :

[0 I
GO o=

n

avec =&t etl =14 2Jcosk) (8.34)

Gino = Gppo+ GpyGino (8.35)

1+
2) Enetudiant les pbles deG(! ), montrer qu'il existe un etat locali® de vecteur d'onde
complexek(! )= +1i (!)avec:

e = J (8.36)

En ceduire que cetetat localie apparat si et seulement si  est sugerieura une valeur
critique gue l'on ceterminera.

3) Pour > , ceterminer la longueur de localisation = (!) ! ainsi que lenergie de
letat locali®e. Etudier les variations de cette dernere en fonction de .

8.4 Conductance quantique : 2 esistances en ®rie

8.4.1 Premere Partie

Dans cette premere partie, nous allons ¢ nir la esistance d'un conductance quantique
correspondanta un eseau 1D pesentant un cefaut local en un site particulier. En I'absence
de cefaut, la dynamique deselectrons de conduction du eseau 1D est decrite par un mockle
de liaisons fortes dont I'Hamiltonien sécrit :

X
Ho = I ojnihnj  J[jnihn + 1j + jn + 1ihnj] (8.37)

n

On suppose maintenant que le eseau pesente un cefaut sur le site= 0. Ce cefaut corres-

ponda un mur de potentiel traduisant le fait que lenergie de I'orbitale du siten = 0 sécrit
lo+ .

1) Montrer qu'en pesence du cefaut, on peutecrire I'Hamiltonien de lelectron sous la forme
H = Hyo+ V avecV = j0ihQj. Par la suite on noteraEy le sous espace assoce au cefaut.
De dimension 1, ce sous espace est sous tendu par la base edBge= fj Oig. On posera
P = jOihQj le projecteur sur le sous espads, .
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2) Montrer que la fonction de GreerG(! ) = (! H) ! du eseau eel s'exprime en fonction
de la fonction de GreerG°(! ) = (! Hg) ! du eseau ickal selon la relation :

G(')= G+ G°(1)T()G°(!) (8.38)

avec
T(')=PVv@ PGVP) ! (8.39)

En deduire que la matrice T n'a qu'un seulelement non nul qui corresponda sa restriction
au sous espacky. Montrer que ceteement est ce ni par :

Too(' )= ——— 8.40
3) Dans un eseau ickal, leselements de la fonction de Green sont ce nis par :
GO | eik(! )yjin nY 8.41
o) = 55 sin(k(!)) (8.41)
Quelle est la relation qui relie le vecteur d'ond&(! )a lenergie ! ?
On introduit alors le paranetre (!) ¢k ni par :
)= —— 42
¢) 2J sin(k(!)) (8.42)
En ceduire que l'uniqueelement de la matriceT (! ) skcrit :
Too(') = ———~ (8.43)

1 ()

4) Montrer que le coe cient de transmission d'une onde de fequenck a travers le defaut

secrit : .

5) Le eseau 1D est connece par la droite et par la gauchea deux eservoirs delectrons entre
lesquels onetablit une dierence de potentiel. Sachant que dans le eseau on suppose que
chaque site "fournit” unelectron de conduction, quelle est la valeur du niveau de Fermi? En
ceduire le vecteur d'onde de Fermig= ? En utilisant la Formule de Landauer, montrer que

la conductance quantique est ce nie par :

2¢? 1

T le()2 () (8.45)

O =
6) Dans la limite  >>J , montrer que la esistance du conducteur quantique sécrit :
2
R;= Ry ol (8.46)

Que vautRy?
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8.4.2 Seconde partie

Dans cette partie, on se propose detudier la esistance d'un conducteur quantique qui
pesente deux cefauts localiges sur les sitea = 0 et n = L, respectivement. Chaque defaut
traduit I'existence d'un mur de potentiel correspondanta une selfenergie des sites= 0 et
n = Legalea !+ . En d'autres termes, le conducteur apparatequivalenta la mise en
srie de deux conducteurs pesentant chacun un seul dcefaut!

1) Montrer qu'en pesence des defaut, on peutecrire I'Hamiltonien de lelectron sous la forme
H = Ho+ V avecV = ( jOihQj + jLihLj). Par la suite on noteraEy le sous espace assoce au
cefaut. De dimension 2, ce sous espace est sous tendu par la base ed8ite= fj 0i;jLig.
On poseraP = jOihQj + jLihL]j le projecteur sur le sous espads, .

2) Montrer que la fonction de GreerG(! ) = (! H) ! du eseau eel s'exprime en fonction
de la fonction de GreerG°(! ) = (! Hg) ! du eseau ickal selon la relation :

G(!)= G )+ G°()T(1)G°(1) (8.47)
avec
T(')=PV@A PGP ! (8.48)

En ceduire que la matriceT n'a que quatreelementsTgo; ToL; TLo €t T, . Dans le sous espace

Ep, montrer que la repesentation de la matricelT est la suivante :
!

T()= L e (8.49)
@ )2 ()2 e 1 -
al (")etk Kk(!) ontee e nis dans la premere partie.

3) En utlisant la relation de Lippman-Schwinger, montrer que le coe cient de transmission
a travers les deux defauts secrit :

t() = 1

1 i)2 (i )2k (8.50)

4) Le eseau 1D est connece par la droite et par la gauchea deux eservoirs delectrons entre
lesquels on etablit une dierence de potentiel. SiL est pair, montrer que la conductance
guantique vaut :

2¢? 1
= — 8.51
012 h 1+4(,)2 ( )
A linverse, siL est impair, montrer que la conductance skcrit :
2¢? 1
= — 8.52
Gz = 1+4(,)° (8.52)

5) Dans la limite  >>J , montrer que la esistance du conducteur quantique secrit :

2

R = 4Ry, — siL estpair
12 0 53 p
4

Ry = 4Ry 27 si L est impair (8.53)

6) Quelle est votre conclusion sur la mise en srie de deux esistances ? Peut-on gereraliser
cette approche au cas d'un ensemble de esistances montes en srie ?
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8.5 Le probéme du cluster attaclea un nano- |

8.5.1 Premere Partie

Le but de cette premere partie est detablir I'expression de la conductance quantique
d'un | atomique qui pesente un defaut local en un site particulier. Pour cela, on consicere
tout d'abord la propagation d'unelectron dans un eseau 1D. La dynamique du eseauetant
cecrite par un mockle de liaisons fortes, chaque sit@ du eseau est caracerie par une
orbitale localejni dont lenergie est noke ! 5. Lelectron est capable de sauter de sites en
sites et on notera J la constante de saut assocee. L'Hamiltonien de liaisons fortes est alors
e ni par : X
Ho = I ojnihnj  J[jnihn + 1j + jn + 1ihnj] (8.54)

n

On suppose maintenant que le eseau pesente un cefaut sur le site= 0. En d'autres

termes, lenergie de l'orbitale du siten = 0, dierente de celle des autres sites, secrit! o+ .

1) Montrer qu'en pesence du cefaut, on peutecrire I'Hamiltonien de lelectron sous la forme
H = Ho+ V avecV = j0OihQj. Par la suite on noteraky le sous espace assoce au cefaut.
De dimension 1, ce sous espace est sous tendu par la base edBge= fj Oig. On posera
P = jOihQj le projecteur sur le sous espads,.

2) Soit G(!') = (! H) ! la fonction de Green du eseau en pesence du cefaut et soit
Go(') = (! Hg) ! celle du eseau ickal. Montrer queG(! ) est releea G°(!) par l'in-
termediaire de la matrice T selon la relation :

G(')= G+ G°(1)T()G°(1) (8.55)

avec

T()= j0ihOj (8.56)

1 GR(!)

3) Dans un eseau iceal, on rappelle que leseements de la fonction de Green sont & nis

par :
1

Je¢) )

al (') =exp[ig(! )]. Quelle est la relation qui relie le vecteur d'ondeg(! )a lenergie ! ?
En deduire que l'uniqueekment de la matrice T(! ) skcrit :

Goo(!) = go(!) M M(1) avecgy(! ) =

(8.57)

Too(!) = (8.58)

1 (')

4) Montrer que le coe cient de transmission d'une onde de fequenck a travers le defaut

secrit ;
1

W T em

(8.59)

5) Le eseau 1D est connect par la droite et par la gauchea deux eservoirs delectrons entre
lesquels onetablit une dierence de potentiel. Sachant que dans le eseau on suppose que
chaque site "fournit" unelectron de conduction, quelle est la valeur du niveau de Fermi?
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En ceduire le vecteur d'onde de Fermi et montrer que la conductance quantique est e nie
par :
_ 2 1

S T (8.60)

8.5.2 Seconde partie

Dans cette partie, on se propose d'utiliser le formalisme etabli dans la premere partie
pour calculer la conductance quantique d'un nano | lorsque celui-ci est perturke par la
pesence d'un cluster. Nous consicererons le cas d'un cluster forne par un atome puis le
cas d'un cluster forme par deux atomes. Une gereralisation au cas d'un cluster forne de
atomes ( > 2) sera envisagee dans la dernere question.

Ainsi, comme le montre la gure, chaque atome du cluster est caracerie par une orbitale,
noee jai et jhi, capable d'accepter unelectron du eseau. Pour simpli er la discussion, les
energies de ces orbitales seront identiques a celles qui e nissent le eseau iceal, a savoir
I 0. Depuis le eseau ickal, unelectron peut sauter sur l'orbitalejai uniqguement selon une
constante de saut Jo qui ealise une connexion avec le site O du eseau ickal. De plus,
lorsque le cluster possde deux atomes, la constante de saut entre les orbitpde®t jbi sera
egalea J, c'esta-dire celle du eseau ickal.

Lorsque le cluster est forme par un atome dont l'orbitale est noegai, son Hamiltonien
propre est ¢ ni par l'uniqueeement H = ! gjaihaj. Par contre, lorsque le cluster est fornme
par deux atomes, son Hamiltonien est repesene par une matrice (22) qui est ce nie, dans
le basefj ai; jbig, par : |

H = 0 : (8.61)

1) En utilisant la methode des projecteurs, montrer que la restriction de la fonction de Green
a I'ensemble des sites du eseau ickal secrit :

1
Ho J§Gaa(! )j0inO;

G(1) = (8.62)

al G(!')=(! H ) !estlafonction de Green du cluster lorsque celui-ci est isok du eseau
1D. La notation Gy;(! ) cesigne leEment de matrice de G(! ) dans l'orbitale jai

2) En ceduire que tout se passe comme si la pesence du clusteretaitequivalentea la pesence
d'un cefaut sur le site n = 0. Le cefaut traduit un ceplacement de lenergie du site n =0
donre par :

(1)=32Ga(!) (8.63)

3) En ceduire I'expression de la conductance quantique du nano | en fonction de la fonction
de Green du cluster.

4) Lorsque le cluster est forme par un seul atome, montrer qu&,(! ) = 1=(! !y). En
ceduire la valeur de la conductance.
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Figure 8.1 { Mocklisation d'un cluster attackea un nano- |I.

5) Lorsque le cluster est forme par deux atomes, montrer que

¢ o)

Gaa(' ) = (I | 0)2 JZ

(8.64)

En ceduire la valeur de la conductance.

6) Pour analyser le comportement de la conductance lorsque le nombre d'atomes du cluster
est superieura 2, nous allons consicerer que le cluster est forne par une chame contendnt
atomes repees par l'indicem = 1;:::;; L. Dans ce cas, en utilisant la methode du clivage, on
montre que la fonction de Green du cluster secrit8 m et m°2 [1;L] :

jm mY m+m? 2L+2 ( m+mO 4 (m+m?9 m mO m?0 m)
Gnmo(! ) = J( 1) 1 2+2 J( 1y (8.65)
avec (') = €9¢), Le clusteretant attacte au eseau 1D par l'internediaire du site

m = 1, tout se passe comme si la pesence du cluster etaitequivalentea la pesence d'un
cefaut denergie ( !') = J3Gu(!) sur le siten = 0 du eseau ickal. En ceduire I'expression
de la conductance du | iceal en fonction de la taille du cluster. Pour cela, on montrera qu'au

niveau de Fermi on a : L1 1)L!
| = - - "7

8.6 Etude d'une jonction netal-moécule-netal

8.6.1 Introduction

Lelectronique mokculaire repose sur l'icee que le moyen d'atteindre les dimensions na-
nonetriques est d'utiliser directement des mokcules organiques qui possdent naturellement
cette dimension. Dans ce contexte, le dispositif principaletude enelectronique mokculaire
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Figure 8.2 { Mocklisation de la jonction nmetal-mokcule-netal

est une jonction netal-mokcule-netal dans laquelle deuxelectrodes netalliques constituent
un eservoir delectrons qui sont injeces dans une mokcule.

Pour appehender la physique mise en jeu dans ce type de dispositif, nous allons consicerer
le cas simple a1 la mokcule joue le réle de pont nanonetrique permettant le transfert des
electrons entre les extemies de deux nanoelectrodes. Pour construire ce dispositif, nous
allons consicerer un eseau in ni 1D. Sur ce eseau, la propagationelectronique est decrite
par un mocele de liaisons fortes : chaque site du eseau est caracerie par une orbitale
localejni dont lenergie est noee ! (. Lelectron est capable de sauter de sites en sites et on
notera J la constante de saut assocee. I'Hamiltonien des liaisons fortely est ce ni par :

X
Ho = I ojnihnj  J[jnihn +1j + jn + 1ihnj] (8.67)

n

Pour simuler la pesence d'une jonction, nous allons supposer que I'in uence de la mokcule
sur les proprees de transport de lelectron revienta changer localement une constante de
saut. En d'autres termes, le syseme apparat comme deux eseaux semi-in nis, c'esta-dire
deux nano<€lectrodes, reles par un pont mokculaire. Ce pont mokculaire traduit une per-
turbation de la constante de saut entre les sites = 0 et n = 1 qui estegalea J° En
pesence de ce cefaut ponctuel, on noteréd = Ho + V I'Hamiltonienelectronique.

8.6.2 Conductance quantique

Le but de cette premere partie est detudier les variations de la conductance quantique
de la jonction metal-mokcule-netal en fonction de la valeur de la constante de saut®.

1) Montrer qu'en pesence du cefaut, on peutecrire I'Hamiltonien de lelectron sous la forme
H = Ho+ V avecV = JJ[j0ihY + j1ihQj]. Que vaut J ? En ceduire que le cefaut agit
uniquement dans le sous espaég de dimension 2 sous tendu par la bad®, = fj 0i;jlig.
On poseraP = jOihQj + jLihL] le projecteur sur le sous espad®, . La restriction de PV Pa
Ep est donc une simple matrice (2 2).

2) Soit G(!') = (! H) ! la fonction de Green du eseau en pesence du cefaut et soit
Go(') = (! Hg) ! celle du eseau ickal. Montrer queG(! ) est releea G°(!) par l'in-
termediaire de la matrice T selon la relation :

G(1)= G )+ G°()HT(1)G(1) (8.68)
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Seule la restriction de la matricelT au sous espacgp est non nulle. On montrera alors que
dans la baseBp, la matrice T est une matrice (2 2) ce nie par :

|
1 GY, J 2 Ja G%J) .

T =
(1 G§J)? (G§J)2 I GjJ) Goo J

(8.69)

3) Dans un eseau ickal, on rappelle que leseements de la fonction de Green sont & nis
par :
(¢ yn

Gl )= 5y

(8.70)

avec
(1)=& (8.71)

Quelle est la relation qui relie le vecteur d'ondk(! )a lenergie ! ? En posantge(! ) = G3o(! ),
eecrire la matrice T(!) en fonction de J, go, et . Pour simpli er lecriture, on pourra
omettre la cependance en de gy et de .

4) En utilisant les esultats du cours, montrer que le coe cient de transmission d'une onde
de fequence! a travers la jonction sécrit :

() = 1 gJ( D)

T ®d ) (@) 8.72)

5) Le eseau 1D est conneck par la droite et par la gauchea deux eservoirs delectrons entre
lesquels onetablit une dierence de potentiel. Sachant que dans le eseau on suppose que
chaque site "fournit” unelectron de conduction, quelle est la valeur du niveau de Fermi? En
ceduire le vecteur d'onde de Fermkg ? Montrer que le coe cient de transmission au niveau
de Fermi est ¢k ni par :

X2
1+ 2(1 x)

a x= J=J

6) En deduire I'expressiong(x) de la conductance de la jonction nmetal-mokcule-netal en
fonction du paranetre x. Etudier le comportement de la conductancg(x) en fonction de
X. En particulier, montrer que g(x) s'annule pour une valeur particulere dex. Pourquoi?
Montrer que g(x) admet deux maximum pour des valeurs speci ques dg. Lesquelles? En
ceduire les valeurs correspondantes d&° Donner une repesentation graphique de l'allure
de la courbeg(x).

7) A partir des esultats peedents, montrer que la esistance quantique de la jonction

secrit : I

Jjo g ?
R=Ro 3+ 53 (8.74)

avec ER; = 2€?=h.
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8.6.3 Localisation

Le but de cette seconde partie est de montrer que le eseau pesente desetats localies
qui apparaissent lorsquel ° prend des valeurs bien pecises.

1) En pesence du cefaut, lesenergies propres sont donrees par les poles@g ). Ainsi, en
plus desenergies propres du eseau ickal correspondant aux poles@(! ), on voit apparaitre
de nouvellesenergies propres assocees aux poles de la matilicddans ce contexte, montrer
gue ces podles sont donres par lesequations

1 x)2+x 1 =0 (8.75)
1 x2 x 1 =0 (8.76)

al I'on rappelle quex = J=J etar (1) =exp(ik(!))

2) Nous allons nous ineressera I'existence detats localies. De tels etats apparaissent en
dehors de la bande de conduction. lls sont carackeriees par un vecteur d'onde complexe
k(!)=1 (!)ouk(!)= +1i (!). Pourquoi? En discutant les valeurs possibles dg! ),
montrer que les solutions recherchees(! ) sont comprises dans l'intervalle (! ) 2] 1;1].

3) Enetudiant les Egs.(8.75) et (8.76), montrer que le eseau est le sege dkeuxetats lo-
cali®s qui apparaissentsimultarement en dessous et au dessus de la bande de conduction
si et seulement s°>J a J°< J.

4) En supposantJ®> J, ceterminer la longueur de localisation et lenergie des deuxetats
locali®es. Realiser une repesentation graphique sommaire de levolution desenergies en fonc-
tion de J°

5) En supposantJ® < J, ceterminer la longueur de localisation et lenergie des deux
etats localies. Realiser une repesentation graphigue sommaire de levolution desenergies
en fonction deJ®

8.7 Le graphe en forme de peigne

8.7.1 Questions peliminaires

Sur le eseau ickal de la Figure 1.(a), la propagation d'un electon est cecrite par un
moctle de liaisons fortes. Chaque sita est caracerie par une orbitalejni denergie ! o et
on note J la constante de saut entre deux orbitales voisines. L'Hamiltonien du eseau est
ce ni par : X
Ho = I ojnihnj  J[jnihn + 1j+ jn + lihnj] (8.77)

n

La fonction de Green du eseaua la fequenceé =1, 2J cosk(!)) secrit :

1

Gone(! ) = Go(! )™ M avecqy(! ) = Gy(! ) = 213 sin(k(!))

(8.78)
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On suppose maintenant que le eseau pesente un cefaut sur le site = 0 traduisant le
fait que lenergie de l'orbitale jn = 0i secrit ! o+ (voir Figure 1.(b)).

1) Montrer qu'en pesence du cefaut la fonction de Green du eseau eel secrit :

G(1)= G )+ G°()T(1)GO(!) avecT(!) = T o)

2) Montrer que la restriction g(! ) = Goo(! ) de la fonction de Green sur le site occupe par
le cefaut secrit :

j0ihoj (8.79)

_ %()
=16

3) Montrer que le coe cient de transmission d'une onde de fequenck a travers le defaut
secrit : L

1 o)

(8.80)

t(1) = (8.81)

8.7.2 Transmissiona travers un eseau connecea un second eseau

On se propose de calculer le coe cient de transmission d'une onde de fequerca
travers le eseau A de la Figure 2.(a), celui-cietant conneckta un second eseau B au niveau
du site n = 0. Dans ce probeme, et dans la suite de I'exercice, toutes lesenergies de site
sontegalesa! o et toutes les constantes de saut sontegalesaJ

1) Montrer que pour la propagationelectronique le long du eseal, tout se passe comme
si la connexion avec le esea® etaitequivalentea la pesence d'un cefaut sur le site n =0
(Voir Figure 2.(b)). Ce defaut traduit un ceplacement de lenergie de l'orbitale jn = 0i de ni
par :

(1) = 3%%(!) (8.82)

2) En ceduire que le coe cient de transmission d'une onde de fequencea travers le eseau

A est ¢k ni par :
1

" T

3) Montrer que la restriction g;(! ) = Goo(! ) de la fonction de Green totale sur le site 0 du
eseau A skcrit :

(8.83)

a(!)= 1 %) (8.84)

J2g5(1)
8.7.3 Transmissiona travers un eseau conneceéa deux eseaux

On se propose maintenant de calculer le coe cient de transmission d'une onde de fequence
I a travers le eseau A de la Figure 3.(a), celui-cietant connecta deux eseaux B et C au
niveau du siten = 0.

1) Comme peedemment, montrer que pour la propagation le long du eseady, tout se passe
comme si la pesence des deux autres eseauxetaitequivalentea la pesence d'un defaut sur
le siten = 0 (Voir Figure 3.(b)) qui traduit un ceplacement de lenergie de l'orbitale jn = Oi
donre par :

2(1) = J%q(!) (8.85)
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2) En ceduire que le coe cient de transmissiona travers le eseau A est ¢k ni par :

1
'y -
t2(' ) 1 ngg(! ) (8'86)

1] 2g02(! )

3) Montrer que la restriction gx(! ) = Ggo(! ) de la fonction de Green total sur le site O du
eseau A secrit :

@)= —2 (8.87)

1 3263(1)

8.7.4 Transmissiona travers un eseau connecea trois eseaux

On se propose nalement de calculer le coe cient de transmission d'une onde de fequence
I a travers le eseau A de la Figure 4.(a), celui-cietant connecka trois eseaux B, C et D,
au niveau du siten = 0.

1) Montrer que pour la propagation le long du eseal\, tout se passe comme si la pesence
des trois autres eseaux etaitequivalente a la pesence d'un cefaut sur le siten = 0 (Voir
Figure 4.(b)) d'intensie :

s(1) = I%g(!) (8.88)

2) En dceduire I'expression du coe cient transmissiona travers le eseau A.

3) Calculer la restrictiongz(! ) = Ggo(! ) de la fonction de Green totale sur le site 0 du eseau
A.

8.7.5 Transmissiona travers un graphe en forme de peigne

Nous allons maintenant gereraliser I'approche peedente au cas al le esealA est
connecea un nombre quelconquen de eseaux. Pour simpli er les calculs nous nous place-
ronsa lenergie de Fermi! = 1.

1) Calculer les coe cients de transmissiory, t, et t3 au niveau de Fermi.

2) D'apes les esultats peedents, on s'apercoit que le coe cient de transmissiona travers
le eseau A lorsqu'il est conneceam eseaux est donre par une suite ecurrente :

to = 1
1
= - (8.89)

tm 1
1+

tm

\éri er que I'on retrouve bien Ie&_expressions deq, t, et t3. Montrer que lorsquem tend
vers l'in ni, t,, tend verst =2( 2 1).

3) En ceduire la conductance quantique d'un graphe en forme de peigna ¢end vers I'in ni)
lorsque I'on connecte les extemies du eseau Aa deuxelectrodes.
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Figure 8.3 { Q. H. Wang and M. C. Hersam, J. Am. Chem. Soc. 130 (2008) 12896.

8.8 Nano Is orthogonaux interconneces

8.8.1 Peambule

Comme illuste sur la premere gure, lequipe du Professeur Mark Hersam de I'Universie
Northwestern a eali® des nano-structures unidimensionnelles interconnecees et orthogo-
nales entre elles. Pour obtenir un tel syseme, l'icee de base consistea utiliser le prenonene
d'auto-organisation des mokcules adsorlees sur une surface de Silicium. Ainsi, un premier
tepobt permet la ealisation d'un nano | qui s'auto-organise spontarement selon une direction
particulere. Un second cep6t entrame la formation d'une chame mokculaire auto-assembke
selon une direction orthogonale et qui vient se connecter au premier nano |. Les chercheurs
ont monte que cette approcheetait relativement gererale et qu'elle pouvait s'appliquera une
multitude de mokcules, organiques et inorganiques, qui forment spontarement des chames
sur une surface de Silicium.

Dans ce contexte, le but de ce probeme est detudier de manere simpliee les proprees
de transport et de localisation au niveau de deux nano Is orthogonaux et interconneces.

8.8.2 Moale

On consicere tout d'abord un eseau 1D in ni noe A (Voir la seconde gure). Sur ce
eseau, la propagationelectronique est cecrite par un mocele de liaisons fortes : chaque site
n du eseau A est carackrie par une orbitale localejni dont lenergie est noee ! 5. On
notera J la constante de saut entre orbitales voisines. L'Hamiltonien de liaisons fortes du
eseau A isok sera noe Hy :

X
Ho = I ojnihnj  J[jnihn + 1j + jn + 1ihnj] (8.90)

n
La fonction de Green du esealA isok, noee G°(! ), skcrit :
gk(t)in n

Goo(!) = 23 sin(k(1))

8n;n%2] 1 ;+1] (8.91)

avec! =145 2Jcosk(!)).
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Figure 8.4 { Moctle de deux eseaux orthogonaux interconneces

Au niveau du siten =0, le eseau A est conneckea un second eseau semi-in ni NOEB.
On supposera que la dynamique electronique sur le eseau semi-in B est decrite par le
méme mockle de liaisons fortes d'Hamiltonieit ;. Le long de ce eseau, les sites sont repees

par l'indice m =1;:::;1 eton noterajmi les orbitales assocees. D'apes le cours, la fonction
de Green du eseau semi-in niB isok, noee G(! ), secrit :

gk (!)im mYj gk (1 )(m+ mO)

Ghmo(! ) = 2iJ sin(k(!))

8m;m°2 [L;+1 [ (8.92)

Le couplage entre les eseauA et B traduit la capacie deselectronsa transiter entre
les sitesn =0 de A et m = 1 de B. La constante de saut assocee sera nokeelJg si bien que
I'Hamiltonien de couplage entre les deux eseaux skcrit :

W = Jo[im = 1ihn = 0j + jn = O0ihm = 1]] (8.93)

Finalement, on noteraH = Hy+ H; + W ['Hamiltonien total decrivant la propagation
electronique au niveau des deux nano Is interconneces.

8.8.3 Hamiltonien e ectif du eseau A

Soit P = P , jnihnj le projecteur sur I'ensemble des sites du eseall et soit Q =
m 1Jmihmj le projecteur sur I'ensemble des sites du esedBl. A partir de la nethode
des projecteurs introduite en cours, la projection de la fonction de Green du syseme total
G(')=1=! H) surles sites du esealA skcrit :

P

G = PEIP = 1 5 waoe )owp

(8.94)

Montrer que pour la propagationelectronique le long du eseal, tout se passe comme sSi
la connexion avec le esealB etaitequivalentea la pesence d'un cefaut sur le site n = 0.
Ce cefaut traduit un deplacement dynamique de lenergie de l'orbitalejn = Qi de ni par :

(1)=35Gn(") (8.95)
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Donner l'expression de (! ) en fonction deJy,J et k(! )?

8.8.4 Fonction de Green

En utilisant la treorie des fonctions de Green appligtee au cas d'un cefaut ponctuel, montrer
gue la fonction Green projeeeG(! ) skcrit sous la forme :

G(') = Go)+ G°(1)T(1)jOihgiG°(!) (8.96)

Donner I'expression deT (! ) en fonction de (!) et GJy(! ).

8.8.5 Transmission et Re exion

Une dierence de potentiel estimpose entre les deux extemies du eseal\ pour gererer
un courant. Sachant que dans ce eseau on suppose que chaque site "fournit” unelectron
de conduction, quelle est la valeur du niveau de Ferrhie ? En ceduire le vecteur d'onde de
Fermi ke = k(! g).
Calculer le coe cient de transmissiontg d'une onde de Bloch de vecteur d'ondi- . Calculer
le coe cient de e exion rg d'une onde de Bloch de vecteur d'ondke:-. Montrer que jrgj2 +
jtej> 1. Pourquoi? PourJy = J, montrer quejrgj2 + 2jtgj? = 1. Pourquoi ?

8.8.6 Conductance Quantique

En utilisant la formule de Landauer, calculer la conductance quantiqugJo). Discuter som-
mairement le comportement de la conductance en fonction des valeursld€Jo =0, Jo = J,
Jo>>J).

8.8.7 Localisation

Enetudiant les pbles de la fonction de Grees(! ), montrer I'existence d'unetat localise dont
lenergie ! | se situe en dessous de la bande de conduction du es@alEtudier sommairement
les variations de! | en fonction dex = Jg=J.



Annexe A

Orerateur densié

A.1 D& nitions

Le probeme po< par la description d'un super syseme est le suivant : comment incorpo-
rer dans le formalisme l'information incompékte que I'on a sur letat du syseme pour pouvoir
faire ensuite des pedictions qui tiennent compte au maximum de cette information partielle ?
De manere gererale, cette information incompekte se pesente de la facon suivante : letat du
syseme peut gre soit letat j ;i avec une probabilie p,, soit letat j ,i avec une probabilie
p. ... etc avec |, px = 1. On dit alors que le syseme est cecrit par un nelange statistique
desetats| ;i avec les probabiliesp,. Dans ce contexte, que se passe-t-il si on ealise une
mesure sur le syseme. Si letat du sysemeetaitj i, on pourrait calculerla probabilie
guantique d'obtenir tel ou tel esultat. Une telleeventualie ayant une probabilie p;, il faut
ponckerer le esultat obtenu par p; et ealiser une moyenne statistique  sur les dierents
etats du nelange.

Pour appehender ce type de probemes, on introduit un nouvel objet appek operateur
densie. Pour introduire simplement cette notion, consicerons tout d'abord le cas simple ai
letat du syseme est parfaitement connu. Soitj ( t)i cetetata l'instant t. Nous allons voir
gu'il est compktementequivalent de cecrire la dynamique du syseme par son vecteur detat
j ( t)i ou par l'operateur densie noe (t).

Ainsi,a partir de conditions initiales speci ques, levolution de letat du syseme d'Ha-
miltonien H est gouverree par lequation de Schredinger :

ih@ ( t)i = Hj ()i (A1)

La connaissance de( t)i permet de ceterminer la moyenne quantique de toute observable.
Pour cela, introduisonsju,i une base orthonormee qui sous tend l'espace des etats. La

cecomposition dej ( t)i sur cette base sécrit :

((0i= i (A2)

n

Si A designe une observable, sa moyenne quantiqeeA (t) > est alors & nie par :

<A®>= h( DA (DI = 6 OmOAM (A3)

nm

aveCAnm = hupjAjupi
Une descriptionequivalente s'obtient en introduisant I'operateur densie (t) ce ni par :

=i ih(1j (A.4)
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A partir de lequation de Schredinger, on montre facilement que levolution temporelle de
l'operateur densit est decrite par kquation de Liouville e nie par :

th@ (t) =[H; ()] (A.5)
Dans ce contexte, la repesentation de I'ogerateur densie dans la baga, i secrit simplement
nm (1) = ¢y (t)c, (t). Par conequent, la moyenne d'une observablg se eecrit :
X
<SAM) >= Apn mn(t) = Tr[A (V)] (A.6)
n;m
al le symbole Tr cesigne l'ogeration de trace incdependante du choix de base et telle que
Tr[ (t)] =1 8t. Cesequations montrent donc clairement que I'on peut cecrire totalement la
dynamique du syseme avec le formalisme de I'operateur densit.

Si dans le cas pur cela n‘a que peu d'inerét, ce formalisme devient fondamental dans
letude des nelanges statistiques détats. Ainsi, pour un nelange statistique desetaty i
avec les probabiliesp;, I'operateur densie est ce ni par :

X - - -
= pj ih (A7)
i
Les proprees de l'operateur densie sont les suivantes :
La conservation des probabilies entrane que la trace de la matrice densie estegalea
l'unie :
Tr[]=1 (A.8)

La double moyenne au sens quantique puis statistique d'une observaBlesst e nie
par I'operation de trace :

<A>=Tr[A ]=Tr[A] (A.9)
Levolution temporelle de 'operateur densie est gouverree par lequation de Liouville :
th@ (t) =[H; ()] (A.10)

L'operateur densie est hermitique :
1= () (A.11)

Lesekments diagonaux de l'operateur densie sont appekspopulations . Ainsi dans
une base quelconqupi,i on a :
X . o
m(t) = pici(1)j® avecey (0) = huyj i (A.12)
i
jCni (1)j? est la probabilie que le syseme se trouve dans letatju,i (sous-entendu si I'on
e ectue une mesure) lorsqu'il est cecrit par letat j ji. ., (t) est donc la probabilie
moyenne de trouver le syseme dangl,i. Cette grandeur est appeke la population de
letat ju,i.
Les eements non diagonaux de l'operateur densie sont appekscolerences . Ainsi
dans une base quelcongye,i on a :
X
nm (1) = PiCni ()i (1) (A.13)
i

Le terme ¢, (t)c,, (t) traduit les e ets d'intererences quantiques entre lesetatsju,i et
jumi qui peuvent apparaire lorsque letat du sysemej ;i fait intervenir une superposi-
tion colerente deju,i etjuni. nm(t) est donc la moyenne de ces termes d'intererences.
Si m(t) =0, l'operation de moyenne sur le nelange statistique a fait dispara’tre les
intererences quantiques. Par contre, si,n, (t) 6 O, il existe une certaine colerence
entre les deuxetats si bien que cesekments non diagonaux sont appeks colerences.
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A.2 Matrice densie eduite

Soit jni une base orthonornee permettant de cecrire I'espace desetats, d'un syseme
A auquel on s'ineresse. Ce syseme est en interaction avec un bain thermigBeet notera
j i une base qui sous tend l'espace desetats du bal. Par conequent, I'ensemble des
vecteursjn i = jni j i forme une base compekte et orthonornee qui sous tend I'espace
desetats E= E5, E g du syseme total A+B.

Notre meconnaissance de letat quantique initial du super sysemeé\+ B fait qu'il convient
de le cecrire par une matrice densie (t). Cependant, cette matrice contient plus d'informa-
tion que recessaire pour la seule compehension de la dynamique du sysefeEn e et, pour
caraceriser les proprees de A, nous serons ameres aetudier des moyennes d'observables
qui ne cependent que des deges de libere du sysem@ et qui n‘agissent pas explicitement
dans l'espace desetats du bain. Une telle observable, noee O, est diagonale par rapport aux
vecteurs du bain si bien que sa repesentation est e nie par :

Oninoo=Oppo o (A.14)

Par conequent, la double moyenne au sens quantique et statistique d'une telle observable
secrit :

<O(t) >

X X
Tr[O ()] = Onin 00 noop (1)

X X o o
Onno non (1) (A.15)

nno

Cetteequation suggere d'introduire un nouvel objet appekmatrice densie eduite (1)
dont lesekments de matrice sont ¢k nis par :

wi®= " amo(®) (0= Tre[ () (A.16)

al Trg designe une operation de trace partielle sur I'ensemble des deges de libere du bain
thermique uniguement. Ainsi, la matrice densie eduite (RDM pour reduced density matrix)
devient un operateur densie qui agit uniqguement dans I'espace desetatg, du syseme A
qui nous ineresse. Finalement, la moyenne de l'observable O se eduita une trace partielle
sur les deges de libere du syssmeA :

<O(t) >= Tra[O ()] (A.17)

A.3 Espace de Liouville

Une facon simple d'introduire I'espace de Liouville est de comparer les equations de
Schredinger et de Liouville pour respectivement le vecteur detaf ( t)i et l'ogerateur densie
(t), d'un super syseme A+B d'Hamiltonien H. Ainsi, lequation de Schmdinger sécrit :

ih@ ( 1)i = Hj (b (A.18)

alors que lequation de Liouville est ¢k nie par :

ih@ () =[H; (1)] (A.19)
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Introduisons alors I'objet matrematique L en posant :
1
L @® oIH ()] (A.20)

Lequation de Liouville devient :

i@ (t)=1L (1) (A.21)
Le ket j ( t)i est un vecteur de l'espace desetats du syseme, qui est un espace de Hil-
bert noe E. L'hamiltonien H est un ogerateur appartenanta E. Par analogie, on introduit
un nouvel espacel., dans lequel l'operateur densie (t) est un vecteur noej (t)ii . L'ob-
jet mathematique L est un operateur agissant dans ce nouvel espace si bien que dans
lequation de Liouville devient formellement isomorphe a lequation de Schredinger c nie
dansE. Intuitivement, on sait que dansk I'operateur densie est le produit d'un bra par un
ket. Sij (t)ii devient maintenant un vecteur de I'espace de Liouville, celui-ci sera ¢ ni en
relation avec le produit tensoriel de&E par son dual.

Par la suite, nousenorcons quelques propreesekementaires de I'espace de Liouville de
facona ce que le lecteur non inite puisse trouver les bases recessairesa la compehension
du texte.

Espace de Hilbert :
Soit un syseme physique d'HamiltonienH. Soit jai I'ensemble des vecteurs propres
de H qui sous tendent I'espace desetatk. Tout vecteurj i2 E, peut secrire comme

une combinaison lireaire des vecteurs de base :

X
ji= Cjjai avec C,=hgj i (A.22)

a

De méme, tout operateur A agissant dansE peut s'exprimer sous la forme :

A= * Aanjaihy avec Ay, = hajAjh (A.23)
ab

Espace et vecteurs de Liouville :
L'ensemble des operateurs agissant darts qui posede la forme d'un produitjaihly
e nit une base de l'espace vectorielL, dit espace de Liouville. Puisqugai 2 E et
Hy 2 EY, L est le produit tensoriel deE par son dual :L = E E?Y. On note alors
jalvii j aihly. Ainsi, tout vecteur jAii 2 L corresponda un operateur A qui agit dans
Eetona: X
jAI = Agpjabii (A.24)

ab
Produit scalaire et relation de fermeture :
SoientjAii et jBii deux vecteurs del. On ¢ nit le produit scalaire dans L a partir
de l'operation de trace dansE selon la relation :

hjBii = Tr[AYB] (A.25)
Ainsi, on \eri e facilement |'ogeration suivante :
hit'djablii = ca b (A.26)

La ce nition du produit et de la ceccomposition de tout vecteur de L sur la basegabii
entrame l'existence d'une relation de fermeture ¢k nie par :

X
jabiihha’y = 1 (A.27)
ab
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Super-ogerateur :
Soit Ly un operateur agissant dansL assocea un ogerateur h *V de Hilbert. Ly est
un super-ogerateur ce ni par :

X
Ly = jabiihha’bL yjcd’iihhc/dj (A.28)
abcd

Lesekments de matrice deLy sont relesa ceux deV par la relation :
h'bL y jedii = H(h‘;lJVJCI ba h djVjb ¢,) (A.29)

Un operateur important est le Liouvillien L assocea I'Hamiltonien h *H. Sijai consti-
tue I'ensemble des vecteurs propres dé assoces aux valeurs propreg&,, alors les
vecteursjalyii sont les vecteurs propres du super-ogeratelr qui correspondent aux
valeurs propresh Y(Ea  Ep) = !a:

Ljalii = ! gjalii (A.30)
Orerateur devolution :
DansE, la repesentation de Heisenberg d'un operateul est :

V(t) = U )V U(t) (A.31)

al U(t) =exp( iHt=h) est I'operateur devolution desetats de I'Hamiltonien station-
naire H. Dans l'espace de Liouville, on introduit I'operateur devolution U(t) c ni
par :

U@) = e ! (A.32)

SijA (t)ii est le vecteur deL assocea A (t) alors on a :

JA (il = U L(t)jAii (A.33)
SiLy (t)= U (t)LyU(t), il vient :
DD EE

@b Ly (t) cd@ =hV(t)jd bs hdiV®)jb ca (A.34)
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Annexe B

Equation matresse : sysemes non
markoviens

B.1 Introduction

Dans la treorie du transport discuee dans les paragraphes peedents, nous avons in-
troduit une nethode des projecteurs permettant d'obtenir uneequation devolution pour la
matrice densie eduite (RDM) d'une particule en contact avec un bain thermique. Cette
equation matresse pesente une forte non-localie temporelle caraceriee par I'apparition
d'un produit de convolution entre la RDM et un objet appek noyau memoire. Une telle
structure montre clairement que letat de la particulea un instant t cepend de I'ensemble
de I'histoire entre O ett de son interaction avec le bain thermique. Dans ces conditions, nous
avons mentionre que le noyau memoire est gereralement une fonction qui cecrot rapide-
ment au cours du temps sur une courteechelle appeke le temps de corelation du bain. Un
tel comportement permet alors d'utiliser la limite markovienne et donc de s'a ranchir de la
convolution.

Dans les sysemes nanoscopiques al les e ets de taille sont importants, une telle situation
peut ne pas se produire. En e et, le comportement du hoyau nemoire est intimement relea la
nature du spectreenergetique du bain thermique. Pour un bain relativemengrand, le spectre
est gereralement continu ce qui conduita un temps de corelation tes court. Par contre, dans
un eseau de petite taille, le spectre du bain peut pesenter une nature discete relativement
prononee. Dans ces conditions, les fonctions de corelation du couplage particule / bain
ne tendent pas vers 2ro et montrent des ecurrences temporelles. La dynamique devient
fortement non markovienne et la non-localie temporelle de lequation matresse ne peut
plus etre ignoee.

Compte tenu de cette non-localie, lequation matresse est relativement di cilea esoudre
sous cette forme. Dans ces conditions, une autre technique de projecteur aee mise au point
pour gererer desequations devolutions locales en temps. De telles nethodes, qui sont bases
sur lelaboration d'une renormalisation dierente de la srie des perturbations, conduisent
a une equation matresse dite sans produit de convolution ( time-convolutionless master
equation ). Elles permettent ainsi une caracerisation sysematique de la dynamique non
markovienne d'un syseme quantique ouvert. Dans cet appendice, hous ne donnerons qu'un
court apercu de ces nethodes de manereaetablir lequation fondamentale de la treorie.
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B.2 Equation dévolution locale en temps

Nous avons vu dans les paragraphes peedents que levolution de la RDMetait enterement
caracerisea partir de celle du super operateur devolution UY(t) = exp(iLt ). Plus peciement,
seule la moyenne de cet operateur sur les deges de libere du bain joue un réle fondamental
si bien que, en consicerant I'existence eventuelle de corelations statistiques initiales entre
la particule et le bain, nous avions introduit les deux projections :

We(t) = P ()P (B.1)

Wol) = P ()Q (82)

al P ealise une moyenne sur le bain. A partir de lequation devolution deUY(t), la dyna-
mique de ces deux projections \eri e un syseme dequations coupkes :

@UWp(t) = IUR(MPLP + iU ()QLP (B.3)

@UE (1) iUgp (PLQ + iU, (1)QLQ (B.4)

Pour esoudre ce syseme, nous avions inege formellement le seconde equation dont la
solutionetait : z

. t .
UWo(t)= P &°MQ+ i ) dt,Uss (t  ty)PLe?H:Q (B.5)

L'approche utili:e peedemment consistait alorsa injecter cette solution dans lequation
devolution de U}, (t) pour obtenir uneequation matresse integro-dierentielle caracerisant
la seuleevolution de I'operateur devolution moyenre sur le bain.

Pour obtenir uneequation locale en temps, la proedure est egerement dierente. Ainsi,
elle repose sur l'identie :

We(t t)=P £ Wp=p lePp (B.6)
En inerant la relation de fermetureP + Q =1, on en ceduit :
Ulp(t t))=P % (P+ Qe P (B.7)

Soit
Wp(t )= Ubp()Pe 1P + Uio(t)Qe P (B.8)

Ainsi, en reportant cette equation dans I'Eq.(B.5), le lien entreU,!Q(t) et U2, (t) devient
local en temps selon la relation :

. z, | |
UgQ(t): P CeIQLtQ + IUl)DIQ(t)Q . dt]_e lLthLeIQLtlQ
VA

t . .
+ iUs (P  dte MrPLe?M:Q (B.9)
0

Dans ce contexte, nous allons introduire I'objet central de letude desequations ciretiques
sans produit de convolution. Cet objet est le super operateur de Liouville ce ni par :
Zy . .
(t)=1i dte ":pLe'?H:Q (B.10)
0

En utilisant I'Eq.(B.10), la relation Eq.(B.5) devient nallement :

Wo® =P £MQE (1) '+ W ( @ (1) * (B.11)
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A ce stade, levolution de U, (t) s'obtient en reportant I'Eq.(B.11) dans I'Eq.(B.2). On en
ceduit :

@UEs (1) = iU (PLP + iU (D (1) 'QLP
+ P ceMQ@ (t) QLP (B.12)

Compte tenu de la ¢k nition de l'operateur ( t), on remarque imnmediatement que (t)Q =
( t). Ceci permet de simpli er lequation peecdente si bien que levolution de la projection
du super operateur devolution est gouverree par uneequation locale en temps de la forme :

@UEp (1) = 1UZp ()L (1) + F (1) (B.13)
avec .
L(t) = P@ (t) LP
F(t) = iP ce€"Q@ (1) LP
Zt
(t) = i dtie ":pLe’?Q (B.14)

0

Ainsi, I'EQ.(B.13) montre que la dynamique de la partie pertinente du super ogerateur
devolution est gouverree par un Liouvillien e ectif qui cepend du temps. De plus, I'existence
de corelations statistiques initiales entrame l'apparition d'une force suppementaire qui varie
au cours du temps. A ce stade, on notera que I'EqQ.(B.13) est exacte. Cependant, son existence
est relee a la condition fondamentale de la ck nition de l'ogerateur inverse (1  ( t)) 1.
Ce dernier existe si et seulement si il admet un developpement en srie de Taylor. Il aete
monte qu'un tel ceveloppement est toujours possible dans la limite des temps courts ainsi
gue pour un couplage H assez faible. Malheureusement, la condition d'existence peut étre
vioke dans le cas d'un fort couplage avec le bain thermique.

Sans exposer les cetails des calculs, on montre apes quelques manipulations algebriques
que (t) est e ni par le syseme de deuxequations coupkes suivant :

Z, _
i dt,UY( t))PLe'®M1Q
0

U(t)Q U (M) (1) (B.15)

(1)
eiQLt Q

al UY(t) = exp(iLt) est le super operateur devolution. En e ectuant un ceveloppement
de Dyson de cet operateur par rapport au couplage H, on montre alors que lequation
ciretique sans produit de convolutiona I'ordre deux des perturbations se met sous la forme :

@Uzp (1) = 1URp (t)(La+ L()+ F(D) (B.16)
al F(t) est donree par I'EQ.(7.41) et a :
Zt
L(t)=i . dt; < UY( t1) LUJ(ty) L> (B.17)

Lequation Eq.(B.16) e nie lequation fondamentale de la theorie desequations matresses
sans produit de convolution.
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