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Chapitre 1

Introduction

1.1 Historique

Les premiers phénomeénes électromagnétiques ont été découverts par les grecs anciens : Thales (-
VIeme) et Théophraste (-IVeme). Certains matériaux (par exemple 'ambre) acquiérent des propriétés
éléctromagnétiques une fois frottés; c’est le début de 1’électrostatique. ..

Le début de la science, dans tous les domaines, c’est en gros le 17°.

1600 : William Gilbert — proposition du terme « électrique » (vient du grec e \ex7po signifiant
ambre). C’est un biologiste, il s’est amusé avec les muscles des grenouilles.

1672 : Otto Von Guericke — premiere machine électrostatique : deux boules que 'on charge en
les frottant en tournant.

1745 : Bouteille de Leyd — premier condensateur : on introduit un fil relié & une machine élec-
trostatique dans une bouteille plaquée d’un conducteur a I'extérieur ; si on touche la bouteille on
se prend une décharge.

1752 : Benjamin Franklin invente un systeme détecteur d’orages : il relie & un long fil deux cloches,
et place une boule isolée au milieu. En temps orageux, le champ électrostatique ambiant augmente
donc les cloches se chargent. Mais la moindre perturbation (courant d’air...) fait qu’une cloche
attire la boule plus que 'autre, mais au contact elle est repoussée etc, et donc ¢a sonne. Franklin
a également capté I'énergie d’un éclair avec un cerf-volant.

Fin XVIIIeéme : Luigi Galvani et Alexandro Volta découvrent que le mouvement des charges pro-
duit un courant, et ils font des expériences sur I’électricité animale (nerfs, muscles ...). Invention
de la premiere pile chimique.

1819 : Hans @rstedt découvre qu'un courant électrique crée un champ magnétique.

1873 : James Maxwell publie un papier sur ce qui va devenir les « lois de base » de I’électroma-
gnétisme (pas encore sous la forme des « équations de Maxwell » telles qu’on les connait).

1887 : Heinrich Hertz est a l'origine de la formulation différentielle des équations de Maxwell
(IR) ,div, gﬁ) ). I1 estime aussi la vitesse de propagation des ondes électromagnétiques a 200 000
km/s en constatant que lorsqu’il provoque une étincelle & un coin de son laboratoire, un galva-
nometre réagit a 'autre bout.

1896 : Guilerno Marconi met en place le premier systeme de télécommunication par ondes élec-
tromagnétiques, en faisant la méme chose que Hertz dans son laboratoire, mais a travers 'océan
Atlantique (grosse machine...).

1905,1912 : publication par Albert Einstein des fondements de la relativité restreinte puis générale.
1970 : création du modele standard. Il s’agit de la description sous la méme théorie de toutes
les forces connues (sauf gravité), qui sont quantifiées. Ceci va remettre en cause le modele de
Maxwell.



Ce cours va s’intéresser a
1. P’électromagnétisme des champs continus,
2. la relativité restreinte (si on a le temps, a la fin, et un peu seulement).

On sait que la théorie de Maxwell est fausse, mais on I'utilise quand méme car & I’échelle macroscopique,
elle décrit tres bien les phénomenes.

1.2 Rappels maths : notions d’analyse vectorielle

1.2.1 Notion de champ

Un champ est une application de R dans R™. A tout point de I’espace (de dimension m) on associe
un vecteur (de dimension n).

Voici quelques exemples en physique classique :

champ scalaire | R? — R potentiel, densité ...

champ vectoriel | R® — R3 | vitesse, champ électrique, magnétique ...

Modélisation en physique classique
On peut étre amené & s’intéresser & une partie seulement des composantes de ’espace et/ou du champ
si:

— on ne s’intéresse effectivement qu’a un plan, une droite, ...

— les symétries du probleme 3D permettent de réduire les dimensions.

Exemple de généralisations possibles

— symétrie cylindrique : m =2 R? — R! %3 (on travaille sur un plan, mais il n’y a aucune raison
pour que le vecteur soit dans ce plan!).
— symétrie sphérique : m =1 R — RI 043,

Exemples en physique relativiste

champ scalaire | R* — R?

champ vectoriel | R* — R?

La dimension supplémentaire est le temps.

Attention En relativité restreinte, la présence d’un imaginaire pur en coordonnée temporelle ne
change rien a ces dimensions (on n’est jamais en présence de complexes).

1.2.2 Définition des opérateurs d’analyse vectorielle

Préambule

Ces opérateurs ne sont définis qu’en dimension 3, donc cela n’intéresse plus les mathématiciens depuis
un siecle, qui ont abandonné ces notions au profit de la notion d’analyse tensorielle. De plus ils ne sont
donc pas définis non plus en dimension 1 ou 2; il faudra ainsi étre prudent lors de la modélisation en
dimension 1 ou 2.



Le gradient

Soit ¢ un champ scalaire R3> — R. Le gradient est une application de I’espace des champs scalaires
vers ’espace des champs vectoriels.

—
Si dM est un déplacement infinitésimal dans R3, alors il correspond & un déplacement dy dans R.
—
Quand dM et dy tendent vers zéro, nous avons :

— —_— —
vV dM, d¢ = grad p-dM

Il s’agit d’une définition intrinseque, qui ne dépend pas du systeme de coordonnées.

La divergence

C’est une application de I’espace des champs vectoriels vers ’ensemble des champs scalaires.

— 1 — —
div A = lim —- # 4.3
v—-oV

S=0V

ou V est un volume fermé et S = 9V la surface qui entoure ce volume.

En somme, il s’agit d’un flux sortant d’un volume infinitésimal. Pour un champ de vecteur conservatif
(tout ce qui rentre dans un volume en ressort), la divergence est nulle.

Le rotationnel

N
C’est une application de I’ensemble des champs vectoriels vers lui-méme. La définition de rot (A) (noté

—_— —
curl( A) par les anglo-saxons) se fait composante par composante, autrement dit dans une direction
donnée 7.

Soit 77 un vecteur unitaire normal & une surface orientée S. On définit le rotationnel dans cette
direction :

C’est donc la circulation d’'un champ sur une courbe fermée autour d’un point.

Le laplacien scalaire

C’est une application de I’ensemble des champs scalaires vers lui-méme.

AV = div (grad V)

Le laplacien vectoriel

C’est une application de 'ensemble des champs vectoriels vers lui-méme.

AA = grad (div A) — ot (rot A)




1.2.3 Expression des opérateurs vectoriels en cartésiennes

Le gradient
dx

— _ — — _ =
vV dM, dp = grad ¢-dM. Posons dM = 0 ], alors dp = grad ¢-dx, soit :
0
dx
—_—
dy = grad ¢- 0
0

La composante en « de dy est g—?dx par définition de la dérivée partielle.

Par analogie pour les autres coordonnées on a donc :

¢
- oz
o)
gradp = Vo = 75
Op
9z
9
R oz
(Avec la notation du nabla V = % )
0
0z
La divergence
div(A) = lim ~ 4 A-as
v(4)= VROV
S=90V
3 Ax+
o
Ay+
[

Ax-

dz L

deéZ

dy

Fia. 1.1 — Calcul de la divergence

— — —
Soit ¥V un cube de coté (dx,dy, dz) suffisament petit pour considérer les champs uniformes sur ses

faces (figure 1.1). On notera A,+ la valeur du champ sur la face perpendiculaire a (ﬂ), coté x grands
—
(pointe de la fleche). A, est la valeur sur la face opposée.



N
div A

lim @ ———
da,dy,dz—0 dz dy dz

lim

— —
(4 - 4) @
-7 + 2 permutations

dz—0 dzx “da (z—y—z)

- —=—= 0A 0A 0A

d. A — -A_ — €T Yy zZ

iv Vv O + oy + oz

Le rotationnel
Ay+
Ax+

Ax— @
dYL Ay-

Faisons le calcul avec 71 =

—

e —
rot A -2

C’est la composante en z

dx

F1G. 1.2 — Calcul du rotationnel

V (75, S), Tt A7 = 1-7{ Al
S Je—as

lim
S—0
— =
de Ady
g
|d|-|dy|
! Ay -do+ AF-dy+ Ay (—dz) + 4
dz,dy—0 dz-dy y & =Y Y .
1 — — — — — —
j ((A - A5) - (A) - 4y) -l
dx,(liryn—>0 dz-dy r ) dy Y y) dz
AP -Apdy AP A dr
m dz dy m dy T
0A, B 0A,
ox y

du rotationnel ; on en déduit ’expression totale :

04,04,
oy 0z
A=V AAd=| 94 04
0z oz
04, 04,
ox oy

—
1 — -\ d
[(A;r — A;) d—x dy dz + 2 permutations
x

(z—y—2)



Autres référentiels

Les opérateurs vectoriels ne s’évaluent simplement que dans les référentiels localement orthogonaux.
Un référentiel localement orthogonal est tel qu’en tout point de ’espace, les vecteurs de base sont
orthogonaux. Les courbes issues de la variation d’'une composante sont toutes trois orthogonales en
chaque point.

Exemples de référentiels localement orthogonaux
— Coordonnées cartésiennes (d_x),d_y),d_z))
— Le référentiel polaire (r, )
— Le référentiel cylindrique (, 0, z)
— Le référentiel sphérique (r, 6, ¢)

Notion de facteur d’échelle

Dans un référentiel localement orthogonal, la variation élémentaire de la i°™° composante dg; va

engendrer dans l’espace un déplacement élémentaire dM; = h;-dg;. Le scalaire h; s’appelle le facteur
d’échelle associé a g;.

Exemples
— Cartésiennes : dM, = dx donc h, = 1, dM, = dy donc hy =1
— Polaires : dM, = dr donc h, = 1, dMy = r-df donc hy = r
— Cylindriques : h, =1, h, =1, hg =71
— Sphériques : dM, = dr donc h, = 1, dMy = r-df donc hy = r, dMy = 7-sin 0-d¢ donc hy = 7-sin 0

cylindriques z

theta
varie

cartésiennes
. L -
Pol ai res .
r varie
sphériques

FiG. 1.3 — Cartésiennes — Polaires — Cylindriques — Sphériques

theta varie

Deux propriétés :
— les facteurs d’échelle dépendent de la position dans I'espace,
— h;-dg; a toujours la dimension d’une longueur.

Exemple : Soit une fonction f: r —— f(r). Alors on peut calculer facilement son intégrale sur une
surface en exprimant la surface élémentaire dS a ’aide des facteurs d’échelle :

2m 400
// f(r)ds = / f(r)-ds avec dS = h,-dr-hy-df = dr-r-dé
0=0 Jr=0

10



1.2.4 Référentiels localement orthogonaux

Expression du gradient

— —_ —
vV dM, d¢ = grad p.dM

N hi-dq; hi-dq;
dM = 0 = dp = grad ¢- 0
0 0

L 9
h1 O

Posons :

—
= J|gradp=| — —=—

Expression de la divergence

div A lim ! {(hurhuﬂ? h/_h/_A—:) dq_fd dgs + permutations
vA= i . — L P r i
da1 da-dgs—0 h1-ha-ha-dgr-dga-dgs |2 '3 S0 7 2 M S ) g G ads TP

N
div A =

1 [6(h2h3A1) " 8(h1h3142) n 8(h1h2A3)j|
hi-ha-hs on Oqo 0q3

Expression du rotationnel

ot AT m
dq1,dg2—0 hl'hQ‘dQl‘dqz

1 ) <8(h2A2) B 6(h1A1)>
hy-ha oq g2

[ (rrAT =y eAT) s = (134T — h 4y ) ]

( OhsAs  OhoAs )
hy

0q2 g3
—— 1 Oh14, 8h3A3>
rot A = h —
hihyhs | 7 ( g3 a1

oq g2

<3h2A2 8h1A1)
hs3

11



1.2.5 Quelques propriétés remarquables

Démontrables facilement dans un repere localement orthogonal.

’divo 1&):0‘ , rot o gmdzﬁ>

Si V et W sont des champs scalaires :

—_— — —
grad (V-W) = V-grad W + W-grad V'

N
Pour V scalaire et E vectoriel :

— - @ - — — — - —
div(V-E)=V.div E + E-gradV , rot (V-E)=V-wot E — E NgradV

Théorémes de Stokes

Formulation tensorielle :
[[faa= ff o
% S=0V

La formulation tensorielle a peu de signification pour nous, faute d’une approche mathématique suffi-
sante.

Dans notre approche, elle se décline en 3 théoremes de Green / Ampere / Ostrogradsky :

[l -
%

S=0V
— — —
/// div A-dV = A-dS
y S=0V
// i Ads - 2.3
3 C=0S

1.2.6 Notion de pseudo-grandeur

Dans I'approche tensorielle de ’électromagnétisme, certaines grandeurs sont des tenseurs antisymé-
trique de rang 2 (des matrices antisymétriques).

0 a b
—a 0 ¢
-b —¢c O

Dans une matrice antisymétrique, seules trois composantes sont indépendantes (L’espace vectoriel des
matrices antisymétriques est de dimension 3). On peut donc représenter la matrice

0 a b a —a
—a 0 ¢ par b ou —b
-b —c O c —c

12



Pour pouvoir lever I'indétermination sur le signe, il faut prendre une convention. Une matrice anti-
symétrique peut toujours s’interpréter comme une matrice d’une rotation. On a toujours, en maths,
caractérisé une rotation par un unique vecteur.

Les vecteurs issus de cette convention symbolisent une rotation et sont dénommés vecteurs aziauzr ou
pseudos-vecteurs.

Conséquence : la symétrie. Les pseudos vecteurs sont antisymétriques : en deux points symétriques,
ils sont opposés.

Exemples de vecteurs axiaux Champ magnétique, produit vectoriel de vraies grandeurs, rota-
tionnel d’une vraie grandeur, vecteur symbolisant une surface ouverte.

1.3 Modele de Maxwell

« James Clerk Maxwell » (1831-1879)

1.3.1 Les origines

Les fondements du modele de Maxwell ont été jetés par Maxwell, mais il était au départ basé sur
des considérations mécaniques (ce qu’il a publié). C’est Hertz qui a trouvé une formulation avec des
champs (formulation différentielle).

Le modele a été élaboré en supposant 'existence de I'Ether, milieu supposé de la propagation des
ondes électromagnétiques. La Relativité Restreinte a montré que cette notion était inexacte. Malgré
tout, le modele de Maxwell est censé étre valable dans un repére fixe, par rapport a I’Ether.

1.3.2 Les champs utilisés

Ils sont au nombre de quatre :
— deux champs d’excitation (qu’on va pouvoir appliquer au vide ou & un matériau donné) :

AN
— Le champ électrique E,

2,
— Le champ magnétique H (vecteur axial).

— deux champs caractérisant la réponse du milieu :
—
— le déplacement électrique D,
— linduction magnétique B (vecteur axial).

1.3.3 Les équations

Il faut les retenir, mais pas parce qu’on les a apprises par coeur, parce qu’on les a comprises. Il faut
faire le lien entre I’équation de Maxwell et le phénomene physique associé.
Faraday

Ceci n’est pas une démonstration de 1’équation de Maxwell-Faraday, car celle-ci est un postulat que
Maxwell a posé au début, et a ensuite cherché a vérifier. Et on procedera toujours comme ceci pour

les autres équations de Maxwell.
0B
— —
V:fﬁ.dez—//-d
ot

N’ S
circulation D

flux surfacique

13



5505 550 S t
S
0B
N
rot E = o Equation de Maxwell-Faraday

En effet :
1 [[0B — 1 0B
lim —- /-dS: lim —-——-8
t S—0.S Ot
S

Le rotationnel d’une vraie grandeur est une grandeur axiale.

Gauss

FiG. 1.4 — Charge Q

Si on a une charge @ dans l'espace (figure 1.4), il y aura un champ électrique.
Le théoreme de Gauss dit que le flux sortant d’une surface fermée est égale a la charge intérieure.
C’est en fait une mesure de la divergence du champ.

—_—
Q= D-dS
S=0V
1
lim Q = lim — 1—5d—>
V—0 v—oV
S=0V

On en déduit :

p = div D Equation de Maxwell-Gauss

Il y a quatre champs dans la théorie de Maxwell. Pour le moment on ne s’intéresse qu’aux relations
qu’ils vérifient. On verra leur définition apres.

Flux

On va regarder un champ magnétique par rapport a un volume V (figure 1.5). Les lignes de champ
magnétique se referment toujours (il n’y a pas de monopole magnétique). Donc la différence entre ce

qui sort et qui rentre d’'un volume est toujours nul : B est un champ a flux conservatif.
— — . 1 — —
vV, # BdS=0 = lim V'# B-dS=0
S=0V S=0V

14



Fia. 1.5 — Lignes de champ magnétique a travers un volume

divB = 0| Equation de Maxwell-Flux

Ampere

H

Fi1G. 1.6 — Courbe fermée traversée par un courant

Le rotationnel d’un vecteur axial est une vraie grandeur. Figure 1.6 :

- — 1 — — I
H-dl=1 = lim —- H-d¢ = lim —
I S—0 S C=8S 5—0 .S
Ce qui conduit & :
— —
rot H = J

Mais dans un fil avec un condensateur, on ne peut pas faire passer un courant continu, mais on peut
faire passer un courant alternatif. Si on prend un circuit au milieu du condensateur, on obtiendrait
—
une discontinuité de H avec un circuit autour du fil. R
oD

Pour lever la contradiction, Maxwell introduit le courant de déplacement (homogene a J) : ot

—
Iro

]
I
<l
_l_
|

Equation de Maxwell-Ampere

1.3.4 Quelques propriétés du modele de Maxwell

Ce modele n’a jamais été précisément démontré. Encore pire, on a montré qu’il était faux (modele
standard des années 70) pour les petites échelles (mécanique quantique). Par exemple la dualité onde-
corpuscule pour les photons est inexplicable avec le modele de Maxwell.

En revanche, il décrit trés bien les phénomenes électromagnétiques macroscopiques. Il a été a 'origine
de la Relativité Restreinte.

Que disent les équations de Maxwell 7 Elles disent que la vitesse de la lumiere est de tant, indépendam-
ment du référentiel. Cela contredit évidemment la mécanique galiléenne, et ce probleme est a ’origine
de la théorie d’Einstein.

15



L’équation de continuité

On s’intéresse a la variation de la charge ) dans le volume V au cours du temps. On va pouvoir dire
que :

dQ_ - — L= 8p_
dt——#J-dS N div7 + 50 =0

S=0V

On n’obtient pas une équation de plus, elles est déja contenue dans le modele de Maxwell.
Ce raisonnement est valable pour des charges comme pour d’autres types particules. Cependant 1’équa-
tion de continuité électrique (dite encore de conservation de la charge) découle du modele de Maxwell :

_
D

olH=T 420 - divictH —div T + 2 .aw D
¢ NARGLELY ot

0
9p
ot

1.3.5 Les lois de comportement

— — — —

Les équations de Maxwell lient les champs d’excitation (E et H) aux champs de réponse (D et B) en
supposant ’existence d’une relation entre eux. Ces relations sont caractéristiques d’un milieu donné :
—

elle peuvent étre simples (linéaires), non-linéaires, voire présenter des hystérésis (par exemple entre B

iy
et H dans un matériau ferro-magnétique').

Quelques exemples

Dans le vide :
KN

7
B ) 10 2792
D =¢p-E avec gg = ;5 N.C*/m

— —
— B = po-H avec pg = 47-1077 N.C?/s?

On a de plus gg-pig-c® = 1

Dans les milieux linéaires :
— —

— D =¢e-F avec € = ¢,¢g
—

= p-H avec p = fir-pio

1

Mais on peut remarquer que la réponse d’un milieu peut étre décomposée en :
— la réponse du vide,
— la réponse du milieu proprement dite.

Posons : _
- = — — B —
P=D—¢yF , M=—-H
Ho
On note alors :
— — — — — —
P =¢y(ep —1)-E =¢p-xe E , M= (u—1)H=xyH

Xe €t xas sont les susceptibilités.

Derniere loi de comportement

-

Il nous manque le comportement de J en fonction des champs d’excitation. Dans les milieux linéaires,
— —

cette relation s’appelle la loi d’Ohm : J = o-E avec o = Fl’

conductivité ~~

résistivité

Lef cours d’électrotechnique
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1.4 Relations aux interfaces

1.4.1 Relations liées a la divergence

FiGc. 1.7 — Surface considérée plane

On considere une surface a une échelle suffisamment petite pour la considérer plane (figure 1.7). On
va y plaquer un volume qui va lentourer (cylindre avec un coté au-dessus et en-dessous, avec les

=
faces paralleles a la surface : il faut donc qu’il soit suffisamment petit). D peut étre considéré comme
constant sur la surface.

On va exploiter la formule div D= p @ le flux sortant est égale a la charge dedans.

— — — —
# D-dS=S5- (131731> + D2n—12>> + (I)cou'ronne = Q
0
S e
e—0

Si on fait tendre I’épaisseur e vers 0, le flux par la couronne va tendre vers 0.

De plus lir% Q = 0,-S avec o0, densité surfacique de charge.
e—

D’ou :

’ "\ —>
(DN1 — DN2> ‘Nno21 = O'p

On n’a pas zéro car il y a une densité de charge surfacique.

-
La composante normale de D est discontinue & cause de 'existence d’une densité de charges surfacique
notée o.

— —
De la méme fagon, nous avons div B = 0 donc la composante normale de B est continue :

| B, — By, = 0|

1.4.2 Relations liées au rotationnel

o

@ avec A’'B = AB’ = e.
FiG. 1.8 — Relations liées au rotationnel
OB
— —
fﬁ-dﬁ: —//-d
c t
S

17



lim ¢ E-dl = Bi-AA’ + By BB' ~ AA" (E1 _ Eg)
e— c

Et comme il n’existe pas de composante surfacique de %—]? :
0B
N
lim—//-dS—O
e—0 ot
S

— — -
<E1 _ E2> AA =0

Donc :

—_
Ce qui exprime la continuité de la composante tangentielle de E :

|Er, — Er, = 0|

A -7 —=2 =2 5D s . sz . 9D ..
De méme pour H avec rot H = J + 5. En effet il n’existe pas de densité surfacique de %, mais il

. . ’ . ﬂ . ﬁ _)
peut exister une densité de courant surfacique Jg : hn% J =Js.
e—

Donc : o
(Hl - H2> AN = Jg |AA|

Soit apres calculs :

—_— —
HTl—HT2:JS/\n_21>
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Chapitre 2

Electromagnétisme statique

2.1 Les équations de 1’électrostatique

ot E = 28 o o(E=10
.=
divD = p

Ces équations peuvent trouver une formulation plus aisée, en introduisant un potentiel scalaire V. On
. — % _> _>H H . . . . . 9. .
sait que rot (grad) = 0, or rot E = 0 donc il est possible (et on le vérifie a posteriori) qu’il existe

un potentiel scalaire V' tel que :

— —
E = —grad (V)

. % % . . 7 . \ A
Attention : grad (V + cste) = grad (V), si bien que V n’est défini qu’a une constante preés.

B . ’ . H H
Dans les milieux linéaires : D = e FE.

div]__)) =p = div (55) =p = div <7grm>v> = g
—_—
—AV

On obtient :

AV + p_ 0| Equation de Poisson
€

Calcul du champ électrostatique créé par une charge isolée

L’équation de Maxwell-Gauss donne :

— - —
divD=p = #DdS:///p-dV
\_ll\w___/

S=0V
Q

_
Symétrie sphérique : |D| est constante, et D est parallele & 7 donc :
— — 9
D-dS =4nr“-D
S=0V
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On peut encore dire que :

Q—> 7 1Q—>
n

D E —
42 ’ Arer?

Loi de coulomb

Il est ensuite facile de trouver le potentiel qui correspond & ce champ :

1 Q

4775 T

_

La loi de Coulomb donne E uniquement dans un milieu linéaire. Sinon ce qui est important c’est le
— —

déplacement électrique D et non le champ électrique E.

Loi de Coulomb : généralisation

Une charge ponctuelle n’existe pas physiquement. Mais pour trouver le champ électrique créé par une
densité de charges non homogenes, il suffit d’ajouter ...

= 1 Q_
E=— 27
r

4r-e
- 1 pdV _,
dF = — .
dme 712 "

On fait la somme de tous les éléments de charge produits par les p‘dV

N nM’M
Dou:| E(M /// — /// 7-dVayp
47T6 pPM ’ / M’ ’ / M

M'ey M'ey

PM’
AV
" dme /// MM

M'ey

l

On a alors le potentiel :

Potentiel créé par un dipole électrostatique

y

Q +Q *
—@ ®
M2 M1
=<

FiG. 2.1 — Dipole électrostatique

On s’intéresse au champ créé par ce dipole (figure 2.1) en un point M. Le potentiel en M est :

1 +Q
Vir = Var, + Vi Vi, = ——
MMM avee UM = e T,

Soit :
1 Q Q

Vi = . —
M™ dre |[MAM]  [MyM)|
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a a ~ —12
|M1M|: F—;:\/<F_C2L>.<7?_C2L>_ ’,';12_1_’4 =7
%/_/
e r?
! = L zl 171 1+1@77F
| M M| . la® - . T 4 r? r2
o+ -
%,_/
3
N 1 1 _17.7?
|MM| |MMs| 1 r?
vy QAT Lpm L plkeos(f)
de 13 dme 13 dre 12

P = Q-d est le moment dipolaire.
Il est intéressant de remarquer que le potentiel généré par un dipole décroit en %2

2.1.1 Les conducteurs

— = — —
Dans un conducteur linéaire, la relation qui relie J a E est la loi d’Ohm J = o- F, avec o potentiel-
lement "grand”'.

. — b R
Donc pour un conducteur en équilibre on a J = 0 d’ou :

— — — —

N
Dans le cas des conducteurs parfaits (o = +00), J est fini d’ou :

=
0

— — —

Donc que le conducteur parfait soit en équilibre ou pas, dans les faits le champ électrique est nul a
I'intérieur.

Champ (E,D) a la surface d’un conducteur (a ’équilibre)

Le champ a l'intérieur du conducteur est nul. Donc le champ a la surface est normal a la surface. En

effet, il y a continuité de Ep donc la composante tangentielle est nulle. Ensuite :

— — —_— s
Do — D4 = 0p'Ni2 = Dy = Op N2
~—~ ~—~
a extérieur  a lintérieur
Répartition des charges dans un conducteur :
—

— — —
D=0 = divD=0 = p=0

Donc un conducteur chargé ne contient des charges qu’a sa surface.

Ipour un conducteur parfait, on consideére que o est infini
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Notion d’influence électrique

Un conducteur ne se charge qu’en surface. Les charges se répartissent de maniere & annuler le champ
a l'intérieur, i.e. compenser le champ extérieur auquel le conducteur est soumis. De cette fagon deux
conducteurs & 1’équilibre qui sont en présence I'un de 'autre vont s’influencer, car le champ compen-
satoire créé par I'un va devoir étre compensé par 'autre, etc.

Notion de charges correspondantes

conducteur

conducteur B

A

Fi1G. 2.2 — Conducteurs reliés par un tube de champ

Les champs électriques sont orthogonaux a la surface des volumes (figure 2.2). Des lignes de champs
peuvent relier les deux conducteurs. On peut éventuellement créer des tubes délimités par les lignes

—
de champ D. En appliquant le théoreme de Gauss sur la surface entourant un tube, le flux sortant est
nul, donc la charge qu’il contient aussi.

Sur deux conducteurs en présence, les charges correspondantes (dans un méme tube) sont donc oppo-
sées. L’influence peut étre partielle si toutes les lignes qui partent de I'un n’arrivent pas sur 'autre.

Cas de l’'influence totale

Fi1G. 2.3 — Conducteurs en influence totale

Deux conducteurs dont 1'un est enserré dans l’autre sont en influence totale (figure 2.3) : les charges
développées a leur surface sont opposées.
Influence totale approchée

Le condensateur plan (figure 2.4) présente treés peu de lignes de champs qui ne relient pas ses deux
armatures (elles sont négligeables). Les armatures d’un condensateur peuvent donc étre considérées
comme deux conducteurs en influence totale (d’out des charges opposées sur les deux armatures).

2.1.2 Méthodes de calcul

La méthode des images

Probléme Une charge a coté d’un conducteur a I’équilibre (relié & un potentiel fixe, par exemple la
masse) (figure 2.5) : quel est le potentiel V' créé dans tout l’espace ? Le plan conducteur va développer
des charges surfaciques afin d’annuler le champ créé par la charge, ce qui va modifier le potentiel etc,
donc ce n’est pas facile a calculer.
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lignes de

champ @
AN

: C R

2
condensateur Vv

plan de

B\ symétrie

Fic. 2.5 — Méthode des images
Fi1G. 2.4 — Condensateur plan

Mais on peut résumer le probleme en placant une charge —() symétriquement par rapport a la surface
du conducteur. En effet on constate que les conditions aux limites sont les mémes (potentiel nul sur
le plan), et les équations les mémes (celles de 1’électrostatique), donc c’est le méme probleme dans le
demi-plan gauche (unicité de la solution & I’équation de Poisson).

En appliquant les lois de transition d’un milieu 1 vers un milieu 2, on peut montrer que le champ E
est orthognal au conducteur plan.

Le potentiel total est V(M) = V(M) + Vo(M) ou Vi et Va sont les potentiels créés respectivement
par @ et —Q.
Cette méthode s’applique quand des conducteurs (plans) sont en présence. Elle consiste & imaginer

un probleme plus simple présentant la méme solution dans la partie de ’espace qui nous intéresse,
c’est-a-dire les mémes conditions aux limites.

La méthode de relaxation

Concerne spécialement les problemes qui peuvent étre réduits a deux dimensions. Elle permet de
déterminer le potentiel V' dans un espace entouré de conducteurs a 1’équilibre.

On peut penser que c’est assez restrictif, mais en fait pas du tout. Cela signifie simplement que si 'on
connait le potentiel dans un domaine, on peut considérer qu’il y a un conducteur a cet endroit porté
a ce potentiel. Ainsi tous les probléemes pour lesquels on connait le potentiel sur un volume fermé sont
solvables par cette méthode.

L’idée est de montrer que le potentiel en un point est la moyenne de ses voisins quand p = 0 (figure
2.6).

e Vi

V4 @ [ ] @ V2
<>

a

@ v3

F1a. 2.6 — Point entouré de potentiels connus

On peut toujours écrire :

ov av 1
Vi= %+($i—$0)'%+(yi—yo)'afy+§' ((fvz' — 20)

0%V 0%V 0%V
2.7 o — 2.7 s — . s — .
8(132 + (yl yO) ayg + 2(.’Ez LC()) (y’b yO) axay

Pour |z — 29| = |y —yo| = a,on a Vi + Vo + V3 + Vjy = 4V + a®- AV +--.
AV =0
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Jusque 12, on n’a appliqué aucune formule particuliere de I’électrostatique : notre V peut étre n’importe
quoi. Mais apres avoir fait AV = 0, cette équation est encore valable a 'ordre 3. Donc avec une trés
bonne approximation, on peut écrire :

Vo==-(V1 + Vo + V3 + Vy)

|

Ce qu’on vient de montrer la, c’est la signification intuitive de AV = 0. Cela permet un calcul itératif
de V, car on peut montrer la relation de récurrence quadruple suivante :

1
Vn+1 == E(V{L + szn + ‘/311 + V4n)

2.1.3 Notion de capacité et d’énergie électrostatique

La capacité est la grandeur qui relie les charges électriques présentes sur les surfaces de conducteurs
en influence a la différence de potentiel entre leur surface :

Q
AV = %
V=2

(Q est la charge comprise dans deux éléments correspondants, et on la choisit de maniére a avoir la
capacité C positive).

Exemple pour un condensateur plan

Plaques paralleles infinies (figure 2.7).

V1

P
\

V2

L

Fi1ac. 2.7 — Condensateur plan

Quand les plans ne sont pas finis, si I’épaisseur a est assez faible les lignes de champs qui ne vont pas
d’une armature sur 'autre sont négligeables, donc les armatures sont considérées comme des éléments

correspondants.
On a:
AV = Bd=Tq= 9.1
€ S €
On retrouve donc :
€S o R
C= v Capacité plaques paralleles
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Energie électrostatique

Lorsque deux conducteurs chargés sont en présence I'un de ’autre, ils développent des charges a leur
surface et donc créent un champ électrique. Qui dit charges et champs dit force entre ces conducteurs,
ce qui laisse supposer 'existence d’une énergie électrostatique emmagasinée par le systeme.

Le calcul de cette énergie se fait en intégrant la puissance nécessaire pour amener le systeme dans son
état a partir d’un état ou les interactions entre les conducteurs sont nulles. Il y a deux cas envisageables :
— on ramene les conducteurs depuis l'infini : on a alors besoin d’une puissance mécanique,
— on charge les conducteurs petit a petit : on a besoin d’une puissance électrique.

Exemple dans le cas d'un condensateur plan

Condensateur de capacité C chargé sous une tension U.
Systeme sans interaction : (Q =0, U = 0).
Pour passer de (U =0,Q =0) a (U # 0, Q@ = C-U) il faut apporter ’énergie :

Q Q Q Q QQ 1 Q> 1
= — P-dt = TdE = .dO = Xdo=-.%2__~.0.
1% /0 aw /0 dt /O U dgt /0 U-dQ /0 Q=575 =5QU

A quoi ca sert ? Il suffirait de connaitre les potentiels, non? Des qu’on fait bouger les conducteurs,
les distributions de charges changent, et on est obligé de refaire tous les calculs de forces. Le concept
d’énergie électrostatique est donc utile pour calculer les forces entre conducteurs.

Exemple : quelle est la force entre les armatures d’'un condensateur de capacité C' chargé sous une
tension U 7 Bien sir, on s’intéresse a la direction perpendiculaire aux armatures.

_a” U_cst]- 8@_1 8<CU) U_cst]. 280_1 2 3%
F=%0 = 3V =2Y aa = 2V 9 =2V %5
1, 1

(d est toujours la distance interarmatures, U est constante car le condensateur est chargé avec une
tension U).

Autre exemple si le condensateur est chargé par la charge Q. Ici c’est la charge qui sera constante,
donc on ne trouvera pas le méme résultat que dans ’exemple précédent ou c¢’était la tension aux bornes
du condensateur qui était constante.

anW:

W10 10k 1
od 2

—_— = —. 2.77 R
Qf)d QQ od 2 €S

2.1.4 Application : électromagnétisme atmosphérique

Le champ électrique vertical moyen par beau temps est de 100 V/m. Mais le corps humain est beaucoup
plus conducteur que 'air, et donc on déforme les lignes de champ (on court-circuite le champ). Mais
si on a des semelles tres épaisses, elles peuvent étre moins conductrices que l'air, donc on est a un
potentiel de 200V, et si on touche quelque chose on se prend une décharge. ..

On a donc sur atmosphere (50km) une ddp de 400kV, ce qui correspond & un courant vertical
permanent de 10 gA/m?. Cela représente sur la surface de la Terre un courant de 1800 A et une
puissance de 700 MW. Mais ce condensateur peut claquer : éclairs.
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2.2 La magnétostatique

La magnétostatique est le régime ou les champs et induction magnétiques ne dépendent pas du temps
(Délectrostatique était le régime ou la position des charges était indépendante du temps).

Les équations de la magnétostatiques sont :
L=
divB =0
— — = — —
rotH=J+2%2 = 1ot =1J
- = — L,
B, H et J sont indépendants du temps.
La seconde équation donne encore :
. — " "
div orot H = div J donc divJ =0

Ainsi J est un champ a flux conservatif. Par analogie avec B on en déduit que :
— Les lignes de courant se referment toujours,
— On a la notion de tube courant : c’est un volume fermé entouré par les lignes de courant ; le flux
a travers sa surface est nul. Dans les circuits c’est le fil, et on a obligation qu’il se referme. Cas
particulier : si on une source de courant seule, la ligne de courant qui part droit vers l'infini ne
se referme pas; mais puisque l'on fait une intégrale, il n’y en a qu’une donc sa contribution est
nulle.

Le théoreme d’Ampere donne :

— — — — — —
rot H=J = 7{ H-dfz/ J-dS
C=dS 2

Approximation dans le cas des circuits :

et
&l
I

ui:ds

— —
Tout ce qu’on vient de faire est aussi bien valable pour J et pour B, puisqu’ils vérifient la méme

Analogie

7’ . . -
équation divX =0

_
B est donc aussi a flux conservatif, les lignes de champ se referment aussi. On a donc la méme notion
de tube de champs magnétique. Mais on utilise rarement les tubes de champ magnétique.

—
Autre conséquence de div B = 0 : la notion de charge magnétique (isolée) n’existe pas.

Notion d’élément de courant

Il est facile de définir une charge élémentaire. La notion d’élément de courant en revanche est plus
délicate : c’est une portion infinitésimale d’un tube de courant.

On prend une portion de tube de courant. Sur une longueur suffisamment faible, les lignes de courant
peuvent étre considérées paralleles (figure 2.8).

— —
Comment noter mathématiquement un élément de courant? On peut le noter J-dV, ou J est la
densité de courant supposée constante sur le volume infinitésimal dV, et dV une différentielle de
volume (trois intégrales a faire).

— —

Autre facon de le noter : J-dV = J-d8-df = dI-d? ot dI est une différentielle de surface, et d¢ une
différentielle de longueur.

Un élément de courant se note donc J -dV = dI-d/. On note parfois par abus (non homogene) I dl.
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Fia. 2.8 — Portion de tube de champ

Force sur un élément de courant

On ne peut pas définir une grandeur physiquement si on ne peut pas la mesurer. Le champ électrique
est mesurable par I'intermédiaire des forces et des charges.

De méme, pour le champ magnétique, si on peut mesurer le courant et la force magnétique, on peut

mesurer le champ :
-

F =qv A B
Cette formule est la définition du champ magnétique.
Force dF produite sur un élément de courant :
— — — — — — =
dF =d(¢g¥)NB = dF =JdVAB=IdAB
Potentiel magnétique

= — — —
Rappel:ﬁﬁz—%—?zo = FE =—gradV car&)ograd -70.

. H . H . . H . . . . H

Comme div B =0 et div orot = 0, il est possible que B soit un rotationnel : il existe un champ A
— —
tel que B =rot A.

—
A est le potentiel vecteur magnétique. Il faut savoir qu’il existe un potentiel scalaire magnétique, mais
son utilisation n’est pas évidente du tout, on n’en parlera pas ici.

—_— > —_—— - — —
Pour tout f champ scalaire : rot (A + grad f) = rot A + rot (grad (f)) =rot A

~—_—
=0
N

Donc A n’est défini qu’au gradient d’un champ scalaire quelconque pres.

En électrostatique, la définition complete de V' passe par la définition d’une référence de potentiel. En
magnétostatique, la définition complete de A nécessite le choix d'une jauge. On peut montrer qu’un
champ de vecteurs peut se définir completement par son rotationnel et sa divergence. Choisir une
jauge, ¢’est simplement choisir la valeur de div A de maniére arbitraire (mais néanmoins intelligente).

Cherchons a simplifier les équations :
rotH=J = Eﬁzu-? = QOQZ}:w? = grad (din) A4 :u-7

Si on arrivait a simplifier ces expressions, on arriverait a une équation connue : ’équation de Poisson.

— — — —
En effet si div A = 0 alors on aurait AA + uJ = 0, avec des solutions analogues :
—> / / J v d Vg
T 4n |M M|
M'ey
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divAd =0| J auge de Coulomb

—
Si les dimensions des conducteurs qui portent les densités de courant J sont faibles devant les dimen-
—
sions auxquelles on s’intéresse, il peut étre difficile (voire inutile) d’évaluer J dVj,. On lui préferera

IM/-déM/:
AM) = “/ L T
a7 Jarer |MM'r w

_
On en tire une loi sur B :

Rappel:ﬁ( a) = bro @ — a A gradb.

ﬂl

(J v) = 0 car M’ est une variable muette donc T M est constant vu de M.

/ /
///_) MM /// d£ N — MM Loi de Biot et Savart
s MM M

Circuits magnétiques

Remarque :

Ainsi :

c.f. Diaporama.

Avec le ferromagnétisme, on a des domaines entiers qui s’orientent, et non plus les atomes un par un
comme avec le paramagnétisme. Donc le champ est beaucoup plus fort, mais au prix d’un hystérésis,
a cause de la difficulté a retourner les domaines. Quand H augmente, on tend asymptotiquement vers
§ = /J,o'ﬁ.

Les matériaux a forte pgmittivité wr guident le flux magné_t)ique. En effet il y a continuité de la
composante normale de B (donc la composante normale de H est négligeable dans l'air du fait que

— —
Wy > po), et de la composante tangentielle de H, donc H a tendance & étre parallele a la surface du
matériau.

Ils attirent également les lignes de champ. Cela provient de ’augmentation locale du champ magnétique
.

Champ magnétique induit par une boucle de courant

Le calcul complet est relativement lourd (voire possible uniquement numériquement). Nous ferons
donc des hypotheses simplificatrices : nous ne nous intéresseronts pas au champ au voisinage de la
boucle.

—
— U 1-déyp

| M M|
2
= p I —
AM) == . R does
M) =& L/:o MM == P
rayon de
la boucle
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Fic. 2.9 — Repere utilisé

N 1 .
Il reste a calculer T

|MM’¢:\/’"2+R2+2r-R-cos(<p—@’)-Sin9 avec  M(r,0,p) et

e r?

Si R < r on obtient en négligeant % devant % :

1 1 (1_§> 7+ R-cos(p — ¢')-sinf
T 2

11 N
IMM'| ~ rTte

r2

D’ou finalement :

2 X PPV A
X(M’):M/ I_r—i—Rcos((p ¢')-sinf

3 R-dg'- cos(p — ¢')-e

e
o’

R2
X = %IT—Q sin Q-e_fp

ﬁ
Calculons maintenant B :

B = rot4A
T-R? 1 sin.p
B = ,u4 - —Cos
" —sin(0 — @)
‘ﬁ‘ B u-I-RQ\/B—COS%—Q@
4 2
2. 5in(fh —
cosfp = — \[bm( #)
/3 — cos(20 — 2¢p)
YB = @
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Chapitre 3

Electromagnétisme dynamique

Ou électrodynamique.

3.1 Approximation des Régimes Quasi-Stationnaires

Les équations de Maxwell sont difficilement solvables telles quelles (bien qu’il existe aujourd’hui des
logiciels dédiés : FDTD (Finite Difference Time Domain)).

On procede souvent par approximation. L’une des approximations les plus courantes concerne le « cou-
rant de déplacement ».

N
—— - aD
Rappel : on a rot H = J 4
—~ ot
courant de ~—~
conduction courant de
déplacement

—_— g
La somme de J et de 66—? n’a de sens que si ces valeurs sont comparables. Si I'une des deux est

négligeable, la somme est inutile.

Le plus souvent, I'un des deux courants est négligeable (par rapport a ’autre). Par exemple, si on se
situe dans le vide (ou bien dans un matériau isolant, ou mauvais conducteur), on n’a pas de courant
de conduction. On va alors avoir : -
oD
7| < |57
ot

Alors que pour un bon conducteur, on aura potentiellement le contraire :
—
oD

‘7‘ >
ot

Ou se situe la limite ?

Pour la fixer, placons nous dans le cas de milieux conducteurs linéaires obéissant & la loi d’Ohm. Dans

ce cas :
— — —

N
J =cF et D =¢FE

Ainsi que dans le cas d’un régime linéaire harmonique :

F = Fped@—F7)

_
0D
ot
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Ainsi on peut négliger le courant de conduction si ¢ < €-w, et on peut négliger le courant déplacement
sio>»ew

Conclusion :
— si 0 < we : conduction négligeable, bon isolant, équations analogues a celles du vide,
— si 0 > we : bon conducteur (ARQS),
— si 0 >~ we : il faut prendre en compte les deux courants.

Attention : Les notions de bons conducteurs et bons isolants dépendent de la fréquence : un méme
matériau peut étre bon conducteur a basse fréquence, et bon isolant a haute fréquence. Par exemple
le cuivre & température ambiante devient isolant & partir de 106 Hz, I’eau de mer & partir de 107 Hz.

Conséquences directes

Dans le régime ARQS :

rot E - ot , l—> (L Equations de la magnétostatique
divD = p rot H = J

; , . e — — . —
Sont donc conservées les équations div B =0 = B =rot A (existence de A),

ctrotH = J = divJ =0.

N
La notion de tube de courant, et de flux conservatif de J (d’ou les lois de Kirchoff : >~ i = 0), sont
également conservées.

Finalement, qu’est-ce qui n’est pas conservé? Toute la magnétostatique est conservée, en revanche
toute I'électrostatique n’est pas conservée :

~divD = P 1nchangee
— — .
—rot B = —%7 B onc rot E #0 : E n’est plus un champ de gradient.
— V existe-t- 11 encore sachant que E n’est plus un champ de gradient ?
On peut poser E = —gradV — W avec B = rot A.

Loi de Faraday

C’est différent de :

La deuxieme équation est une équation de Maxwell écrite sous forme intégrale. La premiere est une
—
dérivée totale : on peut faire varier I'; E' doit étre dans le repere associé a I'.

Préambule a la démonstration relativité du champ électrique.
Les équations de Maxwell sont valables dans tout repere Galiléen a condition de ne pas en changer.

Toutes les dérivations spatiales sont faites dans le méme repere. Mais que se passe-t-il si on veut
changer de repere Galiléen ?

Comment évaluer (Ef)n et (ﬂﬁ)n si v(R/Ro) =
0

Suffit-il de faire un changement de variable, et de dériver en tenant compte du changement de variable ?
En fait si on fait cela, on va voir qu’on n’obtient pas les mémes équations de Maxwell. Notre changement
de repere dit "galiléen” (ou classique : transformation de Galilée) n’est donc pas bon.
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Pour changer de repere, il existe une méthode infaillible. En effet, une seule chose est conservée
indépendemment du repere, ce sont les forces.

— —
Prenons un cas simple Dans Ry il régne des champs Fy et By uniformes. On va supposer que @
—
est une particule chargée immobile. Elle subit une force Q-Ej.

Dans R tel que v(R/Rp) = v, il régne des champs E et B uniformes. La force appliquée a @ est
— —
toujours Fiy/r = Q- Eo.

N’oublions pas que vg/g = —v donc par ailleurs :
— — — — — —

On a en fait fait de la relativité restreinte sans s’en rendre compte. Par changement de repere galiléen,
le champ magnétique se transforme en champ électrique.

Revenons a notre loi de Faraday : si le contour I' se déplace avec une vitesse non nulle dans un champ
—

magnétique non nul, on a un terme en plus a prendre en compte (le champ électrique E est & prendre

dans le repere lié a T').

3.2 Maxwell in-extenso : les phénomeénes propagatifs

— = —
Dans les équations de Maxwell, on a un double couplage : E dépend de 88—? et d’un autre coté, B

dépend de %—f. Il y a donc possibilité d’engendrer des oscillations, ce qui s’appelle la propagation.

Lorsque 'on considere le terme de courant de déplacement dans ’équation de Maxwell-Ampere, on
— —
introduit un couplage réciproque entre E et B qui permet la génération d’oscillations entretenues.

dvE = 0 +{§ = —gradV -4
divD = p B = rotA
rotH = J 49D

Ce sont les équations completes. Déja, pour simplifier, on va devoir se placer dans des milieux sympa-
thiques. On entend ici des milieux :
.o, , . — — — —
— linéaires : on peut écrire D =cFE et B = uH,
— homogenes : € et u ne dépendent pas de ’espace,
— isotropes : ¢ et pu sont des réels (ils auraient pu étre des tenseurs).

On part de I’équation de Maxwell-Faraday et on prend son rotationnel :

— — —— 0 ——=
rot B = ——— = rot (tot £) = ——rot B
——— ot
M odivE — AE
Soit encore :
grad odiv_ F —AF =—— rot (,uH) avec divD =p
Q N——

— — =
tot H = J + 92

”2E

ot?

1—
AE — e = —gradp+ e Equation de propagation dans le cas général
€

33



.7 \ N — g K . 7 . - =4
En milieu homogene, p est homogene : grad p = 0. En milieu linéaire : J =o-F.

Dans ce cas :

PE O
—
W o0 7ot
——
termes de propagation terme

d’atténuation

Le terme d’atténuation est due a la dissipation du courant (terme relatif a I’énergie).

Si on effectue une propagation en milieu diélectrique (isolant : o = 0) :

— 825

AFE = 0| Equation de propagation en milieu isolant

P>

3.2.1 Propagation du champ magnétique

—
— 0 — — 0B
ﬁ)oﬁ)ﬁ :ﬁ}JJr— rot D avec ot E = —
e o |t ot
grad odivH — AH ek
82H
— —
AH — ,Lrs-w = —rot J Equation de propagation du champ magnétique
— — — =
Dans un milieu linéaire conducteur : J = o E et 1ot £ = —%—Jf donc
0*H oH
N
AH — e = Uo——
He o =

—
C’est la méme équation que pour F.

Maintenant, qu’en est-il des potentiels? On les a définis compléetement dans les cas particuliers des
chapitres précédents, mais maintenant qu’on s’intéresse aux équations de Maxwell dans le cas général,
il va falloir les redéfinir, autrement dit trouver une jauge.

3.2.2 Choix d’une jauge

— N . N — . — — e
Rappel : A est défini & un gradient prés. Donc passer de A & A’ = A + grad f ne change pas le
probleme physique.

— — 94 9A 94 —— (Of
OI' FE = —gradV — E et 6t = E + grad <8t>
= = 9A — 94 — 94 ——of
AlnSl E = —gradV — W = —gradV — 8t = —gradV — W —orad a

On fait la simplification, et on obtient :

— —_— , — af
—gradV = —grad V' — grad n
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of
/ P _— —
Vi=v ot
Changement de jauge :

—> -  —

{ A" = A+gradf
0
Vi = v-4%

N
Maintenant, il va nous falloir choisir une jauge, c’est a dire fixer la divergence de A de facon arbitraire.
Pour cela, on va examiner la propagation de A. Pour cela, on écrit :

E(ﬁ?):ﬁ)ﬁ avec Q(QZ):grad odivA — AA
AA 4 7 —grad (divA +en2V) =0
—El o2 +upJ —gra v +€u5 =

Posons arbitrairement :

div A + pe- o

e 0| Jauge de Lorentz

3.2.3 Propagation de V

On montre de la méme fagon :

p 9 .. =
AV+ L= ZaivA
V+E atdw

Avec la jauge de Lorentz :

p 0?V

Z&V’+»g'=:u5~55?

3.2.4 Les échanges énergétiques

On va poser une cinquieme équation de Maxwell pour régir les échanges énergétiques. C’est un postulat.

— - =
Sp=FEANH
N
ou Sp est le vecteur de Poynting. Ce vecteur est tel que son flux a travers une surface vaut 1’énergie

électromagnétique qui traverse cette surface. On ne peut pas le démontrer, pas plus qu’on ne peut
démontrer les équations de Maxwell.

Exemple Flux d’énergie (puissance) e.m. entrant dans une surface fermée.
— — e
p:_#sp.ds:_ EANHd
S=0V S=0V
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Mais on pourrait aussi écrire, en utilisant un théoreme type Stokes, que :

P——///divs_frdv
Vv

Donc : D
1 —
lim — = — lim —- div Sp-dV
Vlglo Vv Vlino \%4 /// ver
~—— v
Pp
densité de
puissance e.m.
Avec :

Pp = —divg = —divﬁ/\ﬁ = — ﬁ;ﬁ—ﬁ Eﬁ
S———
Maxwell-
Ampere
0B oD
— —_ = =
Pp = H—t + E-J + E—t Densité de puissance e.m.

3.2.5 Vitesse de propagation des ondes e.m.

2—)
Dans le vide, AE — MO(SOW = 0. Si on écrit pg-eg-c? = 1, alors ¢ ~ 3-10% m/s
—
— 10*°E . . .
E - 292 = 0| Equation de propagation dans le vide
c

Pour un probleme monodimensionnel :

PE 1 PE  —
0x?2 2 ot?

Si on cherche une solution de la forme f (t + a-%). On aura alors une onde qui se propage a la vitesse

c¢/a. 1l vient :
2 1
c c

x

Donc ﬁ(:p, t)y=nf (t + %) + f2 ( — g) ol c est la vitesse de propagation des ondes e.m.

Dans le cas particulier des ondes e.m. sinusoidales a la pulsation w, on peut simplifier :

X(z,t) = X-cos | wt—

w{o\&
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3.2.6 Propagation dans les milieux LHI (et isolants)

LHI : Linéaire Homogene Isotrope.

- PE

Posons pi-e-u? = 1 ot u est la vitesse de propagation. On définit n = < (indice de réfraction), alors :

n = \/erllr X /€, car trés souvent p, =1

Détermination des potentiels A et V

Rappels en électromagnétisme statique

Pum’
Vo0 =gz i

T i / / / IJ\?JQ' -dVyr avec la jauge de Coulomb

Ce sont des choses qu’on a déja vues. On voit que dans les deux cas, on a une influence entre la densité
de courant au point M’ et le vecteur potentiel magnétique au point M (et réciproquement). Dans le
cas des phénomeénes variables dans le temps, les phénomeénes physiques qui ont lieu en M’ ne peuvent
pas influencer immédiatement les potentiels en M. Pour pouvoir calculer le potentiel en M, il va falloir
tenir compte de la vitesse de propagation des ondes e.m.

On reprend les mémes formules en disant que le point M ne peut étre influencé qu’apres un certain
temps, qui vaut la distance entre M et M’ divisée par la vitesse de propagation :

1% o t_7/|> av;
(M.t 4775/// vy M

JM/ t ‘)
Fong [

On peut avoir u = = a la place de c. Ici on a besoin de la jauge de Lorentz.

A quoi servent ces équations? Elles ont 'avantage d’étre tres générale, et permettent de déduire de
n’importe quelle distribution de charge et de courant tous les potentiels électrique et magnétique.

Comment appliquer ¢a au champ rayonné par un dipole oscillant ?

Champ rayonné par un dipdle oscillant

On a deux charges +Q = Qp sin(wt) et —Q qui vont générer un potentiel électrique, et le courant entre
les deux (dii aux oscillations) va générer un potentiel magnétique.

Méthode _
— Détermination de A : l'intégrale se réduit & un seul terme (un courant),
— Détermination de V : deux termes, un pour chaque charge,
~ Calculer E et §,
- =

— Calculer le vecteur de Poynting g =FENH.
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L’erreur a ne pas faire est de dire qu’on se place loin du dipdle, et qu’alors les temps de propagation
vers l'une ou vers l'autre des charges est le méme. Cela reviendrait a faire de ’électrostatique. Ici ce
n’est pas le cas, il faut tenir compte des différences.

On peut a la suite de ces calculs, tracer le diagramme de rayonnement. On cherche pour cela quelle
est la composante radiale du vecteur de Poynting (sur une sphere), et on affiche en 3D. On constate
alors une émission complétement isotrope.

En faisant le méme calcul, on peut prendre deux dipodles, on peut passer de I'un a l'autre par la
propagation d’un onde plane vue en cours, et en faisant la somme des deux champs, on fabrique
une antenne rateau élémentaire. Le diagramme de rayonnement montre une certaine directivité dans
I’émission, qui varie avec la distance entre les deux dipoles.

Un dipéle c’est une antenne élémentaire.
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Chapitre 4

Les ondes planes

4.1 Qu’est-ce qu’une onde plane ?

C’est un mode de propagation d’ondes particulier, que nous allons caractériser en e.m.

Définition d’une onde plane
C’est une onde dont les fronts d’onde sont plans. On dit qu’ils sont orthogonaux a k (le vecteur d’onde).

Sa forme générale est : g (f(t) - /277)

On va étudier un cas particulier important : celui de I'onde plane sinusoidale. En effet, par décompo-
sition de Fourier, on peut écrire que

—+00

g= / a(k) cos (w(k)t - EF) dk

—00

Donc moyennant une transformée de Fourier, I’étude des ondes planes sinusoidales (OPS) se ramene
au cas général.

Double périodicité

Si on se place a 7 fixé (on se place a un endroit donné, et on observe les oscillations de ’onde), on peut
mesurer la périodicité temporelle de pulsation w. Si au contraire, on fige le temps a g, on observe une
périodicité spatiale de pulsation |k|.

Maintenant, tout cela se propage. Mais a quelle vitesse ?

Notion de célérité d’une onde

On ne peut pas vraiment parler de vitesse, car une vitesse correspond au déplacement de quelque chose
de matériel, c’est la dérivée d’une position. Par exemple, les ondes hydrodynamiques ne sont pas un
déplacement absolu des molécules d’eau, mais un déplacement de proche en proche. En revanche on
peut parler de célérité. Il y en a plusieurs.

La vitesse de phase La premiere célérité est la vitesse de phase. C’est la vitesse de déplacement

des fronts d’onde (surface isophase). Le front d’onde est caractérisé par dy = 0 soit d(w-t — k-r) =0
- — -

d’olt w-dt — k-dr = 0. Si on projette sur k, alors

wdt — ’E‘ drp, =0

39



d’ou 4 k) A
Tk w
Vp=—F=—2>=—=\ car w =27
Yo dt k T / /
Que représente cette vitesse de phase en termes physiques? Pour 'instant elle a peu de signification

physique.

La vitesse de groupe Pour obtenir une vitesse qui ait un sens physique, intéressons-nous a la
propagation d’une information. Pour porter une information, il faut permettre a 'amplitude de varier
et donc superposer plusieurs OPS.

G(F,t) = /ak- cos <w(k)~t - EF) -dk
k

Faisons quelques hypotheses simplificatrices :
— tous les k sont colinéaires,
— G(7,t) est réel, c’est a dire que la transformée de Fourier est symétrique dans le plan complexe,
ou encore que les ai sont des réels positifs.

On va chercher la vitesse de déplacement d’un maximum d’amplitude. Celui-ci est obtenu quand la
variation dy de la phase par rapport au parametre d’intégration k£ est minimale, c’est-a-dire nulle :

de _
A dwir) _
(dk>k0—0 = (dk t—x=0

dk
Cette vitesse est la seule a avoir une signification physique (c’est pour cela qu’elle sera toujours
inférieure a la vitesse de la lumiere dans le vide c¢).

dw w
@& c’est & dire w = c¢*®-k. On parle d’onde & phase linéaire.

Cas particulier : vy = v, implique

4.2 Ondes planes e.m. en milieu isolant

Rappel
— —
Pour les champs E et H, I’équation de propagation est
- 182X
AX =0 avec peu® =1

w2 o2
La solution est alors de la forme :

X =5 (- 2) -5 (1+2)

La solution fy ne correspond a rien de physique. Donc on ne gardera toujours que la premiere.

w
Sil’on cherche des OPS e.m. gréace a ’équation de propagation, on trouve X (z,t) = X-cos | wt — —
~\u,./
k
Donc en électromagnétisme, on obtient w = ku = —— : c’est une onde a phase linéaire, et on a

Ep
7)90 = ’Ug.

Regardons maintenant si le fait d’avoir une OPS implique d’autres choses sur les champs et potentiels.
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Transversalité du champ électrique

. H . H o7 .
divD =0 = divE =0 en milieu isotrope

P 7 TR OE __ OE - Pt . OE
Si l'on suppose k parallele a 7, alors - = By = 0. Ainsi comme div £ = 0 on a aussi 3 = 0. Par
suite —j-k-E, = 0 soit :

E,. =0| Transversalité du champ électrique
Sans perte de généralité, on peut dire que k // 7 et E /]y
Transversalité du champ magnétique
[ 8Hx78EZ_6Ey T
Ho0r = 8y~ o2
— —q.w-u-H 0
—— 0B 0H, O0E, OE, e
rot £ = 0 = — b 5% 3, B = —JjwuHy, = 0
z € —jwuH, = —jkE,
B OH, OE, B 0F,
| . ot Oz oy |
- — -
Donc k, E et H forment un triedre direct.
Donc aussi :
E w
H, k VEW €
C’est I'impédance du milieu.
Dans le vide, nous avons 19 = Ho 377 Ohms. 19 peut aussi s’exprimer de facon exacte car
€0

Lo = 471077, 50u002 =1 et ¢ est défini de manieére exacte.

Nous nous sommes placés dans un repere cartésien particulier sans perte de généralité : nous pouvons
donc généraliser les formules trouvées :

—
E)]E 0 transversalité des champs w'l/‘
Hk=0 = — (Hn¥)
€
Considérations énergétiques
Quelle est I’énergie portée par une OPS e.m.?
E? -
S=EANH-= [EF cos?(wt — k-7) = n|H|? cos®(- - -)
n

Donc :




4.3 Ondes planes e.m. en milieu conducteur

Rappel Aveco #0 : _ _
X 00X

AX D
R

En régime harmonique :

— —
AX —jwp(oc+we)X =0
— - — o
De la méme fagon, on montre que E-k =0 et H-k = 0.

La question qui reste : que vaut k?

En régime harmonique :
kX —juwp(c+jwe)X=0 = k*=wreu—jwpo

2

w

Quand o = 0, on a k% = w?ep = 2
Quand o # 0, cette fois on peut écrire k = o — j de telle sorte que

Xej(wt—kw) _ Xej(wt—(oe—jﬁ)z) - X ej(wt—ax) . e—ﬁx

N—_—— ~—~

propagation atténuation

Le a et le # peuvent avoir une signification physique.

Pour Z > 1 (ARQS), on trouve :

2 2 _ WO
o = =
g 2
Conséquences
— —
— arg(k) = 7 donc le déphasage entre £ et H est de 7 (dans les milieux linéaires ils étaient en
phase).

2
w-p-o

— On peut définir une épaisseur de peau § = . L’épaisseur de peau ¢ est la profondeur de

pénétration des ondes e.m. a la pulsation w dans un milieu de conductivité o. C’est aussi ’épais-
seur sur laquelle se passent tous les phénomenes e.m.

On a beau avoir des cables tres gros, la conduction ne se fait que sur la périphérie du cable (sur la
surface). Ce qui explique que les cables des lignes de haute tension sont creux !

Exemples d’épaisseur de peau.

Fréquence Cuivre Eau de mer

50Hz 1lcm 30m
5kHz 1mm 3m
50 MHz 10 pm 3cm

5GHz 1 pm —
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4.4 Notion de polarisation

Formalisme de Jones pour la polarisation

Tout état de polarisation peut étre décrit par deux ondes planes polarisées linéairement, et par la
donnée de leur déphasage. On peut donc définir la polarisation a ’aide de deux nombres complexes,
représentant chacun ’amplitude et la phase de chaque composante.

Cette base (de deux ondes planes rectilignes) est UNE base de I'espace de polarisation, mais il en
existe d’autres, par exemple une base formée de deux ondes circulaires non identiques.

Pour formuler la représentation de Jones, il faut :

— choisir une base de I’espace de polarisation (C?); exemple : ( 0 ) représente la polarisation

0 , . . . .

1 représente la polarisation verticale. Ces vecteurs pourraient aussi
représenter les polarisations circulaires droite et gauche etc,

— Exprimer I'état de polarisation dans cette base.

rectiligne horizontale,

Quelques exemples (dans la base de polarisation rectilignes).

— OPS e.m. polarisée rectilignement d’amplitude E : V= < g >

— OPS polarisée circulairement d’amplitude E : V= % < 1 >

Le vecteur de Jones contient les infos de polarisation mais aussi les infos d’amplitude. Si V est le
veteur de Jones :

_>>|< 7 N . ,
-V*V | oun est 'impédance.

(5) =

|+

Alors ca, c’est bien et c’est pas bien. Ca donne deux informations : c¢’est mieux, mais ca complique
les calculs. C’est pourquoi on travaillera avec la normalisation du vecteur de Jones qui permet de ne
garder que les infos de polarisation.

On peut par exemple avoir a trouver la matrice de Jones d’une lame quart-d’onde (c.f. annales).

Opérations sur les polarisations Le polariseur : il a la propriété de ne laisser qu’une seule pola-
risation rectiligne passer :

() - ) ) - ()

La matrice de passage est :
10
w=(0)

4.5 Transmission d’une OPS e.m. a une interface

Il y a deux aspects :

— les lois de Descartes décrivent I’aspect géométrique : comment ’onde est-elle transmise ou réfléchie
en terme de direction ? Ces lois sont admises ici, elles ne sont pas du tout triviales a démontrer.
Elles se comprennent a I'aide du principe de Huygens. Avec le schéma et notations habituels,
nous avons :

k1sinf; = ko sin 69 donc n1sin 61 = ny sin Oy
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FiG. 4.1 — Polarisation perpendiculaire a une interface

— laspect énergétique. Pour une polarisation perpendiculaire au plan d’incidence, nous avons le
schéma de la figure 4.1.
Dans un repere lié a ’onde, on a :

- E .
Et= (Eefﬂk'r,o,o) N <o,eﬂ’“’,o)
n
1. Exprimer chacun des champs dans le repere général,
2. 2 =0 et application de la continuité de F ), et H ;, E;.—o) + Ey(.—0) = Ej(.—0),

3. en déduire les coefficients de transmission et de réflexion.

Onde incidente :

7

E:J_ _ (E_e—j(kizcos&—}-kiysinGi) 0 0>

0
- E —j(kizcos0;+k;ysinb;)
Hi [ e Jlki iRy ¢ -COSei
n efj(kiz cos 0;+kiysin 6;) . sin Ql

Onde réfléchie :

r

E)J_ _ (E'T’J_-e_j(kiz cos Or+k;y sin GT)’ 0, 0)

1 0
ﬁi_ _ E~ry . e—j(—kiz cos Ort+kiysinbr), oog 0,
n e—j(—kiz cos Or+k;ysin6,.) sin 6
r

Onde transmise
Eg_ — (E'tl_efj(ktz cos O¢+kiy sin@t)’ 0, 0)

0
=) Et) —j(kiz cos O +kiysin bt )
Hy=——| ¢ -cos Oy
n e—j(ktz cos 0y +kysin ;) sin et

Posons z = 0 et examinons les composantes tangentielles.

n9- cos B; — ny- cos b,

rL

(Elj_ +E,+)‘f: Ef‘a‘:’ }  ng-cosB; +ny-cosb,
1 N ol = =
(Hi + H. )4 = Hi -y . 2n5- cos b;
- ng- cos B; + nq- cos by
Remarques : réflexion sur un conducteur parfait : r| = —1et ¢; =0.
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Polarisation parallele au plan d’incidence

11+ cos 6; — ng- cos by
T =
/" 11- cos 6; + ng- cos by

b 2n9- cos 0;
"= 11 cos 0; + n2- cos Oy

Transmission énergétique vers un diélectrique
Pour trouver les coefficients de transmission énergétique, il faut considérer le vecteur de Poynting

— - = . R — 1 = =2
S = E A H, et plus particulierement sa valeur moyenne <S > = sRe(E NH™).

La partie de I’énergie qui traverse l'interface est donnée par <§ > .§ quand Z = 0.

Re(EX ANH*)-Z  (nyg-cosf; — ng-cos b;)?
-z

R, =- -
+ §)‘Ee(EiL A HZ*L) (n1-cos 6; + ng- cos 0;)?

T — Re(EX ANHH)Z  4ng-ny-cosb;- cos b
L §)‘Ee(EiL A H;‘L)-Z ~ (n1-cos; + ny- cos 6;)2

De la méme fagon, pour une polarisation parallele au plan d’incidence :

(ng- cos §; — ny- cos 6;)?
(ng- cos b; + nq- cos b;)?

R, =

4nq-ng- cos B;- cos 0,
(ng- cos ; + ny- cos b;)?

T, =

-1n2 -
tan . sin 2
n1 in~in2 — 7 g N2
On pose sin L=gsit> 1

Fic. 4.2 — Représentation graphique de 7', et T en fonction de 6;

Il faut donc retenir I'existence de 'angle de Brewster, comme le maximum de 7'/, en fonction de I'angle
d’incidence 6;, ou la totalité de I’énergie est transmise :

fp = arctan <n2> Angle de Brewster
ni
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Chapitre 5

Faisceaux gaussiens

Jusqu’a présent on a supposé que la propagation se faisait par ondes planes, et on a regardé quelles
étaient leurs propriétés. La on va faire la méme chose avec les faisceaux gaussiens.

5.1 Généralités — Approximations

Les ondes e.m. peuvent se propager de facons extrémement variées. Les faisceaux gaussiens sont un
mode de propagation plus général que les ondes planes. Ces derniéres sont en fait un cas limite des
faisceaux gaussiens.

_
Nous rappelons I'équation d’onde (on pourrait raisonner de maniere analogue avec H) :

A—> 1325
E= e =0

Hypothéses Nous nous plagons en régime sinusoidal temporel.

2
AE+SE=0 = AE+KRE=0
u

On va se baser sur I’écriture en onde plane pour souligner justement la différence entre une onde d’un
faisceau gaussien et une onde plane. Ainsi, la propagation de type onde plane serait :

E(t)=Ey e IR T = Ey e ka2 pour k/ z

Nous allons chercher la différence (le rapport) entre une onde plane et un faisceau gaussien.

E= U(ﬂf,y,Z) 'e_jkz
—_——

enveloppe
de 'onde

En introduisant cela dans I’équation d’onde, cela donne :

du

0z =0

; . Ou :
eIz <Au — 2jk‘> =0 donc Au — 25k
0z
La seule approximation que nous ferons pour obtenir des faisceaux gaussiens est I'approximation
de l’enveloppe lentement variable : on va supposer que les variations de l’enveloppe dans le sens
longitudinal sont négligeables devant les variations transversales :
0?u 0%

~ A, —
Au~ A U—W%—@
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Cela rejoint 'approximation paraxiale en optique (cela a un peu le méme genre de conséquences).

L’équation d’onde a résoudre devient donc :

Aty — 2j-k-aﬁ =0
0z

5.2 Hypothese de séparation des variables

Nous supposerons (et on peut le montrer) la solution de la forme suivante :

ue:2) = 9o 2 - exp | 5+ (P + 50 407 )|

Avec :

Les fonctions P(z), q(z), et W(z) sont a déterminer, et H,, est un polynéme d’Hermitte d’ordre n.
C’est un polynéme qui vérifie ’équation différentielle y” — 2xy’ + 2ny = 0. Les premieres solutions
sont :

-n=0= Hp=1

-n=1= Hi =2

—n=2 = Hy=422-2

Attention La séparation des variables entre x et y est arbitraire : on aurait pu utiliser r et 6 et
obtenir alors d’autres modes de propagation.

Pour commencer, nous étudierons le mode le plus simple : n =m =0, donc g = h = 1. Ainsi :

: ko2 o >]
u=-exp|—j | P(z)+ (" 4y
= (PO g
L’équation de propagation devient alors :

V(z,y,2) k-(:c2 + y2)- (q’(z) — 1) = 2q(2)- (q(z)'P'(z) +j)

0 0

La seule maniére que ce soit vrai pour tous (z,y, z) est que les deux membres soient nuls. Cela donne
deux équations :
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5.3 Conséquences de ¢'(z) — 1 =0

Déja, ¢'(z) = 1 donne ¢(z) = qo+2. Il faut maintenant l'interpréter. Remarquons que ¢(z) est complexe,
on peut donc le décomposer en :

1 1 . A
¢(z) Rz Tx()

Décomposition de ¢(z)

avec R et W des fonctions réelles a déterminer. Regardons quelle est la signification physique de ces
fonctions.

La partie de u qui ne dépend que de q est :

.k 2 2
u; = exp|—Jj—— (@ +y
q 2q(2)( )
kr? 1 JA
= ex _] — i
P R(z)  mW2(z)
—— ~—
terme de amplitude
phase

On reconnait R : le rayon de courbure du front d’onde en z, et W : "rayon” de I’enveloppe convexe.

Si on fait une coupe transversale a z, I'intensité de I'onde est gaussienne (maximale sur 'axe, et de
largeur caractéristique W).

Pour déterminer ¢(0), il suffit de remarquer que les équations de Maxwell sont invariantes par inversion
du temps et de I'espace (principe du retour inverse).

Cela signifie qu'un faisceau se propageant suivant z possede un plan de symétrie, que 'on pose étre
z = 0.

—enz=0,W(z) =W

— que vaut R? Les rayons de courbure sont opposés de part et d’autre du point de symétrie :
R(—z) = —R(z). Finalement, on a un rayon de courbure nul ou infini en z = 0, mais dire qu’un
rayon de courbure est nul n’a aucun sens, donc R = +oo (un rayon de courbure de +00 ou —oo,
c’est la méme chose).

W = Wy
R

Conclusion  z =0 = { = 4oo = front d’onde plan

On en déduit : )
W
0) =j—"
q(0) =j 3

Puis comme ¢(z) = qo + z, alors en identifiant parties réelles et imaginaires :

A222

W(z) =4 |WE + s

(Z) 0+7T2W02
Quand ous avons W (z) A2
uand z — 0o, nous avon z) ~ .
’ TWo

w2 W§

R(z)=z+ 32,
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F1G. 5.1 — Faisceau gaussien

Pour z petit on obtient un front d’onde plan. Pour z grand le rayon de courbure est égal & z : on a
une onde sphérique (figure 5.1).

A
W

0 Angle de diffraction (figure 5.1)

Macroscopiquement, on peut mesurer ’angle de diffraction, et apres on peut en déduire la taille du
col Wy. Plus un faisceau est étroit, plus il diffracte. On voit I’analogie avec les ondes planes. Une onde
plane est un faisceau gaussien de diametre grand et donc d’angle de diffraction petit.

W W
R(Z):Z+ )\22 :Z<1+Z2>\2>

Ou se trouve la limite ?

Il en résulte :

Lp : longeur de Rayleigh ou Fresnel
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Chapitre 6

Optique matricielle

On n’en fera qu'un survol.

6.1 L’optique géométrique

Un montage classique d’optique géométrique est représenté figure 6.1.

onde plane onde sphérique

Fi1c. 6.1 — Montage d’optique géométrique

Or on a montré que le vecteur d’onde est quasiment toujours orthogonal au plan d’onde. Un ensemble
de rayons paralleles modélise une onde plane. Suite a un passage a travers une lentille, on dévie les
rayons. Le front d’onde (orthogonal au vecteur d’onde) est alors sphérique.

A T'entrée de la lentille on a une onde plane d’extension transversale limitée, donc ce ne peut étre
qu’'un faisceau gaussien a l'intérieur de sa zone de Rayleigh. De I'autre c6té on a deux droites qui se
croisent, ce qui ressemble de loin a un faisceau gaussien. L’optique géométrique consiste donc a ne pas
regarder ce qui se passe au foyer. En effet on ne peut pas concentrer de la lumiére dans une zone plus
petite que la longueur d’onde, donc toute I'énergie ne peut pas étre concentrée au foyer.

Optique géométrique C’est I’étude de la propagation des ondes e.m. a l'intérieur de leur zone de
Rayleigh (ondes planes), et loin de leur zone de Rayleigh (ondes sphériques).

6.2 Optique géométrique matricielle

Dans le cadre de 'approximation paraxiale :
— Lois de Descartes : ni-sinfy = ng-sinfly = nqy-0; = ny-09 en linéarisant.
— Figure 6.2 : on a dy = ¢-sinf = ¢-6 donc les relations liant déplacement et angle sont linéaires.

Un rayon lumineux est décrit par ( ‘Z ) (figure 6.3).
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longueur |

Fi1G. 6.2 — Lien déplacement—angle

F1G. 6.3 — Description d’un rayon
Tout systéme optique paraxial est alors décrit par une matrice 2 x 2, telle que :
/
v\ _ (Y
(o) =2(3)
Si on met plusieurs systemes (M puis My) a la suite (une interface commune), on a (figure 6.4) :

1 !
(5 )= ()= 2man ()

'l attention

Fi1G. 6.4 — Systemes en série

Toute 'optique géométrique paraxiale peut donc étre déduite des matrices des composants de base :

1. Lentille convergente de focale f :

Si =0 alors 0 =-4 1 0
f M p—
Si y=20 alors 9’:«9,y’:y} = o(f) <_]1c 1)
2. Propagation simple d’une distance ¢ dans un milieu d’indice n :
0 =0 1 7
Yy =y-+L-sinf=y+L-0 = Md(z)_<0 1)

3. Réfraction sur un dioptre plan (changement d’indice) (figure 6.5) :

0 = 2.6 (Descartes) 1 0
" y/ :( y = Mdioptre = ( 0 >

4. Dioptre sphérique (indice ny vers ng) (figure 6.6) :

y' = y avec le rayon passant par le centre

¢ = 710 avec le rayon passan par le sommet 1 0

= R-sin6 2: 0 =0 donc 0 =a ymg Mps = mp-m m

y= = , = Y T, Rnz  na
0 RO
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nl « n2

Fi1G. 6.5 — Réfraction sur un dioptre plan

nl n2

pas de
déviation

deviation
comme pour le
dioptre plan

F1G. 6.6 — Dioptre sphérique

Des rayons paralleles peuvent soit ne pas étre déviés, soit comme sur un dioptre plan selon le
lieu d’impact.

5. Et les miroirs ? Pour les traiter, il faut « déplier » la lumiere en supposant que le miroir ne
réfléchit pas (figure 6.7). Deux miroirs face a face peuvent donc étre réprésentés par une suite
infinie de lentilles.

6. Miroir plan (figure 6.7) :

FiG. 6.7 — Miroir plan

7. Miroir sphérique (figure 6.8) : C’est la matrice d’une lentille de focale —g.

10)
2
Z 1

Fi1G. 6.8 — Miroir sphérique
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Pour toute matrice M décrivant un systéme optique on aura :

det(M) = m
n2
6.3 Loi ABCD
Retour aux faisceaux gaussiens.
Le rayon complexe d’un faisceau gaussien est :
1 1 A

q TR W

[\

.y ) . . . A B . .
Si a lentrée d’un systeme optique décrit par M = < c D ) se trouve un faisceau gaussien de rayon

complexe ¢, le rayon complexe ¢’ & la sortie vaut :

, Aq+B

= ———| Loi ABCD
e Cq+ D o ¢

Grace a la loi ABCD et a loptique géométrique matricielle, il est possible de faire 1’étude de la
propagation des faisceaux gaussiens dans les systémes optiques paraxiaux.

LA chose a retenir est qu’il est possible grace a des produits de matrice 2 x 2 avec les matrices des
systemes de base (trois sont tres faciles a retrouver) et la loi ABCD, de prendre n’importe quel systeme
propagatif paraxial et de calculer la propagation d’un faisceau gaussien.
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Chapitre 7

Relativité restreinte

Juste une introduction. On a fété les 100 ans de la premiere publication d’Einstein & ce sujet hier (le
17 mars 2005).

Ici on ne prétend pas faire un cours de relativité restreinte, car on ne va pas utiliser le formalisme (les
tenseurs, ...). On va juste essayer de voir quel est son intérét.

Il y a des choses pour lesquelles on ne se pose pas de questions. Si il est telle heure ici, il est la méme
heure pour ceux qui dorment encore a la résidence ;-p.

La relativité restreinte a été inventée par Einstein, qui était a 1’office Européen des Brevets, et s’inté-
ressait a la synchronisation des horloges pour toutes les gares européennes.

Mais quand on envoie un signal d’une gare a 'autre, il y a un temps de propagation. Ce qui veut dire
qu’il va y avoir une horloge maitre qui va étre un peu en avance sur toutes les autres. Si on connait le
retard, on le prend en compte.

L’idée d’Einstein c’est de dire que ce retard n’est pas fictif, mais bien réel.

7.1 Les origines : la mécanique classique

En mécanique classique, le temps est invariant. C’est a dire, en terme mathématique, quel que soit le
déplacement spatial qu’on fait, le déplacement temporel est nul : dt = 0.

De méme, une regle de 30 cm fait 30 cm ou qu’elle se trouve, et quelle que soit sa vitesse.

Le temps et la distance sont donc les invariants de la mécanique classique.

Fi1G. 7.1 — Deux reperes en translation

Conséquence immédiate Sil’on considere deux reperes en translation rectiligne selon Z I'un par
rapport a l'autre a la vitesse vg g, = v (figure 7.1) :

r = x9— vt
Yy = Yo
Z = 20
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C’est la transformation de Galilée

Le modele de Maxwell décrit la propagation des ondes e.m. dans le vide :

AF 1 32E) 0
2 o
Il y a donc une vitesse de propagation c :
c= = 299792458 m/s

€0° [0

C’est une valeur exacte, puisque c’est la définition du metre.

Les lois de Maxwell et la transformation de Galilée impliquent donc l'existence d’un repere unique
dans lequel les équations de Maxwell sont valables.

En 1900, on supposait 'existence de 'Ether, immobile dans ce repére, milieu supportant la propagation
des ondes éléctromagnétiques.

Jusque 12 il n’y a aucune contradiction, mais il va falloir trouver ce repere.

7.2 Expérience fondatrice

Michelson et Morley (1887).

S’il y a un repere fixe, la vitesse de la lumieére va varier en fonction de la vitesse a laquelle on se
déplace. On peut donc calculer de cette maniére la vitesse de la Terre. Avec un interférometre a deux
bras (I'un dans le sens de déplacement de la Terre, autre perpendiculairement), on fait des mesures
d’un co6té du Soleil et de I'autre. On aurait di avoir des franges mobiles, mais personne n’a pu les
observer. Or ils ont montré que la précision de leurs appareils était suffisante.

L’expérience de Michelson et Morley a permis de montrer que la vitesse de la lumiere était la méme
sur Terre dans toutes les directions. La seule conclusion & tirer est donc que nous sommes dans le
repere fixe : 'Ether est lié a la Terre, et la Terre est le centre de 'univers! Et a I’époque, ¢a leur a
quand méme mis la puce a 'oreille.

Le souci est soit 'expérience (ce n’est pas possible), soit Maxwell (treés peu probable), voyons voir si
ce n’est pas la transformation de Galilée!
Les postulats de la Relativité Restreinte

1. Les équations de Maxwell sont valables dans tous les repéres inertiels,

2. Tl est impossible de distinguer un repeére galiléen par rapport a un autre (il n’existe pas de repere
absolu).

7.3 La transformation de Lorentz

x x4+ oz
. : Y | vty . , . .
Soient deux points M . et M Iy . M sera le lieu et 'instant de départ du faisceau
ot c(t + dt)

lumineux ; on multiplie le temps par ¢ uniquement pour rendre les coordonnées homogenes. M’ sera
le lieu et moment d’arrivée.

M et M’ sont répérés dans un repere galiléen. On connait juste une chose : le lien entre la distance,
le temps, et la vitesse.
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Pour ce repere, la distance qui sépare les points M et M’ est liée aux deux autres grandeurs par :

Vda? + dy? + d22 = edt

qu’on peut encore écrire :
dz? + dy? + dz? — 2dt? =0V repere

Quelle est la transformation qui laisse S? = 22 +y? + 22 — ¢?-t? invariant (S est 'invariant relativiste) ?
Pour trouver cela, prenons deux repeéres R et R’ tels que 7 (R//R) =v et ¥ //C.

En supposant la transformation linéaire et limitée & = et ¢, il existe (p, q,r, s) tel que :

¥ = pr+qet
ct' = rxz+sct

dS=0 = (c-0t')? — (627)% = (c-6t)* — (6x)?
= (r-0z) + s-e:6t)* — (p-6x + q-c-6t)? = *-5t* — 5
= (r? = p? + 1)02° + (8% — ¢* = 1)-¢*-6% + 2(rs — pq)-c-0t-6x =0
r2—p? = -1 p?’(1—-k?) = 1
Va,t, 2—¢> =1 soit 2(1-k?) = 1
rs—pqg = 0 z= 1 =k
D’ou p? = s°.
Pour lever 'indétermination (pour savoir si p = s ou si p = —s), on regarde ce qu'il se passe pour

v =10. On a alors s = p = 1. Ici en particulier, p = s. Finalement,

Yo p=s et r=q et 4_
b
Soient dans R’ les deux points suivants :
x x
/
M Z' M z avec th =t + 6t
ct! ct)
q ox v
0=pdr+qecdt = —=k=——""T1=—-2
c-ot c
Donc p = s = y(v) soit :
. 1
Y(v) = =
2

r=q=-pA0) = B)=-

D’ou la transformation spéciale de Lorentz :

x’ v 0 0 =B« x
Y B 0 10 0 Y
A 0 01 0 z
ct! -G~y 0 0 v ct
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