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Toute utilisation, non commerciale et à des fins pédagogique de ce document est autorisée. La co-
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5.2 Hypothèse de séparation des variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
5.3 Conséquences de q′(z)− 1 = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

6 Optique matricielle 51
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Historique

Les premiers phénomènes électromagnétiques ont été découverts par les grecs anciens : Thalès (-
VIème) et Théophraste (-IVème). Certains matériaux (par exemple l’ambre) acquièrent des propriétés
éléctromagnétiques une fois frottés ; c’est le début de l’électrostatique . . .

Le début de la science, dans tous les domaines, c’est en gros le 17°.

– 1600 : William Gilbert → proposition du terme « électrique » (vient du grec ελεχτρo signifiant
ambre). C’est un biologiste, il s’est amusé avec les muscles des grenouilles.

– 1672 : Otto Von Guericke → première machine électrostatique : deux boules que l’on charge en
les frottant en tournant.

– 1745 : Bouteille de Leyd → premier condensateur : on introduit un fil relié à une machine élec-
trostatique dans une bouteille plaquée d’un conducteur à l’extérieur ; si on touche la bouteille on
se prend une décharge.

– 1752 : Benjamin Franklin invente un système détecteur d’orages : il relie à un long fil deux cloches,
et place une boule isolée au milieu. En temps orageux, le champ électrostatique ambiant augmente
donc les cloches se chargent. Mais la moindre perturbation (courant d’air . . .) fait qu’une cloche
attire la boule plus que l’autre, mais au contact elle est repoussée etc, et donc ça sonne. Franklin
a également capté l’énergie d’un éclair avec un cerf-volant.

– Fin XVIIIème : Luigi Galvani et Alexandro Volta découvrent que le mouvement des charges pro-
duit un courant, et ils font des expériences sur l’électricité animale (nerfs, muscles . . .). Invention
de la première pile chimique.

– 1819 : Hans ∅rstedt découvre qu’un courant électrique crée un champ magnétique.
– 1873 : James Maxwell publie un papier sur ce qui va devenir les « lois de base » de l’électroma-

gnétisme (pas encore sous la forme des « équations de Maxwell » telles qu’on les connâıt).
– 1887 : Heinrich Hertz est à l’origine de la formulation différentielle des équations de Maxwell

(
−→
rot ,div ,

−−−→
grad ). Il estime aussi la vitesse de propagation des ondes électromagnétiques à 200 000

km/s en constatant que lorsqu’il provoque une étincelle à un coin de son laboratoire, un galva-
nomètre réagit à l’autre bout.

– 1896 : Guilerno Marconi met en place le premier système de télécommunication par ondes élec-
tromagnétiques, en faisant la même chose que Hertz dans son laboratoire, mais à travers l’océan
Atlantique (grosse machine . . .).

– 1905,1912 : publication par Albert Einstein des fondements de la relativité restreinte puis générale.
– 1970 : création du modèle standard. Il s’agit de la description sous la même théorie de toutes

les forces connues (sauf gravité), qui sont quantifiées. Ceci va remettre en cause le modèle de
Maxwell.
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Ce cours va s’intéresser à :

1. l’électromagnétisme des champs continus,

2. la relativité restreinte (si on a le temps, à la fin, et un peu seulement).

On sait que la théorie de Maxwell est fausse, mais on l’utilise quand même car à l’échelle macroscopique,
elle décrit très bien les phénomènes.

1.2 Rappels maths : notions d’analyse vectorielle

1.2.1 Notion de champ

Un champ est une application de Rm dans Rn. A tout point de l’espace (de dimension m) on associe
un vecteur (de dimension n).

Voici quelques exemples en physique classique :

champ scalaire R3 −→ R potentiel, densité . . .
champ vectoriel R3 −→ R3 vitesse, champ électrique, magnétique . . .

Modélisation en physique classique

On peut être amené à s’intéresser à une partie seulement des composantes de l’espace et/ou du champ
si :

– on ne s’intéresse effectivement qu’à un plan, une droite, . . .
– les symétries du problème 3D permettent de réduire les dimensions.

Exemple de généralisations possibles

– symétrie cylindrique : m = 2 R2 −→ R1 ou 3 (on travaille sur un plan, mais il n’y a aucune raison
pour que le vecteur soit dans ce plan !).

– symétrie sphérique : m = 1 R −→ R1 ou 3.

Exemples en physique relativiste

champ scalaire R4 → R2

champ vectoriel R4 → R4

La dimension supplémentaire est le temps.

Attention En relativité restreinte, la présence d’un imaginaire pur en coordonnée temporelle ne
change rien à ces dimensions (on n’est jamais en présence de complexes).

1.2.2 Définition des opérateurs d’analyse vectorielle

Préambule

Ces opérateurs ne sont définis qu’en dimension 3, donc cela n’intéresse plus les mathématiciens depuis
un siècle, qui ont abandonné ces notions au profit de la notion d’analyse tensorielle. De plus ils ne sont
donc pas définis non plus en dimension 1 ou 2 ; il faudra ainsi être prudent lors de la modélisation en
dimension 1 ou 2.
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Le gradient

Soit ϕ un champ scalaire R3 −→ R. Le gradient est une application de l’espace des champs scalaires
vers l’espace des champs vectoriels.

Si
−−→
dM est un déplacement infinitésimal dans R3, alors il correspond à un déplacement dϕ dans R.

Quand
−−→
dM et dϕ tendent vers zéro, nous avons :

∀
−−→
dM, dϕ =

−−−→
gradϕ·

−−→
dM

Il s’agit d’une définition intrinsèque, qui ne dépend pas du système de coordonnées.

La divergence

C’est une application de l’espace des champs vectoriels vers l’ensemble des champs scalaires.

div
−→
A = lim

V→0

1
V
·
∮∮
S=∂V

−→
A ·
−→
dS

où V est un volume fermé et S = ∂V la surface qui entoure ce volume.

En somme, il s’agit d’un flux sortant d’un volume infinitésimal. Pour un champ de vecteur conservatif
(tout ce qui rentre dans un volume en ressort), la divergence est nulle.

Le rotationnel

C’est une application de l’ensemble des champs vectoriels vers lui-même. La définition de
−→
rot (

−→
A ) (noté

−−→
curl(

−→
A ) par les anglo-saxons) se fait composante par composante, autrement dit dans une direction

donnée ~n.

Soit ~n un vecteur unitaire normal à une surface orientée S. On définit le rotationnel dans cette
direction :

−→
rot (

−→
A )·~n = lim

S→0

1
S

∮
C=∂S

−→
A ·
−→
d`

C’est donc la circulation d’un champ sur une courbe fermée autour d’un point.

Le laplacien scalaire

C’est une application de l’ensemble des champs scalaires vers lui-même.

∆V = div (
−−−→
gradV )

Le laplacien vectoriel

C’est une application de l’ensemble des champs vectoriels vers lui-même.

∆
−→
A =

−−−→
grad (div

−→
A )−−→rot (

−→
rot

−→
A )
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1.2.3 Expression des opérateurs vectoriels en cartésiennes

Le gradient

∀
−−→
dM , dϕ =

−−−→
gradϕ·

−−→
dM . Posons

−−→
dM =

 dx
0
0

, alors dϕ =
−−−→
gradϕ·

−→
dx, soit :

dϕ =
−−−→
gradϕ·

 dx
0
0



La composante en x de dϕ est ∂ϕ
∂x ·dx par définition de la dérivée partielle.

Par analogie pour les autres coordonnées on a donc :

−−−→
gradϕ =

−→
∇ϕ =


∂ϕ
∂x
∂ϕ
∂y

∂ϕ
∂z



(Avec la notation du nabla
−→
∇ =


∂
∂x
∂
∂y

∂
∂z

).

La divergence

div (
−→
A ) = lim

V→0

1
V

∮∮
S=∂V

−→
A ·
−→
dS

dy

dx
dz

Ax+

Ay+

Ay−

Ax−

Fig. 1.1 – Calcul de la divergence

Soit V un cube de coté
(−→
dx,

−→
dy,

−→
dz
)

suffisament petit pour considérer les champs uniformes sur ses

faces (figure 1.1). On notera
−−→
Ax+ la valeur du champ sur la face perpendiculaire à

−→
dx, coté x grands

(pointe de la flêche).
−−→
Ax− est la valeur sur la face opposée.
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div
−→
A = lim

dx,dy,dz→0

1
dx dy dz

[(−→
A+

x −
−→
A−

x

) −→dx

dx
dy dz + 2 permutations

(x→y→z)

]

= lim
dx→0

(−→
A+

x −
−→
A−

x

)
dx

.

−→
dx

dx
+ 2 permutations

(x→y→z)

div
−→
A =

−→
∇·
−→
A =

∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z

Le rotationnel

Ay+

Ax−

Ay−

Ax+

dy

dx

Fig. 1.2 – Calcul du rotationnel

∀ (~n, S) ,
−→
rot

−→
A ·~n = lim

S→0

1
S
·
∮
C=∂S

−→
A ·
−→
d`

Faisons le calcul avec ~n =
−→
dx ∧

−→
dy

|dx|·|dy|
= ~z

−→
rot

−→
A · ~z = lim

dx,dy→0

1
dx·dy

·
[−→
A−

y ·
−→
dx +

−→
A+

x ·
−→
dy +

−→
A+

y ·
(
−
−→
dx
)

+
−→
A−

x ·
(
−
−→
dy
)]

= lim
dx,dy→0

1
dx·dy

·
[(−→

A+
x −

−→
A−

x

)
·
−→
dy −

(−→
A+

y −
−→
A−

y

)
·
−→
dx
]

= lim
−→
A+

x −
−→
A−

x

dx
·
−→
dy

dy
− lim

−→
A+

y −
−→
A−

y

dy
·
−→
dx

dx

=
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

C’est la composante en z du rotationnel ; on en déduit l’expression totale :

−→
rot

−→
A =

−→
∇ ∧

−→
A =



∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y


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Autres référentiels

Les opérateurs vectoriels ne s’évaluent simplement que dans les référentiels localement orthogonaux.
Un référentiel localement orthogonal est tel qu’en tout point de l’espace, les vecteurs de base sont
orthogonaux. Les courbes issues de la variation d’une composante sont toutes trois orthogonales en
chaque point.

Exemples de référentiels localement orthogonaux
– Coordonnées cartésiennes

(−→
dx,

−→
dy,

−→
dz
)
.

– Le référentiel polaire (r, θ)
– Le référentiel cylindrique (r, θ, z)
– Le référentiel sphérique (r, θ, φ)

Notion de facteur d’échelle

Dans un référentiel localement orthogonal, la variation élémentaire de la ième composante dqi va
engendrer dans l’espace un déplacement élémentaire dMi = hi·dqi. Le scalaire hi s’appelle le facteur
d’échelle associé à qi.

Exemples
– Cartésiennes : dMx = dx donc hx = 1, dMy = dy donc hy = 1
– Polaires : dMr = dr donc hr = 1, dMθ = r·dθ donc hθ = r
– Cylindriques : hz = 1, hr = 1, hθ = r
– Sphériques : dMr = dr donc hr = 1, dMθ = r·dθ donc hθ = r, dMφ = r· sin θ·dφ donc hφ = r· sin θ

cartésiennes

dz

dx

dy

theta
varie

varie
rPolaires

z

r varie

theta varie

cylindriques

varie
r

sphériques

Fig. 1.3 – Cartésiennes – Polaires – Cylindriques – Sphériques

Deux propriétés :
– les facteurs d’échelle dépendent de la position dans l’espace,
– hi·dqi a toujours la dimension d’une longueur.

Exemple : Soit une fonction f : r 7−→ f(r). Alors on peut calculer facilement son intégrale sur une
surface en exprimant la surface élémentaire dS à l’aide des facteurs d’échelle :∫∫

f(r)·dS =
∫ 2π

θ=0

∫ +∞

r=0
f(r)·dS avec dS = hr·dr·hθ·dθ = dr·r·dθ
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1.2.4 Référentiels localement orthogonaux

Expression du gradient

∀
−−→
dM, dϕ =

−−−→
gradϕ.

−−→
dM

Posons :

−−→
dM =

 h1·dq1

0
0

 ⇒ dϕ =
−−−→
gradϕ·

 h1·dq1

0
0



⇒
−−−→
gradϕ =



1
h1
· ∂ϕ

∂q1

1
h2
· ∂ϕ

∂q2

1
h3
· ∂ϕ

∂q3


Expression de la divergence

div
−→
A = lim

dq1,dq2,dq3→0

1
h1·h2·h3·dq1·dq2·dq3

[
(h

′+
2 h

′+
3

−→
A+

1 − h
′−
2 h

′−
3

−→
A−

1 ) · d−→q1

dq1
dq2·dq3 + permutations

]

div
−→
A =

1
h1·h2·h3

[
∂(h2h3A1)

∂q1
+

∂(h1h3A2)
∂q2

+
∂(h1h2A3)

∂q3

]

Expression du rotationnel

−→
rot

−→
A · −→q3 = lim

dq1,dq2→0
· 1
h1·h2·dq1·dq2

·
[(

h1+
2 ·
−→
A+

1 − h1−
2 ·
−→
A−

1

)
·
−→
dq2 −

(
h2+

1 ·
−→
A+

2 − h2−
1 ·
−→
A−

2

)
·
−→
dq1

]
=

1
h1·h2

·
(

∂(h2·A2)
∂q1

− ∂(h1·A1)
∂q2

)

−→
rot

−→
A =

1
h1·h2·h3



h1

(
∂h3A3

∂q2
− ∂h2A2

∂q3

)

h2

(
∂h1A1

∂q3
− ∂h3A3

∂q1

)

h3

(
∂h2A2

∂q1
− ∂h1A1

∂q2

)


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1.2.5 Quelques propriétés remarquables

Démontrables facilement dans un repère localement orthogonal.

div ◦ −→
rot = 0 ,

−→
rot ◦

−−−→
grad =

−→
0

Si V et W sont des champs scalaires :

−−−→
grad (V ·W ) = V ·

−−−→
gradW + W ·

−−−→
gradV

Pour V scalaire et
−→
E vectoriel :

div (V ·
−→
E ) = V ·div

−→
E +

−→
E ·
−−−→
gradV ,

−→
rot (V ·

−→
E ) = V ·−→rot

−→
E −

−→
E ∧

−−−→
gradV

Théorèmes de Stokes

Formulation tensorielle : ∫∫∫
V

dΩ =
∮∮
S=∂V

Ω

La formulation tensorielle a peu de signification pour nous, faute d’une approche mathématique suffi-
sante.

Dans notre approche, elle se décline en 3 théorèmes de Green / Ampère / Ostrogradsky :

∫∫∫
V

−−−→
grad f ·dV =

∮∮
S=∂V

f ·
−→
dS

∫∫∫
V

div
−→
A ·dV =

∮∮
S=∂V

−→
A ·
−→
dS

∫∫
S

−→
rot

−→
A ·
−→
dS =

∮
C=∂S

−→
A ·
−→
d`

1.2.6 Notion de pseudo-grandeur

Dans l’approche tensorielle de l’électromagnétisme, certaines grandeurs sont des tenseurs antisymé-
trique de rang 2 (des matrices antisymétriques). 0 a b

−a 0 c
−b −c 0


Dans une matrice antisymétrique, seules trois composantes sont indépendantes (L’espace vectoriel des
matrices antisymétriques est de dimension 3). On peut donc représenter la matrice 0 a b

−a 0 c
−b −c 0

 par

 a
b
c

 ou

 −a
−b
−c


12



Pour pouvoir lever l’indétermination sur le signe, il faut prendre une convention. Une matrice anti-
symétrique peut toujours s’interpréter comme une matrice d’une rotation. On a toujours, en maths,
caractérisé une rotation par un unique vecteur.

Les vecteurs issus de cette convention symbolisent une rotation et sont dénommés vecteurs axiaux ou
pseudos-vecteurs.

Conséquence : la symétrie. Les pseudos vecteurs sont antisymétriques : en deux points symétriques,
ils sont opposés.

Exemples de vecteurs axiaux Champ magnétique, produit vectoriel de vraies grandeurs, rota-
tionnel d’une vraie grandeur, vecteur symbolisant une surface ouverte.

1.3 Modèle de Maxwell

« James Clerk Maxwell » (1831-1879)

1.3.1 Les origines

Les fondements du modèle de Maxwell ont été jetés par Maxwell, mais il était au départ basé sur
des considérations mécaniques (ce qu’il a publié). C’est Hertz qui a trouvé une formulation avec des
champs (formulation différentielle).

Le modèle a été élaboré en supposant l’existence de l’Ether, milieu supposé de la propagation des
ondes électromagnétiques. La Relativité Restreinte a montré que cette notion était inexacte. Malgré
tout, le modèle de Maxwell est censé être valable dans un repère fixe, par rapport à l’Ether.

1.3.2 Les champs utilisés

Ils sont au nombre de quatre :
– deux champs d’excitation (qu’on va pouvoir appliquer au vide ou à un matériau donné) :

– Le champ électrique
−→
E ,

– Le champ magnétique
−→
H (vecteur axial).

– deux champs caractérisant la réponse du milieu :
– le déplacement électrique

−→
D ,

– l’induction magnétique
−→
B (vecteur axial).

1.3.3 Les équations

Il faut les retenir, mais pas parce qu’on les a apprises par coeur, parce qu’on les a comprises. Il faut
faire le lien entre l’équation de Maxwell et le phénomène physique associé.

Faraday

Ceci n’est pas une démonstration de l’équation de Maxwell-Faraday, car celle-ci est un postulat que
Maxwell a posé au début, et a ensuite cherché à vérifier. Et on procèdera toujours comme ceci pour
les autres équations de Maxwell.

V =
∮ −→

E ·
−→
d`︸ ︷︷ ︸

circulation

= −
∫∫
S

∂
−→
B

∂t
·
−→
dS

︸ ︷︷ ︸
flux surfacique
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lim
S→0

1
S
·
∮ −→

E ·
−→
d` = lim

S→0
− 1

S
·
∫∫
S

∂
−→
B

∂t
·
−→
dS

−→
rot

−→
E = −∂

−→
B

∂t
Equation de Maxwell-Faraday

En effet :

lim
1
S
·
∫∫
S

∂
−→
B

∂t
·
−→
dS = lim

S→0

1
S
·∂
−→
B

∂t
·S

Le rotationnel d’une vraie grandeur est une grandeur axiale.

Gauss

V

Q

Fig. 1.4 – Charge Q

Si on a une charge Q dans l’espace (figure 1.4), il y aura un champ électrique.
Le théorème de Gauss dit que le flux sortant d’une surface fermée est égale à la charge intérieure.
C’est en fait une mesure de la divergence du champ.

Q =
∮∮
S=∂V

−→
D ·
−→
dS

lim
V→0

Q

V
= lim

V→0

1
V

∮∮
S=∂V

−→
D ·
−→
dS

On en déduit :

ρ = div
−→
D Equation de Maxwell-Gauss

Il y a quatre champs dans la théorie de Maxwell. Pour le moment on ne s’intéresse qu’aux relations
qu’ils vérifient. On verra leur définition après.

Flux

On va regarder un champ magnétique par rapport à un volume V (figure 1.5). Les lignes de champ
magnétique se referment toujours (il n’y a pas de monopôle magnétique). Donc la différence entre ce
qui sort et qui rentre d’un volume est toujours nul :

−→
B est un champ à flux conservatif.

∀V,

∮∮
S=∂V

−→
B ·
−→
dS = 0 ⇒ lim

V→0

1
V
·
∮∮
S=∂V

−→
B ·
−→
dS = 0

14



B

B

Fig. 1.5 – Lignes de champ magnétique à travers un volume

div
−→
B =

−→
0 Equation de Maxwell-Flux

Ampère

I

H

Fig. 1.6 – Courbe fermée traversée par un courant

Le rotationnel d’un vecteur axial est une vraie grandeur. Figure 1.6 :

∮
C

−→
H ·
−→
d` = I ⇒ lim

S→0

1
S
·
∮
C=∂S

−→
H ·
−→
d` = lim

S→0

I

S

Ce qui conduit à :
−→
rot

−→
H =

−→
J

Mais dans un fil avec un condensateur, on ne peut pas faire passer un courant continu, mais on peut
faire passer un courant alternatif. Si on prend un circuit au milieu du condensateur, on obtiendrait
une discontinuité de

−→
H avec un circuit autour du fil.

Pour lever la contradiction, Maxwell introduit le courant de déplacement (homogène à J) :
∂
−→
D

∂t

−→
rot

−→
H =

−→
J +

∂
−→
D

∂t
Equation de Maxwell-Ampère

1.3.4 Quelques propriétés du modèle de Maxwell

Ce modèle n’a jamais été précisément démontré. Encore pire, on a montré qu’il était faux (modèle
standard des années 70) pour les petites échelles (mécanique quantique). Par exemple la dualité onde-
corpuscule pour les photons est inexplicable avec le modèle de Maxwell.

En revanche, il décrit très bien les phénomènes électromagnétiques macroscopiques. Il a été à l’origine
de la Relativité Restreinte.

Que disent les équations de Maxwell ? Elles disent que la vitesse de la lumière est de tant, indépendam-
ment du référentiel. Cela contredit évidemment la mécanique galiléenne, et ce problème est à l’origine
de la théorie d’Einstein.
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L’équation de continuité

On s’intéresse à la variation de la charge Q dans le volume V au cours du temps. On va pouvoir dire
que :

dQ

dt
= −

∮∮
S=∂V

−→
J ·
−→
dS ⇒ div

−→
J +

∂ρ

∂t
= 0

On n’obtient pas une équation de plus, elles est déjà contenue dans le modèle de Maxwell.
Ce raisonnement est valable pour des charges comme pour d’autres types particules. Cependant l’équa-
tion de continuité électrique (dite encore de conservation de la charge) découle du modèle de Maxwell :

−→
rot

−→
H =

−→
J +

∂
−→
D

∂t
⇒ div

−→
rot

−→
H︸ ︷︷ ︸

0

= div
−→
J +

∂

∂t
·div

−→
D︸ ︷︷ ︸

∂ρ
∂t

1.3.5 Les lois de comportement

Les équations de Maxwell lient les champs d’excitation (
−→
E et

−→
H ) aux champs de réponse (

−→
D et

−→
B ) en

supposant l’existence d’une relation entre eux. Ces relations sont caractéristiques d’un milieu donné :
elle peuvent être simples (linéaires), non-linéaires, voire présenter des hystérésis (par exemple entre

−→
B

et
−→
H dans un matériau ferro-magnétique1).

Quelques exemples

Dans le vide :
–
−→
D = ε0·

−→
E avec ε0 = 107

4πc2
N.C2/m2

–
−→
B = µ0·

−→
H avec µ0 = 4π·10−7 N.C2/s2

On a de plus ε0·µ0·c2 = 1

Dans les milieux linéaires :
–
−→
D = ε·

−→
E avec ε = εr·ε0

–
−→
B = µ·

−→
H avec µ = µr·µ0

Mais on peut remarquer que la réponse d’un milieu peut être décomposée en :
– la réponse du vide,
– la réponse du milieu proprement dite.

Posons :
−→
P =

−→
D − ε0·

−→
E ,

−→
M =

−→
B

µ0
−
−→
H

On note alors :
−→
P = ε0(εr − 1)·

−→
E = ε0·χe·

−→
E ,

−→
M = (µr − 1)·

−→
H = χM ·

−→
H

χe et χM sont les susceptibilités.

Dernière loi de comportement

Il nous manque le comportement de
−→
J en fonction des champs d’excitation. Dans les milieux linéaires,

cette relation s’appelle la loi d’Ohm :
−→
J = σ·

−→
E avec σ︸︷︷︸

conductivité

= 1
ρ︸︷︷︸

résistivité

1cf cours d’électrotechnique
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1.4 Relations aux interfaces

1.4.1 Relations liées à la divergence

1

2

Fig. 1.7 – Surface considérée plane

On considère une surface à une échelle suffisamment petite pour la considérer plane (figure 1.7). On
va y plaquer un volume qui va l’entourer (cylindre avec un côté au-dessus et en-dessous, avec les
faces parallèles à la surface : il faut donc qu’il soit suffisamment petit).

−→
D peut être considéré comme

constant sur la surface.

On va exploiter la formule div
−→
D = ρ : le flux sortant est égale à la charge dedans.

∮∮
S

−→
D ·
−→
dS = S·

(−→
D1·−→n21 +

−→
D2·−→n12

)
+ Φcouronne︸ ︷︷ ︸

−→
e→0

0

= Q

Si on fait tendre l’épaisseur e vers 0, le flux par la couronne va tendre vers 0.

De plus lim
e→0

Q = σp·S avec σp densité surfacique de charge.

D’où : (−−→
DN1 −

−−→
DN2

)
·−→n21 = σp

On n’a pas zéro car il y a une densité de charge surfacique.

La composante normale de
−→
D est discontinue à cause de l’existence d’une densité de charges surfacique

notée σp.

De la même façon, nous avons div
−→
B = 0 donc la composante normale de

−→
B est continue :

BN1 −BN2 = 0

1.4.2 Relations liées au rotationnel

AA’

B B’

1

2 avec A’B = AB’ = e.

Fig. 1.8 – Relations liées au rotationnel

∮
C

−→
E ·
−→
d` = −

∫∫
S

∂
−→
B

∂t
·
−→
dS
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lim
e→0

∮
C

−→
E ·
−→
d` =

−→
E1·

−−→
AA′ +

−→
E2·

−−→
BB′ ≈

−−→
AA′·

(−→
E1 −

−→
E2

)
Et comme il n’existe pas de composante surfacique de ∂ ~B

∂t :

lim
e→0

−
∫∫
S

∂
−→
B

∂t
·
−→
dS = 0

Donc : (−→
E 1 −

−→
E 2

)
·
−−→
AA′ = 0

Ce qui exprime la continuité de la composante tangentielle de
−→
E :

ET1 − ET2 = 0

De même pour
−→
H avec

−→
rot

−→
H =

−→
J + ∂

−→
D

∂t . En effet il n’existe pas de densité surfacique de ∂
−→
D

∂t , mais il
peut exister une densité de courant surfacique

−→
JS : lim

e→0

−→
J =

−→
JS .

Donc : (−→
H 1 −

−→
H 2

)
·
−−→
AA′ = JS ·

∣∣AA′∣∣
Soit après calculs :

−−→
HT1 −

−−→
HT2 = JS ∧ −→n21
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Chapitre 2

Electromagnétisme statique

2.1 Les équations de l’électrostatique

{ −→
rot

−→
E = −∂

−→
B

∂t ⇒ −→
rot

−→
E =

−→
0

div
−→
D = ρ

Ces équations peuvent trouver une formulation plus aisée, en introduisant un potentiel scalaire V . On
sait que

−→
rot (

−−−→
grad ) =

−→
0 , or

−→
rot

−→
E =

−→
0 donc il est possible (et on le vérifie a posteriori) qu’il existe

un potentiel scalaire V tel que :

−→
E = −

−−−→
grad (V )

Attention :
−−−→
grad (V + cste) =

−−−→
grad (V ), si bien que V n’est défini qu’à une constante près.

Dans les milieux linéaires :
−→
D = ε

−→
E .

div
−→
D = ρ ⇒ div

(
ε·
−→
E
)

= ρ ⇒ div
(
−
−−−→
gradV

)
︸ ︷︷ ︸

−∆V

=
ρ

ε

On obtient :

∆V +
ρ

ε
= 0 Equation de Poisson

Calcul du champ électrostatique créé par une charge isolée

L’équation de Maxwell-Gauss donne :

div
−→
D = ρ ⇒

∮∮
S=∂V

−→
D ·
−→
dS =

∫∫∫
V

ρ·dV

︸ ︷︷ ︸
Q

Symétrie sphérique : |D| est constante, et
−→
D est parallèle à −→n donc :∮∮

S=∂V

−→
D ·
−→
dS = 4πr2·D
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On peut encore dire que :

−→
D =

Q

4πr2
−→n ,

−→
E =

1
4πε

Q

r2
−→n Loi de coulomb

Il est ensuite facile de trouver le potentiel qui correspond à ce champ :

V =
1

4πε
·Q
r

La loi de Coulomb donne
−→
E uniquement dans un milieu linéaire. Sinon ce qui est important c’est le

déplacement électrique
−→
D et non le champ électrique

−→
E .

Loi de Coulomb : généralisation

Une charge ponctuelle n’existe pas physiquement. Mais pour trouver le champ électrique créé par une
densité de charges non homogènes, il suffit d’ajouter ...

−→
E =

1
4π·ε

·Q
r2
·−→n

d
−→
E =

1
4π·ε

·ρ·dV

r2
·−→n

On fait la somme de tous les éléments de charge produits par les ρ·dV

D’où :
−→
E (M) =

1
4π·ε

·
∫∫∫
M ′∈V

ρM ′ ·
−−−→nM ′M

|MM ′|2
·dVM ′ =

1
4π·ε

·
∫∫∫
M ′∈V

ρM ′ ·
−−−→
M ′M

|MM ′|3
·dVM ′

On a alors le potentiel :

VM =
1

4π·ε
·
∫∫∫
M ′∈V

ρM ′

|MM ′|
·dVM ′

Potentiel créé par un dipôle électrostatique

-Q +Q

M2 M1

a

x

y

Fig. 2.1 – Dipôle électrostatique

On s’intéresse au champ créé par ce dipôle (figure 2.1) en un point M . Le potentiel en M est :

VM = VM1 + VM2 avec VMi =
1

4π·ε
· ±Q

|MMi|
Soit :

VM =
1

4π·ε
·
[

Q

|M1M |
− Q

|M2M |

]
20



|M1M | =
∣∣∣∣~r − ~a

2

∣∣∣∣ =
√(

~r − ~a

2

)
·
(

~r − ~a

2

)
=

√√√√√|~r|2 +
|~a|2

4
−−→a ·~r︸ ︷︷ ︸

ε � r2

1
|MM1|

=
1√√√√√|~r|2 +
|~a|2

4
−−→a ·~r︸ ︷︷ ︸
ε

≈ 1
r
·

(
1− 1

2

(
1 +

1
4
|~a|2

r2
−
−→a ·~r
r2

))

⇒ 1
|MM1|

− 1
|MM2|

=
1
r
·
−→a ·~r
r2

VM =
Q

4πε
·
−→a ~r

r3
=

1
4πε

~p·~r
r3

⇒ VM =
1

4πε

|p|· cos(θ)
r2

~p = Q·~a est le moment dipolaire.
Il est intéressant de remarquer que le potentiel généré par un dipôle décrôıt en 1

r2 .

2.1.1 Les conducteurs

Dans un conducteur linéaire, la relation qui relie
−→
J à

−→
E est la loi d’Ohm

−→
J = σ·

−→
E , avec σ potentiel-

lement ”grand”1.

Donc pour un conducteur en équilibre on a
−→
J =

−→
0 d’où :

−→
E =

−→
0 ⇒

−→
D =

−→
0

Dans le cas des conducteurs parfaits (σ = +∞),
−→
J est fini d’où :

−→
E =

−→
0 ⇒

−→
D =

−→
0

Donc que le conducteur parfait soit en équilibre ou pas, dans les faits le champ électrique est nul à
l’intérieur.

Champ (E,D) à la surface d’un conducteur (à l’équilibre)

Le champ à l’intérieur du conducteur est nul. Donc le champ à la surface est normal à la surface. En
effet, il y a continuité de ET donc la composante tangentielle est nulle. Ensuite :

−→
D2︸︷︷︸

à l’extérieur

−
−→
D1︸︷︷︸

à l’intérieur

= σρ·−→n12 ⇒
−→
D2 = σρ·−→n12

Répartition des charges dans un conducteur :

−→
D =

−→
0 ⇒ div

−→
D =

−→
0 ⇒ ρ = 0

Donc un conducteur chargé ne contient des charges qu’à sa surface.

1pour un conducteur parfait, on considère que σ est infini
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Notion d’influence électrique

Un conducteur ne se charge qu’en surface. Les charges se répartissent de manière à annuler le champ
à l’intérieur, i.e. compenser le champ extérieur auquel le conducteur est soumis. De cette façon deux
conducteurs à l’équilibre qui sont en présence l’un de l’autre vont s’influencer, car le champ compen-
satoire créé par l’un va devoir être compensé par l’autre, etc.

Notion de charges correspondantes

tube
de
champ

conducteur
A

conducteur
B

Fig. 2.2 – Conducteurs reliés par un tube de champ

Les champs électriques sont orthogonaux à la surface des volumes (figure 2.2). Des lignes de champs
peuvent relier les deux conducteurs. On peut éventuellement créer des tubes délimités par les lignes
de champ

−→
D . En appliquant le théorème de Gauss sur la surface entourant un tube, le flux sortant est

nul, donc la charge qu’il contient aussi.

Sur deux conducteurs en présence, les charges correspondantes (dans un même tube) sont donc oppo-
sées. L’influence peut être partielle si toutes les lignes qui partent de l’un n’arrivent pas sur l’autre.

Cas de l’influence totale

conducteur A

c B

vide

Fig. 2.3 – Conducteurs en influence totale

Deux conducteurs dont l’un est enserré dans l’autre sont en influence totale (figure 2.3) : les charges
développées à leur surface sont opposées.

Influence totale approchée

Le condensateur plan (figure 2.4) présente très peu de lignes de champs qui ne relient pas ses deux
armatures (elles sont négligeables). Les armatures d’un condensateur peuvent donc être considérées
comme deux conducteurs en influence totale (d’où des charges opposées sur les deux armatures).

2.1.2 Méthodes de calcul

La méthode des images

Problème Une charge à côté d’un conducteur à l’équilibre (relié à un potentiel fixe, par exemple la
masse) (figure 2.5) : quel est le potentiel V créé dans tout l’espace ? Le plan conducteur va développer
des charges surfaciques afin d’annuler le champ créé par la charge, ce qui va modifier le potentiel etc,
donc ce n’est pas facile à calculer.
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condensateur

lignes de
champ

Fig. 2.4 – Condensateur plan

Q

V²

plan de
symétrie

Fig. 2.5 – Méthode des images

Mais on peut résumer le problème en plaçant une charge −Q symétriquement par rapport à la surface
du conducteur. En effet on constate que les conditions aux limites sont les mêmes (potentiel nul sur
le plan), et les équations les mêmes (celles de l’électrostatique), donc c’est le même problème dans le
demi-plan gauche (unicité de la solution à l’équation de Poisson).

En appliquant les lois de transition d’un milieu 1 vers un milieu 2, on peut montrer que le champ ~E
est orthognal au conducteur plan.

Le potentiel total est V (M) = V1(M) + V2(M) où V1 et V2 sont les potentiels créés respectivement
par Q et −Q.

Cette méthode s’applique quand des conducteurs (plans) sont en présence. Elle consiste à imaginer
un problème plus simple présentant la même solution dans la partie de l’espace qui nous intéresse,
c’est-à-dire les mêmes conditions aux limites.

La méthode de relaxation

Concerne spécialement les problèmes qui peuvent être réduits à deux dimensions. Elle permet de
déterminer le potentiel V dans un espace entouré de conducteurs à l’équilibre.

On peut penser que c’est assez restrictif, mais en fait pas du tout. Cela signifie simplement que si l’on
connait le potentiel dans un domaine, on peut considérer qu’il y a un conducteur à cet endroit porté
à ce potentiel. Ainsi tous les problèmes pour lesquels on connait le potentiel sur un volume fermé sont
solvables par cette méthode.

L’idée est de montrer que le potentiel en un point est la moyenne de ses voisins quand ρ = 0 (figure
2.6).

Fig. 2.6 – Point entouré de potentiels connus

On peut toujours écrire :

Vi = V0+(xi−x0)·
∂V

∂x
+(yi−y0)·

∂V

∂y
+

1
2
·
(

(xi − x0)2·
∂2V

∂x2
+ (yi − y0)2·

∂2V

∂y2
+ 2(xi − x0)·(yi − y0)·

∂2V

∂x·∂y

)

Pour |x− x0| = |y − y0| = a, on a V1 + V2 + V3 + V4 = 4V0 + a2· ∆V︸︷︷︸
∆V = 0

+ · · · .
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Jusque là, on n’a appliqué aucune formule particulière de l’électrostatique : notre V peut être n’importe
quoi. Mais après avoir fait ∆V = 0, cette équation est encore valable à l’ordre 3. Donc avec une très
bonne approximation, on peut écrire :

V0 =
1
4
·(V1 + V2 + V3 + V4)

Ce qu’on vient de montrer là, c’est la signification intuitive de ∆V = 0. Cela permet un calcul itératif
de V , car on peut montrer la relation de récurrence quadruple suivante :

V n+1 =
1
4
(V n

1 + V n
2 + V n

3 + V n
4 )

2.1.3 Notion de capacité et d’énergie électrostatique

La capacité est la grandeur qui relie les charges électriques présentes sur les surfaces de conducteurs
en influence à la différence de potentiel entre leur surface :

∆V =
Q

C

(Q est la charge comprise dans deux éléments correspondants, et on la choisit de manière à avoir la
capacité C positive).

Exemple pour un condensateur plan

Plaques parallèles infinies (figure 2.7).

Fig. 2.7 – Condensateur plan

Quand les plans ne sont pas finis, si l’épaisseur a est assez faible les lignes de champs qui ne vont pas
d’une armature sur l’autre sont négligeables, donc les armatures sont considérées comme des éléments
correspondants.

On a :

∆V = E·d =
σ

ε
·d =

Q

S
·d
ε

On retrouve donc :

C =
ε·S
d

Capacité plaques parallèles
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Energie électrostatique

Lorsque deux conducteurs chargés sont en présence l’un de l’autre, ils développent des charges à leur
surface et donc créent un champ électrique. Qui dit charges et champs dit force entre ces conducteurs,
ce qui laisse supposer l’existence d’une énergie électrostatique emmagasinée par le système.

Le calcul de cette énergie se fait en intégrant la puissance nécessaire pour amener le système dans son
état à partir d’un état où les interactions entre les conducteurs sont nulles. Il y a deux cas envisageables :

– on ramène les conducteurs depuis l’infini : on a alors besoin d’une puissance mécanique,
– on charge les conducteurs petit à petit : on a besoin d’une puissance électrique.

Exemple dans le cas d’un condensateur plan

Condensateur de capacité C chargé sous une tension U .
Système sans interaction : (Q = 0, U = 0).
Pour passer de (U = 0, Q = 0) à (U 6= 0, Q = C·U) il faut apporter l’énergie :

W =
∫ Q

0
dW =

∫ Q

0
P ·dt =

∫ Q

0
U · I·dt︸︷︷︸

dQ

=
∫ Q

0
U ·dQ =

∫ Q

0

Q

C
·dQ =

1
2
·Q

2

C
=

1
2
·Q·U

A quoi ca sert ? Il suffirait de connaitre les potentiels, non ? Dès qu’on fait bouger les conducteurs,
les distributions de charges changent, et on est obligé de refaire tous les calculs de forces. Le concept
d’énergie électrostatique est donc utile pour calculer les forces entre conducteurs.

Exemple : quelle est la force entre les armatures d’un condensateur de capacité C chargé sous une
tension U ? Bien sûr, on s’intéresse à la direction perpendiculaire aux armatures.

F =
∂W

∂d

U cst=
1
2
·U ·∂Q

∂d
=

1
2
·U ·∂(C·U)

∂d

U cst=
1
2
·U2·∂C

∂d
=

1
2
U2·ε·S·

∂ 1
d

∂d

F = −1
2
·U2·ε·S· 1

d2

(d est toujours la distance interarmatures, U est constante car le condensateur est chargé avec une
tension U).

Autre exemple si le condensateur est chargé par la charge Q. Ici c’est la charge qui sera constante,
donc on ne trouvera pas le même résultat que dans l’exemple précédent où c’était la tension aux bornes
du condensateur qui était constante.

F =
∂W

∂d
=

1
2
·Q·∂U

∂d
=

1
2
·Q2·

∂ 1
C

∂d
=

1
2
·Q

2

εS

2.1.4 Application : électromagnétisme atmosphérique

Le champ électrique vertical moyen par beau temps est de 100 V/m. Mais le corps humain est beaucoup
plus conducteur que l’air, et donc on déforme les lignes de champ (on court-circuite le champ). Mais
si on a des semelles très épaisses, elles peuvent être moins conductrices que l’air, donc on est à un
potentiel de 200 V, et si on touche quelque chose on se prend une décharge . . .

On a donc sur l’atmosphère (50 km) une ddp de 400 kV, ce qui correspond à un courant vertical
permanent de 10µA/m2. Cela représente sur la surface de la Terre un courant de 1 800 A et une
puissance de 700 MW. Mais ce condensateur peut claquer : éclairs.
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2.2 La magnétostatique

La magnétostatique est le régime où les champs et induction magnétiques ne dépendent pas du temps
(l’électrostatique était le régime où la position des charges était indépendante du temps).

Les équations de la magnétostatiques sont :{
div

−→
B = 0

−→
rot

−→
H =

−→
J + ∂

−→
D

∂t ⇒ −→
rot

−→
H =

−→
J

−→
B ,

−→
H et

−→
J sont indépendants du temps.

La seconde équation donne encore :

div ◦ −→rot
−→
H = div

−→
J donc div

−→
J = 0

Ainsi
−→
J est un champ à flux conservatif. Par analogie avec

−→
B on en déduit que :

– Les lignes de courant se referment toujours,
– On a la notion de tube courant : c’est un volume fermé entouré par les lignes de courant ; le flux

à travers sa surface est nul. Dans les circuits c’est le fil, et on a obligation qu’il se referme. Cas
particulier : si on une source de courant seule, la ligne de courant qui part droit vers l’infini ne
se referme pas ; mais puisque l’on fait une intégrale, il n’y en a qu’une donc sa contribution est
nulle.

Le théorème d’Ampère donne :

−→
rot

−→
H =

−→
J ⇒

∮
C=dS

−→
H ·
−→
d` =

∫∫
S

−→
J ·
−→
dS

︸ ︷︷ ︸
I

Approximation dans le cas des circuits : ∮
C=dS

−→
H
−→
d` = I

Analogie

Tout ce qu’on vient de faire est aussi bien valable pour
−→
J et pour

−→
B , puisqu’ils vérifient la même

équation div
−→
X = 0

−→
B est donc aussi à flux conservatif, les lignes de champ se referment aussi. On a donc la même notion
de tube de champs magnétique. Mais on utilise rarement les tubes de champ magnétique.

Autre conséquence de div
−→
B = 0 : la notion de charge magnétique (isolée) n’existe pas.

Notion d’élément de courant

Il est facile de définir une charge élémentaire. La notion d’élément de courant en revanche est plus
délicate : c’est une portion infinitésimale d’un tube de courant.

On prend une portion de tube de courant. Sur une longueur suffisamment faible, les lignes de courant
peuvent être considérées parallèles (figure 2.8).

Comment noter mathématiquement un élément de courant ? On peut le noter
−→
J ·dV , où

−→
J est la

densité de courant supposée constante sur le volume infinitésimal dV , et dV une différentielle de
volume (trois intégrales à faire).

Autre façon de le noter :
−→
J ·dV =

−→
J ·
−→
dS·

−→
d` = dI·

−→
d` où dI est une différentielle de surface, et d` une

différentielle de longueur.

Un élément de courant se note donc
−→
J ·dV = dI·

−→
d`. On note parfois par abus (non homogène) I·

−→
d`.
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J
dS

dl

Fig. 2.8 – Portion de tube de champ

Force sur un élément de courant

On ne peut pas définir une grandeur physiquement si on ne peut pas la mesurer. Le champ électrique
est mesurable par l’intermédiaire des forces et des charges.

De même, pour le champ magnétique, si on peut mesurer le courant et la force magnétique, on peut
mesurer le champ :

−→
F = q−→v ∧

−→
B

Cette formule est la définition du champ magnétique.

Force
−→
dF produite sur un élément de courant :

d
−→
F = d(q~v) ∧

−→
B ⇒ d

−→
F =

−→
J dV ∧

−→
B = I

−→
d` ∧

−→
B

Potentiel magnétique

Rappel :
−→
rot

−→
E = −∂

−→
B

∂t = 0 ⇒
−→
E = −

−−−→
gradV car

−→
rot ◦

−−−→
grad =

−→
0 .

Comme div
−→
B = 0 et div ◦ −→rot =

−→
0 , il est possible que

−→
B soit un rotationnel : il existe un champ

−→
A

tel que
−→
B =

−→
rot

−→
A .

−→
A est le potentiel vecteur magnétique. Il faut savoir qu’il existe un potentiel scalaire magnétique, mais
son utilisation n’est pas évidente du tout, on n’en parlera pas ici.
Pour tout f champ scalaire :

−→
rot (

−→
A +

−−−→
grad f) =

−→
rot

−→
A +

−→
rot (

−−−→
grad (f))︸ ︷︷ ︸
= 0

=
−→
rot

−→
A

Donc
−→
A n’est défini qu’au gradient d’un champ scalaire quelconque près.

En électrostatique, la définition complète de V passe par la définition d’une référence de potentiel. En
magnétostatique, la définition complète de

−→
A nécessite le choix d’une jauge. On peut montrer qu’un

champ de vecteurs peut se définir complètement par son rotationnel et sa divergence. Choisir une
jauge, c’est simplement choisir la valeur de div

−→
A de manière arbitraire (mais néanmoins intelligente).

Cherchons à simplifier les équations :

−→
rot

−→
H =

−→
J ⇒ −→

rot
−→
B = µ·

−→
J ⇒ −→

rot ◦ −→rot
−→
A = µ·

−→
J ⇒

−−−→
grad

(
div

−→
A
)
−∆

−→
A = µ·

−→
J

Si on arrivait à simplifier ces expressions, on arriverait à une équation connue : l’équation de Poisson.

En effet si div
−→
A = 0 alors on aurait ∆

−→
A + µ

−→
J =

−→
0 , avec des solutions analogues :

−→
A (M) =

µ

4π
·
∫∫∫
M ′∈V

−−→
JM ′ ·dVM ′

|MM ′|
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div
−→
A = 0 Jauge de Coulomb

Si les dimensions des conducteurs qui portent les densités de courant
−→
J sont faibles devant les dimen-

sions auxquelles on s’intéresse, il peut être difficile (voire inutile) d’évaluer
−→
J dVM ′ . On lui préfèrera

IM ′ ·d`M ′ :
−→
A (M) =

µ

4π

∫
M ′∈L

IM ′

|MM ′|
−−→
d`M ′

On en tire une loi sur
−→
B :

−→
B (M) =

−→
rot M

−→
A (M) =

µ

4π

∫∫∫
M ′∈V

−→
rot M

( −−→
JM ′

|MM ′|

)
·dVM ′

Rappel :
−→
rot (b·~a) = b·−→rot~a− ~a ∧

−−−→
grad b.

Remarque :
−→
rot M (

−−→
JM ′) = 0 car M ′ est une variable muette donc

−−→
JM ′ est constant vu de M .

Ainsi :

−→
B (M) =

µ

4π

∫∫∫
M ′∈V

−→
J ∧

−−−→
MM ′

|MM ′|3
·dVM ′ =

µ

4π

∫∫∫
M ′∈L

I·
−→
d` ∧

−−−→
MM ′

|MM ′|3
Loi de Biot et Savart

Circuits magnétiques

c.f. Diaporama.

Avec le ferromagnétisme, on a des domaines entiers qui s’orientent, et non plus les atomes un par un
comme avec le paramagnétisme. Donc le champ est beaucoup plus fort, mais au prix d’un hystérésis,
à cause de la difficulté à retourner les domaines. Quand

−→
H augmente, on tend asymptotiquement vers−→

B = µ0·
−→
H .

Les matériaux à forte permittivité µr guident le flux magnétique. En effet il y a continuité de la
composante normale de

−→
B (donc la composante normale de

−→
H est négligeable dans l’air du fait que

µr � µ0), et de la composante tangentielle de
−→
H , donc

−→
H a tendance à être parallèle à la surface du

matériau.

Ils attirent également les lignes de champ. Cela provient de l’augmentation locale du champ magnétique−→
H . . .

Champ magnétique induit par une boucle de courant

Le calcul complet est relativement lourd (voire possible uniquement numériquement). Nous ferons
donc des hypothèses simplificatrices : nous ne nous intéresseronts pas au champ au voisinage de la
boucle.

−→
A =

µ

4π

∮
I·
−−→
d`M ′

|MM ′|

−→
A (M ′) =

µ

4π

∫ 2π

ϕ′=0

I

|MM ′|
· R︸︷︷︸

rayon de
la boucle

·dϕ′·−→eϕ′
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M’

M

Fig. 2.9 – Repère utilisé

Il reste à calculer 1
|MM ′| :

∣∣MM ′∣∣ =√r2 + R2 + 2r·R· cos(ϕ− ϕ′)· sin θ︸ ︷︷ ︸
ε � r2

avec M(r, θ, ϕ) et M ′
(
R,

π

2
, ϕ′
)

Si R � r on obtient en négligeant R2

2r3 devant 1
r :

1
|MM ′|

=
1
r
.

1√
1 + ε

≈ 1
r
·
(
1− ε

2

)
=

r + R· cos(ϕ− ϕ′)· sin θ

r2

D’où finalement :

−→
A (M ′) =

µ

4π

∫ 2π

ϕ′=0
I·r + R· cos(ϕ− ϕ′)· sin θ

r2
R·dϕ′· cos(ϕ− ϕ′)·−→eϕ︸ ︷︷ ︸

−→eϕ′

−→
A =

µ

4
I·R

2

r2
· sin θ·−→eϕ

Calculons maintenant
−→
B :

−→
B =

−→
rot

−→
A

−→
B =

µ·I·R2

4
1
r3

 sinϕ
− cos ϕ

− sin(θ − ϕ)


∣∣∣−→B ∣∣∣ =

µ·I·R2

4

√
3− cos 2θ − 2ϕ

2

cos θB = −
√

2· sin(θ − ϕ)√
3− cos(2θ − 2ϕ)

ϕB = ϕ
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Chapitre 3

Electromagnétisme dynamique

Ou électrodynamique.

3.1 Approximation des Régimes Quasi-Stationnaires

Les équations de Maxwell sont difficilement solvables telles quelles (bien qu’il existe aujourd’hui des
logiciels dédiés : FDTD (Finite Difference Time Domain)).

On procède souvent par approximation. L’une des approximations les plus courantes concerne le « cou-
rant de déplacement ».

Rappel : on a
−→
rot

−→
H =

−→
J︸︷︷︸

courant de
conduction

+
∂
−→
D

∂t︸︷︷︸
courant de

déplacement

La somme de
−→
J et de ∂

−→
D

∂t n’a de sens que si ces valeurs sont comparables. Si l’une des deux est
négligeable, la somme est inutile.

Le plus souvent, l’un des deux courants est négligeable (par rapport à l’autre). Par exemple, si on se
situe dans le vide (ou bien dans un matériau isolant, ou mauvais conducteur), on n’a pas de courant
de conduction. On va alors avoir : ∣∣∣−→J ∣∣∣� ∣∣∣∣∣∂

−→
D

∂t

∣∣∣∣∣
Alors que pour un bon conducteur, on aura potentiellement le contraire :∣∣∣−→J ∣∣∣� ∣∣∣∣∣∂

−→
D

∂t

∣∣∣∣∣
Où se situe la limite ?

Pour la fixer, plaçons nous dans le cas de milieux conducteurs linéaires obéissant à la loi d’Ohm. Dans
ce cas : −→

J = σ
−→
E et

−→
D = ε

−→
E

Ainsi que dans le cas d’un régime linéaire harmonique :
−→
E =

−→
E0·ej(ωt−

−→
k ·−→r )

∣∣∣−→J ∣∣∣ = ∣∣∣σ·−→E ∣∣∣ et

∣∣∣∣∣∂
−→
D

∂t

∣∣∣∣∣ = ε·

∣∣∣∣∣∂
−→
E

∂t

∣∣∣∣∣ = ε·ω·
∣∣∣−→E ∣∣∣
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Ainsi on peut négliger le courant de conduction si σ � ε·ω, et on peut négliger le courant déplacement
si σ � ε·ω

Conclusion :
– si σ � ωε : conduction négligeable, bon isolant, équations analogues à celles du vide,
– si σ � ωε : bon conducteur (ARQS),
– si σ ' ωε : il faut prendre en compte les deux courants.

Attention : Les notions de bons conducteurs et bons isolants dépendent de la fréquence : un même
matériau peut être bon conducteur à basse fréquence, et bon isolant à haute fréquence. Par exemple
le cuivre à température ambiante devient isolant à partir de 1016 Hz, l’eau de mer à partir de 107 Hz.

Conséquences directes

Dans le régime ARQS :{ −→
rot

−→
E = −∂

−→
B

∂t

div
−→
D = ρ

,

{
div

−→
B = 0

−→
rot

−→
H =

−→
J

Equations de la magnétostatique

Sont donc conservées les équations div
−→
B = 0 ⇒

−→
B =

−→
rot

−→
A (existence de

−→
A ),

et
−→
rot

−→
H =

−→
J ⇒ div

−→
J = 0.

La notion de tube de courant, et de flux conservatif de
−→
J (d’où les lois de Kirchoff :

∑
i = 0), sont

également conservées.

Finalement, qu’est-ce qui n’est pas conservé ? Toute la magnétostatique est conservée, en revanche
toute l’électrostatique n’est pas conservée :

– div
−→
D = ρ : inchangée

–
−→
rot

−→
E = −∂

−→
B

∂t donc
−→
rot

−→
E 6= 0 :

−→
E n’est plus un champ de gradient.

– V existe-t-il encore sachant que
−→
E n’est plus un champ de gradient ?

On peut poser
−→
E = −

−−−→
gradV − ∂

−→
A

∂t avec
−→
B =

−→
rot

−→
A .

Loi de Faraday

∮
Γ=∂S

−→
E ·
−→
d` = − d

dt

∫∫
S

−→
B ·
−→
dS

C’est différent de : ∮
Γ=∂S

−→
E ·
−→
d` = −

∫∫
S

∂B

∂t
dS

La deuxième équation est une équation de Maxwell écrite sous forme intégrale. La première est une
dérivée totale : on peut faire varier Γ ;

−→
E doit être dans le repère associé à Γ.

Préambule à la démonstration relativité du champ électrique.
Les équations de Maxwell sont valables dans tout repère Galiléen à condition de ne pas en changer.

Toutes les dérivations spatiales sont faites dans le même repère. Mais que se passe-t-il si on veut
changer de repère Galiléen ?

Comment évaluer
(−→
rot

−→
E
)
R0

et
(−→
rot

−→
E
)
R

si v(R/R0) = v ?

Suffit-il de faire un changement de variable, et de dériver en tenant compte du changement de variable ?
En fait si on fait cela, on va voir qu’on n’obtient pas les mêmes équations de Maxwell. Notre changement
de repère dit ”galiléen” (ou classique : transformation de Galilée) n’est donc pas bon.
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Pour changer de repère, il existe une méthode infaillible. En effet, une seule chose est conservée
indépendemment du repère, ce sont les forces.

Prenons un cas simple Dans R0 il règne des champs
−→
E0 et

−→
B0 uniformes. On va supposer que Q

est une particule chargée immobile. Elle subit une force Q·
−→
E0.

Dans R tel que v(R/R0) = v, il règne des champs
−→
E et

−→
B uniformes. La force appliquée à Q est

toujours
−−−→
FQ/R = Q·

−→
E 0.

N’oublions pas que vQ/R = −v donc par ailleurs :

−→
F Q/R = Q

−→
E + Q(−~v) ∧

−→
B d’où

−→
E 0 =

−→
E − ~v ∧

−→
B

On a en fait fait de la relativité restreinte sans s’en rendre compte. Par changement de repère galiléen,
le champ magnétique se transforme en champ électrique.

Revenons à notre loi de Faraday : si le contour Γ se déplace avec une vitesse non nulle dans un champ
magnétique non nul, on a un terme en plus à prendre en compte (le champ électrique

−→
E est à prendre

dans le repère lié à Γ).

3.2 Maxwell in-extenso : les phénomènes propagatifs

Dans les équations de Maxwell, on a un double couplage :
−→
E dépend de ∂

−→
B

∂t et d’un autre coté,
−→
B

dépend de ∂
−→
E

∂t . Il y a donc possibilité d’engendrer des oscillations, ce qui s’appelle la propagation.

Lorsque l’on considère le terme de courant de déplacement dans l’équation de Maxwell-Ampère, on
introduit un couplage réciproque entre

−→
E et

−→
B qui permet la génération d’oscillations entretenues.


−→
rot

−→
E = −∂

−→
B

∂t

div
−→
B = 0

div
−→
D = ρ

−→
rot

−→
H =

−→
J + ∂

−→
D

∂t

+

{ −→
E = −

−−−→
gradV − ∂

−→
A

∂t−→
B =

−→
rot

−→
A

Ce sont les équations complètes. Déjà, pour simplifier, on va devoir se placer dans des milieux sympa-
thiques. On entend ici des milieux :

– linéaires : on peut écrire
−→
D = ε

−→
E et

−→
B = µ

−→
H ,

– homogènes : ε et µ ne dépendent pas de l’espace,
– isotropes : ε et µ sont des réels (ils auraient pu être des tenseurs).

On part de l’équation de Maxwell-Faraday et on prend son rotationnel :

−→
rot

−→
E = −∂

−→
B

∂t
⇒ −→

rot (
−→
rot

−→
E )︸ ︷︷ ︸

−−−→
grad ◦ div

−→
E −∆

−→
E

= − ∂

∂t

−→
rot

−→
B

Soit encore :
−−−→
grad ◦ div

−→
E︸︷︷︸
~D
ε

−∆
−→
E = − ∂

∂t

−→
rot

(
µ
−→
H
)

︸ ︷︷ ︸
−→
rot

−→
H =

−→
J + ∂

−→
D

∂t

avec div
−→
D = ρ

∆
−→
E − µε

∂2−→E
∂t2

=
1
ε

−−−→
grad ρ + µ

∂
−→
J

∂t
Equation de propagation dans le cas général
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En milieu homogène, ρ est homogène :
−−−→
grad ρ =

−→
0 . En milieu linéaire :

−→
J = σ·

−→
E .

Dans ce cas :

∆
−→
E − µ·ε·∂

2−→E
∂t2︸ ︷︷ ︸

termes de propagation

= µ·σ·∂
−→
E

∂t︸ ︷︷ ︸
terme

d’atténuation

Le terme d’atténuation est due à la dissipation du courant (terme relatif à l’énergie).

Si on effectue une propagation en milieu diélectrique (isolant : σ = 0) :

∆
−→
E − µε

∂2−→E
∂t2

= 0 Equation de propagation en milieu isolant

3.2.1 Propagation du champ magnétique

−→
rot ◦ −→rot

−→
H︸ ︷︷ ︸

−−−→
grad ◦ div ~H −∆ ~H

=
−→
rot

−→
J +

∂

∂t

−→rot
−→
D︸︷︷︸
ε· ~E

 avec
−→
rot

−→
E = −∂

−→
B

∂t

∆
−→
H − µ·ε·∂

2−→H
∂t2

= −−→rot
−→
J Equation de propagation du champ magnétique

Dans un milieu linéaire conducteur :
−→
J = σ

−→
E et

−→
rot

−→
E = −∂

−→
B

∂t donc

∆
−→
H − µε

∂2−→H
∂t2

= µσ
∂
−→
H

∂t

C’est la même équation que pour
−→
E .

Maintenant, qu’en est-il des potentiels ? On les a définis complètement dans les cas particuliers des
chapitres précédents, mais maintenant qu’on s’intéresse aux équations de Maxwell dans le cas général,
il va falloir les redéfinir, autrement dit trouver une jauge.

3.2.2 Choix d’une jauge

Rappel :
−→
A est défini à un gradient près. Donc passer de

−→
A à

−→
A ′ =

−→
A +

−−−→
grad f ne change pas le

problème physique.

Or
−→
E = −

−−−→
gradV − ∂

−→
A

∂t
et

∂
−→
A ′

∂t
=

∂
−→
A

∂t
+
−−−→
grad

(
∂f

∂t

)

Ainsi
−→
E = −

−−−→
gradV − ∂

−→
A

∂t
= −

−−−→
gradV ′ − ∂

−→
A ′

∂t
= −

−−−→
gradV ′ − ∂

−→
A

∂t
−
−−−→
grad

∂f

∂t

On fait la simplification, et on obtient :

−
−−−→
gradV = −

−−−→
gradV ′ −

−−−→
grad

(
∂f

∂t

)
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V ′ = V − ∂f

∂t

Changement de jauge : { −→
A ′ =

−→
A +

−−−→
grad f

V ′ = V − ∂f
∂t

Maintenant, il va nous falloir choisir une jauge, c’est à dire fixer la divergence de
−→
A de façon arbitraire.

Pour cela, on va examiner la propagation de
−→
A . Pour cela, on écrit :

−→
rot (

−→
rot

−→
A ) =

−→
rot

−→
B avec

−→
rot (

−→
rot

−→
A ) =

−−−→
grad ◦ div

−→
A −∆

−→
A

∆
−→
A − εµ

∂2−→A
∂t2

+ µ
−→
J −

−−−→
grad

(
div

−→
A + εµ

∂V

∂t

)
= 0

Posons arbitrairement :

div
−→
A + µε·∂V

∂t
= 0 Jauge de Lorentz

3.2.3 Propagation de V

On montre de la même façon :

∆V +
ρ

ε
= − ∂

∂t
div

−→
A

Avec la jauge de Lorentz :

∆V +
ρ

ε
= µε·∂

2V

∂t2

3.2.4 Les échanges énergétiques

On va poser une cinquième équation de Maxwell pour régir les échanges énergétiques. C’est un postulat.

−→
SP =

−→
E ∧

−→
H

où
−→
SP est le vecteur de Poynting. Ce vecteur est tel que son flux à travers une surface vaut l’énergie

électromagnétique qui traverse cette surface. On ne peut pas le démontrer, pas plus qu’on ne peut
démontrer les équations de Maxwell.

Exemple Flux d’énergie (puissance) e.m. entrant dans une surface fermée.

P = −
∮∮
S=∂V

−→
SP ·

−→
dS = −

∮∮
S=∂V

−→
E ∧

−→
H ·
−→
dS
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Mais on pourrait aussi écrire, en utilisant un théorème type Stokes, que :

P = −
∫∫∫
V

div
−→
SP ·dV

Donc :

lim
V→0

P
V︸ ︷︷ ︸

PD

densité de
puissance e.m.

= − lim
V→0

1
V
·
∫∫∫
V

div
−→
SP ·dV

Avec :

PD = −div
−→
SP = −div

−→
E ∧

−→
H = −

−→H ·−→rot
−→
E −

−→
E · −→

rot
−→
H︸ ︷︷ ︸

Maxwell-
Ampère



PD =
−→
H ·∂

−→
B

∂t
+
−→
E ·
−→
J +

−→
E ·∂

−→
D

∂t
Densité de puissance e.m.

3.2.5 Vitesse de propagation des ondes e.m.

Dans le vide, ∆
−→
E − µ0ε0

∂2−→E
∂t2

= 0. Si on écrit µ0·ε0·c2 = 1, alors c ' 3·108 m/s

∆
−→
E − 1

c2

∂2−→E
∂t2

= 0 Equation de propagation dans le vide

Pour un problème monodimensionnel :

∂2−→E
∂x2

− 1
c2
·∂

2−→E
∂t2

=
−→
0

Si on cherche une solution de la forme f
(
t + α·xc

)
. On aura alors une onde qui se propage à la vitesse

c/α. Il vient : (α

c

)2
− 1

c2
= 0 ⇒ α2 = 1

Donc
−→
E (x, t) = f1

(
t + x

c

)
+ f2

(
t− x

c

)
où c est la vitesse de propagation des ondes e.m.

Dans le cas particulier des ondes e.m. sinusöıdales à la pulsation ω, on peut simplifier :

X(x, t) = X· cos

ω·t− ω

c︸︷︷︸
k

·x


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3.2.6 Propagation dans les milieux LHI (et isolants)

LHI : Linéaire Homogène Isotrope.

∆
−→
E − µε·∂

2−→E
∂t2

=
−→
0

Posons µ·ε·u2 = 1 où u est la vitesse de propagation. On définit n = c
u (indice de réfraction), alors :

n =
√

εrµr ≈
√

εr car très souvent µr = 1

Détermination des potentiels
−→
A et V

Rappels en électromagnétisme statique

V (M) =
1

4π·ε
·
∫∫∫

ρM ′

|MM ′|
·dVM ′

−→
A (M) =

µ

4π
·
∫∫∫ −−→

JM ′

|MM ′|
·dVM ′ avec la jauge de Coulomb

Ce sont des choses qu’on a déjà vues. On voit que dans les deux cas, on a une influence entre la densité
de courant au point M ′ et le vecteur potentiel magnétique au point M (et réciproquement). Dans le
cas des phénomènes variables dans le temps, les phénomènes physiques qui ont lieu en M ′ ne peuvent
pas influencer immédiatement les potentiels en M . Pour pouvoir calculer le potentiel en M , il va falloir
tenir compte de la vitesse de propagation des ondes e.m.

On reprend les mêmes formules en disant que le point M ne peut être influencé qu’après un certain
temps, qui vaut la distance entre M et M ′ divisée par la vitesse de propagation :

V (M, t) =
1

4π·ε
·
∫∫∫ ρM ′

(
t− |MM ′|

c

)
|MM ′|

·dVM ′

−→
A (M, t) =

µ

4π
·
∫∫∫ −−→

JM ′

(
t− |MM ′|

c

)
|MM ′|

·dVM ′

On peut avoir u = c
n à la place de c. Ici on a besoin de la jauge de Lorentz.

A quoi servent ces équations ? Elles ont l’avantage d’être très générale, et permettent de déduire de
n’importe quelle distribution de charge et de courant tous les potentiels électrique et magnétique.

Comment appliquer ça au champ rayonné par un dipôle oscillant ?

Champ rayonné par un dipôle oscillant

On a deux charges +Q = Q0 sin(ωt) et −Q qui vont générer un potentiel électrique, et le courant entre
les deux (dû aux oscillations) va générer un potentiel magnétique.

Méthode
– Détermination de

−→
A : l’intégrale se réduit à un seul terme (un courant),

– Détermination de V : deux termes, un pour chaque charge,
– Calculer

−→
E et

−→
B ,

– Calculer le vecteur de Poynting
−→
S =

−→
E ∧

−→
H .
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L’erreur à ne pas faire est de dire qu’on se place loin du dipôle, et qu’alors les temps de propagation
vers l’une ou vers l’autre des charges est le même. Cela reviendrait à faire de l’électrostatique. Ici ce
n’est pas le cas, il faut tenir compte des différences.

On peut à la suite de ces calculs, tracer le diagramme de rayonnement. On cherche pour cela quelle
est la composante radiale du vecteur de Poynting (sur une sphère), et on affiche en 3D. On constate
alors une émission complètement isotrope.

En faisant le même calcul, on peut prendre deux dipôles, on peut passer de l’un à l’autre par la
propagation d’un onde plane vue en cours, et en faisant la somme des deux champs, on fabrique
une antenne rateau élémentaire. Le diagramme de rayonnement montre une certaine directivité dans
l’émission, qui varie avec la distance entre les deux dipôles.

Un dipôle c’est une antenne élémentaire.
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Chapitre 4

Les ondes planes

4.1 Qu’est-ce qu’une onde plane ?

C’est un mode de propagation d’ondes particulier, que nous allons caractériser en e.m.

Définition d’une onde plane

C’est une onde dont les fronts d’onde sont plans. On dit qu’ils sont orthogonaux à ~k (le vecteur d’onde).
Sa forme générale est : g

(
f(t)− ~k·~r

)
On va étudier un cas particulier important : celui de l’onde plane sinusöıdale. En effet, par décompo-
sition de Fourier, on peut écrire que

g =

+∞∫
−∞

a(k) cos
(
ω(k)t− ~k·~r

)
dk

Donc moyennant une transformée de Fourier, l’étude des ondes planes sinusöıdales (OPS) se ramène
au cas général.

Double périodicité

Si on se place à ~r fixé (on se place à un endroit donné, et on observe les oscillations de l’onde), on peut
mesurer la périodicité temporelle de pulsation ω. Si au contraire, on fige le temps à t0, on observe une
périodicité spatiale de pulsation |k|.

Maintenant, tout cela se propage. Mais à quelle vitesse ?

Notion de célérité d’une onde

On ne peut pas vraiment parler de vitesse, car une vitesse correspond au déplacement de quelque chose
de matériel, c’est la dérivée d’une position. Par exemple, les ondes hydrodynamiques ne sont pas un
déplacement absolu des molécules d’eau, mais un déplacement de proche en proche. En revanche on
peut parler de célérité. Il y en a plusieurs.

La vitesse de phase La première célérité est la vitesse de phase. C’est la vitesse de déplacement
des fronts d’onde (surface isophase). Le front d’onde est caractérisé par dϕ = 0 soit d(ω·t − k·r) = 0
d’où ω·dt− ~k·

−→
dr = 0. Si on projette sur ~k, alors

ωdt−
∣∣∣~k∣∣∣ drk = 0
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d’où
vϕ =

drk

dt
=

ω(k)
k

=
λ

T
= λ·f car ω = 2πf

Que représente cette vitesse de phase en termes physiques ? Pour l’instant elle a peu de signification
physique.

La vitesse de groupe Pour obtenir une vitesse qui ait un sens physique, intéressons-nous à la
propagation d’une information. Pour porter une information, il faut permettre à l’amplitude de varier
et donc superposer plusieurs OPS.

G(~r, t) =
∫

k
ak· cos

(
ω(k)·t− ~k·~r

)
·dk

Faisons quelques hypothèses simplificatrices :
– tous les ~k sont colinéaires,
– G(~r, t) est réel, c’est à dire que la transformée de Fourier est symétrique dans le plan complexe,

ou encore que les ak sont des réels positifs.

On va chercher la vitesse de déplacement d’un maximum d’amplitude. Celui-ci est obtenu quand la
variation dϕ de la phase par rapport au paramètre d’intégration k est minimale, c’est-à-dire nulle :
dϕ
dk = 0.

(
dϕ

dk

)
k0

= 0 ⇒
(

dω(k)

dk

)
︸ ︷︷ ︸

vg

·t− x = 0

Cette vitesse est la seule à avoir une signification physique (c’est pour cela qu’elle sera toujours
inférieure à la vitesse de la lumière dans le vide c).

Cas particulier : vg = vϕ implique
dω

dk
=

ω

k
c’est à dire ω = cte·k. On parle d’onde à phase linéaire.

4.2 Ondes planes e.m. en milieu isolant

Rappel

Pour les champs
−→
E et

−→
H , l’équation de propagation est

∆
−→
X − 1

u2

∂2−→X
∂t2

= 0 avec µεu2 = 1

La solution est alors de la forme :

X(x, t) = f1

(
t− x

u

)
+ f2

(
t +

x

u

)
La solution f2 ne correspond à rien de physique. Donc on ne gardera toujours que la première.

Si l’on cherche des OPS e.m. grâce à l’équation de propagation, on trouve X(x, t) = X· cos

ω·t− ω

u︸︷︷︸
k

·x


Donc en électromagnétisme, on obtient ω = ku =

k
√

εµ
: c’est une onde à phase linéaire, et on a

vϕ = vg.

Regardons maintenant si le fait d’avoir une OPS implique d’autres choses sur les champs et potentiels.
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Transversalité du champ électrique

div
−→
D = 0 ⇒ div

−→
E = 0 en milieu isotrope

Si l’on suppose ~k parallèle à ~x, alors ∂E
∂z = ∂E

∂y = 0. Ainsi comme div
−→
E = 0 on a aussi ∂E

∂x = 0. Par
suite −j·k·Ex = 0 soit :

Ex = 0 Transversalité du champ électrique

Sans perte de généralité, on peut dire que ~k //−→x et
−→
E //~y

Transversalité du champ magnétique

−→
rot

−→
E = −∂

−→
B

∂t
⇒



−µ·∂Hx

∂t
=

∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z

−µ·∂Hy

∂t
=

∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

−µ·∂Hz

∂t
=

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y


⇒

−j·ω·µ·Hx = 0
−j·ω·µ·Hy = 0
−j·ω·µ·Hz = −j·k·Ey

Donc ~k,
−→
E et ~H forment un trièdre direct.

Donc aussi :
Ey

Hz
=

ωµ

k
= µu =

µ
√

εµ
=
√

µ

ε
= η

C’est l’impédance du milieu.

Dans le vide, nous avons η0 =
√

µ0

ε0
' 377 Ohms. η0 peut aussi s’exprimer de façon exacte car

µ0 = 4π10−7, ε0µ0c
2 = 1 et c est défini de manière exacte.

Nous nous sommes placés dans un repère cartésien particulier sans perte de généralité : nous pouvons
donc généraliser les formules trouvées :

{ −→
E ·~k = 0
−→
H ·~k = 0

}
transversalité des champs


−→
H =

1
ω·µ

(
~k ∧

−→
E
)

−→
E =

1
ω·ε

(−→
H ∧ ~k

)

Considérations énergétiques

Quelle est l’énergie portée par une OPS e.m. ?

−→
S =

−→
E ∧

−→
H =

|E|2

η
cos2(ωt− ~k·~r) = η|H|2 cos2(· · · )

Donc :

〈∣∣∣−→S ∣∣∣〉 =
1
2
<e

(−→
E ∧

−→
H ∗
)

=
1
2
|E|2

η
=

1
2
η|H|2
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4.3 Ondes planes e.m. en milieu conducteur

Rappel Avec σ 6= 0 :

∆
−→
X − 1

u2
·∂

2−→X
∂t2

= µ·σ·∂
−→
X

∂t

En régime harmonique :

∆
−→
X − j2·ω

2

u2
·
−→
X = j·ω·µ·σ·

−→
X

∆
−→
X − j·ω·µ·(σ + ω·ε)·

−→
X = 0

De la même façon, on montre que
−→
E ·~k = 0 et

−→
H ·~k = 0.

La question qui reste : que vaut ~k ?

En régime harmonique :

−k2·
−→
X − j·ω·µ· (σ + j·ω·ε) ·

−→
X = 0 ⇒ k2 = ω2·ε·µ− j·ω·µ·σ

Quand σ = 0, on a k2 = ω2εµ =
ω2

u2

Quand σ 6= 0, cette fois on peut écrire k = α− jβ de telle sorte que

Xej(ωt−kx) = Xej(ωt−(α−jβ)x) = X ej(ωt−αx)︸ ︷︷ ︸
propagation

· e−βx︸︷︷︸
atténuation

Le α et le β peuvent avoir une signification physique.

Pour σ
εω � 1 (ARQS), on trouve :

α2 = β2 =
ω·µ·σ

2

Conséquences
– arg(k) = π

4 donc le déphasage entre
−→
E et

−→
H est de π

4 (dans les milieux linéaires ils étaient en
phase).

– On peut définir une épaisseur de peau δ =
√

2
ω·µ·σ . L’épaisseur de peau δ est la profondeur de

pénétration des ondes e.m. à la pulsation ω dans un milieu de conductivité σ. C’est aussi l’épais-
seur sur laquelle se passent tous les phénomènes e.m.

On a beau avoir des câbles très gros, la conduction ne se fait que sur la périphérie du câble (sur la
surface). Ce qui explique que les câbles des lignes de haute tension sont creux !

Exemples d’épaisseur de peau.

Fréquence Cuivre Eau de mer
50 Hz 1 cm 30m
5 kHz 1 mm 3 m

50 MHz 10µm 3 cm
5 GHz 1µm —
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4.4 Notion de polarisation

Formalisme de Jones pour la polarisation

Tout état de polarisation peut être décrit par deux ondes planes polarisées linéairement, et par la
donnée de leur déphasage. On peut donc définir la polarisation à l’aide de deux nombres complexes,
représentant chacun l’amplitude et la phase de chaque composante.

Cette base (de deux ondes planes rectilignes) est UNE base de l’espace de polarisation, mais il en
existe d’autres, par exemple une base formée de deux ondes circulaires non identiques.

Pour formuler la représentation de Jones, il faut :

– choisir une base de l’espace de polarisation (C2) ; exemple :
(

1
0

)
représente la polarisation

rectiligne horizontale,
(

0
1

)
représente la polarisation verticale. Ces vecteurs pourraient aussi

représenter les polarisations circulaires droite et gauche etc,
– Exprimer l’état de polarisation dans cette base.

Quelques exemples (dans la base de polarisation rectilignes).

– OPS e.m. polarisée rectilignement d’amplitude E :
−→
V =

(
E
0

)
– OPS polarisée circulairement d’amplitude E :

−→
V = E√

2
·
(

1
i

)
.

Le vecteur de Jones contient les infos de polarisation mais aussi les infos d’amplitude. Si V est le
veteur de Jones :

〈S〉 =
1
η
·
−→
V ∗·

−→
V où η est l’impédance.

Alors ça, c’est bien et c’est pas bien. Ca donne deux informations : c’est mieux, mais ca complique
les calculs. C’est pourquoi on travaillera avec la normalisation du vecteur de Jones qui permet de ne
garder que les infos de polarisation.

On peut par exemple avoir à trouver la matrice de Jones d’une lame quart-d’onde (c.f. annales).

Opérations sur les polarisations Le polariseur : il a la propriété de ne laisser qu’une seule pola-
risation rectiligne passer :

−→
V =

(
1
0

)
⇒

−→
V ′ =

(
1
0

)
,

−→
V =

(
0
1

)
⇒

−→
V ′ =

(
0
0

)
La matrice de passage est :

Mp =
(

1 0
0 0

)
4.5 Transmission d’une OPS e.m. à une interface

Il y a deux aspects :
– les lois de Descartes décrivent l’aspect géométrique : comment l’onde est-elle transmise ou réfléchie

en terme de direction ? Ces lois sont admises ici, elles ne sont pas du tout triviales à démontrer.
Elles se comprennent à l’aide du principe de Huygens. Avec le schéma et notations habituels,
nous avons :

k1 sin θ1 = k2 sin θ2 donc n1 sin θ1 = n2 sin θ2
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Fig. 4.1 – Polarisation perpendiculaire à une interface

– l’aspect énergétique. Pour une polarisation perpendiculaire au plan d’incidence, nous avons le
schéma de la figure 4.1.
Dans un repère lié à l’onde, on a :

−→
E⊥ =

(
Ee−j~k·~r, 0, 0

)
et

−→
H⊥ =

(
0,

E

η
e−j~k·~r, 0

)
1. Exprimer chacun des champs dans le repère général,

2. z = 0 et application de la continuité de E // et H // , Ei(z=0) + Er(z=0) = Et(z=0),

3. en déduire les coefficients de transmission et de réflexion.

Onde incidente :
−→
E⊥

i =
(
E·e−j(kiz cos θi+kiy sin θi), 0, 0

)
−→
H⊥

i =
E

η
·

 0
e−j(kiz cos θi+kiy sin θi)· cos θi

e−j(kiz cos θi+kiy sin θi)· sin θi


Onde réfléchie :

−→
E⊥

r =
(
E·r⊥·e−j(kiz cos θr+kiy sin θr), 0, 0

)
−→
H⊥

r =
E⊥·r⊥

η
·

 0
e−j(−kiz cos θr+kiy sin θr)· cos θr

e−j(−kiz cos θr+kiy sin θr)· sin θr


Onde transmise

−→
E⊥

t =
(
E·t⊥·e−j(ktz cos θt+kty sin θt), 0, 0

)
−→
H⊥

t =
E·t⊥

η
·

 0
e−j(ktz cos θt+kty sin θt)· cos θt

e−j(ktz cos θt+kty sin θt)· sin θt


Posons z = 0 et examinons les composantes tangentielles.

(E⊥
i + E⊥

r )·~x = E⊥
t ·~x

(H⊥
i + H⊥

r )·~y = H⊥
t ·~y

}
⇒

r⊥ =
n2· cos θi − n1· cos θt

n2· cos θi + n1· cos θt

t⊥ =
2n2· cos θi

n2· cos θi + n1· cos θt

Remarques : réflexion sur un conducteur parfait : r⊥ = −1 et t⊥ = 0.
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Polarisation parallèle au plan d’incidence

{
E // = −η1·H⊥

H // = E⊥

η1

r // =
η1· cos θi − η2· cos θt

η1· cos θi + η2· cos θt

t // =
2η2· cos θi

η1· cos θi + η2· cos θt

Transmission énergétique vers un diélectrique

Pour trouver les coefficients de transmission énergétique, il faut considérer le vecteur de Poynting
−→
S =

−→
E ∧

−→
H , et plus particulièrement sa valeur moyenne

〈−→
S
〉

= 1
2<e(

−→
E ∧

−→
H ∗).

La partie de l’énergie qui traverse l’interface est donnée par
〈

~S
〉
·~s quand ~z = ~0.

R⊥ = −<e(E⊥
r ∧H∗⊥

r )·~z
<e(E⊥

i ∧H∗⊥
i )·~z

=
(n1· cos θi − n2· cos θt)2

(n1· cos θi + n2· cos θt)2

T⊥ = −<e(E⊥
t ∧H∗⊥

t )·~z
<e(E⊥

i ∧H∗⊥
i )·~z

=
4n1·n2· cos θi· cos θt

(n1· cos θi + n2· cos θt)2

De la même façon, pour une polarisation parallèle au plan d’incidence :

R // =
(n2· cos θi − n1· cos θt)2

(n2· cos θi + n1· cos θt)2

T // =
4n1·n2· cos θi· cos θt

(n2· cos θi + n1· cos θt)2

sin
-1

n2

n1

1

T

T

tan
-1 n2

n1 On pose sin−1 n2
n1

= π
2 si n2

n1
> 1

Fig. 4.2 – Représentation graphique de T // et T⊥ en fonction de θi

Il faut donc retenir l’existence de l’angle de Brewster, comme le maximum de T // en fonction de l’angle
d’incidence θi, où la totalité de l’énergie est transmise :

θB = arctan
(

n2

n1

)
Angle de Brewster
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Chapitre 5

Faisceaux gaussiens

Jusqu’à présent on a supposé que la propagation se faisait par ondes planes, et on a regardé quelles
étaient leurs propriétés. Là on va faire la même chose avec les faisceaux gaussiens.

5.1 Généralités – Approximations

Les ondes e.m. peuvent se propager de façons extrêmement variées. Les faisceaux gaussiens sont un
mode de propagation plus général que les ondes planes. Ces dernières sont en fait un cas limite des
faisceaux gaussiens.

Nous rappelons l’équation d’onde (on pourrait raisonner de manière analogue avec
−→
H ) :

∆
−→
E − 1

u2

∂2−→E
∂t2

= 0

Hypothèses Nous nous plaçons en régime sinusöıdal temporel.

∆
−→
E +

ω2

u2
·
−→
E =

−→
0 ⇒ ∆

−→
E + k2·

−→
E =

−→
0

On va se baser sur l’écriture en onde plane pour souligner justement la différence entre une onde d’un
faisceau gaussien et une onde plane. Ainsi, la propagation de type onde plane serait :

E(t) = E0 e−j~k·~r = E0 e−jkxz pour ~k //~z

Nous allons chercher la différence (le rapport) entre une onde plane et un faisceau gaussien.

E = u(x, y, z)︸ ︷︷ ︸
enveloppe
de l’onde

·e−jkz

En introduisant cela dans l’équation d’onde, cela donne :

e−jkz·
(

∆u− 2jk
∂u

∂z

)
= 0 donc ∆u− 2jk

∂u

∂z
= 0

La seule approximation que nous ferons pour obtenir des faisceaux gaussiens est l’approximation
de l’enveloppe lentement variable : on va supposer que les variations de l’enveloppe dans le sens
longitudinal sont négligeables devant les variations transversales :

∆u ≈ ∆⊥u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
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Cela rejoint l’approximation paraxiale en optique (cela a un peu le même genre de conséquences).

L’équation d’onde à résoudre devient donc :

∆⊥u− 2j·k·∂u

∂z
= 0

5.2 Hypothèse de séparation des variables

Nous supposerons (et on peut le montrer) la solution de la forme suivante :

u(x, y, z) = g(x, z)·h(y, z)· exp
[
−j·

(
P(z) +

k

2q(z)
·(x2 + y2)

)]

Avec :

g(x, z) = Hm

(
x
√

2
W (z)

)

h(y, z) = Hn

(
y
√

2
W (z)

)

Les fonctions P(z), q(z), et W (z) sont à déterminer, et Hn est un polynôme d’Hermitte d’ordre n.
C’est un polynôme qui vérifie l’équation différentielle y′′ − 2xy′ + 2ny = 0. Les premières solutions
sont :

– n = 0 ⇒ H0 = 1
– n = 1 ⇒ H1 = 2x
– n = 2 ⇒ H2 = 4x2 − 2

Attention La séparation des variables entre x et y est arbitraire : on aurait pu utiliser r et θ et
obtenir alors d’autres modes de propagation.

Pour commencer, nous étudierons le mode le plus simple : n = m = 0, donc g = h = 1. Ainsi :

u = exp
[
−j

(
P(z) +

k

2q(z)
.(x2 + y2)

)]
L’équation de propagation devient alors :

∀(x, y, z) k·(x2 + y2)·
(
q′(z)− 1

)︸ ︷︷ ︸
0

= 2q(z)·
(
q(z)·P ′(z) + j

)︸ ︷︷ ︸
0

La seule manière que ce soit vrai pour tous (x, y, z) est que les deux membres soient nuls. Cela donne
deux équations :

{
q′(z)− 1 = 0

q(z)·P ′(z) + j = 0
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5.3 Conséquences de q′(z)− 1 = 0

Déjà, q′(z) = 1 donne q(z) = q0+z. Il faut maintenant l’interpréter. Remarquons que q(z) est complexe,
on peut donc le décomposer en :

1
q(z)

=
1

R(z)
− j

λ

π·W 2(z)
Décomposition de q(z)

avec R et W des fonctions réelles à déterminer. Regardons quelle est la signification physique de ces
fonctions.

La partie de u qui ne dépend que de q est :

uq = exp
[
−j

k

2q(z)
(x2 + y2)

]

= exp


−j

kr2

2


1

R(z)︸ ︷︷ ︸
terme de

phase

− jλ

π·W 2(z)︸ ︷︷ ︸
amplitude




On reconnait R : le rayon de courbure du front d’onde en z, et W : ”rayon” de l’enveloppe convexe.

Si on fait une coupe transversale à z, l’intensité de l’onde est gaussienne (maximale sur l’axe, et de
largeur caractéristique W ).

Pour déterminer q(0), il suffit de remarquer que les équations de Maxwell sont invariantes par inversion
du temps et de l’espace (principe du retour inverse).

Cela signifie qu’un faisceau se propageant suivant z possède un plan de symétrie, que l’on pose être
z = 0.

– en z = 0, W (z) = W0

– que vaut R ? Les rayons de courbure sont opposés de part et d’autre du point de symétrie :
R(−z) = −R(z). Finalement, on a un rayon de courbure nul ou infini en z = 0, mais dire qu’un
rayon de courbure est nul n’a aucun sens, donc R = ±∞ (un rayon de courbure de +∞ ou −∞,
c’est la même chose).

Conclusion z = 0 ⇒
{

W = W0

R = ±∞ ⇒ front d’onde plan

On en déduit :

q(0) = j
πW 2

0

λ

Puis comme q(z) = q0 + z, alors en identifiant parties réelles et imaginaires :

W (z) =

√
W 2

0 +
λ2z2

π2W 2
0

Quand z →∞, nous avons W (z) ' λz

πW0
.

R(z) = z +
π2W 4

0

λ2z
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theta

Fig. 5.1 – Faisceau gaussien

Pour z petit on obtient un front d’onde plan. Pour z grand le rayon de courbure est égal à z : on a
une onde sphérique (figure 5.1).

θ =
λ

π·W0
Angle de diffraction (figure 5.1)

Macroscopiquement, on peut mesurer l’angle de diffraction, et après on peut en déduire la taille du
col W0. Plus un faisceau est étroit, plus il diffracte. On voit l’analogie avec les ondes planes. Une onde
plane est un faisceau gaussien de diamètre grand et donc d’angle de diffraction petit.

Où se trouve la limite ?

R(z) = z +
π2W 4

0

λ2z
= z

(
1 +

π2W 4
0

z2λ2

)
Il en résulte :

z � πW 2
0

λ︸ ︷︷ ︸
LR

LR : longeur de Rayleigh ou Fresnel
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Chapitre 6

Optique matricielle

On n’en fera qu’un survol.

6.1 L’optique géométrique

Un montage classique d’optique géométrique est représenté figure 6.1.

onde plane onde sphérique

Fig. 6.1 – Montage d’optique géométrique

Or on a montré que le vecteur d’onde est quasiment toujours orthogonal au plan d’onde. Un ensemble
de rayons parallèles modélise une onde plane. Suite à un passage à travers une lentille, on dévie les
rayons. Le front d’onde (orthogonal au vecteur d’onde) est alors sphérique.

A l’entrée de la lentille on a une onde plane d’extension transversale limitée, donc ce ne peut être
qu’un faisceau gaussien à l’intérieur de sa zone de Rayleigh. De l’autre côté on a deux droites qui se
croisent, ce qui ressemble de loin à un faisceau gaussien. L’optique géométrique consiste donc à ne pas
regarder ce qui se passe au foyer. En effet on ne peut pas concentrer de la lumière dans une zone plus
petite que la longueur d’onde, donc toute l’énergie ne peut pas être concentrée au foyer.

Optique géométrique C’est l’étude de la propagation des ondes e.m. à l’intérieur de leur zone de
Rayleigh (ondes planes), et loin de leur zone de Rayleigh (ondes sphériques).

6.2 Optique géométrique matricielle

Dans le cadre de l’approximation paraxiale :
– Lois de Descartes : n1· sin θ1 = n2· sin θ2 ⇒ n1·θ1 = n2·θ2 en linéarisant.
– Figure 6.2 : on a dy = `· sin θ = `·θ donc les relations liant déplacement et angle sont linéaires.

Un rayon lumineux est décrit par
(

y
θ

)
(figure 6.3).
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dy

longueur l

theta

Fig. 6.2 – Lien déplacement–angle

y

theta

Fig. 6.3 – Description d’un rayon

Tout système optique paraxial est alors décrit par une matrice 2× 2, telle que :(
y′

θ′

)
= M ·

(
y
θ

)
Si on met plusieurs systèmes (M1 puis M2) à la suite (une interface commune), on a (figure 6.4) :(

y′′

θ′′

)
= M2·

(
y′

θ′

)
= M2·M1︸ ︷︷ ︸

! ! attention

·
(

y
θ

)

M 1 M 2

y
y’

y’’

Fig. 6.4 – Systèmes en série

Toute l’optique géométrique paraxiale peut donc être déduite des matrices des composants de base :
1. Lentille convergente de focale f :

Si θ = 0 alors θ′ = − y
f

Si y = 0 alors θ′ = θ, y′ = y

}
⇒ M`(f) =

(
1 0
− 1

f 1

)
2. Propagation simple d’une distance ` dans un milieu d’indice n :

θ′ = θ
y′ = y + `· sin θ = y + `·θ ⇒ Md(`) =

(
1 `
0 1

)
3. Réfraction sur un dioptre plan (changement d’indice) (figure 6.5) :

θ′ = n1
n2
·θ (Descartes)
y′ = y

⇒ Mdioptre =
(

1 0
0 n1

n2

)
4. Dioptre sphérique (indice n1 vers n2) (figure 6.6) :

y′ = y avec le rayon passant par le centre
θ′ = n1

n2
·θ avec le rayon passan par le sommet

y = R· sin θ ⇒ θ′ = θ donc θ′︸︷︷︸
θ

= a· y︸︷︷︸
R·θ

+n1
n2
·θ ⇒ MDS =

(
1 0

n2−n1
R·n2

n1
n2

)
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theta

n1 n2

y’ = y

Fig. 6.5 – Réfraction sur un dioptre plan

n1 n2

C S

pas de
déviation

deviation
comme pour le
dioptre plan

Fig. 6.6 – Dioptre sphérique

Des rayons parallèles peuvent soit ne pas être déviés, soit comme sur un dioptre plan selon le
lieu d’impact.

5. Et les miroirs ? Pour les traiter, il faut « déplier » la lumière en supposant que le miroir ne
réfléchit pas (figure 6.7). Deux miroirs face à face peuvent donc être réprésentés par une suite
infinie de lentilles.

6. Miroir plan (figure 6.7) :

M =
(

1 0
0 1

)

Fig. 6.7 – Miroir plan

7. Miroir sphérique (figure 6.8) : C’est la matrice d’une lentille de focale −R
2 .

M`

(
−R

2

)
=
(

1 0
2
R 1

)

S

C R

Fig. 6.8 – Miroir sphérique
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Pour toute matrice M décrivant un système optique on aura :

det(M) =
n1

n2

6.3 Loi ABCD

Retour aux faisceaux gaussiens.

Le rayon complexe d’un faisceau gaussien est :

1
q

=
1
R′ − j· λ

π·W 2

Si à l’entrée d’un système optique décrit par M =
(

A B
C D

)
se trouve un faisceau gaussien de rayon

complexe q, le rayon complexe q′ à la sortie vaut :

q′ =
A·q + B

C·q + D
Loi ABCD

Grâce à la loi ABCD et à l’optique géométrique matricielle, il est possible de faire l’étude de la
propagation des faisceaux gaussiens dans les systèmes optiques paraxiaux.

LA chose à retenir est qu’il est possible grâce à des produits de matrice 2 × 2 avec les matrices des
systèmes de base (trois sont très faciles à retrouver) et la loi ABCD, de prendre n’importe quel système
propagatif paraxial et de calculer la propagation d’un faisceau gaussien.
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Chapitre 7

Relativité restreinte

Juste une introduction. On a fêté les 100 ans de la première publication d’Einstein à ce sujet hier (le
17 mars 2005).

Ici on ne prétend pas faire un cours de relativité restreinte, car on ne va pas utiliser le formalisme (les
tenseurs, . . .). On va juste essayer de voir quel est son intérêt.

Il y a des choses pour lesquelles on ne se pose pas de questions. Si il est telle heure ici, il est la même
heure pour ceux qui dorment encore à la résidence ;-p.

La relativité restreinte a été inventée par Einstein, qui était à l’office Européen des Brevets, et s’inté-
ressait à la synchronisation des horloges pour toutes les gares européennes.
Mais quand on envoie un signal d’une gare à l’autre, il y a un temps de propagation. Ce qui veut dire
qu’il va y avoir une horloge mâıtre qui va être un peu en avance sur toutes les autres. Si on connait le
retard, on le prend en compte.

L’idée d’Einstein c’est de dire que ce retard n’est pas fictif, mais bien réel.

7.1 Les origines : la mécanique classique

En mécanique classique, le temps est invariant. C’est à dire, en terme mathématique, quel que soit le
déplacement spatial qu’on fait, le déplacement temporel est nul : dt = 0.

De même, une règle de 30 cm fait 30 cm où qu’elle se trouve, et quelle que soit sa vitesse.

Le temps et la distance sont donc les invariants de la mécanique classique.

R
0

R

Fig. 7.1 – Deux repères en translation

Conséquence immédiate Si l’on considère deux repères en translation rectiligne selon ~x l’un par
rapport à l’autre à la vitesse vR/R0

= v (figure 7.1) :
x = x0 − v·t
y = y0

z = z0
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C’est la transformation de Galilée

Le modèle de Maxwell décrit la propagation des ondes e.m. dans le vide :

∆
−→
E − 1

c2
·∂

2−→E
∂t2

= 0

Il y a donc une vitesse de propagation c :

c =
1

√
ε0·µ0

= 299 792 458 m/s

C’est une valeur exacte, puisque c’est la définition du mètre.

Les lois de Maxwell et la transformation de Galilée impliquent donc l’existence d’un repère unique
dans lequel les équations de Maxwell sont valables.
En 1900, on supposait l’existence de l’Ether, immobile dans ce repère, milieu supportant la propagation
des ondes éléctromagnétiques.

Jusque là il n’y a aucune contradiction, mais il va falloir trouver ce repère.

7.2 Expérience fondatrice

Michelson et Morley (1887).

S’il y a un repère fixe, la vitesse de la lumière va varier en fonction de la vitesse à laquelle on se
déplace. On peut donc calculer de cette manière la vitesse de la Terre. Avec un interféromètre à deux
bras (l’un dans le sens de déplacement de la Terre, l’autre perpendiculairement), on fait des mesures
d’un côté du Soleil et de l’autre. On aurait dû avoir des franges mobiles, mais personne n’a pu les
observer. Or ils ont montré que la précision de leurs appareils était suffisante.

L’expérience de Michelson et Morley a permis de montrer que la vitesse de la lumière était la même
sur Terre dans toutes les directions. La seule conclusion à tirer est donc que nous sommes dans le
repère fixe : l’Ether est lié à la Terre, et la Terre est le centre de l’univers ! Et à l’époque, ça leur a
quand même mis la puce à l’oreille.

Le souci est soit l’expérience (ce n’est pas possible), soit Maxwell (très peu probable), voyons voir si
ce n’est pas la transformation de Galilée !

Les postulats de la Relativité Restreinte

1. Les équations de Maxwell sont valables dans tous les repères inertiels,

2. Il est impossible de distinguer un repère galiléen par rapport à un autre (il n’existe pas de repère
absolu).

7.3 La transformation de Lorentz

Soient deux points M


x
y
z
c·t

 et M ′


x + δx
y + δy
z + δz

c(t + δt)

. M sera le lieu et l’instant de départ du faisceau

lumineux ; on multiplie le temps par c uniquement pour rendre les coordonnées homogènes. M ′ sera
le lieu et moment d’arrivée.

M et M ′ sont répérés dans un repère galiléen. On connait juste une chose : le lien entre la distance,
le temps, et la vitesse.
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Pour ce repère, la distance qui sépare les points M et M ′ est liée aux deux autres grandeurs par :√
dx2 + dy2 + dz2 = c·dt

qu’on peut encore écrire :
dx2 + dy2 + dz2 − c2dt2 = 0 ∀ repère

Quelle est la transformation qui laisse S2 = x2 +y2 +z2−c2·t2 invariant (S est l’invariant relativiste) ?
Pour trouver cela, prenons deux repères R et R′ tels que ~v (R′/R) = ~v et ~v //~c.

En supposant la transformation linéaire et limitée à x et t, il existe (p, q, r, s) tel que :{
x′ = p·x + q·c·t

c·t′ = r·x + s·c·t

dS = 0 ⇒ (c·δt′)2 − (δx′)2 = (c·δt)2 − (δx)2

⇒ (r·δx) + s·e·δt)2 − (p·δx + q·c·δt)2 = c2·δt2 − δx2

⇒ (r2 − p2 + 1)δx2 + (s2 − q2 − 1)·c2·δ2 + 2(rs− pq)·c·δt·δx = 0

∀x, t,


r2 − p2 = −1
s2 − q2 = 1
rs− pq = 0

soit


p2(1− k2) = 1
s2(1− k2) = 1

r
p = q

s = k

D’où p2 = s2.

Pour lever l’indétermination (pour savoir si p = s ou si p = −s), on regarde ce qu’il se passe pour
v = 0. On a alors s = p = 1. Ici en particulier, p = s. Finalement,

∀v p = s et r = q et
q

p
= k

Soient dans R′ les deux points suivants :

M


x′

y′

z′

c·t′

 M1


x
y
z

c·t′1

 avec t′1 = t′ + δt′

0 = p·δx + q·c·δt ⇒ q

p
= k = − δx

c·δt
= −v

c

Donc p = s = γ(v) soit :

γ(v) =
1√

1− v2

c2

r = q = −β(v)·γ(v) ⇒ β(v) =
v

c

D’où la transformation spéciale de Lorentz :


x′

y′

z′

c·t′

 =


γ 0 0 −β·γ
0 1 0 0
0 0 1 0

−β·γ 0 0 γ

 ·


x
y
z
c·t


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