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80. Introduction

La théorie des représentations se traite assez différemment entre les groupes de Lie
semi-simples et les groupes de Lie résolubles. La structure algébrique des groupes semi-
simples est tellement riche qu’elle nous fournit des résultats abondants, ce dont en res-
tant spectateur j'ai 'impression tout a fait personnelle que le groupe simple n’est pas
une bonne nomination. D’autre part, en travaillant pour les groupes de Lie résolubles,
leur structure est incompréhensible et la plupart de questions que je me pose restent
non-résolubles. Il est pourtant incontestable que la méthode des orbites est une méthode
fructreuse dans la théorie des représentations unitaires des groupes de Lie résolubles.
L’idée innovatrice de Kirillov d’associer a une représentation unitaire irréductible une
orbite coadjointe parait faire étalage de ses beaux fruits. C’est la belle adaptation de
la théorie de Mackey aux groupes de Lie résolubles. Une fois ce cadre est appliqué, on
peut étudier la formule de caractere ou la formule de Plancherel en termes des orbites
coadjointes, objets algébriques et géométriques. Le but de ce cours est d’expliquer som-
mairement l'état actuel de certains sujets autour de la méthode des orbites. Des matieres
seront traitées pour les groupes exponentiels et parfois détaillées dans le cas nilpotent.

81. Méthode des orbites
1.1. Représentations induites

Commencons par définir la représentation induite et en notons certaines propriétés
dont on aura besoin plus loin. Soient G un groupe de Lie d’algebre de Lie g et H un
sous-groupe fermé de G d’algebre de Lie h. On note Ag (resp. Apy) la fonction module
de G (resp. H) et pose

X(h) = AH,G(h) =

pour tout h € H. Comme
Ac(g) = det Ad(g)|™" (g € G),
on a
x(exp X) = e™e/v2dX(X € p).

Désignons par K(G, H) l'espace des fonctions continues ¢ sur G, a valeurs dans C,
vérifiant les relations de covariance

¢(gh) = x(h)¢(g) (9 € G,h € H),

et dont le support est compact modulo H. Alors G opere dans (G, H) par translation a
gauche, et il existe a un scalaire multiplicatif pres une forme linéaire positive G-invariante
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sur (G, H). Nous la notons pig g et nous écrivons, pour ¢ € K(G, H),

paa(®) = ”» ¢(g)dpc.u(g).

En effet, soit K(G) 'espace des fonctions continues & support compact sur G. L’applica-

tion F' +— FX de K(G) dans K(G, H) définie par

FX(g) = /H F(gh)x () dpuzr (),

pg étant une mesure de Haar a gauche sur H, s’avere surjective. D’autre part, si F' €
K(G) vérifie FX = 0, alors ug(F) = 0. La mesure de Haar a gauche ug fournit donc
[te, i Par passage au quotient. D’ou,

/G Flg)dua(g) = fG o) /H Flgh)x~(h)dus (h)

pour tout F' € K(G).

On se donne maintenant une représentation unitaire ¢ de H dans un espace de Hilbert
H,. Nous désignons par (G, o) l'espace des fonctions continues F' sur G a valeurs dans
'H, vérifiant les relations de covariance

F(gh) = x()'/*a(h) " (F(g)) (g9 € G,h € H),
et dont le support est compact modulo H. Puisque
IF(gm)I7, = x(WIIF (9,

la fonction
IF1I3, = g = [1F(9)3,
appartient a ’espace K(G, H). Nous munissons (G, o) de la norme

1/2
17l = (he.u (1 Fllwe) "

et le complétons avec cette norme pour obtenir un espace de Hilbert H. Il est bien connu
que ‘H # {0}, et G opeére dans H par translation a gauche. C’est une réalisation de la
représentation induite 7 = ind%o, i.e.

(m(9)F) (z) = F(g~'z) (9,2 € G, F € H).

Ce procédé est fréquemment utilisé pour construire des représentations unitaires a partir
d’'une celle d’un sous-groupe. En particulier une représentation unitaire de G induite
par un caractere unitaire d’un sous-groupe fermé est dite monomiale. On dit que G
est monomial si toute les représentations unitaires irréductibles sont équivalentes a une
représentation monomiale. Il est connu ([14], [71]) que les groupes exponentiels qu’on
va introduire plus loin sont monomials mais ce n’est plus vrai pour les groupes de Lie
résolubles.

On aura besoin d’une propriété de représentations induites connue sous le nom de
"théoreme d’induction par étages”. La relation d’équivalence est présentée par le symbole

~
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Théoreme 1.1.1. ([15]) Soient G un groupe topologique locallement compact, Hy, Hy deux
sous-groupes fermés de G tels que Hy C Hs, et U une représentation unitaire de H;. Alors

indg1 U~ indg2 (indgf U).

Le théoreme d’imprimitivité de Mackey [64] est de haute importance pour la théorie des
représentations unitaires d’un groupe de Lie résoluble. On suppose que G est séparable et
considere uniquement des représentations unitaires dans des espaces de Hilbert séparables.
Soient A un sous-groupe fermé commutatif de G. G opere dans A, Tensemble des ca-
racteres unitaires de A : pour g € G, x € A, posons (g-x)(a) = x(¢ " ag) (a € A).

Théoreéme 1.1.2. (1) Soit G(x) le stabilisateur de y € A dans G.

(i) Soit p une représentation unitaire irréductible de G(x) telle que p|4 soit un
multiple de y, i.e. p|4 = mx avec un certain m € NU {oco}. Alors indg(X) p est
irréductible.

(ii) Soient pq, po deux représentations unitaires irréductibles de G(x) telles que p1 |4, p2|a
soient des multiples de x. Alors p; =~ ps si et seulement si indg(x) p1 indg(x) pa.

(2) Supposons que pour tout x € A Dorbite G - y est localement fermé dans A. Alors
pour une représentation unitaire irréductible 7 de G, on a 7w ~ indg(x) p avec une certaine
représentation unitaire irréductible p de G(x) telle que p|4 soit un multiple de .

Nous finissons cette section par une propriété de transitivité pour la forme pg g (cf.
[14], Chap. V). On considére un sous-groupe fermé K de H, muni d’une mesure de
Haar a gauche pg. Posons n = Ak . Pour tout ¢ € K"(G) et tout g € G, la fonction
h— 9(gh)Agc(h)~! appartient & K25 (H). Nous pouvons donc définir la fonction

g (gh) Al (h)dp ke (h).
H/K
C’est un élément de KX(G). En revenant a la définition des formes linéaires g m, pta i
et (g i, nous prouvons la forme suivante :

Ydua i ng dpc,a(g) (gh)x(h) ™ dpp, k()
G/K G/H H/K

pour tout ¢ € K"(G).

1.2. Théorie d’Auslander-Kostant

Auslander-Kostant [3] a développé leur théorie pour les groupes de Lie résolubles de
type I, en étendant la méthode des orbites. Définissons d’abord des ingrédients de la
théorie. Soit g* le dual de l'espace vectoriel de g. G opere dans g au moyen de ’action
adjointe et dans g* au moyen de la représentation contragrédiente :

(gAf)(X) = (Ad*(9)Af) (X) = f(Ad(g )X) (9 € G, feg" X €q).
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La représentation de G ainsi définie est désignée sous le nom de représentation coadjointe

de G. Soit G(f) le stabilisateur de f € g* dans G. L’algebre de Lie de G(f) est donc

o(f) ={Xeg f(X,Y])=0,VY €g}.

Définissons la forme bilinéaire alternée By sur g x g par By(X,Y) = f([X,Y]). Pour
un sous-espace vectoriel a de g, on note f|, la restriction de f a a et pose

aJ_7g* = {f S g*7f|a = 0}7
of ={X €g;B;(X,Y)=0,VY €a}.

Si cela ne préte pas a confusion, nous écrivons simplement at au lieu de a>9". Si a C af,
a est dit isotrope (pour la forme By). Il vient que : a est un sous-espace isotrope maximal
sa=al acal et dima=3(dimg-+dimg(f)). On notera S(f,g) (resp. M(f,g))
I'ensemble des sous-algebres b de g telles que h C b/ (resp. h = b7).

Soit gc le complexifié de g. On étend par linéarité f, By sur gc.

Définition 1.2.1. Soit p une sous-algebre complexe de gc. On dira que p est une polari-
sation de G en f € g*, si p vérifie les conditions suivantes :

1) le sous-espace vectoriel sous-jacent a p est isotrope maximal pour la forme By ;

2) p + p est une sous-algebre de gc ;

3) p est stable sous l'action AdG(f).

Quand on dit que p est une polarisation de g, on signifie que p est une polarisation
du groupe de Lie connexe et simplement connexe correspondant a g. On note P(f,G)
I’ensemble des polarisations de G en f € g*.

Définition 1.2.2. Etant donné p € P(f,G), on considere les sous-algebres réelles 0, ¢ de g
définies par

0=pNg, e=(p+p) Ng.

On voit facilement que 9c = pNp, ec = p+ p, et que 0 = /. Il en résulte que By
induit une forme bilinéaire non dégénérée B sur 'espace vectoriel ¢/0. Par ailleurs,

(¢/0)c ~ec/dc = (p+p) /P NP =p/oc®p/oc.
Définition 1.2.3. On définit 'opérateur linéaire J sur (e/0d)s comme suit : J(X) =
—iX,i=+/—1,s X €pfoc et J(X)=iX si X € p/oc.

Alors J définit un endomorphisme réel de carré —1, a savoir une structure complexe
canonique sur ¢/9. Pour u € ¢/9,

u+iJu € p/oc, u—iJu € p/oc.

Définition 1.2.4. On définit la forme bilinéaire S sur ¢/ par

S¢(u,v) = By(u, Jv), u,v € ¢/o.
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Proposition 1.2.5. Sy est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur e/0, et J
laisse By, St invariantes, i.e.

By(Ju, Jv) = By(u,v), S¢(Ju, Jv) = Sy(u,v).

Démonstration. Il est évident que p/dc est isotrope pour la forme B ¢, et nous avons pour
u,v € ¢/

A

0= Bf(u+iJu,v+iJv)
= By(u,v) — By(Ju, Jv) + i (Ef(Ju,v) + By(u, Jv)) .
La partie imaginaire de cette équation nous donne
By (u, Jv) = —B;(Ju,v) = Bs(v, Ju). (1.2.1)

D’ou S¢(u,v) = Sy(v,u), asavoir que Sy est symétrique. Comme Bf, J sont non dégénérés,
Sy Test aussi. D’apres les relations (1.2.1) et J? = —1,

By(Ju, Jv) = —By(u, J(Jv)) = By(u,v),

S¢(Ju, Jv) = By (Ju, J(Jv)) = —B(Ju,v)
= Bf(v, Ju) = S¢(v,u) = S¢(u,v).
c.q.f.d.
Définition 1.2.6. On dit que p € P(f, G) est positive si la forme symétrique Sy est définie
positive ou si ¢/0 = {0}. En particulier, p est dite réelle si p = p.

On désigne par P*(f,G) 'ensemble des polarisations positives de G en f. On se donne
p € P(f,G) et définit les sous-algebres 0, e comme avant. Soit Dy (resp. Ey) le sous-
groupe de Lie connexe de G correspondant & 0 (resp. ¢). Puisque p est stable sous
l'action AdG(f),

D =G(f)Do, E=G(f)Eo
sont deux sous-groupes de G.

Proposition 1.2.7. D, D, sont fermés dans . De plus, Dy est la composante connexe de
I'unité de D et 0 est 'algebre de Lie de D.

Démonstration. 0 et e étant mutuellement le complément orthogonal pour By, nous avons
pour X € g:
Xedve XAf(Y)=B(Y,X)=0 (VY €e).
En prenant I'image de 1’application exponentielle, on a pour a € Dy :
(aAf —HIY)=0 (VY €e). (1.2.2)

Cela entraine que I'équation (1.2.2) reste valable pour tout a € Djy. Mais cette affirmation
entraine a son tour que tout élément X de ’algebre de Lie de Dy vérifie

XAf(Y)=0(VY €e).
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Dot X € 0, cest-a-dire que Dy = Dy.
Répétons le méme argument pour prouver le reste de la proposition. Soit D; la com-
posante connexe de 'unité de D = G(f)Dy. Si a € Dy,

(@Af — YY) =0 (VY €e).

Cela signifie que l'algebre de Lie 9y de D; est contenue dans 0. D’autre part, Dy C D
entraine 0 C 0;. Par conséquent, 0 = 01 et Dg = D;. D’autre part, Dy C D C D. Ainsi
D est un sous-groupe fermé et Dy est la composante connexe de 'unité de D.  c.q.f.d.

Nous considérons maintenant D-orbite DA f dans g*.
Proposition 1.2.8. DAf est un ouvert du plan affine f+e*. Evidemment, DAf = DyAf.

Démonstration. Commencons par voir que f -+ et est stable sous I'action de D. Comme
e est D-stable, el 'est aussi. Compte tenu de D = DyG(f), on constate que DAf =
DoG(f)Af = DyAf. Donc, pour d € D et £ € et il existe a € Dy tel qu'on ait

AA(f +0) — f = aAf — f + dAL.

Cela dit d’apres la relation (1.2.2) que dA(f +¢) — f € et. Ainsi, f + et est D-stable et
A C et. D’autre part, 0Af 2 0/g(f) et e = 0/ fournissent

dimd + dim e = dim g + dim g( f).

Nous avons donc

dimdAf = dim (2/g(f)) = dimd — dim g(f) = dim g — dim e = dime*.
En somme 0Af = ¢t. Comme dAf est I'espace tangent en f & DoAf C f + et le
théoréme de la fonction implicite nous assure que DA f est un ouvert de f + e*. c.q.f.d.

Ensuite nous allons examiner F-orbite EAf = EyAf dans g*.

Définition 1.2.9. On dit que p € P(f, G) vérifie la condition de Pukanszky forte si EAf
est fermé dans g*.

Remarque. Lorsque p est réelle, il vient de la proposition 1.2.8 que
p vérifie la condition de Pukanszky forte <& DAf = f + ¢+
car D = F.

Lemme 1.2.10. Si p € P(f,G) vérifie la condition de Pukanszky forte, Fy, E sont fermés
dans G et Ej est la composante connexe de 'unité de F.

Démonstration. Soit ¢ : G — g* 'application définie par ¢ (g) = gAf. Il est clair que
E =y Y EAf) =y Y EyAf), dou E est fermé dans G. Soit E; la composante connexe
de I'unité de E. Trivialement, Ey C FEj. D’autre part, ¢(FEy) = ¢ (E1) et G(f)o C Ep,
G(f), désignant la composante connexe de I'unité de G(f). En comparant la dimension,
on conclut que Fy = F;. c.q.f.d.

Proposition 1.2.11. Si p € P(f, G) vérifie la condition de Pukanszky forte, alors DAf =
f+et.
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Démonstration. Posons K = {a € Ep;aAf € f +e¢+}. Il est clair que K est fermé dans
Fy, et donc dans G d’apres le lemme 1.2.10. D’ailleurs, e étant stable par £y, K est
un sous-groupe de Ey et f + ¢t est K-stable. Il est immédiat que Dy C K. Il vient de
la proposition 1.2.8 que DyAf est un ouvert de f + ¢*. En divisant K dans les classes
suivant Dy, nous voyons que KAf est un ouvert de f + et. D’autre part, la condition
de Pukanszky forte implique que KAf = (Eg)Af N (f +et) est fermé dans f +et. D’ou
KAf = f+e¢t.

Soit maintenant ¢ 1’algebre de Lie de K. Il vient de ce qui précede que By(€,¢) = {0},
d’ou £ C 0. L’inclusion 0 C ¢ étant triviale, on a £ = 0 et Dy n’est autre que la composante
connexe de 1'unité de K. En particulier, D est distingué dans K. Pour ¢ € e+, écrivons

f+Ll=EkEAf avec k € K. Alors,
DoA(f +0) = DoA(KAS) = EA(DoAf).

D’apres la proposition 1.2.8 DgAf étant un ouvert de f + e*, chaque orbite DoA(f + ¢)
se trouve ouverte dans f + et. Donc, DyAf = f + et, et finalement DAf = f + e+ car
D = DyG(f). c.q.f.d.

Lemme 1.2.12. Supposons que p € P(f,G) vérifie la condition de Pukanszky forte.
Désignons par G(f)o la composante connexe de l'unité de G(f). Alors DoNG(f) = G(f)o.
Soient Dy le groupe simplement connexe du revétement de Dy et 7 : D1 — Dy la projec-
tion canonique. Alors 771 (G(f)o) = G(f): est connexe.

Démonstration. Compte tenu de DAf = DyAf, on a DAf ~ Dy/(DeNG(f)). A cause
de G(f)o C Dy, G(f)o est la composante connexe de I'unité de Dy N G(f). DyAf étant
simplement connexe d’apres la proposition 1.2.11, Dy N G(f) s’avere connexe. Donc,

Do N G(f) = G(f)o et
D1/G(f)1 = Do/G(f)o = Do/DoNG(f) = DAf = DoAf.
Du fait que DyAf est simplement connexe, G(f); = 77 (G(f)o) est connexe.  c.q.f.d.

La définition de g(f) implique que la restriction f|4) de f a g(f) fournit un homo-
morphisme d’algebres de Lie g(f) — R.

Définition 1.2.13. On dit que f € g* est entiere s’il existe un homomorphisme 7, : G(f) —
T tel que dny = iflgp).-

Nous supposons désormais que f € g* est entiere et notons 7y le caracteére associé de
G(f). Il vient de la relation f([0,¢]) = {0} que f|, fournit un homomorphisme 9 — R.

Proposition 1.2.14. Lorsque p € P(f,G) vérifie la condition de Pukanszky forte, 7y
s’étend d’une fagon unique en un caractere xy: D — T tel que dx; = if|s.

Démonstration. Empruntons les notations au lemme 1.2.12. Comme f([0,9]) = {0}, il
existe I'unique caractere xj @ Dy — T tel que dyxj = ifl,. Lorsque p € P(f,G) vérifie la
condition de Pukanszky forte, le lemme 1.2.12 signifie que G(f); est connexe et qu’on a

Xilagn = (rlag,) o T
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Le noyau K de 'homomorphisme 7 : D; — Dy est contenu dans G(f); = 71 (G(f)o)
et X}| k est trivial. Il en résulte qu’il existe I'unique homomorphisme X? : Dy — T tel
que xj = x$o. Evidemment, dx} = ifls. En normalisant Dy, G(f) opére sur le groupe
des caracteres unitaires. Or, le caractere unitaire d’un groupe de Lie connexe est bien
determiné par sa différentielle. Compte tenu de G(f)Af = f, il s’ensuit que

Xp(udu™) = x3(d) (u € G(f),d € Dy).

Soit maintenant A le produit semi-direct de Dy par G(f), et définissons I’application
pg: A— T par
pr(d,u) = X(d)ny () (d € Do, u € G(f)).
Alors, p1 est un caractére unitaire de A. Considérons ensuite I’homomorphisme o de A
sur D défini par o(d, u) = du. Il découle du lemme 1.2.12 que

kero = {(u,u');u € G(f) N Dy = G(f)o}.

Comme X coincide sur G(f)o avec 75, 'homomorphisme ju; est trivial sur ker o et induit
un caractere unitaire xy de D. Il est clair que x s possede les propriétés requises. L unicité
de xs s’ensuit de D = DyG/(f) car il coincide sur G(f) avec 1y et qu’il est déterminé sur
Dy par sa différentielle. c.q.f.d.

Nous nous proposons maintenant de construire une représentation unitaire de G' a
partir de p € P(f,G) vérifiant la condition de Pukanszky forte. Comme E = EyD,
X = E/D est connexe. D’autre part, la forme bilinéaire alternée B 7 sur ¢/0 étant non
dégénérée et D-invariante, elle induit sur X une mesure px invariante sous l'action de E.
Notons M (E, x¢) 'espace des fonctions numéiques mesurables ¢ vérifiant les conditions
de covariance

olab) = xs(b)'6(a) (a € E.b € D).
On considere I'espace des fonctions ¢ € M(E, xy) telles que

[ 0P < oc
X

et son séparé H(E, xr), qui est un espace de Hilbert. En fait, H(E, xr) est l'espace de
Hilbert pour la représentation induite indgx £

Soit maintenant C*°(E) 'espace des fonctions numériques C*° sur F. Pour z = z +
iy (x,y € ¢) et » € C°(F), posons Az = pAx + i) Ay, on

(6A0)(a) = S (aexp(tX))limo (a € B).

On pose encore
Co(E, f.p) ={ € CF(E); YAz = —if ()Y, z € p},

Proposition 1.2.15. ([3]) L’espace H(f,ns, p, E) est un sous-espace fermé de l'espace
de Hilbert H(E, x).
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Comme H(f,ns,p, E) est stable sous I'action de indgxf, il nous fournit une sous-
représentation, notée indg(nf, p), de indgx 7. Nous posons finalement

p(f.np,p, G) = ind% (ind} (ns,p)) ,

qui est une sous-représentation de indgxf, et 'appelons représentation induite holo-
morphe. On notera H(f,p, G) espace de Hilbert de indgxf, et H(f,ns,p,G) son sous-
espace fermé correspondant a p(f,nys,p, G).

Considérons une suite exacte de groupes de Lie :

1-N—->G&G-1.
Soient n (resp. g,d) I'algebre de Lie de N (resp. G, G) et dp : g — @ la différentielle de

p. On désigne par la méme notation ’extension linéaire de dp sur gc.

Proposition 1.2.16. On suppose f € g" intégral et note ny le caractere unitaire associé
de G( f ). Supposons que p € P( 1, G) vérifie la condition de Pukanszky forte, et posons
f = fodp € g*,p = p~'(p). Alors f est intégrale, G(f) = p~ <é(f)>, et le caractere 7y

de G(f) défini par ny = nyop est celui qui correspond & f. De plus, p est une polarisation
de G en f vérifiant la condition de Pukanszky forte et

p(fv 77f7137G) = p(f? nfaﬁv é)op

Démonstration. Il suffit de vérifier de divers définitions en remarquant les faits suivants.
D’abord, g* s’identifie a nt C g et p vérifie la condition de Pukanszky forte. Puis,

D = p (D), xs = xjop, E = p~'(E), et p induit un isomorphisme entre £/D (resp.
G/D,G/E) et E/D (resp. G/D,G/E). Finalement, on a

H(f.n5. 0, G)op =H(f.ns.p.G).
c.q.f.d.

Nous allons mentionner certains résultats importants obtenus dans Auslander-Kostant
[3]. Soit G un groupe de Lie résoluble connexe et simplement connexe d’algebre de Lie
g. Soient n un idéal nilpotent de g qui contient [g, g], et N le sous-groupe de Lie connexe
de G correspondant & n. Soient f € g* et fo = f|,. Comme n est stable par Ad(G), G
opere dans n*. On note G(fy) le stabilisateur de f, dans G.

Définition 1.2.17. Soit p € P(f,G). On dit que p est n-admissible si p Nnc € P(fo, N).
Si en outre p N ne est stable par Ad (G(fy)), on dit que p est fortement n-admissible.

Remarque. Si p N n¢ est un sous-espace isotrope maximal pour By,, alors p se trouve
n-admissible.

On obtient dans ces circonstances les deux théorémes suivants.

Théoreme 1.2.18. Pour tout f € g* il existe p € P*(f, G) qui est fortement n-admissible.
Par ailleurs, si p € P(f,G) est n-admissible, p vérifie la condition de Pukanszky forte.
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Théoreme 1.2.19. Supposons que f € g* est intégrale et que p € P1(f, G) est fortement
n-admissible. Alors,

H(f g0, G) # {0}

et p(f,ns,p,G) fournit une représentation unitaire irréductible de G dont la classe
d’équivalence ne dépend pas de p ni de n.

Avant de terminer cette section on se donne un théoreme dont on aura besoin plus
loin.

Définition 1.2.20. Soit g une algebre de Lie réelle. Une sous-algebre de Lie complexe m
de gc¢ est dite totalement complexe si m +m = g¢.

Théoréme 1.2.21. ([15]) Soient G un groupe de Lie connexe d’algebre de Lie g, f € g* et
p € P(f,G) qui vérifie la condition de Pukanszky forte. On suppose que p est totalement
complexe. Pourvu que H(f, 1y, p, G) # {0}, p(f,n7,p, G) est irréductible.

1.3. Groupe exponentiel

Dans cette section nous allons donner la définition du groupe exponentiel et exposer
la méthode des orbites pour lui dans ses lignes générales. Lorsqu’on dit simplement
une algebre de Lie, cela signifie une algebre de Lie réelle de dimension finie. Soit g une
algebre de Lie résoluble qui agit sur un espace vectoriel réel V' de dimension n. En tant
que ge-module, Vi possede une suite de Jordan-Holder :

{0}:%C%C~~'CVn71CVn:VC7 dlm@V,:j(OSan)

L’action de g¢ sur V;/V;_; (1 < j < n) fait naitre une forme linéaire \; sur gc, et ces
formes linéaires ne dépendent pas sauf leur ordre du choix de la suite de Jordan-Hélder.

Définition 1.3.1 La restriction de A; (1 < j < n) sur g s’appelle poids de g dans V, et le
poids de la représentation adjointe s’appelle racine de g.

Définition 1.3.2. Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algebre de Lie
g. Lorsque 'application exponentielle exp : g — G est surjective, on appelle G groupe
exponentiel.

Théoréme 1.3.3. ([24]) Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algebre
de Lie g. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) G est un groupe exponentiel ;

(2) I'application exponentielle est injective;

(3) 'application exponentielle est un difféomorphisme ;

(4) chaque racine de g s’écrit X — A\(X)(1 +ia) ot A € g* et @ € R;

(5) g ne possede aucune racine qui admet une valeur non nulle purement imaginaire.

Définition 1.3.4. Lorsqu’une algebre de Lie g satisfait a (5) du théoréeme 1.3.3, g s’appelle
algebre de Lie exponentielle.
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Exemple 1.3.5.

(i) Un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe est un groupe expo-
nentiel.

(ii) Soit g une algebre de Lie telle que dim g = n. Lorsqu’il existe une suite d’idéaux

{0} =90 CgC--Cgn1Cgn=g9, dimg; =7 (0<j <n),

on dit que g est completement résoluble. Une algebre de Lie completement
résoluble est exponentielle.

(iii) Soit g5 = (X, P,Q)r; [X, P] = —Q, [ X, Q] = P. g3 n’est pas exponentielle.

<1V) Soit g4 = <X7P7Q7E>R; [va] = _Qv [XvQ] = P7 [PvQ] = E. g4 n’est pas
exponentielle.

Pour étre plus auto-complet, nous allons reproduire ici la démonstration du théoreme
1.3.3 due a Dixmier [24].

1. Cas des groupes résolubles complexes. Soit g une algebre de Lie résoluble de
dimension n sur le corps C des nombres complexes. Toute représentation irréductible
de g est de dimension 1, donc s’identifie a une forme linéaire sur g. Soit ¢ une racine
non nulle de g. ¢ s’annule sur le plus grand idéal nilpotent n de g. Alors, I’'équation
¢(a) = 0 définit un hyperplan g, de g contenant n et a fortiori [g, g], donc un idéal de
g. Pour tout entier rationnel m distinct de 0, soit g, la variété linéaire non homogene
de g définie par I'équation ¢(a) = 2mmi. Les g, seront appelées les variétés linéaires
exceptionnelles de g. Si g est non nilpotent, il existe des racines non nulles, donc il existe
des variétés linéaires exceptionnelles.

Soit G un groupe de Lie complexe simplement connexe d’algebre de Lie g. Soit NV le
sous-groupe distingué de GG correspondant a n; il est fermé et simplement connexe, et
G’ = G/N est un groupe de Lie complexe abélien simplement connexe d’algebre de Lie
g = g/n.; soit r la dimension complexe de G’. Soient € 'application canonique de g
sur g, p Papplication canonique de G sur G’ et A (resp. A’) I'application exponentielle
de g (resp. ¢’) dans G (resp. G’). Alors, A’ est un isomorphis-e de la variété analytique
g’ sur la variété analytique G’, et 'on a po A = A’ 0 6. Si ¢ est une racine non nulle
de g, le sous-groupe distingué¢ G, de G correspondant a g, est un sous-groupe fermé
simplement connexe contenant N, de dimension complexe n — 1, égal & p~ (A'(0(g,,)))-
Soit Gy = p~ ' (N(0(gpm))); les Gy sont des classes de G suivant G, et seront
appelées sous-variétés exceptionnelles de G. Soit a € g. Pour que A(a) € Gy, il faut et
il suffit que p (A(a)) = A’ (6(a)) appartienne a A’ (6(g,m)), donc que 6(a) appartienne a
0(g,m), donc que a € gy m.

Pour énoncer commodément les résultats, disons qu’une application ¢ d’un espace
topologique X dans un espace topologique Y est localement injective (resp. surjective)
en un point xy € X s’il existe un voisinage V' de xy dans X tel que la restriction de ¢ a
V' soit injective (resp. si, pour tout voisinage W de xo dans X, ¢)(WW) est un voisinage

de 1 (zg) dans Y).
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Théoreme 1. Soient G un groupe de Lie résoluble complexe simplement connexe, g son
algebre de Lie et A 'application exponentielle de g dans G. Soient s la réunion (fermée)
des variétés linéaires exceptionnelles de g, v le complémentaire de s dans g, S la réunion
(fermée) des sous-variétés exceptionnelles de G et R le complémentaire de S dans G.

1°. A(s) C S.

2°. La restriction of A a v est un isomorphisme de la variété analytique complexe t sur
la variété analytique complexe R.

3°. Sia € s, A n’est ni localement injective, ni localement surjective en a.

Démonstration. On a vu que A(gym) C Gy ; donc A(s) C S. Il existe une suite d'idéaux
g=80201 2 Dgn1 O gn = {0}

de g tels que g; soit de dimension n— j, et tels que g, = n. Soit (ay, ..., a,) une base de g
telle que a; € g;_1,a; € g;. On a [a;,ax] = > ;_, Vixnan avec des constantes de structure
Vjkn qui possedent les propriétés suivantes :
Yikn = 0 sauf si h > j,h >k, h > 1}
sij>nretk>r, alors v, =0saufsi h > jet h > k.

On déduit de la que, si a, ..., a, sont des nombres complexes, on a
n
[Z aja;, ax] Z Zaﬂgkhah = (Z Oéﬂgkk> ar (mod gg).
j=1 j=1 h=1
Les racines de g sont donc les formes linéaires ¢, (k =1,2,...,n) définies par

n n
k (E :%%) = E VikkCtj = E Vikke; = Y(aq, ..., o).
j=1 j=1

On a
pr=p2="--=@, = 0.

Soit (aj,...,a’) la base de g*, regardé comme l'espace des covecteurs tangents a G
en I’élément neutre e de G, duale de la base (ay,...,a,) de g. Si la base (ay,...,a,) est
bien choisie, il existe un systeme de fonctions coordonées &1, . .., &, dans G possédant les
propriétés suivantes :

1°. Papplication g — (£1(g),-..,&.(g)) est un isomorphisme de la variété analytique
G sur C" qui transforme e en (0,...,0); nous identifierons désormais G et C" par cet
isomorphisme ; autrement dit, nous transportons a C" par cet isomorphisme la structure
de groupe de G';

2°. il existe n formes différentielles invariantes a gauche

wl(gla'"agnadfla--'7d€n>7 ey wn(gla--'7€nad§1a--'>d5n)

sur C", linéairement indépendantes en tout point de C", et telles que la valeur en e de
wj soit a; ;
3°.on a
wlzd&, N w,,:d{’r,
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k—1
WE = €wk(£1’m’&)[d£k + Z Pks(£1> s 7§k—1>d€s] (k =T+ 17 SRR n)7
s=1
ou les P, sont des polynomes.
Ceci posé, soient (o, . .., a,) des nombres complexes. Soit (£1(2), . .., &,(f)) la solution
du systeme différentiel
wi = aqdt, ..., w, = a,dt (1)

qui s’annule pour ¢ = 0 (¢ est une variable réelle). On sait que A(aya; + - - - + apay,) est
le point de G de coordonnées &;(1),...,&,(1).

Les r premieres équations de (1) donnent & = ot,...,& = a,t. Les suivantes
s’écrivent alors

k—1
el mlag 43 " P& &e)dE] = opdt (=141, ..., n). (2)

s=1
Soient z une variable complexe, et 7(z) la fonction de z égale a 1 pour z = 0 et a 627’1
pour z # 0. C’est une fonction entiere, dont les zéros sont les nombres 2mmi, m entier

rationnel # 0. Ceci posé, montrons que les solutions des équations (2) sont de la forme

& = aptT(— g, ..., o0 )t) + Fi(ou, ... o1, t), (3)
ou Fj est une fonction entiere de aq,...,ax_1,t s’annulant pour ¢ = 0. Procédant par
récurrence sur k, supposons ceci établi pour les entiers < k. Alors, I’équation wy, = aygdt
s’écrit

d.

% = qye Vrlaman)t 4 Grlag, ..., ap_1,1), (4)
ou Gy est une fonction entiere de ay, ..., ax_1,t. Soit Fy(aq,...,ar_1,t) la primitive de
GG par rapport a la derniere variable qui s’annule pour ¢ = 0. C’est une fonction entiere
de v, ..., _1,t. Suivant que g (a, ..., @,) est nul ou non nul, 'equation (4) s’integre

sous la forme suivante : ou bien
& = aut + Fr(aq, ..., o1, 1)

ou bien

e_wk(alv“war)t — 1

k (e, ... )

= aptT (=, ..., ap)t) + Fr(aq, ..., ag_1,1t)

fk:a +Fk<041,...,04k,1,t)

de sorte que la formule (3) est bien établie dans tous les cas. Donc les coordonnées de
A(aray + - - + anay,) sont données par les formules

<*) glzah R gr:am
&= gt (—p(a, ..., ) + Fr(aq,...,ap-1,1) (k=r+1, ..., n).
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Le jacobien de la transformation définie par (x) est [[,_, ., 7 (=¢x(a1,..., ;). L'en-
semble des points de g ou il s’annule est donc ’ensemble des points de g ou s’annule 'un
des nombres 7 (—¢(a, ..., q;)), c’'est-a-dire s.

Les coordonnées ay,...,a, (resp. &,...,&.) définissent par passage au quotient des
coordonnées dans g’ (resp. G') que nous noterons «,...,a. (resp. & ,...,£.). Comme
I’application exponentielle commute aux homomorphismes, I’application exponentielle A’
de g’ dans G’ est définie, en vertu de (x), par les formules ] = of, ..., & = al. La
variété 6(g,, m) a pour équation ¢y (o, ..., o) = 2mmi, donc la variété A’ (6(gy,.m)) a
pour équation ¢ (1, - . ., &) = 2mmi. Donc Gy, . a pour équation ¥y (&1, . . ., &) = 2mmi.
L’ensemble S du théoreme est donc défini par I’'équation

n

H T (=w(&,. .., &) =0.

k=r+1

SiITeerin 7 (=%r(&r,.--,&)) # 0, il est claire que le systeme (x), ot 'on considere
&1, ..., &, comme donnés, admet une solution et une seule en «q, ..., «a,. Donc la restric-
tion de A a v est une bijection de v sur R. Comme le jacobien de (*) est non nul sur t,
cette restriction est un isomorphisme analytique complexe. Ainsi, les assertions 1° et 2°
du théoreme sont démontrées.

Soit a = 7, aja; € 5. Soit h le plus grand indice tel que 7 (¢4 (a)) = 0. Quel que soit
le nombre complexe [, il existe des nombres complexes uniques (af,...,al,) tels que :
100y =g, .0 = s 2°0ap, = 05 3% AQCT ajay) = A(QDT_, ajay). En effet,
Qyqs- - -5, sont définis par les conditions

T (=g, ... o)) + Fi(on, ... o1, 1)
= a7 (=i, ..., ) + Fi(ay,...,a0_ 1, 1) (k=h+1, ..., n);

et, comme T (—(aq, ..., ) # 0 pour k > h, on voit aussitdt par récurrence I'existence
et 'unicité des aj. En outre, par récurrence également, on voit que o), — oy, si § — ay.
Ceci prouve que A n’est pas localement injective en a.

Soit toujours a = Z?Zl aja; € s, et montrons que A n’est pas localement surjective
en a. Désignons cette fois par h le plus petit indice tel que 7 (¢ (a)) = 0. Soit m 'entier

rationnel non nul tel que a € gy, . Solent &, ..., &, les coordonnées de A(a). Sie > 0
est assez petit, les conditions | ), — ax| < € pour k=1, ..., h— 1 entrainent
7 (=tr(ad,...,a)) #0, k=1, ..., h—1.

Alors, les équations

I ’_
(**) 51_0517"-757"_047“
& = a7 (—p(a,...,al) + Fr(ad,...;a0 1, 1) (k=r+1, ..., h—1)

définissent une transformation biréguliere. Il existe donc un nombre ¢’ > 0 et des fonctions
holomorphes F} (&}, ...,&.) (k=r+1, ..., h—1) définies pour | &1 =& | <€, ..., | &, _1—
En_1| < € telles qu'on ait les propriétés suivantes : 1° en réduisant au besoin ¢, les
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conditions | o) — ag| < e pour k = 1, ..., h — 1 entrainent | & — &| < € pour
k=1, ..., h—1;2°on a alors
0/12517 SO O‘;’:g;w
a, = F(&,...,&) (k=r+1, ..., h—1).
Soit maintenant ' = Y7, a’a; € gy, m, tel que
ol —aq] <€ ..., |y —an | <e

Soient &I, ..., & les coordonnées de A(a’). Les nombres &, ..., &, sont liés aux nombres
al,...,ah 4 par les formules (xx). D’autre part

5;7, — Fh(&i, e ,O./;l_l, 1) — K(€17 “e. ,5;1_1)7
K désignant une certaine fonction holomorphe de &1,...,&, ; définie pour | £ — &| <
€, ..., | &1 —&-1| < €. Donc il existe un voisinage de a dans g, ,, dont I'image par

A n’est pas un voisinage de A(a) dans G, ,,,. Comme les points de g qui n’appartiennent
pas a g, m ont une image par A qui n’appartient pas a G, m, il existe un voisinage de
a dans g dont I'image par A n’est pas un voisinage de A(a) dans G, de sorte que A n’est
pas localement surjective en a. Le théoreme est démontré. c.q.f.d.

Remarque. Ce dernier raisonnement prouve le résultat suivant dont nous aurons besoin
plus loin : soit a € s; alors, A applique a + n dans A(a)N, et il existe un voisinage V'
de a dans a + n tel que les points de A(V) appartiennent tous a une sous-variété de
codimension 1 dans A(a)N.

Corollaire. Soient G un groupe de Lie résoluble complexe simplement connexe, g son
algebre de Lie et A I'application exponentielle de g dans . Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1°. A est injective.

2°. A\ est surjective.

3°. A est un isomorphisme de la variété analytique g sur la variété analytique G.

4°. G est nilpotent.

Démonstration. Les implications 4° = 3° = 2°,3° = 1° sont claires; 1° = 4° résulte du
théoreme 1. Pour montrer que (non 4°) = (non 2°), on utilise la fin de la démonstration
précédente, quelque peu simplifiée, en considérant cette fois le plus petit indice h tel que

on # 0. c.q.f.d.

2. Cas des groupes résolubles réels. Soient G un groupe de Lie résoluble réel
simplement connexe de dimension n, g son algebre de Lie, n le plus grand idéal nilpotent
de g et N le sous-groupe correspondant de G. On désignera par g (resp. n) 'algebre de
Lie complexifiée de g (resp. n), par G (resp. N) le groupe de Lie complexe simplement
connexe d’algebre de Lie g (resp. n). Alors, n s’identifie au plus grand idéal nilpotent de
g, et g s’identifie & une sous-algébre de §. Le sous-groupe de Lie réel de G correspondant
a g est fermé et simplement connexe. Donc il existe un isomorphisme canonique de G sur
ce sous-groupe. On peut donc identifier canoniquement G & un sous-groupe fermé de G.
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Soit ¢ une racine non nulle, restriction a g d’une racine non nulle ¢ de g. Alors, le
noyau g, = g5 Mg de ¢ est un idéal de g qui contient n. Si m est un entier rationnel non
nul, soit g,m = gsm N g la variété linéaire dans g définie par I’équation p(x) = 2mmi.
D’autre part, soient G, = C~¥¢ NG et Gom = @@m N G ; désignant par 6 I'application
canonique de g sur g’ = g/n, par p Uapplication canonique de G sur G’ = G/N, par A
(resp. A’) I'application exponentielle de g dans G (resp. de g’ dans G’), on a

Go=p " (N(0(8,), Gom=1" (N (O(gpm)))-

Ecrivant ¢ = ¢/ + ", olt ¢’ et ¢” sont des formes lindaires réelles sur g, trois cas sont
possibles :

1°. ¢" = ay’, ol a est une constante réelle; alors, g,, G, sont de dimension réelle
n—1, et les gy m, Gy m sont vides;

2°. ¢' =03 alors g, G, les g, et les G, sont de dimension réelle n —1;

3°. ¢ #0,¢" #0, et les noyaux de ¢', ¢" sont distincts; alors, g,,, G, les g, et les
Gy.m sont de dimension réelle n — 2.

On appellera variétés linéaires exceptionnelles de g les g, et sous-variétés excep-
tionnelles de G les G, ,,. Dire que les variétés linéaires exceptionnelles de g sont toutes
vides revient donc a dire que toutes les racines non nulles sont du premier type envisagé
ci-dessus.

Théoreme 2. Le théoreme 1 est valable pour les groupes résolubles réel simplement
connexe.

Démonstration. Les deux premieres assertions a établir résultent aussitot des assertions
correspondantes du théoreme 1. Soit @ un point appartenant a I'une des variétés linéaires
exceptionnelles de g. D’apres la remarque antérieure, il existe un voisinage V' de a dans
a + n et une hypersurface H de codimension 1 dans A(a)N tel que A(V) C H. Si A(V)
était un voisinage de A(a) dans A(a)N, H contiendrait un voisinage de A(a) dans A(a) N
donc serait un voisinage de A(a) dans A(a)N, ce qui est absurde. Donc A(V) n’est pas un
voisinage de A(a) dans A(a)N. Par ailleurs, I'image par A d’un point qui n’est pas dans
a + n n’appartient pas a A(a)N (par exemple, parce que I’application exponentielle A’
est un isomorphisme). Donc A n’est pas localement surjective en a. Si A était localement
injective en a, A appliquerait homéomorphiquement tout voisinage compact de a dans g
suffisamment petit sur une partie compacte de G qui, d’apres l'invariance du domaine,
serait un voisinage de A(a) dans G. Donc, A serait localement surjective en a, ce qui
n’est pas. Donc, A n’est pas localement injective en a. Le théoreme est démontré. c.q.f.d.

Il est immédiat que l'algebre gs de 'exemple 1.3.5 admet des variétés linéaires excep-
tionnelles de sorte que I'application exponentielle n’y est pas injective.

Théoreme 3. Soient G un groupe de Lie réel résoluble simplement connexe, g son algebre

de Lie et A 'application exponentielle de g dans G. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1°. A est bijective.
2°. A est un isomorphisme de la variété analytique g sur la variété analytique G.
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3°. Toute racine de g est de la forme ¢’ +ip”, avec ¢, ¢” réelles et ¢” proportionnelle
NP
a .

4°. Tl n’existe pas d’algebre quotient de g admettant une sous-algebre isomorphe a gs.
Démonstration. Le théoreme 2 et les remarques qui le précedent prouvent les implications
3° = 2°,1° = 3°; comme on a évidemment 2° = 1°, les conditions 1°,2° 3° sont
équivalentes.

Considérons une suite de Jordan-Holder du g-module g : c¢’est une suite décroissante
d’idéaux

g=0 281D ,Dgn1D 8= {0},
ol les quotients g;/g;+1 sont de dimension 1 ou 2. Soit g; le complexifié de g;, qui est
un idéal de g. Si dim (g,/g;11) = 2, il existe un idéal b; de g tel que
g; O b; D gjr1, dim(g;/b;) = dim (b;/g;41) = 1.

Toute racine de g correspond, soit a un quotient gx/gr+1 de dimension 1, soit a un

quotient g,/b;, soit a un quotient b;/g,1. Les racines du premier type sont réelles sur

g. Soit y + iz un élément de b; n’appartenant pas a g;+1, avec y, z € g;. On a, pour tout
T € g,

[,y +iz] = o(x)(y + iz) + u + iv,

¢ désignant la racine correspondant a b;/g;1, et u, v désignant des éléments de g;1. Si
¢ et " sont les parties réelle et imaginaire de ¢, on en déduit

(_l_) [ZE, y] = QOI(ZL‘)y - Qoll(x)z + u,
[2,2] = ¢"(2)y + ¢'(2)z + v.

Si y et z étaient proportionnels modulo g;41, on déduirait de la I'existence d'un idéal
de g strictement compris entre g; et g;11, de sorte que (go, g1, - - -, Gn—1, gn) 1€ serait pas
une suite de Jordan-Holder. Donc, en désignant par R le corps des nombres réels, on a
g; = g;41 + Ry + Rz. Comme

[,y —iz] = (¢'(2) — 1" (@) (y — iz) + u — v,
et que y — iz n’appartient pas a b;, on voit que la racine correspondant a g;/b; est
@ = <‘0/ — 90”‘

Ceci posé, supposons que la condition 3° du théoreme ne soit pas satisfaite. Il existe
donc une racine ¢ de g qui n’est pas de la forme indiquée dans cette condition 3°. Cette
racine correspond a un quotient b;/g;41 ou a un quotient g;/b;. Comme 1 ne vérifie pas
non plus la condition 3° du théoreme, on peut supposer que ¢ est égale a la racine ¢ de
'alinéa précédent. Il existe x € g tel que ¢'(x) = 0,¢"(z) # 0. En multipliant = par un
scalaire convenable, on peut supposer ¢”(x) = 1. Alors, les formules (}) deviennent

[zay]:_z+ua [%Z]:?J“‘Ua

avec u,v € gj41. Comme 2i[z,y] = [y+iz,y—iz] € §j41, 8/8;+1 possede une sous-algebre
isomorphe a gz. On voit donc que la condition 4° du théoreme implique la condition 3°.
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Enfin, supposons que la condition 3° du théoreme soit satisfaite. Soient h un idéal de
g et H le sous-groupe distingué de G correspondant a h. Il existe une suite de Jordan-
Holder de g dont I'un des termes est . Donc toute racine de g/h se déduit d’une racine
de g par passage au quotient, de sorte que toute racine de g/h vérifie la condition 3° du
théoreme. L’application exponentielle de g/h dans G/H est donc injective. Sa restriction
a toute sous-algebre de g/h est également injective. Il ne peut donc exister dans g/ de
sous-algebre isomorphe a gs. Ainsi, la condition 3° implique la condition 4°, ce qui acheve
la démonstration. c.q.f.d.

Un groupe exponentiel G = expg jouit de la propriété suivante : soit h une sous-
algebre de g. Il existe une base {X1,...,X,} d'un sous-espace vectoriel supplémentaire
de b dans g telle que, si on pose g;(t) = exp(tX;) (t € R), 'application

(tl, e ,tp,X) — g1<t1) . gp(tp) eXpX

soit un difféomorphisme de R? x fh sur GG. Une telle base sera dite coexponentielle a h dans
g, et se construit comme suit. Remarquons d’abord que si € est une sous-algebre contenant
b, la réunion d’une base coexponentielle a € dans g et d’une base coexponentielle a b
dans £ est une base coexponentielle a h dans g. Il suffit donc d’examiner les cas suivants :

(1) b est un idéal de codimension 1 dans g;

(2) h n’est pas un idéal, et g/bh est un h-module irréductible.

Dans le cas (1) n'importe quel élément de g n’appartenant pas a h forme une base
coexponentielle. Il s’ensuit que si g est nilpotent, on construit une base coexponentielle
a n’importe quelle sous-algebre par itération du cas (1), puisque toute sous-algebre de
codimension 1 est un idéal.

Procédons au cas (2). Soit n le plus grand idéal nilpotent de g. Comme n ¢ b, n/(hNn)
s’identifie & un sous-h-module non nul de g/h, donc a g/h. Tout sous-espace contenant
n est un idéal de g donc on construit une base coexponentielle & n dans g en itérant (1).
On peut la supposer formée d’éléments de h. En appliquant le cas (1), on construit une
base coexponentielle {X} ou {Xi, X5}, selon la dimension, a h N n dans n. Il est alors
clair que c’est aussi une base coexponentielle a b dans g.

Définition 1.3.6. Soient G un groupe de Lie d’algebre de Lie g et V' un G-module ou
g-module. On dit que V est de type exponentiel si tout poids de g dans V' s’écrit

X — MX)(1+ia)
avec o« € R, \ € g*.

Théoreme 1.3.7. Soient G = exp g un groupe exponentiel (d’algebre de Lie g) et V' un
G-module de type exponentiel. Alors le stabilisateur dans G' d’un point de V' est connexe.

Démonstration. Désignons par p I'action de G dans V. Soient X € g,v € V tels que
p(exp X)v = v. L’ensemble des t € R tels que p(exp(tX))v = v est un sous-groupe fermé
de R. S’il est discret, soit ty son plus petit élément positif. Nous avons :

p (exp(%oX)> (p (exp(%oX)> v— v) =— (p (exp(%oX)> v— v) # 0,
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d’ou dp(%oX) a une valeur propre inm avec un entier non nul n. c.q.f.d.
On peut paramétrer les orbites dans cette situation afin de trouver le lemme suivant.

Lemme 1.3.8. Soient G un groupe exponentiel et V' un G-module de type exponentiel.
On note G(v) le stabilisateur dans G de v € V et munit 'orbit GAv de la topologie
induite par celle de V. Alors GAv est homéomorphe a l'’espace homogene G/G(v). Ils
sont homéomorphes & un espace R? pour un certain entier non négatif d.

Désormais dans cette section on désigne par G = exp g un groupe exponentiel d’algebre
de Lie g. Soit f € g*. On note S(f,g) (resp. M(f,g)) 'ensemble des sous-algebres de
g qui sont sous-espaces isotropes (resp. isotropes maximaux) pour B;. On se donne
maintenant b € S(f,g) et définit un caractere unitaire yy de H = exp b par

xr(exp X) = e X (v X ep).
Ensuite, posons
p(f. b, G) = indfxy
et notons 7:[(f, h, G) 'espace de Hilbert pour p(f, b, G). Désignons finalement par I(f, G)
I'ensemble des h € S(f, g) telles que la représentation induite p( f, b, G) soit irréductible.
Remarque.

(i) G(f) étant connexe d’apres le théoreme 1.3.7, il est simplement connexe. Tout
f € g* est intégral et le caractere unitaire 7y est uniquement déterminé.

(ii) Pour p € P(f,G) vérifiant la condition de Pukanszky forte, p(f,ns,p,G) (resp.
H(f,ns,p,G)) définie dans la section 1.2 s’écrit simplement p(f,p,G) (resp.

H(f.p,G)).
(iii) Si h € M(f,G), il est trivial que h contient g(f) et que hc est stable par
Ad (G(f)). Cest a dire que h¢ est une polarisation réelle de G en f.

(iv) Soit h € M(f,g). Lorsque hc € PT(f, G) vérifie la condition de Pukanszky forte,
p(f? Pc, G) coincide avec ﬁ(f? h? G)

Théoreme 1.3.9. ([14], Chap. VI) Soient G = exp g un groupe exponentiel d’algebre de
Lie g et f € g*. Alors :

(1) I(f,g) #0;

(2) I(f,8) € M(f,9);

(3) pour hlv hQ € ]<f7g>7 on a ﬁ(fa hla G) = ﬁ(fa h27 G)

L’assertion (3) du théoreme 1.3.9 permet que la notation p(f,h, G) se simplifie a p(f);
nous confondons parfois une représentation unitaire avec sa classe d’équivalence. Donc,
Papplication f — p(f) fournit une application de g* dans le dual unitaire G de G,
I’ensemble des classes d’équivalence des représentations unitaires irréductibles de G. En
outre, pour h € S(f,g),9 € G, il vient gAb € S(gAf,g) et p(gAf, gAbh, G) =~ p(f, b, G).
Il en découle que I'application décrite ci-dessus induit 'application, notée aussi p = pg
de lespace des orbites coadjointes g* /G de G dans G.

Théoréme 1.3.10. ([14]) L’application p est une bijection de g*/G sur G.
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Précisons ce résultat un peu plus. On munit G de la topologie de Fell ([32], [34], [50]).
Soit 7 € G dont l'espace de Hilbert se note H,. On définit dans G un voisinage de
m comme suit. On se donne des vecteurs en nombre fini vq,...,v, dans H,, un sous-
ensemble compact C' de G et un nombre positif € > 0. Le voisinage U(vy, . .., vg; C;€)
de 7 se constitue des p € G telles qu’il existe wy, ..., w; dans son espace de Hilbert H,
vérifiant

|(7T<g)vi>vj) - (p(g)wi’wj)l <€ g€, 1<i,j<k

Théoreme 1.3.11. ([57]) On munit 'espace des orbites g*/G de la topologie quotient et
le dual unitaire G de la topologie de Fell. L’application de Kirillov-Bernat p est alors
homéomorphisme.

On note simplement dg une mesure de Haar & gauche sur G et introduit l'espace L'(G)
pour la mesure dg. On définit pour ¢ € L'(G) lopérateur 7(p) dans H, par

T(p) = /G v(g)m(g)dg.

Lorsque 7() est un opérateur compact pour ¢ € L'(G) quelconque, on dit que 7 est
une représentation liminaire. G' est dit liminaire si toutes les représentations unitaires
irréductibles sont liminaires ([4], [25]). On sait que 7 € G est liminaire si et seulement
si {m} C G est un fermé pour la topologie de Fell ([2], [33]). Alors, le théoréme 1.3.11
signifie qu’'un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe est liminaire car
toutes les orbites coadjointes sont fermées.

Lorsque G = exp g est nilpotent, la bijection p s’obtient via la formule de caractére de
Kirillov [56]. dX désignant la mesure de Lebesgue sur g et D(G) 'espace des fonctions
C'* a support compact sur GG, on pose, pour ¢ € D(G),

o) = /gp(exp X)GM(X)dX (Leg).
g

Théoreme 1.3.12. Supposons que G = exp g est nilpotent. Soient 7 € G et Q(m) son
orbite associée dans g*. Si p € D(G), 'opérateur 7(p) est tragable. On peut normaliser
la mesure G-invariante sur Q(7) de sorte qu’on ait la formule

Te(n () = / G0

pour toute ¢ € D(G).

Contrairement au cas nilpotent, il se peut dans le cas exponentiel que I(f,g) #
M(f,g). L’ensemble I(f,g) se caractérise par le théoréme suivant.

Théoreme 1.3.13. ([14]) Soient G = expg, f € g*,h € S(f,g) et H = exph. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(1) HAf = f +b*;

(2) [+ b C GAS et b e M(f,g);

(3) h € M(f+ A g) pour tout A € b*;



21

(4) b e I(f,g)
Définition 1.3.14. Lorsque h € S(f, g) satisfait a I'assertion (1) du théoreme 1.3.13, on
dit que b vérifie la condition de Pukanszky:.

Remarque. b vérifie la condition de Pukanszky si et seulement si hc € PT(f, G) vérifie
la condition de Pukanszky forte.

Voyons qu’il se peut que M(f,g) = 0 si g n’est plus exponentielle, ce qui montre la
nécessité d’introduire des polarisations (complexes).
Exemple 1.3.15. Soit g = g4 = (X, P,Q, E)g;[X,P] = —Q,[X,Q] = P, [P,Q] = E.
Prenons f = E* € g*. Alors g(f) = RX + RE. Comme il n’existe aucune sous-algebre
de g ayant la dimension 3 et contenant g(f), on constate que M(f,g) = 0.

On connailt bien un procédé standard di a M. Vergne pour construire un élément
de I(f,g). Considérons une bonne suite de sous-algebres de g, c’est a dire une suite de
sous-algebres :

{0}=g0C@ C--Con1 Con=g, dim(g;/g;-1) =1 (1 <j<n)
telle que, si g; n’est pas un idéal de g, g;_1 et g;41 soient toutes deux des idéaux de g et
'action de g sur g;.1/g;-1 soit irréductible. Soit f; = f|g, pour 1 < j <n.
Théoréme 1.3.16. ([14], Chap. IV) h =37, g;(f;) appartient a I(f,g).

Nous appellerons polarisations de Vergne les éléments de I(f,g) qui sont construits
par ce procédé.

Concernant le résultat (3) du théoréme 1.3.9, la construction explicite d'un opérateur
d’entrelacement entre deux représentations monomiales p(f, b1, G) et p(f, b2, G), ou
h1,b2 € I(f, @), apparait comme une question naturelle. Pour tout X € h; N bho, on
trouve :

Tr adhl/(hlﬂhQ) X +Tr adb2/(b1052) X =0,

ce qui entraine :
Ay a(h) = Apy,o(W) A, amy 1, (R) (B € Hy N Hy).
Cela étant, pour ¢ € H(f,h1,G) et g € G, la fonction @, sur Hy définie par
Dy(h) = Blgh)xs (W) A G(h)
vérifie la relation
(I)g(hl‘) = AH10H27H2(‘T)(I)Q(}L) (h S Hg,x € H N HQ)
On est donc en mesure d’écrire formellement 'intégrale :
(Th,6,0)(9) = j{ S(gh)x s (W) ARG (R)dv(R) (g € G). (1.3.1),
HQ/HlﬂHQ

Ofl V= MHQ,HlﬂHQ'
Au moins au niveau formel, il est clair que la fonction Ty,p, ¢ vérifie la condition de
covariance pour appartenir a H(f, ha, G) et que I'opérateur Ty, commute a ’action de G
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par translation a gauche. De plus, si I'intégrale (1.3.1) converge sur 'espace des vecteurs
C*°, nous pourrions méme démontrer que Ty,p, fournit un vrai opérateur d’entrelacement.
Il n’est donc pas exagéré de dire qu'un des principaux problemes est la convergence de
(1.3.1). 1l s’avere que le produit simple HoH; est localement fermé dans G et donc que
I'espace homogene Hy/HsNH; est homéomorphe a l'espace HyHy/H;. Si donc HyH; est
fermé dans G, ce qui est par exemple vrai lorsque G est nilpotent, I'intégrale (1.3.1) est
convergente pour toute fonction ¢ continue a support compact modulo H;. Malheureu-
sement, nous ignorons jusqu’a présent si HoH; est toujours fermé.

Question. Soient G un groupe exponentiel, f € g*, h; € I(f,g) et H; = exph; (j =
1,2). Le produit simple HyH; est-il fermé dans G 7

Si b1 ou hy est une polarisation de Vergne, on vérifie en prenant une base coexponen-
tielle convenable a h; dans g que HyH; est fermé dans G, et en utilisant la transitivité
des formes p.. que I'opérateur Ty,p, fournit un vrai opérateur d’entrelacement.

Soit toujours f € g*. On considere trois sous-espaces lagrangiens W;(1 < j < 3) de g
pour la forme bilinéaire By et on définit, comme Kashiwara, une forme quadratique @
sur Wi @ Wy & W3 par la formule :

Q(X1, X2, X3) = f([X1, Xa]) + f([Xo, X3]) + f([ X3, Xu]).

L’indice de la forme quadratique @) s’appelle I'indice de Maslov des espaces W et se note
7(W1, Wy, W3). Notons les principales propriétés de cet indice.
Lemme 1.3.17. ([58], [59]) Convenons d’écrire 7,5, au lieu de 7(W;, W;, Wy,).

(a) Ti23 = —To13 = —Ti3.

(b) Ta34 — Ti34 + Ti24 — T123 = 0.

(c) Si p est un sous-espace isotrope pour By de g contenant g(f) et si W est un sous-
espace lagrangien de g, alors W? = (W N p/) + p est lagrangien. De plus si p est inclus
dans WlﬂW2+W2ﬂW3+W3ﬂW1, on a 7123 :T<WF,W;,W;)

En faisant intervenir une polarisation de Vergne hy en f € g*, on pose
f;2b1 = G%T(hhbmm)Tszboon)obl~
Théoreme 1.3.18. ([1]) L'operateur d’entrelacement 7y, ne dépend pas du choix de b
et vérifie la formule de composition :
Tf;1hson;3h2OTf;2h1 — eTm(bsb2 )

De plus T}, coincide avec Tj,p, si au moins h; ou b est de Vergne.

1.4. Représentation p(f,h, G) pour un groupe exponentiel
Nous gardons les notations introduites jusqu’ici et nous proposons de montrer le
théoreme suivant.

Théoreme 1.4.1. ([35]) Soient G = exp g un groupe exponentiel d’algebre de Lie g, f € g*
et h € PT(f,G) vérifiant la condition de Pukanszky forte. Si H(f, b, G) # {0}, p(f, b, G)
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est irréductible et équivalente a la représentation unitaire irréductible associée a ’orbite

coadjointe GAf.

Démonstration. The théoreme est trivial lorsque dim G = 1. Nous allons donc le prouver
par récurrence sur dim G. Soit dim G = n, et supposons que le théoreme s’établit pour
les groupes exponentiels dont la dimension est inférieure a n.

Cas 1. Supposons qu’il existe un idéal a # {0} de g tel que f|, = 0.

Posons A = expa, G = G/A=expgetp: G — G la projection canonique. On désigne
la différentielle de p par dp qu’on étend par linéarité sur gc. Considérons la suite exacte
de groupes exponentiels :

1-A-GL2G—1,

et prenons f € §* tel que fodp = f. )

Puisque a C g(f) C b, il est évident que h = dp(h) appartient & PT(f,G). Comme
A la proposition 1.2.16, §* s’identifie naturellement & at C g* de sorte que b vérifie la
condition de Pukanszky forte. Il résulte de la proposition 1.2.16 que

p(f,0,G)op =~ p(f,b,G). (1.4.1)
Notre hypothese assure donc que ‘H

(f, b, é) # {0}. Comme dim G < dim G, Phypothese
de récurrence dit qu’il existe hy € I(f, g) tel que
p(f.5,G) ~ p(f,bo, G). (1.4.2)
En posant by = (dp)~"(ho), on voit que
p(f. b0, G)op ~ p(f. o, G) (1.4.3)

et que by € I(f,g). Les trois relations (1.4.1), (1.4.2), (1.4.3) donnent le résultat attendu.

Cas 2. Il n’existe aucun idéal a # {0} tel que f|, = 0.

(i) Sous-cas ot e = (h+h)Ng# g :

On choisit et fixe un sous-espace supplémentaire m de ¢ dans g, et identifie ¢* avec
m* de sorte que ¢* C g*. Soit p : g* — ¢* l'application restriction de sorte que p|e est
Papplication identique. Ecrivons ¢/ = p(f) = ¢|. pour £ € g*.

Il se voit aussitot que h € PT(f’, F). On va montrer que h vérifie la condition de
Pukanszky forte en tant que polarisation de e. D’abord, ¢ étant une sous-algebre de g,

p(EAf) = (EAf) = EAf' C ¢*. (1.4.4)

Voyons maintenant que p~(EAf') = EAf. Pour tous a € E, ¢ € ¢t il est clair que
aAl € et+. On décompose aAf (a € E) comme

aAf = (aAf) + f, f € et

On a donc, pour ¢ € ¢t arbitraire,

alA <f - a‘lA(f—£)> = (aAfY + ¢,
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ot a tA( f — () € et. Puisque b vérifie la condition de Pukanszky forte en tant que
polarisation de g en f € g*, la proposition 1.2.11 entraine qu’il existe b € D C F tel que
VAf = f—a'A(f —{). Don,

(ab)Af = (aAf) + L. (1.4.5)
Comme a € E,( € ¢t sont arbitraires, les relations (1.4.4), (1.4.5) montrent que
p (EAf) = EAY, (1.4.6)

ce qui implique que FAf' = EAfNe* est un fermé de e* et que b vérifie la condition de
Pukanszky forte en tant que polarisation de ¢ en f’.

Or p(f,h,G) = ind% p(f', b, E), et donc si H(f,h,G) # {0}, on a H(f', b, E) # {0}.

Ce que dim F < dim GG nous permet d’appliquer I'’hypothese de récurrence pour assurer
qu’il existe by € I(f',¢) tel que

p(f/7h7E) :ﬁ<f/7h07E)' (147)
D’apres le théoreme 1.3.9, hy € M(f',e). Comme h € P(f', F),

. . L, .. .
dimg by = dimc h = §(dlmR g+ dimg g(f)).
D’ou ho € M(f,g). Montrons que by vérifie la condition de Pukanszky. Nous avons

Fahoet & =+t b e (1.4.8)

Comme hy € I(f',e), il découle du théoreme 1.3.11 que by vérifie la condition de Pu-
kanszky au niveau de E, i.e.

f bt C EAS. (1.4.9)
Les propriétés (1.4.6), (1.4.8), (1.4.9) entraine que
f+hom & CGAS,

a savoir que ho € M(f,g) vérifie la condition de Pukanszky et par conséquent que
bo € I(f,g). Ainsi, ind% p(f’, bo, E) = p(f, ho, G) est irréductible. D’apres (1.4.7),

p(fa baG) = lndgp(f/7 haE) = lndgﬁ(f/7 bOaE) = IaG'(f)

(ii) Sous-cas ou ¢ = g (i.e. h est totalement complexe) : Dans ce cas le théoreme 1.2.21
dit que p(f,h, G) est irréductible. Supposons donc que p(f,h,G) = pa(fo) et montrons
que fo € GAf.

Lemme 1.4.2. Lorsque G est exponentiel, 9 est un idéal de e.
Démonstration. Comme 0 et e sont mutuellement orthogonaux par rapport a By, on a

0= fely,2]]) = f(llz, 9], 2) + f([y, [z, 2]]) (x €0, g,z €e).

Donc,

By(ad(x)y, z) = —By(y, ad(x)z). (1.4.10)
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Notons A(z) I'endomorphisme induit sur ¢/0 par ad(z). De ce que = € h N h, L'endo-
morphisme ad(x) étendu sur ec laisse b, b stables. Il s’ensuit que A(x) laisse h/0¢, h/o¢
stables et par suite commute a J. Il résulte de (1.4.10) que, pour y, z € ¢/0,

By(A(x)y, Jz) = =By(y, Alx)Jz) = =By (y, JA(x)z),

autrement dit

Sy(A(x)y, z) = =S¢y, Alx)2).
Cela veut dire que A(x) est anti-symétrique pour la forme bilinéaire symétrique définie
positive Sy. Ses valeurs propres sont donc purement imaginaires tandis que ¢/ est de

type exponentiel comme 9-module par A. On en conclut que A(z) = 0 et que [0,¢] C D.
c.q.f.d.

Revenons a la suite de la démonstration du théoréeme.

Corollaire 1.4.3. 0 est un idéal de g et dim 0 < 1. En outre, 3 désignant le centre de g, il
s’avere que 0 = g(f) = 3.

Démonstration. Comme ¢ = g, le lemme (1.4.2) implique que 9 est un idéal de g. Posons
b = dnNker f. Puisque [g,0] C 0 et que f([g,?]) = f([e,?]) = {0}, on trouve que [g,0] C b.
Ainsi, b est un idéal de g et f(b) = {0}. L’hypotheése du sous-cas exige b = {0}. Enfin,
dimd < 1 et 0 C 3. D’autre part, il est trivial que 3 C g(f) C 9. En somme, 0 = g(f) = 3.
c.q.f.d.

Afin de continuer la démonstration du théoréme, on a besoin du théoréeme suivant.

Théoreme 1.4.4. (Invariance de domaines [70]) Soient Uy, U; deux sous-ensembles de R™
homéomorphes I'un a l'autre. Pourvu que U; soit un ouvert de R™, il en est de méme
pour Us,.

Allons continuer la démonstration du théoreme. Sidimd = 0, g(f) = {0} et dim GAf =
dim g* = n. Compte tenu du lemme 1.3.8, 'orbite GA f est homéomorphe a R"™ et donc
elle est un ouvert de g* d’apres le théoreme 1.4.4. Pourtant, GAf = EAf est un fermé de
g* car h vérifie la condition de Pukanszky forte. Ces observations signifient que GA f = g*,
ce qui est absurde. Par conséquent, dimd = 1.

De ce qui précede 0 = g(f) =3 =RZ, f(Z) #0 et
dimGAf =dimg —dimg(f) =n— 1. (1.4.11)

Posons V = {l € g~ 0(Z) = f(Z)}. Comme Z € 3, (aAf)(Z) = f(Z) pour tout a € G,
ie. GAf C V. Lelemme 1.3.8 et le fait (1.4.11) disent que l'orbite GA f est homéomorphe
AR | et le théoréme 1.4.4 implique que GAf est un ouvert de V. Pourtant, GAf est
un fermé de V' car § vérifie la condition de Pukanszky forte. Enfin,

GAf =V. (1.4.12)

Soit maintenant hy € I(fo, g), d’ou 3 C bho. Un opérateur d’entrelacement entre L=
p(fo, 90, G) = pa(fo) et L = p(f,h,G) se note

R H(fo, ho, G) — H(£.b,G).
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On a donc, pour tous ¢ € H(fo, b, G) et g € G,

(RoL(9)) (6) = (L(g)oR) (6).
On fixe ty € R et pose go = exp(tpZ). go étant central dans G, on a pour g € G :

(L(90)0) (9) = dlexp(—toZ)g) = dlg exp(—toZ)) = e (g).
Donc,
(RoLign)) (6) = e R(9).

D’autre part,

((L(go)oR)(9)) (9) = (Ro)(exp(—toZ)g) = (Rp)(gexp(—teZ)) = e/ D(Rg)(g).
Donc,
(L(go)oR)(¢) = €™/ @ R(¢).
Tout compte fait, e0/0(%) = ¢itof(2) pour t, € R quelconque. Il s’ensuit que

fo(Z) = f(2). (1.4.13)
On conclut de (1.4.12), (1.4.13) que fy € GAf. c.q.f.d.

Pour une étude beaucoup plus avancée de la représentation induite holomorphe d’un
groupe exponentiel, voir [36].

82. Désintégration

Soit toujours G = exp g un groupe exponentiel d’algebre de Lie g. Il est bien connu qu’il
existe une forte dualité entre 'induction et la restriction de représentations. Dans ce cha-
pitre nous allons étudier leur désintégrations en irréductibles pour établir la réciprocité
de Frobenius.

2.1. Représentations monomiales
Commencons par un lemme simple.

Lemme 2.1.1. Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie, ou opere GG par une
représentation de type exponentiel. Soit v un vecteur non nul de V' tel qu’on ait gAv = v
pour tout g € G. On considere, pour x € V arbitrairement fixé, la ligne droite L, =
x + Rou. Alors, il y a deux possibilités :

ou bien L, N GAx = z ou bien L, N GAzx = L,.

En d’autres termes, la ligne droite passant par x et ayant la direction du vecteur
invariant v rencontre 'orbite GAx en un seul point, ou bien y est completement contenu.

Démonstration. Notons Vj le sous-espace de V' engendré par v, 1% 'espace quotient V/Vy
et p: V — V l'application canonique. La représentation de G sur V, qui s’obtient par
passage au quotient, est évidemment une représentation de type exponentiel. Ceci étant,
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pour qu'on ait gAz € L, (g € G), il faut et il suffit que g appartienne a G(p(z)). D’autre
part, en posant gAx = x + A(g)v, on constate aussitot que A définit un homomorphisme
de G(p(x)) dans R. Comme G(p(x)) est connexe par le théoréme 1.3.7, on a ou bien
A = 0 ou bien I'image de A coincide avec R tout entier. De la il suffit d’observer que la
partie commune de L, et de GAz n’est autre que 'ensemble {gAz; g € G(p(x))}. c.q.f.d.

Définition 2.1.2. Dans la situation du lemme above, 'orbite GAx est dite saturée dans
la direction de v si L, C GAx, sinon GAx est dite non-saturée.

Lorsqu’il existe un idéal gqg de g tel que dimg/go = 1, une forme linéaire ¢ € g* telle
que l|g, = 0 est un vecteur invariant pour la représentation coadjointe de G. Soient
g = RX + go, p la projection de g* sur g et Gy = expgo. Le lemme suivant se voit
aussitot de la définition du radical d’une forme bilinéaire alternée.

Lemme 2.1.3. Soient ¢ € g* et £y = p(¢). Si g(¢) C go, alors g(¢) C go(p) et dim go(¢y) =
dimg(¢) + 1. Si g(¢) & go, alors go(o) C g(¢) et dim g(¢) = dim go(¢o) + 1.

Lemme 2.1.4. Soient ¢ € g*, ¢y = p({) et Q@ = GAL.
(1) Si l'orbite © est saturée dans la direction gg, il existe une famille {w,}.er de
Go-orbites dans gj telle que p(Q) = Userws, et exp(tX) - ws = wsyy. De plus, G(4y) C Gy.
(2) Si 'orbite Q2 est non saturée dans la direction gg, p(Q) = GoAl.

Démonstration. (1) On a G = exp(RX)AG, = GoAexp(RX). Posons wy = GoAl.
Alors wy C p(Q2) et on constate immédiatement que, pour tout t € R, exp(tX)Awy est
une Gy-orbite qui est contenue dans p(€2). Posons w; = exp(tX)Awy. Puisque p(Q) =
p(GAl) = GAly = exp(RX)Awy, la réunion des {w; }icr est égale a p(€2). Par définition
de ws on a bien exp(tX)Aws = wsiy. De plus wy = w; si et seulement si s = ¢. En
effet, si exp(sX)Aly € wy on a exp(sX)Aly = exp(tX)AgoAly ol gy € Gy. On a donc
(exp(t — s)X) Agy € G({p). Si on montre que G(¢y) C Gy, on aura exp((t — s)X) € Gy
donc s = t. Vérifions donc que G(¢y) C Gy. 1l suffit pour cela de montrer que g(¢y) C go.
Le lemme 2.1.3 assure qu’il existe X; € go(4p)\g(¢), d’oun A = X;Al # 0 appartient a
g¢. Soit Y un élément quelconque de g(£y). Alors YAL € g donc YAl = (tX;)Al pour
un certain ¢ € R. Il en résulte que Y — tX; € g(¢) C go donc Y € gy puisque X; € go.
(2) Comme g(¢) Z go, on a G = GoAG({). L’orbite GAL est donc égale & GoAl. On
en déduit aussitot p(GAL) = p(GoAl) = GoAly. c.q.f.d.

Ecrivons simplement py au lieu de pg,.

Proposition 2.1.5. Soit my € G’O. On suppose que 7y =~ po({y) ou £y € g§. Soient ¢ un
prolongement de £y a g et ) = GA/.

(1) Si Q est saturée dans la direction gp-, alors indg0 7o = p(f).

(2) Si Q est non saturée dans la direction gg, alors indgo o = fﬂ? p(¢")dv, ou ¥ € gx
est définie par £”|y, = {y et g"(X) = —27v ot X est un élément fixé de g(¢)\ (g(¢) N go).

Démonstration. (1) Soit h une polarisation de Vergne de g en ¢ construite a partir d'une
bonne suite de sous-algebres qui passe par go. Alors h € I(f,g) et h C go, dou h €
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I(4o, go). 11 en résulte
ind$, m ~ ind%, (ind%° xe,) =~ A(L),

ou H = exph, ce qui prouve 'assertion.
(2) Tl est clair que chaque G-orbite qui rencontre gy est non saturée dans la direction
gi- Soit X un élément fixé de g(¢)\ (g(¢) Ngo). On définit ¢” € g* (v € R) par

g = Lo, "(X) = —2rv.

On construit h € I(¢,g) comme dans (1). Il se trouve immédiatement que h € I(¢”,g).
Posons hy = hNgo et Hy = exp hy.

Montrons indg0 Xep ™ fﬂf xevdv. Soit C I'espace des fonctions ¢ de H dans C, continues
a support compact modulo Hj et telles que

¢(hho) = xe(ho) "' ¢(h)

pour tout h € H et hg € Hy. Comme by est un idéal de b, il existe sur H/Hy une
mesure 7 invariante par H. Notons p la représentation indgO X¢,- Son espace H, est donc
complété de C pour la norme

loll = ([ N |¢(h)|2d7(hHo))l/2-

L’application ¢ — ¢ avec ¢(t) = ¢(exp(tX)) permet d’identifier C avec K(R), v s’identifie
donc & la mesure de Lebesgue et H,, s’identie & L*(R). On a donc ||¢||* = [ |¢(exp(tX))|*dt.
L’espace de la représentation o = fﬂf Xevdv est L2(R) et, si h € H et ¢ € L*(R), on a

(a(h)d)(v) = X (h)P(v).

Soit F la transformation de Fourier de L*(R). Montrons que Uopérateur U de H, dans
L*(R) défini par Up = F gz; réalise I’équivalence de p a o. U est évidemment unitaire et
bijectif puisque F l'est ainsi que 'application ¢ — . Il suffit donc de vérifier que U
entrelace p et 0. Soient h € H,v € Ret ¢ € H,, on a

(@ e p)e) ) = [ T A (T exp(tX))dt,

o0

o0

(o(R)oU)()) (v) = xe- (1) / =2 g exp (X)) dt.

Puisque H = exp(RX)AHy = HpAexp(RX), il suffit de vérifier I’égalité des expres-
sion ci-dessus pour h = exp(sX) (s € R) et h € Hy. Or, si Xq € by,

(Vo plexp X)) (1) = [ " 2 oxp(— Xo) exp(tX))d

[e.o]

= /_OO e 2™l (exp(tX) exp (ead(’tx)(—Xg))) dt.

[e.9]
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Mais exp (ead(_tx)(—X0)> =exp(—Xo+Y)ouY € [h,h] C ker/ N hy. Donc,

(Vo plexp X0)(@) () = [~ e, (exp(=Xo + V)™ dlexp(t) ).

oo

De plus, Xy, (exp(—Xo +Y)) = eo(=Xo+Y) — ¢=tho(Xo) — v, (exp(X,)) ! et donc

(U plexp X)) () = [ 72 (exp(X)exp(tX) s

= ((o(exp(Xo))eU)(9)) (v)-

D’autre part, si kK € R, on a

((U o plexp(rX)))(9)) (v)

/_OO e 2™ p(exp((t — k) X)dt

o0

— / e—2i7ryt€—2i7rz/m¢(exp(tX))dt

o0
o0

— xe(exp(sX) / 2 exp(tX))dt

—0o0

= ((o(exp(kX))oU)0) (v),

ce qui achéve de prouver que indg0 Xe =~ fﬂga Xevdv.
On en déduit aussitot a ’aide du théoreme 1.1.1 que

®
indgO o indgO (indflg Xgo) ~ ind% (indg0 Xg()) ~ ind% (/ XgudV) .
R

Comme ind% <fﬂ§9 Xgudy> ~ fﬂf (indg Xgu) dv et que h € I(¢”,g) pour tout ¥ € R, on

obtient
®

ind§, mo ~ / P dv,
R
ce qui termine la démonstration. c.q.f.d.

Nous nous donnons maintenant h € S(f, g) et nous proposons d’étudier la représentaion
monomiale 7 = p(f, h,G) = indg X - Le sous-espace affine I'; = f+h* de g* joue un role
principal pour étudier 7. Ici nous nous intéressons a sa désintégration centrale canonique.
Notons 3 le centre de g et a un idéal non central minimal de g, i.e. minimal parmi des
idéaux non centraux. Bien évidemment, dima/(aNj) < 2.

Comme tout le monde I’a sans doute remarqué, quand il s’agit des groupes exponen-
tiels, I'outil principal de démonstrations est la récurrence. On utilise la récurrence sur
dim g,dim b, dim g/ et dim g + dim g/h. Il est parfois sans encombre de passer de h a
b + 3, ce qui nous amene au cas ou h contiendrait 3. Si f € g* s’annule sur un idéal non
nul de g, on est en mesure de descendre au quotient par cet idéal. Apres ces observations
on se trouve dans le cas ou dim3 < 1,dima < 3. Si g # h+ [g, g], il existe un idéal gq de
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g contenant b tel que dimg/go = 1. On est alors en mesure de combiner la proposition
2.1.5 avec I'hypothese de récurrence appliquée & Gy = expgo. Si g = b + [g, g], soient
t=bh+aet K =expt. Compte tenu du théoreme d’induction par étages, notre premiere
affaire est d’analyser la représentation monomiale ind% y Iz

Exemple 2.1.6. (1) Soit G = expgs avec go = (X,Y)p, = RX +RY : [X,Y] =Y.
Soient f € g5, h = RX et H = exph. Alors ind$ Xf ind%, xy+ @ ind%, x_y- avec
H =exph’,h =RY.

(2) Soit G — exp (g5(a)) avee gs(a) — (T3, Va)y 5 [T,Yi] = Vi — a¥a,[T,V3] =
Yo 4+ aY) (0 # a € R). Soient f € gz(a)*,h = RT et H =exph. Alors

®
ind% xf ~ / ind%, x;d0
[0,27]
avec H' = exp(RY; + RY3),0 = (cos 0)Y; + (sin )Yy € gs()*.

(3) Soit G = expgy avec gy = (I, X, Y, Z)p - [, X] = =X, [I[,Y] =Y, [X,Y] = Z.
Soient f = oT* + 3Z* € g5 (B8 # 0),h = (T, X, Z), et H = exph. Alors ind§ x; =~
ind%, x; avec H' = exph’, by = (T, Y, Z).

(4) Soit G = €Xp ge avec g — <T, Xl,Xg, Yi,}/g, Z>R . [T, Xl] = —X1 — C(XQ, [T, XQ] =

—Xo+aXy,[T,Y1] =Y, —aYs, [T, Ys] = Yo + oYy, [X;,Y;] = 6;;Z (0 # o € R). Soient
f=08T"+~Z" (v # 0),b = (T, X1, Xy, Z) et H = exph. Alors ind% x; ~ ind%, xs
avec H' =exph/,h/ = (T\Y1,Ys, Z)p.
Démonstration. Ces faits sont bien connus ([14], [74]), peut-étre sauf (2) qu’'on va voir
ici. Il suffit pour cela qu’on continue un peu plus loin les observations faites a la page
135 de [14]. On y emprunte certaines notations. Au moyen de la bijection Y] + nYs —
£ +in, i = /—1, on identifie a = RY; + RY, au plan C des nombres complexes. Soit
A = f(T). La représentation monomiale 7 = ind% x s se réalise dans L?(C) = L?(R?) par
la formule suivante : pour & € R, 2g,2z € C et ¢ € L*(C),

7(exp(§oT) exp 20)p(z) = €2V (ze7 00— — ).

Soient F l'isomorphisme de Fourier de L?(C), (-|-) le produit scalaire de R* = C et
dz la mesure de Lebesgue de R?. Un calcul direct vérifie : pour § = exp(&7T) exp zg €
G,y € L*(C) et v € C,

F (1)) (v) = efo(i)\+1)+i(v‘ego(l_m)ZO)fw (eﬁo(lﬂ'a)v) _
Or, a laide de la duale {Y{*,Y5'} de a* et de la bijection Y7 4+ nY5" — & +in, a*
s’identifie a C. Alors £’ +in’ = exp(tT') - (£ + in) se calcul par
¢ =e " (Ecos(at) +nsin(at)), 0’ = e " (Esin(—at) + ncos(at)).
On en constate que l'orbite coadjointe €y passant par le point e? s’obtient comme
e tHi0=at) + décrivant R, et que e~ est le déterminant fonctionnel de la transformation
des variables (¢, 7)) — (t,0).
Posons 7, = F o 7F 1. Comme, pour g = exp(&7T) exp 2o € G,

() (e—t+i(9—at)) _ eﬁg(l—l—i)\)—i-i(e*hri(e—at)‘650(0704)30)@5 (e(—t+£o)(1+ia)+i9)

Y
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7, laisse stable L?(£2y). Cela nous donne une représentation 7 de G, qui agit par la formule
F(@)U(t) = N g g

dans l'espace des fonctions ¥ vérifiant
—2t 2
/e |W(t)|°dt < +oo.
R

Toutefois 7 n’est autre que my = indf], X;4- En effet,

19(9)p(x) = IOV g gy (x € R)

pour § € G comme avant et ¢ € L*(R). Finalement on retrouve 7 en transférant my par
'application qui & ¢ € L2(R) associe ® € L*(R;e 2%dx), ®(z) = eI+ N7¢(z), ce qui
acheve la démonstration. c.q.f.d.

Le chemin de raisonnements qu’on vient d’esquisser nous mene au résultat suivant.
On prend sur I'; une mesure finie i équivalente a la mesure de Lebesgue et la considere
comme une mesure sur g*. Posons p = p,(f1), 'image de fi par I'application de Kirillov-
Bernat p : g* — G. Pour 7 € G, Q(7) = Qg(n) désigne l'orbite coadjointe de G associée
a m et m(m) le nombre des H-orbites contenues dans I'; N Q(7).

Théoreme 2.1.7. ([19], [39]) .
T:/ m(m)wdu(r). (2.1.1)

G

Généralisons un petit peu ce résultat. On se donne un sous-groupe K = exptet o € K
pour étudier la représentation induite ind?( 0. On désigne par w(o) 'orbite coadjointe
P (0) C € de K associée a o, et par p : g* — € Dapplication restriction. Une mesure
K-invariante sur w(o) et une mesure de Lebesgue sur £+ déterminent une mesure /i sur
la sous-variété p~'(w(o)) de g*. On prend une mesure finie i sur g* équivalente a i et
pose p = (pe)«(fi). Puis, pour 7 € G on note ny(c) le nombre des K-orbites contenues
dans Q(7) N p~'(w(e)). Puisque o est monomiale, le théoréme 2.1.7 se généralise :

Théoreme 2.1.8. ([19], [41])

T
ind%a:/ ny(o)mdp(rm).
G

2.2. Restriction de représentations unitaires
On se place dans la situation décrite au début de la section précédente. Gardons les

notations utilisées & la proposition 2.1.5. Soit 7 € G. On étudie la restriction |G, de
a Gy.

Proposition 2.2.1. ([52]) Soit m = p(¢) avec ¢ € g*.
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(1) Supposons que 'orbite GA/ est saturée dans la direction gi. Soit X € g\go. On a

D
rlon ~ / Poll,)ds,
R

ou U5 = exp(sX)Al.

(2) Supposons que l'orbite GAf est non saturée dans la direction gg. Alors 7|g, =~
po(bo).
Démonstration. (1) On utilise le théoreme des sous-groupes de Mackey ([63]). Soient b
une polarisation de Vergne de g en ¢ construite a partir d’'une bonne suite de sous-algebres
qui passe par go, et H = exph. Alors h € I({,g) et h C go. Vérifions que H et Gy sont
régulierement reliés. Comme H C G, les doubles classes HgGy = HGyg = Gog sont les
classes modulo Gy. Par suite, I'espace des doubles classes est le groupe G/Gy. 1l est donc
dénombrablement séparé et les sous-groupes K et Gy sont bien régulierement reliés. Le
groupe G /Gy s’identifiant a R par 'application s — exp(sX )Gy, on peut choisir comme
mesure admissible ([63]) la mesure de Haar sur G/G( donc la mesure de Lebesgue sur R

et 'on a
@
7T|G0 2/ ‘/tdt7
R

ou V; est la représentation de GGy induite par la représentation

oy go — Xxe(exp(tX)go exp(—tX))

du sous-groupe H; = GoN (exp(—tX)H exp(tX)) = exp(—tX)H exp(tX) de Gy. Mais oy
n’est autre que exp(—tX)Ax; = Xexp(—tx)ac- Donc,

V, ~ indgiJ Xexp(—tx)-¢ ~ exp(—tX) - (indg,O Xg) ~ exp(—tX) - po(lo).
Ainsi, V; est irréductible et l'algebre de Lie de H; appartient a I(exp(—tX) - fo, go)-
D’ou, V; =~ po(exp(—tX) - £p). Si on pose £; = exp(sX) - £y, on obtient la désintégration
cherchée :

® ®
e :/ Po(l_s)ds 2/ po(ls)ds.
R R

(2) Si on construit une polarisation de Vergne h € I(¢, g) comme plus haut, il vient que
ho = bNgo € (4o, 80) et h = bo+g(¢). ho étant un idéal de h, H = Hyexp(RX) avec Hy =
exp ho. Appliquons encore le théoreme des sous-groupes de Mackey au couple (H, Gy).
On remarque qu’il n’y a qu’une seule classe double car HGy = Hy(exp(RX)Gy) = G, ce
qui prouve que H et G sont régulierement reliés. On a donc

~ indGo
7T|G0 — lndGoﬁH Xt -

Mais Go N H = Hy et comme by € I({y,gp), on a indggmH Xeo =~ Po(fp). Donce, 7|q, ~
po(£o), ce qui prouve 'assertion. c.q.f.d.

Soit maintenant K = exp £ un sous-groupe de G et p : g* — € 'application restriction.
Soit m € . On prend une mesure finie 7 = 7, sur g* équivalente a la mesure G-invariante
sur l'orbite () et pose v = (pgop).(7). En utilisant la mesure v sur K ainsi obtenue et
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la méme multiplicité n,(o) qu'au théoreme 2.1.8, nous avons la désintégration centrale
canonique de la restriction 7| de m a K.

Théoreme 2.2.2. ([20], [41])
W|K2/ n.(o)odv(o).

K

Corollaire 2.2.3. La réciprocité de Frobenius s’établit dans ces circonstances.

Soient 7; (j = 1,2) deux représentations unitaires irréductibles de G. Le produit de
Kronecker extérieur de 7 et de 7o, noté m X s, correspond a l'orbite Qgyg(m X m3) =
(Q(m1),Q(ms)) C g* @ g*. On identifie G au sous-groupe de G x G constitué par les
éléments diagonaux.

Corollaire 2.2.4. ([41]) Soit p : g* & g* — g* 'application restriction. Alors

-

T Q My ~ / m(m)mdy (),
G

ou v = (pgop)«(tildevy, xr,) €t ol la multiplicité m(m) s’obtient par le nombre des G-

orbites incluses dans (Q(m;), Q(ms)) Np~t (Qa(7)).

§3. Eléments e—centraux

Afin d’avancer dans une analyse plus détaillée de représentations monomiales, nous
supposons dans ce chapitre que G = expg est un groupe de Lie nilpotent connexe
et simplement connexe d’algebre de Lie g. Introduisons des éléments e-centraux dis a
Corwin-Greenleaf [22]. Soient

{0}=gCoC-Cg1Con=g, dimge =k (0<k<n) (3.1)

un drapeau d’idéaux de g, {X,}i<j<, une base de Malcev associée & ce drapeau, i.e.
X; € gi\gj—1 (1 <j < n)et {Xj}i<j<n la base duale de g*. Notons ((1,...,0,),0; =
((Xj), les coordonnées de £ € g*. On a g; = (X7,,,..., X} )p C g*,0] = g*/g; et la
projection p; : g* — g; entrelace les opérations de G sur g* et g;. Pour £ € g* on
définit e;(¢) = dim (GAp;(¢)),e(l) = (e1(f),...,en(f)) et pose & = {e({); ¢ € g*}. Soit
e € £. On définit la couche G-invariante U, = {¢ € g*;e({) = e} et, en posant ¢y = 0,
I'ensemble des indices de saut S(e) = {1 < j < nje; = ej_1 + 1} et celui de non-saut
T(e) = {1 <j < nje; = e;_1}. Maintenant, soit ¢(g) 1’algebre enveloppante de g¢ et on
dit que A € U(g) est e-central si m(A), ou mp = pe({), est un scalaire pour tout £ € U,.

Décrivons des résultats fondamentaux de Corwin-Greenleaf. Il existe un ouvert de
Zariski Z de g* tel que Z N U, soit non vide et G-invariant, et A; € U(g;) pour chaque
j € T(e) jouissant les propriétés suivantes.

1. Chaque A; est e-central sur Z N U, i.e. m(A;) est un scalaire pour ¢ € Z N UL,
ayant la forme A; = P; X, + @Q;, ou

(i) P; est un polynome de Ay (k € T(e),k < j), en particulier P; € U(g;—1);
(ii) P; est e-central sur Z N U,;
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(iii) Q; € U(gj-1), en particulier P, @, € C1.

2. m(P;) # 0 pour V0 € ZNU..

3. m(Aj) = p,;(0)Id, ou p;(0) = p;(¢')l; + g;(¢') avec deux fonctions rationnelles pj, ¢;
sur Z N U, qui ne dépendent que de ' = (¢1,...,4;_1).

4. p;(¢') est G-invariante et p;(¢') # 0 pour V¢ € Z N UL,.
Remarque 3.1. La construction de ces éléments A; peut se répéter sur U.\(Z N U,).

En retournant a la représentation monomiale 7 = indI(_’} Xf, ou H = exph avec h €
S(f,9), considérons l'algebre D,(G/H) des opérateurs différentiels G-invariants sur le

fibré de base G/H et associé aux données (H, xs). On fixe une base {Y;}i1<s<q4 de b et
définit un sous-espace vectoriel

d
a, =Y C(Y.+if(¥s))

s=1
dans U(g). Soient U(g)a, I'idéal a gauche de U(g) engendré par a,, et
U(g,7) ={Aell(e);[A,Y] eU(g)as, VY € b}

Les éléments de U(g) agissant comme opérateurs différentiels G-invariants a gauche :
pour X € get ¢ € C(G),

d
(R(X)¥) (9) = Z(gexp (tX))l=o (V g € G),
il se trouve que l'algebre D, (G/H) est I'image de 'application R : U(g,7) 3 A+— R(A),
dont le noyau est U(g)a,. D’ou, elle est isomorphe a
U(g,)/Ug)a- = (U(g)/U(g)ar)" .

ou la derniere expression représente I’ensemble des éléments H-invariants.
Corwin et Greenleaf [22] ont laissé deux conjectures concernant I’algebre D, (G/H).

Conjecture de commutativité. L’algebre D, (G/H) est commutative si et seulement si
7 est & multiplicités finies, c’est a dire qu’au théoreme 2.1.7 m(7) < oo presque partout

pour /.

Conjecture polynomiale. Lorsque 7 est a multiplicités finies, D, (G/H) est isomorphe
a I'algebre C[I';]# des fonctions polynomiales H-invariantes sur I';.

Remarque 3.2. La conjecture de commutativité avait été antérieurement présentée par
M. Duflo [30] dans un cadre beaucoup plus général.

Il existe un et un seul e € £ tel que I'; N U, soit un ouvert de Zariski de I';.

Théoreme 3.3. ([46]) Soit j € T'(e), et prenons I’élément e-central A;. Alors m(A;) =
©;(£)Id pour tout £ € T'; et ;(¢) est une fonction polynomiale sur I';.

Rappelons le drapeau d’idéaux (3.1) de g. Soient
I:{Zl <9 < <zd}:{1§z§n7hﬂgz7&bﬂgz_1}
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et J ={j1 <jo<--<jb=A{L2,...,n}\Z, dott d = dimh et ¢ = dimg/h. D’'une
part, en posant & = b, &, =h+ g, (1 <r <g), on a une suite de sous-algebres

h=tCt C---Ct_1Ct =g, dim€ =d+r, (3.2)

et d’autre part, en posant hy = {0},hs = hN g, (1 < s < d), on obtient une suite
d’idéaux de b :

{0} =hoChy C---Chyy1 Chy=0h, dimb, =s. (3.3)

Choisissons la base {Y;}1<s<a de b de fagon qu'on ait Yy € b \ by (1 < s < d).
Ensuite, pour 1 < s < d, posons

a, =Y C(Y;+if(Y))).
j=1
On désigne par T'(eg) ensemble des indices i € 7 tels qu’on ait hs C hs_1 +g(¢) pour fi-
presque tout ¢ € I';. Comme T'(ey) C T'(e), soit U(e) = T(e)\T'(ex). On note ¢ 'anti-
automorphisme principal de U(g). Soit i, € T'(eg). Ecrivons T(e)N{1,2, ... i} = {m; <
my < .-+ < my, = is}. Les éléments e-centraux A, (1 < j < k) de Corwin-Greenleaf
s’écrit o; pour simplicité. Le lemme suivant nous servira énormément.

Lemme 3.4. Modulo U(g;,)as, O(ox) est algébrique sur {Q(01),..., O(ok_1)}.

Calculons dans un cas typique des éléments e-centraux de Corwin-Greenleaf, qui ne
sont autre que des éléments centraux de U(g) dans notre cas, et voyons ce que signifie
notre lemme.

Exemple 3.5. Soit g = (X7, ..., X,)p avec les crochets non-nuls : [X,,, Xi] = Xj—1, (2 <
k <n—1).D'oulecentre de gest 3 = RX;j et b = (Xy,..., X,,_1) est un idéal abélien de
codimension 1 dans g. Les G-orbites coadjointes ont génériquement la dimension 2 et la
b se qualifie pour polarisation commune de g. Ceci posé, notre représentation monomiale
7 = ind$ X est a multiplicités finies méme si dim b = 1, saufle cas ot b = 3 et ou f[3 # 0.
En posant g; = (Xi,...,Xj) pour 1 < j < n, on obtient une suite de Jordan-Holder de
g:
{0}=0Co1C- Cgn1Con=0
Nous allons chercher tout simplement des éléments centraux de U(g). Il y en a

1
01 = X17 09 = 2X1X3 - X22; 03 = X12X4 - X1X2X3 ‘l— §X23

etc. Soient, par exemple, n = 5, = (X3, Xy)p et f(X3) = A, f(X4) = K. Alors, 7 est a
multiplicités finies et I'algebre D (G/H) coincide avec I’algebre des polynomes de X7, Xs.
Donc, o3 ne contribue pas a la formation de D,(G/H). Posons

et a1 = C(Xg + Zf(Xg)) = C(Xg, -+ Z)\) On a 09 = —Q’i/\Ol — X22 modulo U(gl)al et

1 1
03 = 0'12X4 -+ (7;)\0'1 -+ §X22) XQ = 012X4 + {i)\Ul — 5(0'2 + QZ)\O'l)} XQ
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1
= 0'12X4 — 5(0’2 — i)\Ul)XQ modU(gg)aT.

D’ou, si I'on prend h' = RX3, o3 contribuerait effectivement a former D..(G/H'), 7 =
indfp Xy avec H' = expl’, mais
9oz — 07 X4)? + (09 + 2iMoy) (0 — ido1)? = 0 modU(gs)a,
et en particulier
(o3 +ik01?)? + (02 + 2iA01) (02 — iAa1)? = 0 modU(g4)a,.
Nous pouvons continuer ainsi de suite. En effet, pourn > 6, 04 = 2X1 X5 —2X5 X, + X ;32
est central dans U(g), et si l'on part de b = (X3, X4, X5)p avec f(X5) = ¢, on obtient
04 = 201(—i¢) — 2Xa(—iK) + (—i\)* = —2iCoy + 2ik Xy — \?
modulo U(g3)a,. D’ou,
(04 4 2iCoy + N?)? = —4k*X5? = 4K* (09 + 2iN0y)

modulo U(gs)a,.
Soit maintenant n > 7. Considérons

1 1 1
05 = X1"Xe — X1° Xo X5 + §X12X22X4 — 6X1X23X3 + %Xf

qui est encore central dans U(g). Prenons h = (X3, X4, X5, X¢)p pour que h N g(¢) soit
assez grand en ¢ € ', générique. Soit f(Xg) = 7. Alors,
. . 1 ‘ 1 ‘ 1
o5 = o (—iy) — 013 Xo(—i¢) + 5012X22(—m) — 601X23(—z)\) + %Xf
' A 1
= —Z"')/014 + iCUngQ — %012)(22 -+ %0'ng3 + %XQE‘

modulo U(gs)a,. D’ou,

. A\ ]
o5 = —iyort +iCo1° Xo + %012(02 + 2idoy) — %01(02 +2ido1) X + %(02 +2iAo1 )2 X,

' 1
= —Z"}/0'14 — )\/10'13 + %0'120'2 -+ %(0'22 -+ 4iA0102 — 4A20'12 — 51')\0'10'2 + 10)\20'12>X2

1 1
= —5(22'7014 + 2Mko,? — ko 2og) + %(6)\2012 — i\0 09 + 037)

modulo U(gs)a,. Finalement nous avons
{3005 + 15(2iy01* + 2Xk0,® — iroy20,) }

+(6X%01 — ida102 + 09%) (02 + 2iMoy) = 0
modulo U (gs)a,. Tout indique que o1, 09, par exemple, engendrent algébriquement 1’algebre

des élements I -centraux.
Soient maintenant h = (X3, X5)p et f(X3) = A, f(X5) = ¢ comme avant. On a

04 = 201 (—iC) — 2X5 X4 + (—iN)? = —2iCo; — 2Xp Xy — N
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modulo U(g3)a,. Donc,

1
0'120'4 = —QiCUlg — 2X2 {0'3 + g(O’Q — ’i/\Ol)XQ} - )\20'12

2
= —2iCO’13 - 2X203 + —(02 - i)\01)<02 + 22)\0’1) — )\20'12

3
) 1 2i\ 2
= —22§0'13 + g)\20'12 + ?0'10'2 + 50'22 — 2X20'3

modulo U(g3)a,. Finalement,
(301204 — 209% — 2iA0109 + 6iCa,® — N201%)? + 36(09 + 2iAa1)o3” = 0

modulo U(gs)a,. Si l'on jette un coup d’l au cas ou n = 6, D,(G/H) s’identifie avec
I’algebre des polynomes a trois variables Xy, Xo, X,.
Enfin, soient h = (X4, X5)p et f(X4) = &, f(X5) = ¢ comme précédemment. Cette
fois,
04 = 201(—iC) — 2Xo(—ir) + X3* = —2iCoy + 2ikXs + X3
et
40’120'4 = —8i<013 + 8Z'Ii0'12X2 + (0’2 + X22)2 = —8iCO’13 + 8i/€012X2 + 0'22 + 20'2X22 + X24

modulo U(gs)a,. D’autre part,
1
o3 = 012 (—ikK) — g(ag —iAo1) Xy modU(gs)a,.
En combinant ces deux relations, nous avons
(40’120'4 — 0'22 + 8i<013)<0'2 — i)\Ul)4 = —24i/€012(03 + ’ili012>(02 — i)\Ul)g

+1805 (03 + iko1?)? (09 — iXo1)? + 81(03 + iko?)*

modulo U(gs)a,. Tout comme avant, l'algebre D, (G/H) est 1'algebre des polynomes a
trois variables X, X5, X3 lorsque n = 6.

Notons F l'algebre des fonctions ¢ sur GAT, telles qu’il existe W € U(g) vérifiant
(W) = ((¢)Id pour tout ¢ € I';. En se servant du lemme 3.4, on trouve :

Théoreme 3.5. ([46]) {¢;;j € U(e)} est une base de transcendance de F.

84. Réciprocité de Frobenius

Soit G un groupe de Lie, que nous supposons réunion dénombrable de compacts,
d’algebre de Lie g. On considere uniquement des représentation unitaire m dont 1’espace
de Hilbert H, est séparable. Soit v € H,.. Lorsque la fonction G 3 g — m(g)v € H, est
C*°, on appelle v vecteur C*. On note H2° l'espace des vecteurs C*° de 7. H>° est un
sous-espace dense de H,, sur lequel g opere par la différentielle dm de 7 :

dr(X)v = %W(exp(tX))v\f;o (X € g,veHY).
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La représentation différentielle dr s’étend uniquement en une représentation de l'algebre
enveloppante U(g). {X1,..., X, } étant une base de g, H> devient un espace de Fréchet
pour les semi-normes

pav) = Y (X --Xi,)ol| (d € N).

1<ip<n

On désigne par ‘H_ > I'anti-dual de H2°, i.e. I'espace vectoriel des formes antilinéaires
continues de Hy° dans C. Des éléments de H_ > s’appelle vecteurs généralisés de w. On
munit H_> de la topologie dual fort de H2°. L’antidual de H_*° s’identifie a H2°. Pour
a € HE® et b € HF*, on note (a, b) 'image de b par a et donc (a,b) = (b,a). Les actions
de G et de g se prolongent continuement dans H_*° par dualité. Remarquons que

(o) (H7) CHY
si p € D(G). Etant donnés un sous-groupe fermé K et un caractere y : K — C*, posons

(HZ)"Y = {a € H7™ 7 (k)a = x(k)a, Vk € K}.

™

Théoreme 4.1. ([38], [55]) Soient G = exp g un groupe exponentiel, f € g*, h € I(f,g).
On définit comme avant caractére x; de H = exp b par x(exp X) = e (X € p) et
7 = ind$ Xs € G. Alors, pour 7 € G,

Y 7-‘_27_7

dim (H OO)H’XfA%QG B {0 T T,

On a constaté au corollaire 2.2.3 que la réciprocité de Frobenius s’établit. En outre,
le théoreme 4.1 annonce aussi une sorte de la réciprocité de Frobenius dans un cas
tres particulier. On se demande si la réciprocité de ce type reste vrai dans la situation
générale :

Question 4.2. A la formule (2.1.1) de la désintégration d’une représentation monomiale,

est-il vrai que :
1/2

m(m) = dim (H;OO)H’XfAH‘G

pour p-presque toute m € G?

Nous allons examiner de pres cette question dans le cas nilpotent. Supposons dans la
suite de ce chapitre que G = exp g est un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement
connexe d’algebre de Lie g. Puisque R. Penney [66] a montré 'inégalité

1/2
m(m) < dim (H;OO)H’XfAH’G
pour p-presque toute m € G , on s’intéresse a l'inégalité inverse.
Soient £ € g*, b € M({,g) = I(¢,g) et B = exp b. Aumoyen d’une base coexponentielle
a b dans g, la représentation unitaire irréductible 7 = ind% y, = p(¢) se réalise dans
L*(R™) (m = dim g/b). Dans cette situation le théoréme suivant nous sera fort utile.

Théoreme 4.3. L’espace de Fréchet H>® coincide avec I'espace de Schwartz S(R™).
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Voici quelques commentaires sur la formule (2.1.1) :

(1) On se trouve dans 'alternative suivante : soit il existe une borne uniforme des
multiplicités m(m) pour p-presque toutes m, soit m(7w) = oo pour p-presque toutes .
Selon ces deux éventualités, nous disons que 7 est a multiplicités finies ou infinies.

(2) 7 est a multiplicités finies si et seulement si h + g(¢) est fi-presque partout un
sous-espace lagrangien, i.e. isotrope maximal, pour la forme bilinéaire B,.

(3) Lorsque 7 est a multiplicités finies, pour p-presque toute m € G’, chaque compo-
sante connexe de p~!(m) N T est une seule H-orbite de dimension égale a 3 dim p~* ().
La multiplicité m(m) s’obtient donc aussi par le nombre des composantes connexes de
pH(m)NT,.

Supposons maintenant que 7 = indg X s est a multiplicités finies. Pour 7 € G , écrivons
Q(m) au lieu de p~* (7). Un sous-ensemble ji-négligeable de T, prés, soient Cj, (1 < k <
m(m)) les composantes connexes de Q(7) NI'.. Chaqu’une d’elles est en méme temps une
H-orbite. On fixe £ € Q(7) et b € M(¢, g), autrement dit une réalisation de 7 = ind% y,
avec B = expb. Pour 1 < k < m(m), prenons g, € G tel que g - ¢ € Cy et une mesure
invariante dh sur Pespace homogene H /(HNgxBg;").

Proposition 4.4. ([37]) On peut fabriquer des éléments a* (1 < k < m(n)) linéairement
indépendants dans (H_ OO)H’Xf par la formule suivante : pour tout ¢ € H>°,

(", 8) = / SUgoyn Ry (4.1)
H/(HNg,Bg, ")

Démonstration. Voyons d’abord I'intégrale au membre droit est bien définie. En fait, quel
que soit ' € H N g, Bg; ",

O(hh ge)xs(hh') = d(hgrgy "B gi)x s (h)x s (h')
= xelgy W " ge)d(hgi)x s (h)x (W)
= Xgot (™)X (W) D (hgi)x s () = d(hgr)xs ().

Ensuite, il existe une base coexponentielle a h N g, - b dans h qui fait partie d’une base
coexponentielle a gi-b dans g. Eu égard au théoreme 4.3, I’espace translaté de H2° par g a
droite s’identifie par usage de cette base a ’espace de Schwartz S(R™), m = dim(G/B),
et dh & une mesure de Lebesgue sur R? ¢ R™, p = dim(H/(HNgyBg;')), d’ott la
continuité de a¥. En réalité cette translation a droite par gj, n’est autre qu’un opérateur
d’entrelacement entre deux réalisations de 7 aux points £ et g, - £. Un calcul direct assure
la semi-invariance nécessaire de a®.

Enfin, on choisit une mesure de Haar db sur B et définit, pour i) € D(G), une fonction
Y sur G par

P(g) = /B ¥ (gb)xe(b)db.
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I est clair que ¢ € H et qu'un vecteur généralisé a® fournit une distribution ak sur G
par la formule ak () = (¢, ak). Alors le support de ak coincide a la double classe fermée
Hg,B. Cela étant, afin de montrer que {aw}lgkgm(ﬂ) sont linéairement indépendants, il
suffit de vérifier que Hg; B # Hgy.B si j # k. Sinon, 'ensemble connexe g;A(¢+b+)NT
de Q(m) NT'; croiserait en méme temps C; et Cy, ce qui est absurde. c.q.f.d.

Remarque 4.5. Le vecteur généralisé a* ne dépend pas du choix de g, € G & un scalaire
multiplicatif pres, de méme pour le choix de b € M (¢, g).

Nous sommes en mesure de répondre affirmativement a la question 4.2 lorsque G est
nilpotent.

Théoreme 4.6. Soient G = expg un groupe de Lie nilpotent, f € g*,h € S(f,g) et

7 = ind$ x;. Soit
®
T o~ / m(m)mdp(m)
G

la désintégration centrale canonique de 7 comme au théoreme 2.1.7. Alors on a une sorte
de la réciprocité de Frobenius :

m(r) = dim (H )fo

pour p-presque toute m € G. En particulier, si 7 est a multiplicités finies,

m(m)

( fo Z Ca®

pour p-presque toute ™ € G.

Démonstration. On se contente ici de mentionner la ligne directrice d'une démonstration.
On emploie la récurrence sur dimg + dim(g/h). On peut supposer que h contient le
centre 3 de g et que f ne s’annule sur aucun idéal non nul. Cela nous mene au cas ou
dimz =1, f|; # 0 Prenons comme d’habitude un triplet de Heisenberg { X, Y, Z} tel que
3=RZ, f( )=1[X,Y]=Z,9 = g0+ RX ou gy désigne le centralisateur de Y dans g.
Soit £ € Q(7), et reahsons 7 au moyen d’une polarisation b en ¢ de g contenue dans go.
Conformément a la décomposition G = exp(RX )Gy, Gy = exp g, I'espace H® devient
SR™) = S(R)BS(R™ 1), ott S(R™ 1) représente I'espace Hoo avec mo = ind%° v, € Go.
Tout g € G s’écrit uniquement comme g = exp(xX)gy avec x € R, g9 € Gy. Nous
aimerions descendre au sous-groupe G en effacant la premiere coordonnée x.

Soit a € (H, )fo Sibh ¢ go, on prend X dans h Nker f et la semi-invariance de a
exige qu’avec un certain ag € (H )fo

o

(a,0() ( Ik dx> (0, 9(90)),

ot p € S(R),z € R, ¢ € HYY, go € Go. On descend ainsi a Gy.
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Supposons maintenant que ) C go. Il nous suffit de traiter le cas ot 7 est a multiplicités
finies. Cela posé, on déduit du lemme 3.4 qu’il existe des éléments e-centraux de Corwin-
Greenleaf {o1,...,0.} tels qu’on ait une relation polynomiale :

P <(<>(01)), L (o(am)),Y) =0

modulo U(g)a,, ou P désigne un polynome a x + 1 variables et ou Y apparait effective-
ment. Si nous appliquons cette relation a notre vecteur généralisé a, on trouve qu’il existe
un polynéme non constant F'(x) tel que F'(z)a = 0. Soit {a;}1<j<, les racines réelles de
I'équation F'(x) = 0. On voit donc que le support de la distribution a est contenu dans la
réunion disjointe des sous-variétés M; = exp(a; X )Gy (1 < j <r) de G. Par conséquent,
a s’écrit dans un voisinage de M; comme

avec certaines distributions Dy (1 < k < u) sur Gy. Il ne nous reste plus qu’a montrer
que u = 0, ce qui est faisable par un choix convenable du polynoéme P utilisé plus haut
et de 'hypothese que 7 est a multiplicités finies. c.q.f.d.

Remarque 4.7. Lorsque G = exp g est exponentiel et que la repésentation monomiale 7

1/2
est a multiplicités finies, est-ce possible de fabriquer des éléments de (H, OO)H’Xf Aic par
la formule similaire : pour ¢ € H°,

o= S A ) (9 € G) (42)

OU V = [ip ping, Byt~ DEja sur la formation de cette valeur méme on heurte deux ques-
tions : possibilité de prendre cette intégrale et sa convergence comme dans notre étude
d’opérateurs d’entrelacement. Enfin, les éléments a® (1 < k < m(r)) fournissent-ils des
vecteurs généralisés de 7 7 Il est difficile de déterminer ’espace H:° dans le cas exponen-
tiel, mais il y aura peut-étre quelque chance a exploiter en prenant une polarisation de
Vergne b.

Exemple 4.8. Soit g ’algebre completement résoluble a dimension 4 définie sur la base
(T, P,Q, E) par les crochets

[T,P]=P/2,[T,Ql =Q/2,[T,El = E,[P,Q] = E.

On prend f = E* € g*,h =RT + RQ € M(f,g) et pose H =exph, T = indgxf comme
d’habitude. Ici aussi nous avons 7 ~ 7, @ m_, ou 7+ € G sont deux représentations au

carré intégrable associées a deux orbites ouvertes TGAFE™.
1/2

Soit a € (H‘OO)H’XfAH’G. Le choix de b = RQ + RFE € I(£E*, g) nous fournissant une

T+
réalisation de 74, leur espace H,. s’identifie & L?(R?) sous Papplication ¢ +— (s, t) =
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Y(exp(sT) exp(tP)) ((s,t) € R?). Dans ce cadre la semi-invariance de a entraine

{(@itren soted,
(o, (L= =t ) =

quels que soient ¢ € HY, et z € R. La seconde condition exige que le support de a
est contenu dans {(s,t) € R?*¢t = 0} et puis la premiere conclut que, & un scalaire

multiplicatif pres,
/ ¢ s,0)e —s/4ds.

On retrouve ainsi dim (H7r : =1, ce qui n’est bien stir qu'un simple cas parti-
culier d'un résultat de [12] combiné avec celui de [66].

)HXfAHG

On considere maintenant 7, 3 € G associée a l'orbite passant £, g = aP*+5Q* € g*, ou

)HXfA /

(o, 3) décrit R? excepté lorigine. Soit a € (Hﬂo‘; . En prenant b = (P, Q, E)y €
I(€np,8), on identifie H

7oy & L?(R) sous I'application ¢ — U(t) = Y(exp(tT)) (t € R).
La semi-invariance de a nécessite que

{ (0,9t + 2)) = €¥/*{a, ),
(a, (1= e )i (1)) = 0

quels que soient ¢ € H® , etz eR La seconde condition oblige que a = 0 si 5 # 0.
Lorsque 3 = 0, la premiere exigence demande que

_ / D(s)e s,
R

12,
7XfA
a un scalaire pres. En fait, cette formule définit un élément non nul de (H; °‘(’)> ,

7XfA /2 .
> =1, quoique

ce qui se voit comme dans 'exemple précédent. Enfin dim (H;{f‘;

Ta,3 N'apparaisse pas dans la désintégration de 7.
En dernier lieu, se notant ¢, le caractere unitaire de G associé a l'orbite oT™* (a € R),

il arrive que (H_>) Hxrbite = {0}.

C

1/2
De ce qu’on vient de voir, il est vrai tout au moins que l'espace (H_ > )HXf AHG st
trivial pour 7 € GG dont 'orbite ne rencontre pas [';.

On ajoute aussi un simple exemple non exponentiel.

Exemple 4.9. Soit G le revétement universel du groupe des déplacements du plan. Son
algebre de Lie g est définie sur la base (T, X,Y) par les crochets [T, X] = Y,[T,Y] =
—X. Les éléments de G sont présentés par un triplet de réels (0,a,b) dont la loi de
multiplication est :

(0,a,b)(0,a" b)) =(0+6",a+a cosd —b'sinh, b+ a'sinh + ' cosb).
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Prenons une polarisation réelle b = RX +RY au point £, = —sY™* € g* (0 # s € R). Le
stabilisateur G(¢s) n’est autre que 'extension de exp(RY') par le centre Z = exp(27ZT)
de G, dont les caracteres unitaires ., € [0,1), sont donnés par x,(exp(2mnT)) =
e?™ma (m € 7). Soient By = exp b et B = ZBy. On prolonge Y, en un caractére unitaire
Xs,a de B par la formule

Xs.0(20) = Xa(2)xe,(b) (2 € Z,b € By).

Quant on fabrique 7, , = indg Xs,o Par translation a droite, il est bien connu que 754, s €
R; = (0,+00),a € [0,1), sont irréductibles et inéquivalentes I'une a lautre. L’action
explicite de 7, est donnée dans l'espace L*(T), T = R/27Z muni de la mesure dt/27
par la formule

(7-‘-87(1((07 a, b))(b) (t) _ eis(asint+bcost)eia[t+0](b(m),

ou g = (A,a,b) € G et ot on a utilisé la notation ¢t + 6 = [t 4 6] +1+ 0 avec [t+0] € 217

et t+6€|0,2m).
Soit maintenant h = RX et Hy = exph. En partant de la représentation triviale 1y,
on construit la représentation monomiale 7 = ind$ 1p, de G. D’aprés Benoist [10],

)
T~ 2/ Tsadsda,
R

+><[071)

Ho,1g,

tandis que (H;:z) = Coo®Co,, ou 9, désigne la masse de Dirac en z € T. D’autre

part, I'intersection GA/l; N h+ se compose de deux composantes connexes dont chacune
est une Hy-orbite de dimension égale a %dim GA/l.

Si on calcule S = {g € G;g7'A(l; + b+) N bt # 0}, il se trouve facilement que
S={g=(0,a,b) € G;0 € Zr} qui coincide avec la réunion des supports des éléments

Ho,1n,
de (H;fj)

On considere désormais 'extension H = exp(ZnT)AH, et ses caracteres p,,7y € [0, 1),
définis par
p-(exp(maT)Ahg) = ™™ (m € Z, hy € Hy).

L’action de 7, = indfl p~, réalisée comme translation a droite, est donnée par
(7(9)8)(t,m) = gt 9, (~1) (5 + asint + beost)),

ot p € L*([0,m) xR),g = (0,a,b) € G et ot on a employé la notation t + 6 = [[t + 0]]7 +
t+0avec [t+06]]€Zett+6c|0,n).
La transformation de Fourier concernant la seconde variable

~ 1 .
tn) = — [ e™o(t,y)d
(t,n) NGr /R o(t, y)dy
nous fournit une autre réalisation de 7., par la formule

(r,(9)B) (1. ) = >t lmintesintbees) GG ()l
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Ensuite on utilise Papplication qui & ¢ € L2([0,7) x R) associe ¢ € L2([0,27) x R,)
donnée par

7 _ Qg(tﬂ?) sit e [0771—)7
ot:m) = {GQWWQB(t —7,—n) sit € [m2m),

pour en obtenir la troisitme dans L*([0,27) x R, ) :

(Tw(g)@ (t,n) = e2litflgmmlasinitbeostigg g ).

On a ainsi vérifié que

@
Ty = / Ts,2~(mod Z)d57
Ry
sans multiplicité comme nous en prévient un résultat de [12].

D’un point de vue de la méthode des orbites, il est vraisemblable que ce phénomene
s’explique par le fait que les deux Hy-orbites inclues dans GA/l, N bt se relient sous
I'action de exp(nT) € H, ce qui fait de GAl, N ht, quoique non connexe, une seule
H-orbite.

Ho,1
Finalement, pour que a = £dy + nd, € (H_OO) o (&,n € C) appartienne a

Ts,a

H,py :
(M), i faut et 1 suffit que (w0 (exp(aT))a 1) = (2%a, ) pour tout 1 € H3:

Ts,a Ts,a

D’ou,

(H;SE>H7PW B {C(50 + ¥4, sia =27,

1o si a #£ 27,

qui retrouve ’ensemble S mentionné ci-dessus comme la réunion des supports de ses
éléments.

85. Formule de Plancherel

Comme précédemment soient G = exp g un groupe exponentiel d’algebre de Lie g, f €
g, h € S(f,g) et 7= p(f,h,G) = ind% Xy avec H = exph, xs(exp X) = /) (X € p).
On s’intéressera dans ce chapitre a la formule de Plancherel abstraite, due a Penney [66]
et Bonnet [16], appliquée a la représentation cyclique (7,4, ), ou 6, € (H- Oo)H’Xf Al est
donné comme suit : tout ¢ € H> étant une fonction C*>° sur G ([67]), posons 0, (¢) =
(6-,0) = ¢(e) avec 'élément neutre e de G.

Lorsque h € I(f,g), 7 se trouve irréductible et le théoreme 4.1 dit que ’espace
1/2

/ X
(H-oo) X256 7 e G, est égal & CO, si T ~ 7 et trivial si m 2 7. Lorsque b & I(f,g),

s
on désintegre (7,9,) en irréductibles :

T o~ /69 m(m)wdu(r), 6y ~ /@ ardpu(m).

G G



45

1/2
Les a, éant p-presque partout dans (m(mw)H, > )fo A

66] que ar = (a¥)1<p<m(x) avec a € (Hy )HXfAHG et, pour ¢ € D(G),

0567} = [ 3o (oot ().

Pour ¢ € D(G), on fabrique, en faisant le choix d'une mesure de Haar a gauche dh sur
H, un élément gzﬁ{{ de ‘H>° par

/ B(gh)x s (MAFL(h)dh (g € G).

On calcule : pour ¢ € H,

(( /¢ 9)3.dg, ) = T,/cb “)ydg)

— dg = dpic.a(g (gh) AR (R)d(gh)dh
/G o(9)P(9)dg f L / B(gh) AL (YD gh)
— ¢ W@duenl / Blgh)x s (WAL (h)ydh = (& ).

G/H

On a ainsi 7(¢)d, = qbfl € H et par suite

$)5,.,6,) /¢ )X (B)AGL(R)dh = ¢ ()

quel que soit ¢ € D(G).
On récrit ainsi la formule de Plancherel abstraite pour la représentation monomiale
cyclique (7,9,).
Théoreme 5.1. ([38], [66]) La désintégration centrale canonique de 7 = p(f, b, G) se notant
®
T~ / m(m)wdu(r),
G
1/2 N
FOO)H’XJ'AG’H, pour p-presque toute m € G, des éléments a¥, 1 < k <
m(m), avec lesquels la formule

il existe dans (H_

/ o*,a¥)du(m) (5.1)
G

k=1

s’établit pour n’importe quelle ¢ € D(G).

Comme dans le cas symetrlque de Benoist [10], nous pratiquerons dans certains cas des
calculs explicites de (a )ﬂea 1<k<m(r) POUr obtenir une formule de Plancherel concrete.

Théoreme 5.2. ([37]) Lorsque G = exp g est nilpotent et que 7 est a multiplicités finies,
les vecteurs généralisés construits par la formule (4.1) satisfont a la formule de Plancherel

1.6 on ad’apres I'unicité de désintégration
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concrete (5.1) sous réserve d'une normalisation convenable des mesures dh utilisés dans
leur constructions.

Démonstration. Commengons par préparer un lemme. On fait des choix de plusieurs
mesures invariantes dg, dh, dg et dh = dyh sur G, H, G/B et H/(HNgxBg; '). Puis, on
en déduit une mesure quotient dg sur G/H et, grace a la propriété de transitivité, une
mesure invariante dy.g sur G/(H N gy Bg; ') et son image canonique sur G/(g, ' HgpNB),

enfin une mesure invariante db sur B/(B N g;, ' Hgy).

Lemme 5.3. Pour ¢ € D(G), on a

(r@a) ()= [ oltoba ulbldi (g < G)
B/(Bng,,  Hgy)
et par suite

(n(¢)at, a) = / \s ()it / of (hgebgr e (D)db.  (5.2)
H/(HNgr By, ~) B/(BNg, Hgx)

Démonstration. Soit ¢ € H°. On calcule :
)ik w) = [ ola)ak.nlg e)ds
G

~[otas [ GahgTG T
G H/(HNgxBg,, *)

— [ 4l(g)di / Dlghgox; (M) duh
G/H H/(HNg,Bg; ")

_ / di / oF (gh)D{ghgr) e
G/H H/(HNgyBg;, ")

= / ¢fH(9)¢(ggk)dk9
G/(HNgyBg; ")

/ / o (gbgr )P0 deb

G/B JB/( Bﬂgk Hgy)

_ / o1, (gbgi ) xe(B)dib, ),
B/(Bngy 'Hay,)

d’ou le résultat. c.q.f.d.

Maintenant on va montrer le théoreme en normalisant plutot la mesure p apparais-
sant dans la formule (2.1.1). Soit gy un idéal de codimension 1 dans g, et contenant b.
Premierement, presque toutes les orbites sont supposées non saturées dans la direction
go. Pour p-presque toute m € G, la restriction de 7 & Gy = exp go est 1rreduct1ble

m(m) = m(m) et & un ensemble négligeable pres, I'espace borélien G s’identifie & Go x R.
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L’hypothese de récurrence assure l’existence d’une mesure pyy sur (/}'\0 établissant la for-
mule (5.1) pour Gy. Sous notre identification la mesure ,u Mo X dx, dr étant une mesure
de Lebesgue sur R, nous conviendra en posant a* = a¥ , pour 1 < k < m(m).

En effet, soit p : g* — g;, 'application restriction. En sorte que g existe, des choix de
dgo, di.ho et donc de dyby sont faisable, I'indice 0 signifiant des objets correspondants au
niveau du sous-groupe Gy. On désigne by € M (ly, go) la polarisation réelle ainsi choisie
et donnant my = pg,(lo) € é\o. On peut supposer que ’application é\o > m = by € g
est une section borélienne. Pour po-presque toute £y € gg, soit £ € g* telle que p(¢) = 4.
On peut prendre un élément 7" = T'(¢y), qui dépend de ¢y, dans g de maniere qu’on
ait g(¢) = RT + go(fo) et que l'application borélienne 7 +— (7|g,, (7)) fournit notre
identification entre G et é?) xR a une partie p-négligeable pres. Or les vecteurs généralisés
a® ne changeant qu'un scalaire multiplicatif pres selon le choix de polarisations, nous
sommes capables de supposer avoir choisi by de fagon qu'une polarisation b € M (¢, g)
s’obtienne par RT'+bg et, en écrivant b € B = exp b comme b = exp(tT)Aby avec t € R et
by € By = exp by, on constate que B/(BNg, ' Hgy) est isomorphe 4 R x By/(BoNg, ' Hyy.).
On choisit dg de sorte que db = dtAdyby.

Dans ces situations, si on pose A = £(7T") la mesure p = po X 52 nous conviendra : pour
¢ € D(G) quelconque, compte tenu de la formule (5.2) et de I’ hypothese Sur fig,

d>\

/G“ ¥, a)du(m)

dr s ,
= [ duo(mo) / Xy (h)dih
/20 R 2T jg; H/(HNgy Bgy )

1

X/ei)\tdt/ Qﬁ{{(hgkeXp(tT)boggl)Xeo(bo)dki?o
BO/(Boﬂngg,;)

= [ duo(m) / h)dyh
/ 0 0 Z /Hﬁnggk f( ) g

X / &% (hgrbogi ") xeo (bo)dibo
Bo/(BoNgrHgy ")

m(mo)
N /c? Z (mo()an,, ak,)duo(mo) = ¢y (e)
0 k=1

d’apres la formule de Plancherel pour R.

Deuxiemement, supposons que p-presque toutes les orbites sont saturées dans la di-
rection gy. Soit m € G telle que chaque composante connexe de (w) N [, est une
H-orbite de dimension 1 dim Q(). I existe les représentations irréductibles en nombre

fini de Gy, notées . .., g telles que p (Q(7) N T;) soit la réunion disjointe des Qy(73) N
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(fo + f)l’ga) ,1 < j < s, dont les composantes connexes se notent 03,17 .. .,C’gﬂ.j avec

i; = m(m)). Les composantes connexes de Q(7) N T, ne sont autre que C} = p‘l(Cé’k)
. N . Hxy .
pour 1 < k < m(m), 1 < j < s A C), sassocie un a”; € (H}w) et a C} un
k) 7'['0

0
al € (H;>)"™ avec r = SI" m(xd) + k.
Par hypothese de récurrence, ayant choisi convenablement dgo, dyho, 1 < k < m(m),

on procure une mesure po sur G jouissant des propriétés requises dans le théoreme.
Alors, il nous suffit de prendre I'image p de iy par induction de représentation. En effet,
quand on considere la désintégration de p relative a pu :

m:ﬁmwm,
G

la fibre au-dessus de m se compose des 7T8 pour 1 < j < s et on voit aisément que p, =

Z;Zl cjéﬂg avec ¢; > 0, olt 57% signifie la mesure de Dirac au point 7 € Go Soit ¢ € D(G).

L’expression (5.2) appliquée a <7Té(¢)ak‘], > et & (al,al), o r = Y1 m(ni) +k, et le
o

T

déplacement par des opérateurs d’entrelacement nous permettent de choisir dg, dyh de
sorte qu’on ait, pour tous les indices j, k et toute ¢ € D(G),

(r(6)af, af) = i (m(@)al,, ab,).

Avec ces choix on calcul : pour n'importe quelle ¢ € D(G),

/sz: (m0()azy i, ) dpto (o)

0 k=1
m(mo)
- [ aut / S (mof6)ah, ok, s (o)
Go k=1
mﬂo)
-/ Z e (mh(@)a¥, b ()
=1 k=1
/ ok o)y (),
G =1
ce qui termine la démonstration. c.q.f.d.

Exemple 5.4. Soit g = (e1, €2, €3, €4)p : [€1, €2] = €3, [e1, €3] = e4. Soit f = € relativement
a la base duale de g* et prenons h = Rea+Rey € S(f, g). On considere fy = Aef+e} (A €
R) dans I'; = f + bt et trouve alors g(fy) = R(es — Ae3) ® Rey. Donc, b + g(fy) est
lagrangien pour By, lorsque A # 0. Soit G = exp g. Pour ¢ € I'; vérifiant {(e3) # 0,
I'intersection G'-¢NI'; consiste en deux droites dont chacune est une H-orbite pour H =
exp b, tandis qu’elle est une droite contenant des H-orbites en nombre infini pour ¢ € T',
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s’annulant en e3. On voit aussitdot que p(I',) = {GAf,\,)\ > 0}, p étant Papplication
canonique de g* sur l'espace des orbites g*/G, et qu’en posant m, = p(GAf)\) avec

Papplication de Kirillov j : g*/G — G,
= p(f,h,G) = ind§ xf ~ 2/ TadA.
0

En prenant une polarisation réelle b = (eq, e3,€4) au point fy et en réalisant 7, € G
dans L?(R) sous I'identification H,, 3 ¢ <> ® € L*(R) donnée par ®(t) = ¢(exp(ter)) (t €
R), on constate que 'espace H se réalise comme l'espace de Schwartz & (R) et par suite
que

(H_“)H’Xf = Cay, @ Ca3,

™

olt al : ® — ®(0) tandis que a3 :  — O(2\) si A # 0 et O — 22(0) si A = 0. II vient

ainsi que dim (H_ > )H — 2, égale A la multiplicité dans 7. De méme, (H-°°)" = {0}

siTe G nlest équivalente a aucune 7).
Quant & la formule de Plancherel, on pose, pour ¢ € D(G),

(g / bgh)xs(h)dh (g € G),

ou dh = dzadry si h = exp(waey)exp(xyey). Choisissons dg = H?Zldl‘j pour g =
IT}_, exp(z;e;). Dans ces circonstances, on a la formule :

W) = 5= [ {m@lak ) + (mwla adar

En effet, soient B = expb et db = Hj:2dmj pour b = Hj:2 exp(z;e;). Alors, ¥} =
m(¥)ay € HyS = S(R) s'obtient par

— [ wlexplter) Abx (B (¢ € B)
B
et par suite
(m)ak o) = [ wlbn B
B
De méme, U2 = ) (¢¥)a3 € S(R) s’obtient par
w2 (t / Blexp((t = 2\)er)Ab)xs , (b)db (¢ € R),
et puis
(M) a) = [ wibhxs )b
B

De tout ce qui précede,
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1 e.9]
%/0 {{ma(¥)ay, ay) + (ma()a3, a3) }dA
- % 0 d/\/Rdm/H (€ + e7%) o (hexp(ases))x, (h)dh
1 .
=5 |, e’md)\da:g/Hw(heXp(xses))Xf(h)dh

= [ wlpshan = vhie)
H
a ’aide de la formule de Plancherel pour R.

Au dela du cas nilpotent on connait peu. Nous allons mentionner ici un cas particulier.
Soient G = exp g un groupe exponentiel, f € g* et h € M(f,g). La désintégration de
T= indg X7 a été obtenue par M. Vergne [74], qui nous a offert un point de départ vers
le théoreme 2.1.7. Notons U(f,h) 'ensemble des orbites Q2 € g*/G qui rencontrent I';
suivant un ouvert non vide de I';.

Théoreme 5.5. Soit h € M(f, g), alors :
1) U(f,h) est un ensemble fini;
2)si Q € U(f,h), le nombre de composantes connexes ¢(2) de Q NI, est fini;

3) T~ ZQGU(M)C(Q),ﬁ(Q).
Pour étudier la formule de Plancherel concrete nous commencons par montrer le :

Lemme 5.6. Soit toujours h € M(f,g). Il existe b € I(f, g) possédant les propriétés sui-
vantes. Posons B = exp b, 7 = ind§ x 7 et notons (H°), le sous-espace de H2° constitué
par les fonctions a support compact modulo B. Alors on a :

1) Apnp,u(h)Aung s(h) =1 quel que soit h € HN B

2) HB est fermé in G;

3) d’apres 1) et 2), on est en mesure de fabriquer une forme antilinéaire

a: (HX)y> 6~ oxs (A (Rdpsnns(h) € C
H/(HNB)
. 117 —o0 H,XfA}{/Z
qui se prolonge en un élément de (H_ ) G,

Démonstration. S’il existe un idéal non nul a de g sur lequel f s’annule, tout passe
immédiatement au quotient auquel s’applique I’hypothese de récurrence. Supposons désormais
la non-existance de tel a. Soit maintenant a un idéal non central minimal. Posons
go = o/ # g,Go = expgo, ) = hNgo+ac M(f,g) et H = exph’. L'hypothese de
récurrence nous offre b € I(fo, go), fo = flg € 85, possédant au niveau du sous-groupe
Gy les trois propriétés requises. Il s’agit du cas ot a ¢ b.

1) Soient hy = h N gy et Hy = exphy. Pour tout h =expX € HNB=HyNB (X €
bO N b)7

Tr adb/ho X+ Tr adu/(hma) X =0. (53)
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Mais b a été choisie de sorte qu’on ait
A (P)Aprpps(h)=1 (k" € H N B),
ce qui revient au méme de dire que, pour tout X € ' Nb = (hNb) + a,
Tr ady /(yne) X + Tr adg/yne X =0,
ou encore que
Tr ady,/pone) X + Tr ade/pene X — Tr ad(yne)/(hene) X = 0. (5.4)
On déduit de (5.3) et de (5.4), (h' Nb)/(ho N b) s’identifiant & a/(h N a),
Tr ady,/(hone) X + Tr adp/pene X + Tr adyg, X =0

ou encore
Tr adb/(hm,) X+ Tr adb/(hmb) X=0

pour tout X € h N b, d’ou I'égalité souhaitée.

2) On note 3 le centre de g et j (resp. g1) le noyau de la représentation adjointe de b
(resp. g) dans a/(hNa) (resp. a/(3Na)). Alors deux possibilités se produisent ; j + by = b
ou j + by = hp. Dans la premiere éventualité, soit m un supplémentaire de fy dans b
contenu dans j. Alors HB est fermé dans G car une base de m fait partie d’'une base
coexponentielle a gy dans g.

Sij+bho = bho, alors j = ho,hNa =3Naet dimh/hy = dima/(h Na) = 1. D'ou,
g(f) C g1, ce qui nous rend capable de choisir notre b dans g; d’apres '’hypothese de
récurrence appliquée a celle-ci. Pourvu qu’on prenne X € h, X & j, en tant que base
coexponentielle a g; dans g, HB = exp(RX)AH'B serait bien fermé dans G car H'B
Iest dans G = exp g;.

3) Compte tenu de 1), on peut appliquer la fonctionnelle py ynp & la fonction

bu : H 3 b )X (AL (h)
pourvu que ¢ € H,. Or, lorsque ¢ parcourt (H:°),, on sait d’apres 2) que

it s (611) = 7@ o SO () <

Il se voit alors que cette forme antilinéaire (H:°), 2 ¢ — pu,unp(¢n) se prolonge unique-
1/2
ment en un élément non nul a de (H;%°)"X/*1.6_ Cela résulterait presque immédiatement

de tout ce qu’on vient de voir, mais toutefois on va ajouter un commentaire.
Si on peut choisir b € I(f,g) de facon qu'un opérateur d’entrelacement R entre m =
ind% x s et 7 = ind§ x s s’obtienne, pour ¢ € (H>),, par la formule

(Ré)(g) = 7{{ o A W) (0) (0 € G,

le vecteur généralisé a = d,0R nous conviendrait. Quant a R, soit 7/ = indfl, Xf- Siun
opérateur d’entrelacement T entre 7" et 7 s’obtient en donnant un sens a l'opérateur



52

formel

(T¥)(g) = » P(gh)x s (W) ALE (W) dug,(h) (g € G)

pour ¢ € H., 'hypothese de récurrence appliquée a Gy et la transitivité de p.. nous
donneraient R cherché.

En ce qui concerne T, il suffit de raisonner dans la sous-algebre € = h + a et donc
on suppose g = £. Considérons par exemple le cas ou 7 se divise en deux partie sous
la modification h — b’. Soit a = RY (ou a = RY +3), f(Y) = 1,§h = RX + b et
[X,Y] =Y. Grace au sous-groupe a un parametre exp(RY") (resp. exp(RX)), l'espace
H, (resp. H,/) s'identifiant & L*(R), notre T devient, pour ¢ € H,,

(TY)(s) = (T) (exp(sY)) = / (exp(sY) exp(tX))e/2dt

= / WY (exp(tX) exp(se_tY))e—t/th _ / ¢(exp(tX))e‘ise*te_t/th,
R R

Par suite, effectuant des changements de variables,

2 _ —ise™t —t/2 3412
179 / s / Plexp(tX))e™™ "¢ 2y
o d oo 1 X —isu du 2
_ / | [ wlexp((~ logu)X))e L
N ~ 2 du
~ o / [(exp((— logu) X)) [*
= 2 | [olexp((~vX) v = 2.

Le cas ou 7 ne se divise pas se traitant tout a fait pareillement, T' s’interprete comme
transformation de Fourier. c.q.f.d.

Se situant toujours dans la méme situation qu’avant, on vérifie le :

Théoreme 5.7. Lorsque Q parcourt U(f,h), on prend & (1 < k < ¢(2)) arbitraire-

ment dans chaque composante connexe C& de Q N . A tous ces points (5 € g* (Q €

U(f,h), 1 <k <c(2)) on peut choisir b, € I(¢%, g) du lemme 5.6, qui nous fournlt donc
Hyx; Al /’2

af, € <Hg(°§§)> HG, de sorte que la formule de Plancherel concrete pour 7 s’exprime

en termes des coefficients matriciels pour ces af, convenablement normalisés : quelle que

soit ¢ € D(G),

- S G o

QeU(f,h) k=1
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On peut donner par récurrence une démonstration de ce théoreme en examinant de
différents cas possibles. On s’abstient de le donner ici et se contente d’en exhiber d’ici
bas quelques exemples.

Exemple 5.8. Soit g 'algebre de ax + b : g = Re; + Rey, [e1, €3] = e3. On prend f = e}
et h = Rey € M(f,g). Le groupe completement résoluble G = expg n’a que deux
représentations unitaires irréductibles a dimension infinie 71 associées a deux orbites
ouvertes G Aej. La représentation monomiale 7 = indfl Xf, H = expb, est équivalente
a la somme directe T, B 7_.

On réalise 7+ comme ind$ X+e; Olt B = exp(Rey) et identifie H,, & L*(R) par appli-
cation ¥ — 9 (t) = 1h(exp(tey)) (t € R). Lorsque 1) € H2, on constate que

(me(e2))™¥)(t) = (£0)"e ™ (t) € L*(R)
pour n’importe quel entier m non négatif. Donc,

0 +oo

—t/2.7 —t/2.7 —t/2.7

| [erawan < [ e e [ e i
0 1/2 0 1/2 +o00 1/2 +o00 1/2
t —t. T2 —t T2
g(/ooedt> </oo|€ ¢(t)|dt) +(/0 c dt) (/0 1B(0) dt>

_ ( / *°° W)pdt) - ( / ° ;e—a;(t)\?dt) " < ol + Imstenul

— 00

) H,XfAl/Z
Il en découle que a4 € (H_OO) e

— S1 On pose

as () :/Rw(exp(tel)et/zdt

pour ¥ € HS . Soit ¢ € D(G). Sous un choix de dg sur G, un calcul direct mene a

(e (p)ay)(t) = o(exp(sey) exp(ueg))ei“e&te(s’tmdsdu
R2

et ensuite a

+o0
(m(P)ay,ay) :/0 dv R2¢(exp(sel) exp(ueg))ei“”e_s/stdu.

De méme,

0
(r_($a_,a_) = / o [ olexplser) explucs))e e dsdu

Notre formule de Plancherel concrete pour 7 s’en réduit alors a la formule claire
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(mi(P)as, ay) + (T-(P)a—, a-)
o /R b(exp(ser))e/2ds — /. (¢) = (7(6)5, 6.),

pourvu qu’on normalise de différentes mesures a leur convenance.

Si on considere la représentation triviale my de G, il est évident que Q(my) N T, =
Q(my) = {0}, qui est sirement connexe et méme une H-orbite. En plus, quand on regarde
o construite moyennant g € 1(0,g), Padhérence de 'ensemble {g € G;gA(0 + gt) N

1/2
I, # (0} atteint G tout entier. Malgré tout cela, il est certain que (H;OOO)H’Xf Ara {0}.

Exemple 5.9. G = Gs(a) = expgs(a), g3(v) = (1, Y1, Yo)p : [[,Y1] = Y1 — oYy, [T, Y3] =
aY) + Y, Soient f = Y € gz(a)* et h = RYj. Ici a peut étre supposé négatif. On a
I'expression paramétrée de l'orbite passant ¢ = (1,\) € a* = RY}" + RY; : y utilisant
(z,y)-coordonnées
z(t) = e'(cos(at) — Asin(at)), (5.5)
y(t) = e'(sin(at) + X cos(at)). (5.6)

Si la ligne directe z = 1 est tangente a 'orbite de ¢, on voit (dz/dt);—g =1 — aX =0,
ce qui donne A = 1/a, noté \g. Soit t* le premier nombre positif ¢ vérifiant

e'(cos(at) — (1/a)sin(at)) =1,

et la y-coordonnée du point d’intersection se notant A;, nous prenons £ = (1, \) € a*, Ay <
A < A1, comme représentants des orbites qui rencontrent 1’espace affine I'.. Ces orbites
sont toutes saturées dans la direction R7T™.

Nous utilisons la paramétrisation de l'orbite et cherchons, en posant e’(cos(at) —
Asin(at)) = 1, des points d’intersection avec I';. D’out ef(1 + A?)Y/2cos(at + 0) = 1
avec 0 tel que

sinf = A14X)"Y2 cosf = (1 4+ A\?)~V2,
ce qui entraine
et (sin(at) + Acos(at)) = (1 + A2)Y2et sin(at + 6) = tan(at + ).

On en trouve les points ¢, = (1,tan(at, + 6)),¢, = ¢. Choisissons arbitrairement des
gn € G tels que g, : £ — {,, et fabriquons 'application

an: 6 . 0hgxs(MALE (hydv(h) (6 € Hy), (42)
H/(HNgnHgn ")

ce dernier n’est autre que ¢(g,), ici on a noté B = expb, associé a la polarisation

b=RY]+RYs, m =m = indg x¢ dont 'espace se notant H,. On voit facilement que
1/2
ap € (H;“’)H’XfAH’G. Par suite, pour ¢ € D(G), un calcul meéne a

(7()an) (g) = AG () / (gbg; xe(®)db (g € G).
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Ensuite
(m(V)an, an) = / Wl (exp(sY3)) exp(is tan(at, + 60))ds.
R

Les formules (5.5), (5.6) entrainent, y(t) s’écrivant simplement v,

(1 — ay)(dt/d\) = e'sin(at), (5.7)
(dy/d)\) — (y + ) (dt/d\) = €' cos(at). (5.8)

D’autre part, compte tenu de e* = (1 + y?)/(1 + \?),
{(1+2)(dt/dN) + X1+ %) /(1 + X%) = y(dy/dN). (5.9)

Les égalités (5.7), (5.8) impliquent
AMdy/dN) + (1 — ay — Ay — aX)(dt/dN\) =y,

(dy/d\) + Aoy — XA —y — a)(dt/dN) =1,
donc
(A=) (dy/d\) + (1 — aX)(1 +y*)(dt/d)\) = 0.
Par substitution de (5.9),

(A=) (dy/dN) + (1 — aX{y(dy/d\) = A1+ ) /(1 + )} = 0,
c’est-a-dire
M1 — ay)(dy/d\) = M1+ aX)(1+32) /(1 + N?).
En conséquence, pour A non nul,
(dy/d)) = (1 —aN)(1+9%) /(1 — ay)(1 +1%).

Notre formule & montrer revient a la suivante, y, = y, () désignant tan(at,, + 6),

o0

A1
Wl (e) = /\ E(N)dA (Z k(n) / Wl (exp(sYa)) exp(is tan(at, + 9))) ds

n=0
= (2m) 1/2/ Z“ wH Yn)dA
n=0

avec certaines fonctions mesurables £(\) et k(n) > 0, car on multiplie au besoin a,, par
un scalaire convenable, et (wlj;) signifiant la transformée de Fourier inverse de w}; o exp.

En effet, soient £(\) = (1 — a))/2m(1 + A?) et x(n) = (1 + y2)|1 — ayyl, ce qui veut
dire qu’on prend {(1 +v2)/|1 — ay,|}/%a,,. Alors,
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(2m)~1/? /A ; (i(%)(yn)ﬁ(n)) §(A)dA

n=0

= ()Y / () () (1 — X)L+ 42)/11 — o] (1 + X2)dA
— (2m) 12 / () (s)ds = (¥ o exp)(0) = W (e).

Exemple 5.10. Soit G = G3(a) = expgs(a) comme dans l'exemple précédent. Etant
données cette fois h = RT et f € g* arbitraire. Alors

Ly =f+b" = f(1)T* +RY; + RY;

et on y trouve que les orbites générales ont leur représentant 6 = (cos 0)Y; + (sin0) Yy a
laquelle s’associe la représentation irréductible my = indg X4 de G, ou B est le sous-groupe
analytique correspondant a la polarisation b = RY; + RY5.

Dans ce cas, notre formule habituelle (4.2) pour obtenir des vecteurs généralisés H-
semi-invariants nous offre

a0 § /H S (AR (h)dh.

Des raisonnements analogues a ceux faits pour le cas ax+b montrent que notre ag possede
les propriétés requises. Il est aisé de voir, pour ¢ € D(G),

(mo()as) (g) = /B By (gb)xs(B)db (g € G),

(ro(w)ansaa) = [ at [ wh@pat)an

avec la notation £ = hAG = e cos(at + 0)Y; + e'sin(at + 0)Yy, h = exp(tT).
Ceci posé,

(2#)_2/0 W<ﬂ9(¢)a9,a9>d9

2m
= (2%)_2/ dQ/ e2dt [l (exp(bY] + boY3)) x
0 R R?

x exp (i€’ (b cos(at + 0) + by sin(at + 0))) dbidbs.
Appliquons le changement de variables
x = e cos(at +0),y = e sin(at +0),

dont le jacobien est
Oz, y)/0(t,0) = e*; drdy = e*dtdf.
On en déduit que
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(271')2/ ﬂ(W9(w)a9,ag>d9

_ (27)? /R dedy [ () by ba) expli(ob + yba) b
= (¥1)7(0,0) = ¥f;(e),

ou (wzjrc{)*(bla by) = ¢IJ;(6XP(51Y1 + byY3)).

Exemple 5.11. G = expgs, g4 = (I, XY, Z); [T, X] = [T Y] = Y, [X\)Y] = Z
(oscillateur completement résoluble). Soient f ( B) = oT* + BZ* € g} et Qa,p) =

GAf(a, ) pour § # 0. On se donne f = f(ao,ﬁo)
(i) Soit premierement h = RT + RX. Alors

r=ind§xy = | pSao. B)d5
R

Au moyen de ¢ = f(ap, 3) € T'x N Q(ap, B) et d'une polarisation b = (T, X, Z), en ¢,
on construit 7(ag, 3) = in dg xe = p(Q(ap, B)). Dans cette situation, la fagon usuelle

propose ag par (ag, ¢) = ¢(e), qui satisfait clairement aux conditions requises. Comme
b=0h+RZ et que Z est central,

1/2

XFAL
(H;go,ﬂ)) ! = Cag.
Maintenant pour ¢ € D(G), 7(ag, 8)(¥)ag = %, i.e.
(<loa B)(as) () = [ HabMAL O (9 € ).
par suite,
(m(a, B)(¥)ag, ag) / W(b)xe(b _l/z(b)db

De tout ce qui précede,

(2m) ! / (n(ao0, B)()ag, az)df
— (27)! / a8 / U (exp(wZ)) exp(iu)dw = ¥ (e).

(ii) Deuxiemement soit h = RT 4+ RZ. Prenons ¢ = f(a, By) = oT™* + 5o Z*, ce qui dit
LN, Bo) = aoT™ + X" +yY ™ + o Z%; 2y = Bo(a — ap).

Si la valeur
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(exp(aX) exp(bY)AL) (T) = (exp(bY)AL)(T + aX)
=T+ aX —bY +abZ) = a+ abfy

est égale a f(T), il vient a + abfy = a, i.e. abfy = ap — a. En modifiant les éléments de
la base par des scalaires convenables, on peut supposer que 3y = 1. L’égalité obtenue ci-
dessus devient ab = ap—a. Par conséquent, pour f(c«, §y) telle que o # ap, ;A f(av, Bp) €
', (j =1,2) avec g1 = exp X exp((ap — @)Y), g2 = exp(—X) exp((a — ap)Y').

Pareillement au cas (i), on réalise la représentation 7 (v, 8y) = ind$ x(a, B) = p(Q(e, Bo)).
Pour ¢ € H;’r‘E% 5o)» lOUS rappelons la formule familiere :

(ab.6) = f Shg)x s (AR L dv(h)
H/(HNg1Bg ")

:/¢(exp(tT) eXpX)e_itaodt:/d)(exp(etX))e“(“_aO)*t/th
R R

:/ P(exp(sX))siem0)=1/2(g,
0

L’intégrand de ce dernier est bien intégrable et il est immédiat que

Hyxp A
1 —00 ’
Qg S (Hw(a,ﬁo)) :

De méme la formule

@0 =¢ Gz b
H/(HNg2Bg; *)

:/ P(exp(—sX))si @m0 =1/2 g
0

définit un élément non nul
Hx; A G
2 _ )
Uy € (Hﬂfﬁo))
Soit a un élément quelconque de celui-ci. La semi-invariance de a par rapport a h =
exp(tT),t € R, nous donne

(eMe0==12q glexp(2X))) = (a, p(exp(e'zX))).
On en déduit que

(a,9) =c; cb(exp(xX))xi(a_o‘O)_l/de (c1 : constante)
R

si le support de ¢ est contenu dans R, = {s € R; s > 0}, c’est-a-dire que a = c1a}, (¢; :

constante) sur R, . De méme, a = cpa? (cy : constante) sur R_ = {s € R;s < 0}.
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Supposons maintenant que le support de a est contenu dans B, et écrivons
m —
=) NDj (D;,0) = (dig/dal)(0)
5=0

avec (z) = ¢(exp(zX)). Alors en considérant la semi-invariance de a pour h = exp(tT),

on a
m

piaot zm: (dqu/dxj)(o) — Z )\j(dqu/dxj)(0)e(j+1/2)t€iat‘
§=0

=0
Si on y choisit ¢ vérifiant (¢/¢/dz7)(0) = 0, il sensuit que
)\mez’aot _ )\me(m+1/2)teiat (t c ]R)

On en conclut que \,, = 0, ce qui veut dire que a = 0. En somme,

—00
<H7r(oc,ﬁo)
Passons a la formule de Plancherel concrete pour la représentation monomiale 7 =
ind$ X, f = f(aw,Bo). pour alléger les notations, m(c, ), examinée de pres pour le

moment, sera notée w. Soient ¥ € D(G) et ¢ € H® a support compact modulo B. On
calcule : @/, (j = 1,2) se notant simplement a?,

o =g ) duaslo) [ vl
X S A 5L (Mxe(O)xs () AG (WAL (h)db.

L’ordre des deux premieres intégrales au membre droit s’échange, ce qu’on va voir dans
la suite. Tout d’abord Ag(h) = Agg(h) =1 et a I'expression ci-dessus g se met comme
g = exp(zX), x parcourant un certain intervalle fini J. On note Z(h, g,b) l'intégrand
dans (5.10) et écrit h = exp(tT),b = exp(sT) exp(yY') exp(wZ). Alors

1/2
)HvaAHG = Cal @ Ca?
- « o'

[ 2. =6(0) [ vlexplax) exp(u) expluwZ) expl(a - ao)Y)
x exp(—X) exp(—tT))e %2 wras=a0) gsdy duw.

On y trouve

exp(zX) exp(sT) exp(yY ) exp((a — a)Y') exp(—X) exp(—tT)
=exp ((w+ e *z(y + a — ag))Z)
x exp (e °(y+ a— ap)Y) exp ((z — €°) X) exp((s — t)T).

Compte tenu de cela
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'/ =(h9.5)db| < 16(0)] |
B ]
x exp ((z — e*)X) exp((s — t)T)|e~*/*dsdydw
= |<§(x)| / |(exp(wZ) exp(yY) exp ((a: — es+t)X) exp(sT)|e(S+t)/2dsdydw.
R3
Puisque = parcourt 'intervalle fini J, cette expression est intégrable par rapport a dtdx
et on est en mesure d’échanger l'ordre des deux premieres intégrales dans I’équation pour

(m(¢)at, @), ce qu'on vient de chercher.
Nous arrivons ainsi a

(@)t 0= §daslo) f, s ) [ wtaba
x S()ARL (0)xe ()X (M AG (WAL (h)db.

Donc pour g € G,

(r()a)o) = § 0 | wtabg
x AR O)xe®)xp (M) AG (WAL (h)db.

-4 av(h) § OG5 ()i 0)
H/(HNg1Bg; ") B/(Bng; 'Hg1)

<l g A N D g, B0 B g Bl
Bngy'Hg

avec U = fig png-1p,, - Des arguments tout a fait pareils a ceux employés plus haut
constatent que les deux premieres intégrales sont prétes a échanger leur ordre. Finale-
ment,

FOD=f L OAGE )
< ¢ ey MG )G ()

e W AYE 0 A1, 5 B0) A, ()
Mgy g1

dont la derniere intégrale est égale a
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/ U(gbgy "0 hT ) X g ae (V)
HNg1Bgy*

1/2
8 Anggfl7G<b,)AnggflﬂH,ngg;1 (b/)AmBgflmH(b/)db/-
Pourvu que I'égalité

A%2(b/)AnggflﬂH(bl> = Agl_lBgl (b/) (bl € nggfl n H)

s’établisse, ce qui est aisé a constater dans notre cas, on aurait

1/2
nggfl7@<b/)Angg;lﬁH7ngg;1 (b/>AnggflﬂH(b,)

= AR O AYGO)A,, sy (V)
et enfin

(r()a)o) = § o S OO0
x /H labgr B s () A2 (h)dh

- ¢ Uh(abar (DAL D)),
B/(Bngy 'Hg1)

De méme facon,

(r())o) = § e b D)5

avec V = [ig prg=— g, - De tout ce qui précede,

(m(¥)a’,al)

4 X AZE ()av(h)
H/(HNg1Bg; ')
/ 1 ~1/2(\ 7
<9 Uhhgsbgr DA o 0
B/(BNg; 'Hg1)
= / e”(aoo‘)*mdt/ wi, (exp (etX) exp(zT) exp(yY') exp(—X)) e 2 dxdy
R R

/ ei(t_z)(ao_aH(tﬂ)/?dt/ ¢}; (exp ((elt — ez)X) exp(yY)) e " dxdy.
R R2

En effectuant le changement de variables t — t 4+ x,e* = s, on obtient

(r(¥)at,a') = / eit(ao_a)H/Zdt/ Wl (exp (s(e' — 1)X) exp(yY')) e dyds.
R RXR+
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D’une fagon analogue,

(r()a?, o) = ]4 A (W) AL (hdw(h)
H/(HNg2Bgz ")
f -1 —-1/2 ~
< 75 Uy (hgabay ) xe(0) A5 Y2 () di(b)
B/(BNg; ' Bga)

= / eit(ao_a)th/zdt/ Yl (exp (s (1 —¢€") X) exp(yY)e¥dyds.
R RxR4

Ces calculs se terminent donc a

(m(¢)a',a’) + (m(¢)a*, a)
= /]R ettleo—a)+t/2 gy 5 Wl (exp(s(1 — ) X) exp(yY))e*dyds.
Si on y pose
U(t) = /R 2 Ul (exp (s(1 =€) X) exp(yY)) e*dyds,

cette fonction est infiniment différentiable pour ¢ non nulle car dans ce cas I'intégrale se-
rait effectuée sur un compact. D’ailleurs, la fonction R? 3 (s,4) — ¢ (exp(sX) exp(yY))
appartenant & D(R?), dont on fait des L'-approximation par des fonctions de la forme
Zj §;(s)ni(y) (&,m; € D(R)), pour un nombre positif e quelconque, on peut choisir des
&;,n; de telle maniere que

W) — (2w)1/2Z/R§j (s(1— ")) 7 (s)ds]| < e

quel que soit ¢t € R, ou 7; désigne la transformée de Fourier inverse de ;. Compte tenu
du fait que la limite, lorsque ¢ tend vers zéro, de

/jo (s(1 — ")) 7(s)ds

est egale & (27)Y2£;(0)n;(0), ¥(t) est continue méme en ¢ = 0.

Nous considérons & la fin la fonction e*/2¥(t), lorsque t — —oo elle décroit rapide-
ment grace au facteur e!/?. Examinons son comportement quand ¢ tend vers +oo. Un
changement de variables mene a

P = et (1 — ')t [ d (exp(sX) exp(yY))e (=) dsdy,
R2

/2T (1) < et/?(1 —e')! /]R2 |ihf, (exp(sX) exp(yY))|dsdy,

ce qui prouve que e*/2W(t) est & décroissance rapide, ¢ tendant vers +oo.
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Il en découle que la formule d’inversion de Fourier nous amene a notre formule de
Plancherel concrete pour la représentation monomiale 7 = indg Xf:

(21) / ((r(w)al, al) + (w(¥)a, a2)) da
~ (27)! / Wl (exp(yY))edsdy = i (e).

Jusqu’ici nous avons étudié et explicité la formule de Plancherel abstraite due a Penney
pour T = indfl X supposée a multiplicités finies. Avant de terminer ce chapitre, nous
allons traiter dans le cas nilpotent celle due a Bonnet. Soient G = exp g, H = exp b avec
une mesure de Haar dh et x un caractere unitaire de H. D’apres Bonnet [16] x admet,
comme une distribution de type positif sur G, une transformée de Fourier qui est un
couple (u,U). A savoir, 4 est une mesure positive sur G et U un champs d’opérateurs
nucléaires U, : HX® — H_*, 7 € G, tels qu'on ait pour toute fonction ¢ € D(G) la
formule de Plancherel abstraite :

[ otnetmn = | tr(n(6)07) dutr),
ou tr désigne la trace d’opérateurs. On identifie (i, U) et (¢, U’) si p/ = A (A > 0) et
si U' = A7'U. Alors un seul couple (u, U) satisfait a la formule.

Pour compléter la formule écrivons x = x; avec f € g*. Alors on sait bien que la
mesure f en question n’est autre que celle de la désintégration centrale canonique (2.1.1)
de la représentation monomiale 7 = indg Xf- Gardons les notations et commengons par
jeter un coup d’l au cas o H serait distingué. Puisque G agit sur h*, il se voit aussitot
que GA(NT; = PAl, P = G(fly), pour tout £ € I';. Par ailleurs, il est bien connu
[19] que les multiplicités m(7) dans la formule (2.1.1) sont uniformément égales soit a
1 soit & co. Des raisonnements développés dans [54] marchent bien dans cette situation.
Nous réalisons m € G, appartenant au support de p, au moyen d’une polarisation b en
(e pY(m)NT,; 7 =ind§ x, avec B = expb. Ce qui simplifie les choses, c’est ce qu’on
peut choisir b de maniere que b contienne hh. Donc H C B C P. Pour «,3 € H, la

— ™
fonction af est B-invariante a droite et intégrable pour la mesure P-invariante dg sur

P/B. Par la formule
Wra8) = [ alo)Flaids
P/B

se définit un opérateur nucléaire U, de HZ® dans H_*°. Cet opérateur est autoadjoint
positif. D’autre part, pour ¢ € D(G), m(¢) est un opérateur a noyau qui s’exprime par
la formule :

Ky(ry) = / o(by ™) xe(b)db

pour (z,y) € G X G, db étant une mesure de Haar sur B. C’est justement comme Grélaud
[54] qu’on en déduit



64

OV = [ Ko = / i / &(gbg™")xe(b)db

:/ dg/gbg(epr)eMXdX
P/B b

avec ¢?(r) = ¢(grg™') (x € G). Puisque £|, # 0, on prend un supplémentaire t de b
dans g tel que ¢|¢ = 0. Compte tenu de BA¢ = ¢ + b*, si on note F () la transformée
de Fourier de ¢ € D(G), la formule d’inversion de Fourier nous fournit

= [ i [ e [av [ e v
P/B bl t b
:/ dg/ d§/¢9(eXpX)ei(€+§)(X)dX

P/B bl

:/ dg/ /gzﬁ(epr)eibM(g_lAX)dX
P/B B/G(0) g

Nous arrivons ainsi a la formule, 'orbite p~1(7) se notant Q(r),

tr (n(6)U) = / F(é o exp) NN,

Q(m)nr

qui devient visiblement la formule du caractere de Kirillov lorsque H est trivial.
On en tire immédiatement la formule de Plancherel : pour toute ¢ € D(G),

/ o(h) s (h)dh = / ofexp X)X = | F(o 0 exp)(e)a

_ / dy() / L FlooemiA = /G tr (n(6)Uy) du(r).

Nous ne supposons plus H distingué et montrons d’abord un lemme. Quoiqu’abusif,
on se permettra de noter I, /G au lieu de (GAT';)/G.

Lemme 5.12. Une mesure de Lebesgue v sur I'; se désintegre relative a une mesure de

base p sur I'; /G :
v —/ vadu(§2),
r./G

v étant supportée sur une G-orbite (2.
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Démonstration. On se ramene facilement au cas ou h contient le centre 3 de g, puis
d’apres un raisonnement classique a celui ot dimj = 1, f|; # 0. Choisissons dans g un
triplet de Heisenberg {X,Y, Z}, [X,Y] = Z, tel que 3 =RZ, f(Y) =0, f(Z) = 1 et que
a = RY + RZ soit un idéal abélien de g. Alors le centralisateur gy de a dans g est un
idéal de codimension 1. Par hypothese de récurrence, on suppose le lemme établi pour
Gy = exp go, les objets concernés se notant avec 'indice 0.

Soient p : g — go l'application restriction et I'y = p(I';). Pour Q € g*/G telle que
QNT, #0, il se voit que Q = p~! (p(Q)) et le lemme 2.1.4 dit que p(Q) se décompose
en Go-orbites w; a un parametre ¢ € R telles que w; = exp(tX) - wy. Plus précisément, w;
s’obtient par exemple comme w; = p(Q) N P;, P, désignant 'hyperplan {¢ € g*; ¢/(Y) =t}
dans g*. Soit 1y une mesure de Lebesgue sur l'espace affine I'.

(1) Supposons premierement b ¢ go. Dans ce cas v s’identifie avec 1. Par ailleurs, X
étant choisi dans h, on a exp(tX) - (wo N To) = wy Ny pour ¢t € R quelconque. Posons
hi =bNgo+RY, fo =p(f) € g et I't = {lo € g§; loly, = fols, }- L'espace borélien I'; /G
s'identifie avec I'1 /Gy.

L’hypothese de récurrence désintegre une mesure de Lebesgue v sur I'y selon 'action

de Go :
v = / vodiio(w),
Fl/Go

o étant une mesure de base et v, une mesure sur w N 1'y. Do

vy = / dpio(w) / exp(tX) - v,dt = / vadu(§2)
I /Go R r/G
avec u($2) = puo(wo) = po (p(2) N ) et vo = [; exp(tX) - v,dt.

(2) Supposons deuxiemement h C go. Dans ce cas v = 1y X dx avec une mesure de
Lebesgue dx sur gg C g*. D’apres [39], un ensemble négligeable pres, QNT, (resp. wNTy)
est une variété différentiable dont la dimension r (resp. ro) ne dépend pas de Q € g*/G
(resp. w € g§/Go). Il en existe deux possibilités : soit r = 1 + 2 soit r = ro + 1.

(a) Sir = ry+2, on raisonne comme dans le cas (1). Soient h; = h+RY, f; € ['; telle
que fi(Y)=tet I'y = {ly € gi; loly, = filo,} (t € R). Alors,

Voz/ytdt,
R

vt étant une mesure de Lebesgue sur I'espace affine T';.
D’apres 'hypothese de récurrence,

V= / vidu(w) (t € R)
I't/Go

avec des notations sous-entendues. Les espaces [';/Gq (t € R) s’identifient tous a I, /G.
Cela fait, les p; sont équivalentes 'une & lautre. En reprenant v/, au besoin, on peut
supposer que toutes les y; coincident avec une mesure p sur I'; /G. Enfin,

v = / vadu(2),
e
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oll Vg = (fR l/f)tdt) X dx pour p(Q) = Uerwy.
(b) Si r =ry+ 1, 'hypothese de récurrence nous fournit une désintégration de vy :

vy = / Vodpo(w).
T'o/Go

L’action de G dans (/}’\0 introduit une relation d’équivalence dans I'y/Gy, ce qui nous
donne la projection ¢ : I'y/Gg — I';/G. On constate aussitot 'existence d’une constante
k > 0 telle que #{qg~*(Q2)} < k pour presque toute Q € I'; /G, ou #(A) désigne le nombre
cardinal de A.

Il en résulte (cf. [17]) que uo se désintegre relativement a g :
Ho = / V?Zdﬂ’(Q)7
r./G

olt 19 est égale a la somme finie des v, pour w vérifiant ¢(w) = . Finalement

v = / vadu(Q)
r./G

avec v = V9 X dr. c.q.f.d.

Remarque 5.13. Des raisonnements standard montrent que la classe de la mesure p
est I'image de la classe de v par Iapplication canonique de I'; sur I'; /G, et que cette
décomposition de v est essentiellement unique : si

v= / vodu' ()
T, /G

pour d’autres choix de mesures ;' et (vg)oer, /¢, alors il existe une fonction mesurable
et strictement positive F telle que p/ = Fu et vg = Fv{, pour u-presque toute 2. En
outre ces vq sont naturellement invariantes sous ’action de H.

On se donne une orbite coadjointe €2 de G. Soit £ € 2. On note e 'application G >
g—g-LeQetpose Gy = e (). Soient b € M(¢,g) et B = expb. L’espace H\G/B
des doubles classes est un espace borelien standard [31]. On écrit p la projection de G sur
H\G/B et o une section borélienne de H\G/B dans G. Posons = = p(Gy) et © = o(=).
Pour z € O, soient dh une mesure invariante sur H/(HNzBxz~'), d€ une mesure de
Lebesgue sur I'espace affine b[z] = ((+b1)Nz~' -, B, = ¢ '(b[z]) et H, 'image d'une
section fabriquée a l’aide d’une base coexponentielle a h Nz - b dans h. Alors, chaque
élément g € G, s’écrit

g=hxb, he H,, t €0, be B,

de la facon unique. On transporte la mesure v sur G, = Gy /G(£). Dans la démonstration
du lemme 5.12, il se voit par récurrence que vq se désintegre relativement a une mesure
Asur =

Ve = /:yzd/\(a‘c) (& = p(x)),

oit la mesure v, sur la fibre H, x B, s’obtient comme dh x €, 1(d€).
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En réalisant 7 au moyen de b, m = indg X¢, on définit un opérateur nucléaire U, de
He° dans ‘H > par la formule :

U.b) = [ d\(d h h)dh % h)dh!
v = [ @ [ o [ GG

quels que soient ¢, ¥ € ‘H°. Quand on utilise une base coexponentielle a b dans g, H°
s’identifie avec I'espace de Schwartz S(R™), m = dim(g/b), et donc H_ > avec l'espace
S'(R™) des distributions tempérées. Dans cette situation 'opérateur U, se définit par le
noyau

K, (ha, h'z) = (Xf(h)dH/(Hszm_l)h x Xf(h/)dH/(HMBx_l)h/) (&),

qui se trouve par récurrence dans S’'(R™xR™) (cf. la démonstration du lemme 5.12). C’est
ce qui entraine que U, est nucléaire (cf. [72]) et qui nous permet de calculer tr (7(¢)U;)
pour ¢ € D(G). Posons comme avant

01(9) :/ ¢(gh)xs(h)dh (g € G).
H
Maintenant on est en mesure de prouver les deux théoremes suivants.

Théoréme 5.14. (Formule de caractere [40]) On voit que, db étant une mesure invariante,

e (@)U = [ A@) [ i | o4, (habz~ B x(b) b,
= H/(HNzBz—1) B/(Bnz~1Hz)

et que, a la normalisation des mesures pres, cette valeur ne dépend pas des choix de
¢ € nideb.

Théoréme 5.15. (Formule de Plancherel [40]) Sous réserve de normalisations des mesures,
on obtient pour toute ¢ € D(G)

I (e) = r (o . ,
oh(e) / () (@)

o désignant la représentation unitaire irréductible de G associée a l'orbite coadjointe
Neg /G

86. Conjecture de commutativité : cas d’induction

Soient G un groupe de Lie nilpotent, connexe et simplement connexe, d’algebre de
Lie g et H = exp b un sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie b. Etant donné
un caractere unitaire y de H, on construit la représentation monomiale 7 = indg X et
se propose d’étudier I'algebre D, (G/H) des opérateurs différentiels G-invariants sur le
fibré G x  C associé a x. Notre but est la conjecture de commutativité due a Duflo [30]
et & Corwin-Greenleaf [22]. Ce dernier en a montre une implication : si 7 est & multipli-
cités finies, alors D, (G/H) est commutative. Nous nous intéressons donc a l'implication
inverse.

Prenons f € g* vérifiant dx = ifly,i = /—1, et posons comme avant I, = f + h*.
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Théoréme 6.1. ([45]) Supposons que 7 est a multiplicités infinies. Soit gy une sous-algebre
de codimension 1 contenant b telle que 79 = indgO X, ou Gy = exp go, soit a multiplicités
finies. Supposons qu’il existe W € U(g, 7) tel que W & U(go) + U(g)a,. Alors il existe
T € U(go, 1) tel que [W.T] & U(g)a..

Démonstration. On procede par récurrence sur dimg + dim(g/h). Remarquons tout
d’abord qu’on peut supposer que h contient le centre 3 de g. En effet, si 3 ¢ b, prenons
0 # Z € 3 en dehors de h. On écrit les éléments représentatifs dans U(go, 79) en utilisant
une base adaptée {Z, X1, Xp,..., X, } a b dans go, out {X;}_; est celle a b’ = h + RZ
dans go. Pour générique ¢ € T, on note a« = ¢(Z). Alors 7% = indfl0 X¢, Ou Y, désigne
le caractere habituel de H' = exp b’ défini par dy, = il|y, est & multiplicités finies.
Au moyen de {X; }§=1a on voit qu’il existe pour générique o un systeme de générateurs
rationnels dont tout élément dans U(go, 7*)/U(go)a« est représenté par

T(o) =) cps(—ia) X{T X XJr
k,J

avec un certain élément
T=> e, 2" X{ X X
k,J

de U(go, 70). La, on a utilisé la notation J = (ji, j2, .. ., jp) pour p-uplets d’entiers non-
négatifs.

Soit g = go + RX et l'on écrit a 'aide de la base {Z, X;,...,X,, X} un élément
représentatif de W et construit W(«) € U(g, 7o), Ta = indgU 7. D’apres ce qui précede,
si [W,T] € U(g)a, pour T € U(go, 70) quelconque, alors

[W, T(0)] = [W(a) + W(Z + i), T(a)] € U(g)as,

avec un certain W € U(g). o étant choisi de la facon qu’on ait W(«a) & U(go) +U(g)a..
cela contredit ’hypothese de récurrence appliquée a la paire (', x,). (Tout ce qui précede
correspond & la désintégration 7 ~ [, T7*dav.)

Supposons désormais que 3 C h. Si 3 Nker f # {0}, tout peut se passer au quotient
pour nous fournir le résultat cherché. Il ne reste qu’a examiner le cas ou dimj = 1
et ou f|; # 0. Prenons comme d’habitude un triplet de Heisenberg (f( Y, Z) tel que
5=RZ [X,Y]=2ZY €gyet que g=RX + & ol ¢ désigne le centralisateur de Y dans
g.

Soit h C €. SiY € b, alors 7/ = ind® y (K = exp ) doit étre & multiplicités infinies.
Etant donnée do, To = indflomK x est a multiplicités finies et il nous suffit d’appliquer
a 7' I'hypothese de récurrence. Si Y ¢ b, alors T =Y € U(go, 79) jouit de la propriété
requise lorsque go = €. Supposons donc que gy # € Pourvu que W & U(¢) + U(g)a,,
nous pouvons toujours choisir 7' = Y. Supposons que W € U(¥) + U(g)a,. Comme
To = indggﬁK (indgomK X) est & multiplicités finies, 7/ doit étre & multiplicités infinies.
Sinon, W € U(tNgo) +U(g)a,, ce qui est exclu par hypothese. Il nous suffit maintenant
d’appliquer a € notre hypothese de récurrence.
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Soit enfin h ¢ €. Considérons ho = h N€, Hy = exp ho et fo = fle € €. 1l s’ensuit
que 7, = i]adg0 Xf, est a multiplicités infinies. Posons m = gy N & et M = exp m.
Remarquons que 7 = indlj\fO Xf, est a multiplicités finies. W étant représenté par un
élément de U (¥), 'hypothese de récurrence appliquée a € signifie qu’il existe 7' € U (m, 73)
tel que [W,T] € U(€)a,,. Ici on peut supposer que T est un des générateurs rationnels de
U(m, 1) introduits dans Corwin-Greenleaf [22]. Mais a ’aide d’une base de Malcev faible

adaptée a h dans go, on constate que {Y, 7, ..., 7, } forment un tel systeme de générateurs
rationnels pour U (m, 72), {7;}7_, étant celui pour U(go, 7). Comme [V, Y] = 0, on peut
admettre 'existence d'un tel 7" dans U(go, 70). c.q.f.d.

Nous allons reprendre certaines notations introduites au début du chapitre 3 sauf
{X, }1<r<q qui désignera une base coexponentielle & h dans g adaptée a la suite de sous-
algebres (3.2), i.e. X, € €.\ €1 (1 <r < ¢). Dans ce qui suit, si g # b, g’ désignera
toujours un idéal de codimension 1 dans g qui contient h. De plus, nous choisirons le
drapeau (3.1) de maniere que g,_1 = g’. De méme, si dimbh > 1, b’ désignera toujours
une sous-algebre de codimension 1 dans b et le drapeau (3.3) sera tel que hy_1 = b'. Ceci
posé, lorsque g', b’ existent tous les deux, alors dimg > 2 et gg’ D hb’.

Par ailleurs, nous utiliserons la convention suivante bien étendue. Soit N = {0,1,2,...}.
Quand nous considérons les éléments {X, }1<,<, ou {Ys}1<s<q introduits plus haut ou
juste avant le lemme 3.4, pour chaque g-uplet J = (j1,ja,...,Jq) € N9, d-uplet K =
(ki ko, ..., kg) € N et (d — 1)-uplet L = ({1,0s,...,0q_1) € N1 nous notons res-
pectivement X7, Y et Y'F les éléments X7 = X7 X3 X7, VE = Yje...v2y[} et
Yt = ngfil- Y2y dans U(g). Comme d’habitude, désignons par |J| (vesp. | K|, |L|)
la somme jy + jo+- - -+ j, (vesp. k1 +ko+- -+ kg, €1+ 0lo+---+L4_1). Nous considérons
aussi les éléments Y, = Y, +if(Y,), 1 < s < d, de U(g) de sorte que YK = Y ¥ ...y 2yl
ot }}/L _ Y/dfjf . y;2ylfl.

Une simple conséquence du théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt dit que les familles

{X7Y®,(J,K) e N? x NY}, {X/YE.(J K) e N x N |K| > 0}
forment respectivement une base de U(g) et de U(g)a,. Observons que the éléments
{X7;J € N7} forme une base d'un sous-espace supplémentaire S de U(g)a, dans U(g).
Supposons que b # {0} et posons 7/ = ind, x; avec H' = exp K. Soit YK = deY’L.
Nous voyons donc que les familles
(XTVRY" (I kL) € NT x N x Ne°1 L] > 0}, {X7VF (J k) € N x N}

forment respectivement une base de U(g)a,, et d’un sous-espace supplémentaire de
U(g)a, dans U(g).

Nous allons mentionner certaines propriétés de U(g, 7) obtenus dans [7].

Lemme 6.2. (i) g;,-15 C S®U(g)a,.
(i) [b,S] € S@ U(g)a,.
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Démonstration. (i) Pour 0 < r < get k € N, notons S, , le sous-espace de S engendré par
les éléments X7 = XJr---X{', J € N" vérifiant |.J| < k. En particulier, Sy, , = S, o = C.
L’indice r est utile pour controler que certains monomes sont bien ordonnés. Il suffit de
prouver par récurrence sur k que

(*) Y'X/' ¢ Sn k+1 @L{(g)aT/,V Y'ep, Vv X7 e Sﬁ ks
(**) XSXJ € Smax(s, r), k+1 @u(g>a’r’7v s tel que js <g— 17 v XJ € Sr, k-
C’est clair pour £ = 0. Soit k£ > 0, et supposons que le résultat vrai jusqu'au rang
k — 1. Si I'on prend X, avec s > r, on a X, X’ € Ss, k+1 de sorte que le résultat est
évident. Sil'on prend T € g;,_1 tel que T'=Y" € i/ ouT = X; avec s <, alors on peut
écrire X7 comme X7 = X, X7 avec X7 = XJr~1...X7! et se servir de la identité
TX' =T, X)X + X, TX”"
Ona [T, X,] €gj-1Ngi,—1 et X7 e Sy, k—1. Donc, par récurrence
T, X,)X" €8, ,®U(g)a.

D'une fagon analogue, TX”" € S, , @ U(g)a,. Ainsi, X, TX” € S, 111 ©U(g)a..
(ii) Nous montrons par récurrence sur k que

Y, X7 €S, r®U(g)ay, VY €h, VX €8S, ;.

C’est clair pour k£ = 0. Supposons-le vrai au rang k — 1, k£ # 0. On a
v, X7 =[v, X, ] X7 + X,[v, X”"].

Comme [Y, X,] € g;,—1 N gi,—1 et que X7 e Sy k-1, on sait d’apres l'assertion (i) que
Y, X,] X7 € S, 1 @ U(g)a,. Finalement, on a par récurrence que [Y, X’] € S, 11 @
U(g)a,. Donc, X, [Y, X7 €S, » DU(g)a. c.q.f.d.
Lemme 6.3. Soit W un élément de U(g) écrit modulo U(g)a comme W = 3, _, A YE,

ol les Ay, appartiennent & S. Soit Y € h. Le lemme 6.2 nous fournit les éléments (By,)g<p
de S tels que [Y, Ay] = By modulo U(g)a,.. Alors, on a modulo U(g)a,

K<k’ k<k’ k<k’

Démonstration. Les premiere et troisieme identités s’ensuivent de 'inclusion b C U(g, 7')
et la seconde de la relation [V, A, YF] = [V, AL]YF + Ag[Y,YF] et de [Y, Y] € b/ Nker f C
. c.q.f.d.

Proposition 6.4. (i) On a [h,U(g,7) N S] C U(g)a, . En particulier,
U(g,7) NS CU(g,T)
(ii) On a la décomposition U(g, 7) = (U(g,7) N .S) BU(g)a,, de sorte que la restriction
all(g, 7)NS de la projection de U(g, 7) sur D, (G/H) est une bijection et chaque élément

de
D.(G/H) = U(g,7)/U(g)a,

admet un représentant unique dans S. Ce représentant appartient a U(g, 7).
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Démonstration. (i) L’assertion (ii) du lemme 6.2 produit
[b,U(g,7) N S] C (S@U(g)ar) NU(g)ar C U(g)ar.

(ii) Le résultat vient de la décomposition U(g) = S®U(g)a, et de 'inclusion U(g)a, C
U(g,T). c.q.f.d.

Proposition 6.5. Soit (Ag)o<k<p une famille d’éléments de S, on a

dSCAYFeU(g, ) = A elU(g, ), VESE.
k<K’

Démonstration. Soit Y’ € b’. Pour tout k, on définit ’élément By de S tel que [Y', Ax] =
By, modulo U(g)a, et déduit du lemme 6.3 que

Y'Y AYf €U(gay <= By =0,V k< K.
k<K’

c.q.f.d.

Proposition 6.6. Soient g, g’, h et h’ comme avant.
(i) On a I’équivalence
Ug, ™) ¢ U(g) +Ul(g)ar <= Ug. ™) Z U(F') +U(g)a..
(ii) Supposons de plus que U(g, 7") C U(g, 7). Alors on a
Ug, ™) ¢ UG) +U(g)ar <= U(g,T) ¢ U(g) +U(g)a,.

Démonstration. (i) <= est évident. Pour =, soit W un élément de U (g, 7)\(U(g') + U(g)a./).
Il se peut que W’ s’écrit comme W’ =", _,, Akffd’“ modulo U(g)a,/, ou les Aj appar-
tiennent & S. Puisque W' n’est pas dans U(g') + U(g)a,, I'un des Ay, disons Ay,, n’est
pas dans U(g’). Autrement dit, X, apparait dans Ay,. Alors, la proposition 6.5 implique
que Ay, € U(g, 7). Puisque (U(g') +U(g)a,) NS =U(g') NS et que A, € S\U(G'), Ak,
n’appartient pas a U(g') +U(g)a,. Cela prouve =.

(ii) L’'implication = est une conséquence directe de (i) et de notre supposition. Pour
<, les décompositions

Ulg) +U(g)a, = U(g)NS) @ U(g)a-, U(g,7) = U(g,7)NS) SU(g)a,

et notre hypothese impliquent que U(g,7) NS ¢ U(g') NS = (U(g') + U(g)a,) N S. Ceci
posé, le résultat s’ensuit de 'inclusion U(g, 7)NS C U(g, ') de la proposition 6.4. c.q.f.d.

Proposition 6.7. Supposons que U(g,7") NS C U(g,7) NS. Alors,
[h,U(g, )] € U(g)ar.
Démonstration. Ecrivons un élément W de U(g, 7') sous la forme

W=>"AYS modU(g)a,,

k<k’
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ou les Ay appartiennent a .S. La proposition 6.5 implique que Ay € U(g, ") NS de sorte
que Ay € U(g,7) NS compte tenu de 'hypothese. Finalement, on déduit de la premiere
assertion de la proposition 6.4 que

0.W) < 3 (I AV + Axlo, V1) € Ulg)ar
k<k'
c.q.f.d.
Proposition 6.8. Supposons que g, g’ et b (puis encore b’ dans la troisieme assertion) sont
comme avant de sorte que X, existe.
(i) Soit W = >""  XFA, € U(g,7) avec m > 1 et A, € U(g'). Alors A, € U(g,T) et

quAm + Am,1 S Z/{(g, 7').
(ii) Soit W = X, U +V avec U, V € U(g'). Alors

W ¢ U(g)+U(gla, < U ¢U(g)a-
(iii) Supposons que U(g,7) ¢ U(g') +U(g)a, (resp. U(g, ') ¢ U(g') + U(g)a,), alors

il existe un élément
W=X,U+VeU(g)\ U)+Ug)a,)
(resp. € U(g, ) \ (U(g') +U(g)a)
tel que U € (U(g,7) NU(g")) \ U(g')ar (resp. U € U(g,7') NU(g)) \U(g)ar) et V €
U(g)-
Démonstration. (i) Le théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt entraine immédiatement que

U(g) = &; X]U(g), U(g)a, = &, X]U(g )a,. (6.1)

Posons i,, 5 = @;.”:_DQX JU(g'). Nous avons alors pour tout Y € b :

(WY = XA, Y]+ Y XX, YIXT T A+ X A1, Y] mod s
j=1

= XA, Y]+ X H(m[X,, Y]A, + [An-1, Y]) mod iy,

appartient a U(g)a, de sorte que A,, € U(g,7) et mX A, + A € U(g, 7).
(ii) En utilisant les expressions (6.1), nous voyons que W € U(g') + U(g)a, si et
seulement si U € U(g')a, car

W e (XU(g) e U(g)) N (&;XU(g)a- ®U(G)) = XU(g)a, & U(g).

(iii) Soit W' = >"1"  XFA, € U(g, ) \ (U(g) +U(g)a,) (resp. W' = Y10 ( XFA, €
U(g, 7))\ U(g)+U(g)a,)) avec les Ay appartenant a U(g’). L’assertion (i) implique
que A, € U(g,7) et que W = mX A, + A1 € U(g,7) (resp. A, € U(g,T') et
W = mX,A, + An_1 € U(g, 7). Sans perte de la généralité, nous pouvons supposer
que A,, € U(g')a, de sorte qu’on voit en tenant compte de (ii) que W possede la propriété
requise. c.q.f.d.
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Théoreme 6.9. Avec les notations et les hypothese de la proposition 6.8, supposons que

U(g,b') ¢ Ulg') +Ul(g)ar et Ulg, ) NU(G') ¢ U(g,T) NU(g").
Alorson a U(g,7) ¢ U(g') +U(g)a,.

Démonstration. Tout d’abord prouvons qu'il existe un élément W = X, U+V € U(g, 7')N
S avec U,V e U(g') N S tel que :

(a) W € U(g') +U(g)a,, ce qui revient au méme de dire que U # 0;

(b) (adYy)W € U(g') + U(g)a-.
Ce fait nous servira plus tard dans des situations variées pour construire un élément
de U(g,7) qui n'appartient pas a U(g') + U(g)a,. Nous savons de l'assertion (i) de la
proposition 6.6 qu’actuellement U(g, ') ¢ U(g') + U(g)a,. Donc, la troisieme assertion
de la proposition 6.8 dit qu’il existe W” = X ,U" + V" € U(g, ") \ (U(g') +U(g)a,)
avec U" € (U(g, 7)NU(g")) \ U(g')a, et V" € U(g'). Ensuite, soit m’ € N lentier le
plus grand vérifiant W’ = (ad Yy)™ (W") &€ U(g') + U(g)a,. En utilisant le fait que
U(g) = S ®U(g)a,, nous définissons W 'unique élément de S tel que W = W’ modulo
U(g)a,. Nous constatons alors que W satisfait aux conditions (a) et (b).

Maintenant nous introduisons quelques notations qui ne nous servent que dans cette
démonstration. Pour A, B € U(g), posons {A, B} = AB + BA. Or, pour s € N écrivons
A = (ad Yy)® A de sorte que Ay = A. Puis pour r € N\ {0}, nous définissons

To(A) = {Ao, A} —{A1, A i} + -+ (=) A, A} + (1) A7

Comme Yy appartient a Palgebre U(g, '), nous observons que les A, et 7.(A) sont
tous dans U(g,7’) lorsque A y est. En outre, si 7 est suffisamment grand pour que
Agri1 € U(g)a,, alors 7.(A) € U(g, 7). Pour vérifier cela, il suffit de montrer que cette
nouvelle condition entraine que (ad Yy)7.(A) € U(g)a,. En effet, nous obtenons

(ad Yo)7,(A) = Asrn A+ AAgriy € U(g)aU(g, ™) +U(g)ar = U(g)ar.

Soit m le plus petit entier tel que W, = (ad Yy)"™ (W) € U(g)a,. En utilisant la
récurrence sur s et I'assertion (i) du lemme 6.2, nous voyons que les W appartiennent
aS@®U(g)ay, ce qui implique qu'au fait W, € U(g)a,. Allons considérer de différents
cas selon la valeur de m.

— Sim =1, le résultat est évident car W € U(g, ) \ (U(g') +U(g)a,).

—Sim =2r+1avec r > 1, les remarques notées ci-dessus impliquent que

T.(W) = {Wo, Wag} = {W1, Wagr} + -+ + (= 1) "H{Wpmy, W } + (=1)"W7

appartient a U(g, 7). Nous aimerions montrer que 7,.(W) & U(g') + U(g)a,. Nous avons
T,(W) = 2WW,, = 2X,UW,, modulo U(g’). D’ott le résultat, compte tenu du fait que
ni U ni Ws, n’appartiennent a U(g')a, et de ce que I'anneau (U(g,7) NU(g')) /U(g)a,
n’admet pas de diviseur de zéro non trivial.

— Si m = 2r avec r > 1, nous observons alors que pour ¢ € C quelconque

(adYy)* ™ (W (War—z + cWor_1)) € U(g)ar
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de sorte qu’on a, en posant W(c) = W (Wa,_y + cWa,_1), T, < V(c)) € U(g, ) d’apres la
) U(a) +Ulg)a, pour un

remarque précédente. Nous aimerions montrer que 7, <W(c)

certain ¢ € C. Pour le moment nous regardons W(c) et T <W(C)> comme éléments de
U

U(g)[c], I'algebre des polynomes de ¢ aux coefficients dans U(g). Pour r > 1 quelconque

on a modulo U(g)a,[c] :

W (Way—o + cWa_1)
Wy (Wop—g + cWop_1) + WWo, 4
WQ(WQr_Q + CWQT_l) + 2W1Ws,_1 € U(g')[c]

()o
(c)h
W(C)Q

W
W

W(C)Qr_l = Wgr_l(WQT_Q + CWQr_l) + (2T - 1)W27’—2W27‘—1 € L{(g’)[c]
W(C)% = 2TW22r—1 € U(g')

Maintenant, nous vérifions que
T, (W(0) € eXU(s) & XU(8)) & U(g)lc] mod U(g)as[d

et en extrayons la composante relative a cX,U(g'). Les relations en bas tiennent pour
r > 1, mais non pas pour 7 =1 :

7. <W(c)> = {W()o, W(c)ar} — {W ()1, W(c)ar—1} mod U(g")[c] +U(g)a,[c]
= 2W (¢)oW (€)ar — 2W ()1 W (¢)gp—1 mod U(g")[c] + U(g)a,[c]
= 2¢(2r — )WW5,_; mod X,U(g") ® U(g')[c] + U(g)a-[d]
= 2¢(2r — 1)X,UW5,_; mod X U(¢") & U(g")[c] + U(g)a,[d]

En regardant ci-apres 7, (W(c)) comme un élément de U(g), on infere de ce qui

précéde qu'il existe U € U(g') tel que
T, (W(c)) = X, (20(27“ CDUWE + U) mod U(g') + U(g)a,.

Ici, UW; _, n’appartient pas a U(g')a, car ni U ni Wy,_; n’y appartiennent et que
l'anneau (U(g,7) NU(g')) /U(g')a, n’admet pas de diviseur de zéro non trivial. En re-

marquant que X, U(g" )N (U(g") +U(g)a,) = X, U(g')a,, on voit que 7, (W(c)) ZU()+
U(g)a, pour tout ¢ tel que

2c(2r — DYUWS._, + U € U(g)a,.
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Remarquons que cette méthode fournit aucun résultat pour m = 2 car dans ce cas
T (W(0)) € XU(a) @ U()[e] + Ulg)a[d].

— Sim = 2, utilisons pour la premiere fois I'hypothese U(g, 7")NU(g') & U(g, 7)NU(g').
Cela implique aussitot qu'il existe T € (U(g, ") NU(g )N S) \ (U(g, 7) NU(g’)) tel que
(ad Y)T € (U(g,7)NU(g)) \ U(g)a,. Alors, on a WT € U(g, '), (ad Yy)}(WT) €
U(g)aT/ et

T(WT) = {(WT)o, (WT)2} — (WT)i € U(g, 7).
On aimerait prouver que 7y (WT) € U(g') + U(g)a,. On a

T (WT) = {WT, W\ Ty + TIW,} — (WL T + WT)* mod U(g)a,
= —W?T7 = —X2(UTy)* mod X U(g") &U(g') +U(g)a,.

Notons que X;U(g') N (X U(g") DU(¢') +U(g)a,) = X:U(g')a,. Alors, le fait que ni U
ni 77 n’appartiennent a U (g')a, implique le résultat attendu. c.q.f.d.

Les théoremes 6.1 et 6.9 nous offrent de bons outils pour attaquer la conjecture de
commutativité dans de nombreuses situations, mais il reste encore des cas qui échappent
leur portée. Il s’agit de traiter le cas ou U(g, 7)) NU(g') C U(g,7) NU(g') en termes du
théoreme 6.9. Afin d’effectuer ce but, nous avons besoin d’exploiter davantage (cf. [46])
les éléments e-centraux de Corwin-Greenleaf introduits dans le chapitre 3.

Un élément A € U(g) est dit I';-central si m,(A) est un scalaire pour tout ¢ dans un
ouvert de Zariski non vide O de I';, a savoir, il existe une fonction ¢4 sur G - O telle
que
Il s’avere que le théoreme 3.3 s’applique a cette situation afin d’assurer que my(A) est un
scalaire pour tout ¢ € I'; et que ¢ nous y donne une fonction polynomiale H-invariante.
Soient U(g,I';) l'algebre des éléments I';-centraux dans U(g) et

Z(g.Tr) = {pa; A€U(g,I'7)}
l'algebre des fonctions vérifiant (6.2). Notons « 'application

U(g.Tr) > A pa € Z(g,T;).
Nous désignons par C'D.(G/H) le centre de 'algebre D,(G/H) et posons

Uc(g,7) = R~ (CD,(G/H)) = {A € U(g,7); [A,U(g,7)] C U(g)a}.
Notons w I'application R restreinte a Ux(g, 7), d’ott
w:Uc(g,7) 2 A— R(A) € CD,(G/H).
On note L 'action a gauche de U(g) : pour X € g et ¢ € C*(G),

(LX) (9) = S (exp (~1X)g)leco
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L’anti-automorphisme principal ¢ envoie U(g, ;) dans U (g, 7) et les applications «, w
sont surjectives. D’ailleurs il se trouve qu’il existe une application injective § : Z(g,I';) —
CD.(G/H) telle que 6(pa) = L(A) = R(O(A))

Rappelons le drapeau (3.1) ot g,—1 = ¢’. Pour ¢ € g*, posons encore ¢’ = /{|y. Pour
une sous-algebre m de g, désignons respectivement par m(¢) et m(¢') les sous-algebres
mNg(f) et mN(g')". Dans le chapitre 3 on a pris I'unique multi-indice e € £ et introduit
les ensembles d’indices T'(e), T'(ey) et U(e) = T'(e)\T (ex). Soit

T(e) = {m1 < Mo < +-- <mt},
Pour 0 < i < n, posons encore T;(e) = T'(e) N {0,...,i}, Ti(ey) = T(eg) N{0,...,n},
et Uj(e) = U(e) N{1,...,i}. Définissons enfin les algebres
Zi(g:7) = {pa; A €U(g;) NU(g, T-)}, 0 <i <.
D’ou,
{0} = 20(977—) - Zl(g7T> c---C Zn(guT) = Z(g77—>

Les résultats principaux de [46] s’expriment comme suit :

(*) Pour tout entier 0 < i < n, la famille {¢,,;;m; € Ti(e)} est un systeme de
générateurs rationnels de Z;(g, 7).

(%) Pour tout entier 0 < i < n, la famille {¢,,;m; € Us(e)} est une base de transcen-

dance de I'algebre Z;(g, 7).
Nous somme maintenant préts a détailler le lemme 3.4.

Lemme 6.10. Supposons que dimb > 1. Soit iy € T'(eg). Cela veut dire que h, =
hs—1 + bhs(¢) pour £ € T'; générique, et qu’il existe k (1 < k < t) tel que my = i 5. Alors
les assertions suivantes s’établissent.

(i) 11 existe un polynéme P vérifiant

P(O(01),...,0(0)) =0 mod U(gm, )as, (6.3)

et tel que le coefficient du terme a la plus haute puissance de {(ox) n’appartienne pas a

U(g)a.
(ii) I1 existe un polynéme @ vérifiant

Q (O(01), ..., 0(0k),Ys) =0 mod U(gm,—1)8s1,
et tel que le coefficient du terme a la plus haute puissance de Y, n’appartienne pas a
U(g)a.

Démonstration. Puisque my € T(ey), my ¢ U(e). Il vient donc de (xx) que la fa-
mille {¢5,;j € Up,—1(e)} est une base de transcendance pour Z,,, (g,7). En particulier,
I'élément ¢,, de Z,,, (g,7) est algébrique sur I'anneau engendré par cette famille et, a
fortiori, par la famille {¢s,;j € Tn,—1(e)}. Autrement dit, il existe un polynéme P de
k-variables tel qu’on ait

P(gpol""7g00'k) = ZPJ'(QOD s 790%71)90%’;6 =0
§=0
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avec P (oys -+ Po,_,) # 0. On en déduit que

@ (P (0(01), .., 0(ok))) = 6(P(¢oy, -5 ¢0,)) = 0
avec @ (P, (O(01),...,0(0k-1))) # 0. D’ou,

P(0(01), ..., Oor)) € U(g)ar NU(Gm,) = U(Gm, )

avec Py, (0(01), ..., O(ok-1)) € U(g)a,. )
(ii) D’abord, observons que Y € U(g)a, C Uc(g, 7). Ecrivons oy, = &Y, + Ry, avec
€0 Ri € Ulgm,_1), Ao
Olon) = =Y.0(&) + O(By).

Nous voyons donc que l'identité (6.3) est récrit comme :

P (O(o1),....0(0n) + (Yo + V=1f(Y5)) O(&)) =0 mod U(gumy—1)as—1 (6.4),

de sorte que Yy disparait. Or, remarquons qu’a la relation (6.4) les éléments ¢(o,) (1 <
r < k), & et Y appartiennent a Uc(g, 7). En développant P par rapport a Yj, nous
obtenons

m—1

w (Pm (O(a1), -+ Oor-1)) (O(&)Ye)™ + Z Q; (O(a1), ..., Oow), O(&)) Y;?) =0,

(6.5)
ol les ); sont certains polynomes dont le degré en ((&;) est inférieur ou égal a m.
Maintenant, d’apres I'assertion (%) mentionnée plus haut il existe deux polynémes S, T
de k — 1 variables tels que

@ (S (O(a1), -+ Oon-1)) O(&)) = @ (T (O(01), - ., Olok-1)))

dont les deux membres sont non nuls. En multipliant (6.5) par @ (S (¢(01), ..., O(ok—1))"),
nous obtenons

@ (T (0(01), -+, O(0%-1))™ Pon (0(01)s -, Ol01)) V"

m—1
+3°Q; (0(01), -, 0(0r) y;g‘) o,
j=0
pour certains polynomes Q;, ce qui prouve (). c.qtd.

Lemme 6.11. Supposons que dimbh > 1 et h = §’' + h(¢) pour ¢ € I'; générique. Alors
R(Yy) est algébrique sur C D, (G/H). En d’autres termes, si d € T(ey), il existe un
polynome @) de Yy aux coefficients dans Uc (g, 7’) vérifiant Q(Yy) € U(g)a, et tel que le
coefficient du terme au plus haute puissance de Y, n’appartienne pas a U(g)a. .

Démonstration. Commencons par montrer que 7;,(e') = T;,(e), ou ¢ € £ désigne le
multi-indice tel que 'y N Uy soit un ouvert de Zariski de I'.. Soit p : g — 95,1
I’application restriction, qui est en méme temps continue et ouverte pour la topologie de
Zariski. Remarquons p(I';) C p(I'y)Ng;, et p~ (p(T';)) € T'pr. Soit 1 < r < ig. Comme
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lg,8i,] C gi,-1, la restriction de ¢ € g* quelconque & [g, g;,] ne change pas si on remplace
¢ par un élément arbitraire de p~!(p(¢)), de méme pour g, (¢).

Supposons que r € T;,(e) (resp. r € T;,(e)). Cela veut dire que g, = g,—1 + g,-(¢) (resp.
g-(¢) C g,_1) sur un ouvert de Zariski non vide O de I';. La méme relation tient sur
un ouvert de Zariski non vide p~! (p(O)) de T'... Donc, r € T(€) (resp. r € T(€)), d’ou
résulte notre assertion.

Il existe donc une suite partielle (0,);<,<x d’éléments I';/-centraux. Pour élément I',-
central o quelconque, (o) est un scalaire pour tout ¢ € ', et par conséquent pour tout
teT, CT'y. Sl en est ainsi, (0,)1<,<k est aussi une suite d’éléments I',-centraux. Nous
sommes en mesure de prendre cette suite, choisir s = d et appliquer (ii) du lemme 6.10.
Le résultat cherché s’ensuit du fait que les ¢(o,) appartiennent a Ua(g, 7) N Uc(g, 7).
c.q.f.d.

Nous sommes maintenant préts a nous engager a établir la conjecture de commuta-
tivité. Commencons par un simple lemme qui nous servira a plusieurs reprises dans la
démonstration du théoreme suivant.

Lemme 6.12. Soient ¢, # deux sous-algebres de g telles que h C ¥ C €. Soit h” une
sous-algebre de h. Alors, les propriétés suivantes sont mutuellement équivalentes :
(i) B” NE = 1§ NE* (resp. dim(h” N€Y) = dim(h” N €*) — 1) pour £ € ', générique.
(ii) h” N € = §” N ¥ (resp. dim(h” N€’) = dim(h” N E*) — 1) pour £ € Ty = {£ €
¥ l)yr = flyr } générique.

Démonstration. Soit €’ 'idéal de ¢ engendré par b”. Soient p : g* — €' et q : & — ¢~
les applications restrictions. On se servira du fait qu’elles sont toutes les deux continues
et ouvertes pour la topologie de Zariski. Avec des notations similaires a I'gpr, on a
p(ls) C Loy, 78 (p(I'7)) C Ty et p~ (q(Teyr)) C Ty

Soient £ € g* et A € ¢ *(p(f)). Puisque [£,h"] C ¢, on a l|py) = A|gy Dot
B’ NE = h"NEN et B NEC = " NE*. Donc, on constate que, si I'une des deux assertions
(i) tient sur un ouvert de Zariski non vide O de I';, alors elle tient aussi sur 'ouvert de
Zariski non vide ¢! (p(O)) de T'gyr. Cela entraine (i) — (ii).

Inversement, soient ¢ € €* et A € p~!(q(¢)) C g*. Les arguments identiques a ceux
utilisés plus haut montrent que, si 'une des deux assertions (ii) tient sur un ouvert
de Zariski non-vide O de I'gyr, alors elle tient aussi sur I'ouvert de Zariski non-vide
p ' (¢(0))NT, de I',.. Cela entraine (i) — (i). c.q.f.d.

La conjecture de commutativité sera un sous-produit du théoreme suivant.

Théoreme 6.13. Soient G' un groupe de Lie réel nilpotent, connexe et simplement connexe
d’algebre de Lie g telle que dimg > 1, H un sous-groupe propre fermé connexe de G
d’algebre de Lie h et f un élément du dual linéaire g* de g vérifiant f([h,h]) = {0}.
Soit g’ un idéal de codimension 1 de g contenant h. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) U(g,7) CcU(g) + U(g)a..
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ii) L’ H-orbite H - ¢ est saturée dans la direction g'* pour ¢ € ', générique.
g g

Démonstration. Il est commode de prouver ’équivalence suivante :

U(g,7) CU(g) +U(g)a, <= dimh(¢) = dimh(¢') — 1
pour £ € ', générique.

Nous allons employer la récurrence sur la dimension n de g et aussi sur la dimension
d de h. Lorsque d = 0, évidemment h(¢) = h(¢') = {0} pour tout ¢ € g*. Par ailleurs,
U(g, T) (resp. U(g') +U(g)a.) est égale a U (g) (resp. U(g')). Donc, le théoreme est trivial
dans ce cas.

Nous pouvons maintenant supposer que n > d > 1 et par hypothese de récurrence que
le théoreme est vrai pour (g, ¢, b, f ) vérifiant les propriétés requises et tel que ou bien
dimg < n, ou bien dimg = n et dim b < d. En choisissant b’ comme précédemment, on
a b'h C g'g. 1l se produit de différents cas :

ou bien h(¢) = h(¢') ou bien dim h(¢) = dim h(¢') — 1 pour ¢ € T, générique;

ou bien h'(¢) = b'(¢') ou bien dim b’(¢) = dim b’(¢') — 1 pour ¢ € I';» générique.

A Taide du lemme 6.12, ol on remplace £ par g, ¥ par g’ et h” par b’, on comprend
que b'(¢) = b'(¢') (resp. dim b’ (¢) = dim b’ (¢') — 1) pour £ € T',» générique si et seulement
si la méme propriété tient pour ¢ € I'; générique. En outre, si h(¢) = h(¢') pour ¢ € T,
générique, évidemment h'(¢) = b'(¢') pour ¢ € ', générique.

Ces remarques nous amenent a examiner les trois cas suivants.

Cas 1. dimb/'(¢) = dimbh'(¢') — 1 pour ¢ € ', générique

On a déja noté que dans ce cas dimh(¢) = dimbh(¢') — 1 génériquement. D’abord,
’hypothése de récurrence appliquée a (g, b’) assure U(g, ') C U(g')+U(g)a,.. Réclamons
ici U(g,h) C U(g') + U(g)a,. En effet, supposons qu’il existe un élément W € U(g, 7)
tel que W € U(g') + U(g)a,. Alors, la deuxieme assertion de la proposition 6.6 dit qu’il
existe W’ € U(g, ")\ (U(g") +U(g)a,) tel que W’ = W modulo U(g)a,, ce qui contredit
I’hypothese de récurrence.

Cas 2. h(¢) = h(¥') pour £ € T'; générique

Dans ce cas, h'(£) = b'(¢') pour £ € T',» générique. D’apres ’hypothese de récurrence
appliquée a (g,b’), on a U(g,7") ¢ U(g') + U(g)a, . Considérons deux sous-cas.
(2-a) U(g,7") NU(g')  U(g, 7) NU(g')

Compte tenu de ce qu’on vient de voir, le théoreme 6.9 donne immédiatement
Ulg,7) £ U(F) +U(g)a.

(2-b) U(g, ") NU(g") CU(g,7) NU(g')

Notre premier objectif sera de prouver que h = bh' + h(¢) pour ¢ € I', générique,
i.e. d € T'(ey), de sorte qu'on puisse utiliser le lemme 6.11. En premier lieu montrons
par récurrence que, pour 0 < r < ¢ —1, h = b’ + (h N &) pour ¢ € T, générique.
C’est évident pour r = 0 car h N €, = h. Soit r > 0, et supposons la propriété vraie
jusqu’a I'étape r — 1. Rappelons notre hypothese U(g, ") NU(E.) C U(g,7) NU(E,).
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Alors, en remplagons g par €, a I'assertion (ii) de la proposition 6.6, nous avons ou bien
U(g, ) NU(E.) ¢ U(t,_1) + UL )a,, ou bien U(g, 7) NU(E.) C U(t_1) + UL )a, et
U(g, 7)) NU(E.) CU(._1) +U(E)a. Donc, I'hypothese de récurrence sur la dimension
de G fournit ou bien h M€ = hNE_| pour £ € T, NE: générique, ou bien dim (b N {?f) =
dim (hN¢_;) — 1 pour £ € T'; N & générique et dim (h' NE) = dim (h'NE_;) — 1
pour £ € I'my N & générique. Compte tenu du lemme 6.12, ou l'on remplace € par €,
¢ par £._; et h” par ou bien h ou bien ', cela revient au méme de dire : ou bien
hNE =bnNE | pour £ € T, générique, ou bien dim ([’J N Ef,) = dim (f) N Ef_l) —1et
dim (f)’ N Ef) = dim (f)’ N Ef_l) — 1 pour ¢ € I'; générique.

Dans la premiere situation, il est évident par récurrence sur r = dim(€,/h) que h =
b + bh N pour £ € I'; générique, tandis que dans la seconde situation nous serions
amenés a une contradiction si h N €5 C bh’. En effet, en observant par récurrence que
dim (f) N Pﬁ_l) = dim (f)’ N Ef,_l) + 1, nous déduirions de h N € = ' N E que

dim (hNel) =dim () NE) =dim (' NE_)) —1=dim (hNe_;) —2,

ce qui est impossible car €,._; est de codimension 1 dans .. Ainsi, nous avons dans tous
les cas h = b’ + h N E pour £ € ', générique. En appliquant ce résultat avec 7 = p — 1,
nous avons h = h’+h(¢') pour £ € T, générique de sorte que h = h’+h(¢) car h(¢) = h(¢).

Maintenant, nous allons montrer U(g,7) ¢ U(g') + U(g)a,. La premiere assertion
de la proposition 6.6 dit que U(g,7") ¢ U(g') + U(g)a, et la troisieme assertion de la
proposition 6.8 assure qu’il existe

W=XU+Vecl(g)\ U)+Ug)a,)

avec U € (U(g, ™) NU(F)) \U(g )a, et V € U(g'). 11 nous reste a voir [W,Y,] € U(g)a,.
Au fait, prouvons que [W,Y,] € U(g)a, .

Nous avons Yy € U(g, '), et la proposition 6.7, ou nous remplagons g par g’, dit que
[Yo,U(g, 7")NU(g")] C U(g')a,. Par conséquent,

(W, Yy = [X,U +V, Yy € U(g)ar +U(g")) NU(g, ') =U(g)ar +U(g, T") NU(g),
dou [[W,Yy],Ya] € U(g)a,.

Or, nous sommes en mesure d’appliquer le lemme 6.11 pour constater qu’il existe
m>0et Q; €Uc(g, ), 0<j<mavec @, € U(g)a, tels qu'on ait

ZQ]-YC{ =0 mod U(g)a,.

Jj=0

Parmi ces identités, choisissons une de maniere que m soit minimal. L’action adjointe de
W g’écrit comme :

(Z]ijdjl> [W,Yy] =0 mod U(g)a.

Jj=1
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Ici, (Z;"zl ijYdj 71) # 0 modulo U(g)a,/, ce qui est du a la condition de minimalité si
m > 1 et au fait que Q7 Z 0 modulo U(g)a,» si m = 1. Comme 'anneau U (g, 7') /U(g)a,
est entier, on obtient [W,Y,] € U(g)a,, ce qui achéve la preuve dans ce cas-ci.

Cas 3. dimh(¢) = dimh(¢') — 1 et b'(¢) = b'(¢') pour ¢ € T'; générique

Remarquons que la condition dimh(¢) = dimh(¢) — 1 a un point ¢ implique que le
centre 3 de g est contenu dans g'. La supposition h'(¢) = b’(¢’) sera utilisé seulement
dans la situation (3-c-i).

Nous allons prouver I'inclusion U(g, 7) C U(g’') +U(g)a,. D’apres assertion (iii) de la
proposition 6.8, il est suffisant pour cela de montrer : si W = X, U +V € U(g, ) avec
UeclU(g,7)NU(g) et V € U(g'), alors nécessairement U € U(g)a,.

Nous allons considérer trois sous-cas selon 3 et 3 =3NHNker f.

(3-a) 5 # {0}

Ce sous-cas est aisément reglé par hypothese de récurrence appliquée a (g/3,h/3).
(3-b) 3 ={0} et dimz > 2

Dans ce sous-cas, ou dim(h N3) = 1 ou h N3 = {0}. Ces deux possibilités sont
traitées pareillement, et nous ne traitons ici que la deuxieme. Supposons donc ci-apres que
hN3 = {0}. Concernant le drapeau (3.1), rappelons les éléments { X, }1<,<4 et {Ys}1<s<a
introduits juste avant le lemme 3.4. Nous y supposons que Xi, Xy appartiennent a 3 et
posons b = &. Pour chaque (¢ — 3)-uplet J = (j3,745- -+, Jq—1) € N773 posons X’ =
X, 3:11 .- XJ'XJ?. Nous considérons les sous-espaces vectoriels S; de U(g') et St de U(g')a,
engendrés par les familles (X7Y5) ¢ noos, e ne et (X7Y ) e noos, ke e, i[>0~ Dans
cette démonstration on désigne par

(X0, X5, Y Y X X, X )

q
la base de g* duale a la base

{X17X27}/17 v 7Yd7X37 R 7Xq—17Xq}

de g.
Pour f € T, quelconque, nous avons f ([6,6]) = {0} et posons 7 = indg X} avec

H= exp 6 I1 vient que la famille

A o\ NN
{XJYK <X1 + \/—1f(X1)) (XQ + \/—1f(X2)> ;
JENT KEN, jkeN, [K|+j+k>0)

forme une base de U(g')a;. En particulier, tout élément U, de U(g’)a; s’écrit d’une fagon
unique comme

U, = Z UG#) (X1 + ﬁf(xl))j (Xz + \/—_1f(X2))k (6.6)

avec UV € 8 si j+k # 0 et Ul e ST
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Nous avons W € U(g,7) et U € U(g,7) NU(g'). On sait qu'il existe un ouvert de
Zariski non vide Op de I'- dont les éléments £ sont tels que dim h(¢) et dimb'(¢') sont
minimales. Si ’on prend f dans Qg et remplace b par [’J f par f et I'; par I';, on voit
que la condition du cas (3-a) est satisfaite. Cela implique que U € U(g')as;.

Maintenant on fixe f dans Oy et pose X; = X; +v/—1f(X;) (j = 1,2). Le remplace-
ment de U, par U a l'expression (6.6) donne

U=> UUPX{X} (6.7)
j.k
avec UUK) € Sy sij+k#0et UCO € S5,
Il est élémentaire de vérifier qu'il existe un ouvert de Zariski non vide O de R? dont
les éléments (u,v) are tels que f,, = f + uX; +vX; € Op. En remplacant U, par U et
f par fu » & lexpression (6.6), on voit aussi que pour tels éléments

U= ubp (Xl + \/—_1u>j <X2 + \/—_m)k (6.8)
7,k

avec Uﬁf&k) €Sysij+k#0et UQS%O) €St
L’égalité

U= ZU”)<X1+\/_U—\/_U> <X2+\/_v—\/_v>

et les formules (6.7), (6.8) fournissent

USD = (—V=Tuy (—V=T0)*UY" € S; cU(g)a-, V(u,v) € O.
jik

On déduit de cette relation que, pour tous (j,k) € N? et J € N?73 le coefficient de
X7 dans UU® s’annule. Cela signifie que UVF) € S¥ C U(g')a,. En particulier, on a
U e U(g)a,, ce qui établit le théoréme dans ce sous-cas.

Considérons maintenant la tranche du drapeau (3.1) coupée au niveau de g’ = g,—1
qui contient f :

{0}=gCoC- - Con1=¢"

Soit p¥ : (¢')* — g} (1 < j < n—1) I'application restriction. Pour £ € (g')* on définit tout
comme avant e;(£) = dim (G'Ap3(£)) ,e*(€) = (e5(0), ..., e (0)) et pose £ = {e*((); L €
(g')*}. Soit e* € £*. On définit la couche G'-invariante UZ = {¢ € (g')*;e*(¢) = e*} et, en
posant g = 0, I'ensemble des indices de saut S’(e*) = {1 <j<n—1;ej =¢; | +1} et
celui de non-saut 7"(e*) = {1 < j <n—1;¢; = €j_,}. Prenons e* € £* de maniere que la
couche U} rencontre I, = {¢' € (¢')*; ¢'|, = f|p} en un ouvert de Zariski non vide de I"..
Enfin, désignons par T"(e};) I'ensemble des indices is € Z tel qu'on ait hs = hs_1 + ()
pour ¢ € I'! générique.

Avant de poursuivre I'étude du cas 3, remarquons que nos hypotheses impliquent
que h = b +H(¢) et h(¢) = B () pour ¢ € ', générique. Autrement dit, nous avons
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iqg € T'(€e}) et iqg & T(em). En effet, nos hypotheses fournissent
dimh(¢) — dim b’'(¢) = dim h(¢') — dim b’ (¢') — 1
pour ¢ € I'; générique. Or, dim h(¢) — dim b’(¢) et dim h(¢') — dim b’(¢’) sont soit 0 soit
1. D’on, dimh(¢) — dim b’'(¢) = 0 et dim h(¢') — dim b’(¢') = 1 pour ¢ € I'; générique. 11
se voit (cf. [46]) aussi que T"(e};) et T,,_1(en) se different d’un élément au plus. Ainsi,
dans la situation actuelle
T,(S*H) = Tn_l(eH) U {Zd} (69)

(3-c) dimz =1et 3={0}

Soit 3’ le centre de g'. Prenons Y € go \ g1 et Z € 3\ {0} de sorte que 3 = g; = RZ.
Notons g le centralisateur de g, dans g. Nous allons examiner quatre sous-cas.

(3-c-i) ¢’ =g

Cela est équivalent a dire que g C 3. On a f([X,, Y]) # {0} et h C g dans ce cas.
La supposition du présent cas implique que 2 € T"(e*) et 2 & T'(e). 1l se voit (cf. [46])
facilement que T"(e*) et T,,_1(e) se different d’un élément au plus. Donc, on a

T'(e*) = T_1(e) U {2}. (6.10)

dans le cas actuel.
Notre premier objectif sera de prouver que R(Y') est algébrique sur CD,(G/H). En
d’autres termes, on prouvera qu’il existe un polynéme P de Y vérifiant

P(Y) = 3 PV e U(ga.

J=0

dont les coeflicients P; appartiennent a Uc(g, 7) avec P, & U(g)a,. Ce résultat se voit
aisément lorsque 2 € 7. En effet, il existe dans ce cas un nombre réel a tel que Y +aZ € .
Visiblement Y 4+ aZ +if (Y +aZ) € a, avec Z € Uc(g, 7). Cela nous donne une relation
polynomiale cherchée.

Supposons maintenant 2 ¢ Z. Dans ce cas, ig # 2 ou encore ig > 2. Les faits (6.9),
(6.10) entrainent iy € T"(e};) C T'(e*) et ig € T(e)\T'(ey) = U(e). C'est aussi directe-
ment montré comme suit. Il tient génériquement sur I'; que dim h(¢') — dim b'(¢') = 1,
ce qui implique qu’il existe Y (¢) € b(¢) \ ¥/, c-a-d. Y(¢) € g,,(¢') \ gi,—1. Alors,
([ Xy, Y (0)]) # 0 car iq & T(ep). Par conséquent,

C([X (X, YDY () — (X, Y (O)Y]) = 0.

D’ou, on observe que £([X,, Y)Y (¢) — ([ X, Y(O)]))Y € gi,(0) \ gi,—1 et donc ig € T'(e).

Soit my = ig4. Les résultats antérieurs nous donnent une suite partielle (o,)i1<,<k
d’éléments I',-centraux de Corwin-Greenleaf. On a vu que la famille (@ (0(0,))), <, <, en-
gendrent algébriquement la sous-algebre & (Z,,, (g,7)) de CD,(G/H). Il savere que les o,
sont en méme temps I -centraux. En outre, Y est un élément I -central. Ainsi, la famille
{Y'} U (0,)1<r<k forme une suite partielle d’éléments I -centraux de Corwin-Greenleaf
et w(Y)U (@ (O(0r)))1<,<, engendrent algébriquement la sous-algebre 0 (Z,,, (¢, 7)) de
CD,-(G'/H), ot 7* = ind$ ;.
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Comme my, € T'(e};), on sait de la premieére assertion du lemme 6.10 appliquée au
niveau de g’ que O(0,) dépend algébriquement sur la famille {Y }U(O (o)), <,.<;_, modulo
U(g')a.. Par conséquent, on obtient un polynome P tel que

P(O(01)y...,0(0k-1), Y, O(0k)) =0 mod U(g;,)a, (6.11),

ou le coefficient de la plus haute puissance de (o) n’appartient pas a U(g)a,. On récrit
(6.11) comme :

> P (0(01),-..,0(0x) Y =0 mod U(g;,)a, (6.12)

Jj=0

pour certains polynoémes P; = P; (0(o1),...,0(0%)), 0 < j < m. Les P; sont des
éléments de Uc(g, 7).

Puisque my € T(e)\T(ey), lassertion (xx) mentionnée antérieurement au lemme
6.10 dit que (o) est algébriquement indépendant de la famille (O(0,)),<, <), mo-
dulo U(g)a,. Ceci étant, on peut supposer sans perte de généralité qu’a la relation (6.12)
P,, n’appartient pas a U(g)a, avec m > 1, et bien évidemment (6.12) est une relation
non-triviale. Désormais, on choisit le polynome P de facon que le degré m > 1 dans
(6.12) soit minimal.

Comme [W,Y] = ZU = UZ, on applique I'action adjointe de W & la formule (6.12)
pour obtenir :

(ijjw-l) UZ =0 mod U(g)a,.
j=1

Ici on constate que (Z;n:1 JP;YI *1> # 0 modulo U(g)a,. Cela s’ensuit de la minimalité

de m si m > 1 et du fait que P, # 0 mod U(g)a, si m = 1. Il est aussi clair que
Z ¢ U(g)a,. Comme l'anneau U(g, 7)/U(g)a, ne possede aucun diviseur non trivial de
zéro, on voit que U € U(g)a,, ce qui acheve la démonstration dans ce cas.

(3-c-ii) g’ # g, b C g et dimb(¢) = dim(h N g°) pour £ € T, générique.
D’abord, on peut choisir X, € g et X € ¢’ de sorte que

g=(@gNgdRX et g= (¢ NG ®RX,.
Notons que les seules valeurs possibles de
dim (b1 (g N)") ~ dim (N g) = dim (b (¢’ N§)") — dimb(0)
sont 0, 1 ou 2 car g’ N g est de codimension 2 dans g. On a par hypothese que
dimbh(¢) = dimh(¢') — 1 et dimb(¢) = dim (h N g°)

pour ¢ € I'; générique. On remarque aussi que
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dim (h N (g N g)é) — dim b(¢)
= (dim (h 1 (¢'N§)") = dimb(¢)) + (dimb() — dim b(0))
— (aim (511 (5N 8)) — dim (5N g) ) — (dim (51 §") — dimb(0))

On en conclut que dim (b N(g'N Q)Z> —dimb(¢) = 1.

On reprend W = X, U +V comme avant. On va voir qu’on serait amené a une contra-
diction si W ¢ U(g') + U(g)a,. En effet, en posant G = exp § et 7 = indg X7, on
montrera que cette condition entraine l'existence d’un élément W = X, U +V € U(g, T)
avec U € (U(g,7)NU(g)) \U(gNg)a, et V € U(gN g'), ce qui est contradictoire a
I’hypothese de récurrence sur n = dim G car dim (f) N(g' N §)£> — dim (b N ﬁg) = 1.

Pour b € N, on définit le sous-espace Sy =S¢ XU(g'NG) sib>1ct Sy = {0} dans
U(g'). 11 est facile de récrire W sous la forme

a b a
W= X'XU+Y XV;,=Y XX,U+XV,+ W, (6.13)
i=0 i=0 i=0
pour certains entiers a, b. Ici, U;, V; € U(g' N g) et W), € S,. Sans perte de généralité,
on peut choisir W de fagon que U;, V; € U(g' Ng) \U(g' Ng)a, et que b < a. En
effet, supposons b > a. La premiere assertion de la proposition 6.8, ou 'on remplace g
par g, ¢’ par g N g et X, par X dit que V, € (U(g,7) NU(g’)). Ensuit, compte tenu
de dim (b N(g'N Q)Z> = dim h(¢'), on peut appliquer 'hypothese de récurrence afin
d’obtenir un élément XA+ B € U(g',7*) avec A € (U(g,7)NU(g)) \U(gN g')a, et
BeU(gng'). On voit alors que
W' =WA" — (XA+ BV, = XX U, A" + X" Vy + Wy

est un élément de U(g, 7) \ (U(g') +U(g)a,) tel que v/ < b, Viy e U(g' N g) et Wy € Sy.
Par conséquent, en répétant ce procédé, on est en mesure de supposer b < a dans
(§.13). Sib = a, (resp. b < a), on applique encore la proposition 6.8 pour voir que
W = X,U,+V, € U(g,7) (resp. W = X, U, € U(g,7)) avec U, & U(g' N g)a,. Cela
contredit le fait que dim (f) N ﬁe) = dim (h N(g N Q)g) — 1 et 'hypothese de récurrence.
(3-c-iii) g’ # g, h C § et dimh(¢) = dim (h N g*) — 1 pour ¢ € ', générique

Les suppositions impliquent h* C g, h* C g et donc h* C g’ N g. De la méme raison,
cela implique a son tour dim (h N(g'N §)£> —dimph(¢') = 1 et dim <h N(g' N Q)Z) —
dim (hNg*) = 1.

On prend W = X, U + V comme avant. On va voir qu’on serait amené a une contra-
diction si U & U(g)a,. On sait que U € U(g',7*). Bcrivons U sous la forme 327" XU,
avec U; € U(g' N g). En remplagant g par g’ et g’ par g’ N g et compte tenu du fait que



86

dim (h N(g'N @)Z> —dimh(¢') = 1 pour ¢ € T',+ générique, on applique 'hypothese de
récurrence sur dim g afin de constater que U(g', 7*) C U(g'Ng)+U(g’)a,. Par conséquent,
U; € U(g)a, pour i # 0. C’est ainsi qu’on peut supposer U = Uy € U(g' N g). De méme,
sans perte de généralité, on peut supposer que V' s’écrit sous la forme V = Y7 X'V,
avec V; € U(g' N g) \ U(g)a,. On serait amené a une contradiction si m > 1. En effet,
sous cette supposition, la premiere assertion de la proposition 6.8 dit que

mX Vo 4 Vin € U(g, )\ (U(g' N @) +U(g)ar),
ce qu’on vient de trouver impossible.
En somme, on peut choisir W = X, ,Uy+Vj avec Uy, Vo € U(g'Ng) et Uy € U(g'Ng)a,.
Finalement, on se sert du fait que dim (b N(g N Q)E> — dim (f) N gf) =1 pour ¢ € T,
générique. Il implique par récurrence que U(g,7) C U(g' Ng) +U(g)a,. Cela nous donne

une contradiction et le théoreme s’établit dans cette situation.

(3-c-iv) b Z g N N N N
Dans ce cas, posons h = hNg, H=exp h et choisissons X € h tel que h =h dRX.
Visiblement, g = g + RX et h C (RX)’ pour tout £ € I';. Do,

dimb(¢) = dimph(¢') — 1 et dimh(¢) = dim (h N g°)

pour ¢ € I'; générique. Ceci étant, les mémes arguments développés dans le cas (3-c-ii)
plus haut fournissent

dim (b N (g N g)£> ~ dimb(f) = 1
pour ¢ € I'; générique. Puisqu’il est immédiat que, g. é¢tant un idéal quelconque de g
contenant Y, hNg! = hNg’ pour £ € I'; générique, nous constatons génériquement dans
I'; que
dim (6 N (g N g)f> — dim (6 N gf> ~1. (6.14)
Montrons que la supposition W & U(g') + U(g)a, nous mene a une contradiction. En

effet, dans le présent cas, nous pouvons écrire W = X, (3, U; X))+, ViX  avec U;, V; €
U(g' N g), de sorte que

W= X, Z (—V=1f(X))'U; + Z (—vV=1f(X))'V; mod U(g)a,.

Donc, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que W = X, U +V avec U, V €
U(g'Ng), de sorte que W € U(g,T), T = indg Xr et W &U(gNg)+U(g)as. I:’hypothése
de récurrence sur dim g, ou nous remplagons g par g, g’ par g’ N g et h par b, exige que

ce n'est pas compatible avec (6.14).
La démonstration du théoreme est terminée. c.q.f.d.

Nous somme préts a prouver la conjecture de commutativité.

Corollary 6.14. On garde les notations. L’algebre D, (G/H) est commutative si et seule-
ment si 7 = indg X ¢ est a multiplicités finies.
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Démonstration. Corwin-Greenleaf [22] a déja montré une implication : si 7 est & multi-
plicités finies, l'algebre D, (G/H) est commutative. Il ne nous reste donc qu’a montrer
I'implication inverse. Supposons que 7 est a multiplicités infinies et voyons par récurrence
sur dimg que D,(G/H) est non commutative. Rappelons d’abord [19] : génériquement
sur I';,

1
T est a multiplicités finies <= dim H - { = 3 dimG - ¢
<= 2(dimbh — dim h(¢)) = dim g — dim g(¢)

Par conséquent, il suffit de prouver que 2(dim b — dim h(¢)) < dim g — dim g(¢) pour
¢ € T'; générique entraine que D, (G/H) est non commutative. Dans ce cas, évidemment
h # g. Soit g’ un idéal de codimension 1 dans g contenant b. Si D,.(G'/H) C D,(G/H)
est déja non commutative, plus rien a faire. Supposons donc D, (G’/H) commutative,
ce qui revient au méme de dire que 2(dim h —dim h(¢')) = dim g’ — dim g'(¢') pour £ € T,
générique. D’ot,

2(dimb(¢') —dimh(¢)) < 1+ dimg'(¢") — dimg(¢) < 2
et donc h(¢') = h(¢) pour ¢ € I'; générique. Ceci étant, le théoreme 6.13 réclame qu’il
existe un élément W € U(g, 7) tel que W ¢ U(g') + U(g)a,. Enfin, en se servant du

théoreme 6.1, on obtient un élément 7" € U(g', ) tel que [W,T| & U(g)a,. C’est ainsi
que l'algebre D.(G/H) est non commutative. c.q.f.d.

Exemple 6.15. Soit g une algebre de Lie nilpotent de dimension 7 engendrée par les
vecteurs {X;;1 <1 < 7} avec les crochets non nuls :

[XG;XQ} = Xl, [X67X4] = ng [X67X5] — X4’ [XG,X7] — )(37
[(Xu, X5] = X3, [ X5, Xa] = Xi, [Xy, X7] = =X,
Il est clair que le centre de g est 3 = RX;. Choisissons le drapeau d’idéaux (3.1) comme
suit :
{0}=goCgC---CgsCgr=g,
ol
J
k=1

On munit g* de la base duale {X;;1 < j < 7} de la base {X;;1 < j < 7} de g.
Prenons h = RX, et f = AX de sorte que

7
I, = {Z@-X;;@ = A}.
j=1
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Décrivons maintenant les H-orbites génériques, a savoir, les H-orbites de dimension
maximale dans I'.. Elles sont contenues dans 'ouvert de Zariski suivant :

7
0 - {ijx; ET.6s # 0}.
j=1

Un simple calcul direct vérifie que, si ¢ = 2]7,:1 &X: € Ty, Ad° (exp(—tX,)) (€) —
ST &)X (Yt eR) ob

§o(t) =& — 18, &i(t) = &1, &alt) =&, &u(t) = A,
&) =& 16, &) =&, &) =& —t&. (6.15)
Les ensembles d’indices Z, J définis juste apres le théoreme 3.3 sont respectivement
T ={4} et J =11,2,3,5,6,7}, de sorte que la suite de sous-algebres (3.2) devient :
Eo - f) - RX4, El - RXl @RX4,
L =RX;0RX; ®RXy, €& =911 (37 <6).

En posant 7; = ind? Xf, K; = exp &, on considere la suite associée de sous-algebres :
Do(K\/H) € Dyy(Ka/H) € -+ € Dyy(Ks/H) € Doy(Ko/H) = Do(G/H).  (6.16)
Le théoreme 6.13 dit exactement laquelle de ces inclusions est propre ou non.
A Taide du calcul (6.15) des H-orbites et en posant ici £; = lle; (1 <j <6) pour tout
¢ € g*, on obtient :
dmH-{; =0, V€O, 0<j5 <3,
dmH-4;=1, V{e€O, 4<j<6. (6.17)
Suivant la suite ¢y C €, C --- C ¥, il y a un seul saut de la dimension des H-orbites
génériques dans I'; qui a lieu au passage de ¥3 a £;. Par conséquent, le théoreme 6.13
implique que D, (K;/H) sont proprement contenue dans D, (K;1/H) sauf pour j = 3,
ou l'on a l'égalité D,,(K3/H) = D,,(K,/H). Donc, la suite (6.16) se détaille :

D’T‘l (KI/H)DTQ(KQ/H)DT3 (K3/H) - D7'4 (K4/H)D75(K5/H)DT(G/H) (618)
Autrement dit, il existe sauf pour j = 3 un non zéro élément de D, (K;11/H) qui
n’appartient pas a D, (K;/H). Pour confirmer cela, nous allons construire explicite-
ment un tel nouveau élément. En posant u = & + t&3 dans les calculs (6.15), on pa-
rametre les H-orbites génériques dans I', comme suit : si { = Z;zlij; € O, alors
Ad* (exp (—tXy) (0) =37 ri(u) X7 (Vt € R) avec

j=1

_ Ges + 55255 - u&, ri(u) =&, ra(u) =&, 7ra(u) = A,

rs(u) =u, r3(u) ==&, rr(u) = & + &6 — Ufl'

&
Cela nous fournit les polynémes H-invariants

§683 + 285, &1y &2, &3, §7€3 + &165

re(u)
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sur g*. En appliquant Papplication symétrisation S(g) — U(g) a ces polynomes, on
obtient les éléments

Xe X3+ Xo X5, Xy, Xo, X3, X0 X5+ X1 X5

de U(g, 7). Précisément, X; au passage de C = U(Ey, xr) a U(t1,71), Xy de U(8, 1) &
Z/{(EQ, 7'2), X3 de U(EQ, 7'2) a U(Eg, Tg), X6X3+X2X5 de Z/{(E4, 7'4) a Z/{(E5, 7'5), X7X3+X1X5
de U(E5, T5) a L{(g, T).

Vérifions qu’aucun nouvel élément de D, (G/H) se produit au passage de D, (K3/H)
a D, (K,/H). Supposons qu'il existe A € U (¥4, 74) qui n’appartient pas a U (t;)+U(g)a..
D’apres I'assertion (iii) de la proposition 6.8, on peut supposer que A s’écrit A = X;U+V
avec U, V € U(t;). Comme ¢35 est commutative, il est immédiat que [A, X4 = —X3U.
Puisque X3 & U(g)a,, cela exige U € U(g)a, et puis V € U(t3,73). Ainsi, A € U(E3,73) +
U(g)a,, don D (K3/H) = D.,(K4/H).

Maintenant, tournons a la question de commutativité de D.(G/H). Un calcul direct
nous fait aisément observer que les G-orbites génériques dans I'; sont a dimension 6
tandis que H-orbites génériques y sont a dimension 1 par (6.17). Donc, 7 = indg X5 est
a multiplicités infinies. Par conséquent, 'algebre D, (G/H) doit étre non commutative.
En effet, pour 1 < j < 3 les groupes K; = exp &; sont abéliens. D’ou, les représentations
T, = indgj Xy, sont a multiplicités finies, tandis que les algebres D, (K;/H) sont com-
mutatives.

Pour j = 5 et pour ¢ € ', générique, les orbites K5 - 5 sont a dimension 4 tandis
que les orbites H - ¢5 sont & dimension 1 par (6.17). On en déduit que 75 = indh’ X fs
est a multiplicités infinies. En méme temps, X5 et Xg X35 + X5X5 sont deux éléments de
Z/{<E5,T5) vérifiant [X27X6X3 + X2X5] = —X1X3. Compte tenu de X1X3 g Z/l(g)aT, on
voit que

[XQ, X6X3 + X2X5] §é 0 mod L{(g)aT

Cela prouve que D, (K5/H) est non commutative.

§7. Conjecture de commutativité : cas de restriction

Comme la réciprocité de Frobenius le suggere, il y a une sorte de dualité entre 'in-
duction et la restriction de représentations. Alors, dans cette ligne directrice, nous nous
proposons de formuler pour la restriction de représentations une contrepartie de la conjec-
ture de commutativité et la prouver. Ce texte devenant déja beaucoup trop long pour
mes cours a Monastir, nous nous contentons de noter seulement des résultats obtenus
dans [8], sans y donner de démonstration. Soient toujours G = exp g un groupe de Lie
nilpotent, connexe et simplement connexe, d’algebre de Lie g et K = exp € un sous-
groupe analytique de G ayant l'algtbre de Lie . Pour 7 € G, on note Q) = Qg(m)
I’orbite coadjointe associée de G. Etant donnée 7 € G , nous allons étudier la restriction
7|k de T a K, dont la désintégration centrale canonique se décrit par le théoreme 2.2.2.
Désignons par ker 7 I'idéal primitif associé a 7 dans U(g). Pour deux sous-espaces M et
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N de U(g), on note

¢(M,N)={AclU(g);[A, M] CN}
le centralisateur de M modulo N. Posons Uy, (g)t = ¢(¢, ker ). Manifestement, ker 7 est
un idéal bilatere de Uy (g)®. Soit D.(G)X Talgebre image par ’homomorphisme 7 de
U, (g)* de sorte que

D ()Y ~U,(g9)"/ kerm = (U(g)/ ker 7T)K ,

ou la derniere algebre est 'algebre des éléments K-invariants de U(g)/ ker m. L’algebre
D, (G)" pourra étre regardée comme une algébre d’opérateurs différentiels qui lasse H®
invariant et qui commutent avec ’action de K sur cet espace. Nous aimerions comprendre
la structure de l'algebre D, (G)% dans un rapport avec le spectre et les multiplicités de
7|k. D’ailleurs, quand la représentation m|x s’avere irréductible, il n’est pas difficile de
voir que D, (G)¥ est une algebre triviale. Tout pareillement au cas des représentations
monomiales, on se trouve dans I’alternative suivante : au théoreme 2.2.2 soit il existe une
borne uniforme des multiplicités n, (o) pour v-presque toutes o, soit n,(c) = oo pour
v-presque toutes o. Selon ces deux éventualités, nous disons que 7| est & multiplicités
finies ou infinies.
Reprenons le drapeau d’idéaux (3.1) :

{0} =g0C@1C---Cgr1Cgn=9, dimgy =k (0 <k <n), (3.1)

ainsi que les notations introduites au début du chapitre 3 : X; € g; \ gj_1, p; : g —
g5, £ e€&, U, S(e), T(e) ete. Posons

Z RX; et gp = Z RX;

jeS(e j€T (e

de sorte que g* = g% @ g}. Il existe un ordre total dans 5, soit £ = {6(1) > > e(k)},
de telle sorte que U, et U;j<;U,;) soient des ouverts de Zariski de g* pour tout 7. Ainsi
toutes les couches U, sont des ensembles algébriques, c.-a-d. différence de deux ouverts
de Zariski de g*.

Décrivons le résultat de Pedersen [65]. Soit U, une couche quelconque. On note S(e) =
{j1 < -+ < Jm}, o m désigne la dimension des G-orbites dans U,. Il existe alors des
fonctions RS : Ue x R™ — R, 1 < j < n, telles que :

—pour £ € U, fixée, x = (z1,...,7,) — R;({,r) est une fonction polynomiale de

x € R™ dont les coefficients sont des fonctions G-invariantes sur U, ;

n R]e(€7x) = Tk pourj :jk € S(B), le Ue;

= si jx < J < kg, alors R$(4, z) ne dépend que de xy,. .., 7 ;

— pour tout ¢ € U,, 'orbite coadjointe G - £ est donnée par

G - z_{ZReexX*xeRm}

Formons R§((, —iXj,, ..., —iXj, ) dans 'algébre symétrique S(g), en remplagons la va-
riable ), dans R5(/, z) par ZX]k, et notons r§(¢) son image dans U(g) par la symétrisation.
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En particulier, r§ (¢) = —iXj, . Soient V, le sous-espace de S(g) engendré par les éléments
de la forme X]]? . ~X]]-€;", ki,..., Lk, € N, F, 'image dans U(g) de V, par la symétrisation
et E, le sous-espace de U(g) engendré par les éléments de la forme Xjkll- . -Xf;”, ki,..., kn €
N. Si e =0, on pose V, = F, = E, = CAl. Pedersen [65] a prouvé que I'idéal primitif
ker 7wy, ou £ € U,, est engendré par les éléments

us(l) = X; —ir5(0), je€T(e)

j j
et que

U(g) = kerm, & E. = kerm, @ F..
De méme, 'action de 7 sur E, et F, est fidele. Ainsi, en identifiant E, et F, aU(g)/ ker m,
et par abus de notations nous avons :

DW((G)K = E€I< = FEI( = C[X]17 tet ’ijrL]K'

Ces isomorphismes sont tout simplement des isomorphismes d’espaces vectoriels.

C’est en chassant ¢ de ce résultat de Pedersen sur ker 7, que Corwin-Greenleaf [22] ont
construit des éléments e-centraux. Comme nous allons le voir dans la suite, ces éléments
e-centraux vont servir & construire des éléments de U (g)* et jouer un role capital dans
notre démonstration de la commutativité. R

Fixons maintenant une orbite coadjointe 2 = Q(7) C g* associée a m € G. Fixons
aussi une forme linéaire £ € Q2 et introduisons des coordonées dans 2 a I'aide d’une base
de Maslov {Xy;1 < k < ¢}, ot ¢ = dimg/g(¢) = dimQ(¢), relative a g(¢). Cela deut
dire que

g(0)+) RX;, 1<r<q,
k=1
sont des sous-algebres de g. Alors I'application
RIS T = (t,...,t,) — B(T) = exp(t,X,) - - -exp(t; X;) - £ € O

est un difféomorphisme sous lequel la mesure 7, s’avere équivalente a la mesure de
Lebesgue sur R?. Soit

{O}ZE()CElCEQC"'CEd_1CEd:E, dimé, =s, 0<s<d

une suite de Jordan-Holder de € et {Y7,...,Y;} une base de ¢ adaptée a cette suite.
Considérons maintenant les matrices M,, 1 <r < d, de type (r,d) définies par

M, = ((I)(T) ([K7Y}D)1§i§'r, 1<j<d "
Notons e, (®(7)[e¢) le rang de M,. L’ensemble
e(D(T)]e) = (ex (B(T)]e) ;- -, ea (D(T)]e))

n’est autre que I'ensemble des indices de dimensions de ®(7')|¢ € £* donné au moyen de la
suite de Jordan-Holder écrite ci-dessus. Posons pour 1 < i < d, €Y = maxpegae; (P(T)]¢)
et e? = (€2, ...,¢Y). Mest clair que D = {T € R% e (P(T)|¢) = €°} est un ouvert de Zariski
de R?. Par conséquent, si I’on introduit la couche Uy(1) = Uy = {¢ € €*;¢(¢) = €’} dans

t*, on conclut que v (K \ P (Ug(ﬂ))) = 0.
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Pour A € S(), on définit un fermé principal F(A) de ¢ par F(A) = {¢ € #;A(() =
0}. Ceci étant, il en résulte que Fy = {T € R% ®(T)|e € F(A)} est un fermé de Zariski de
R4. D’apres la construction (cf. [22]) des éléments e-centraux, il existe un ouvert de Zariski
Z de ¥ tel que Z N U soit non vide et K-invariant sur lequel se fasse la construction.
Notons ici pe Papplication restriction g* — €. Si ZNpe(Q) = 0, la construction se répete
sur la sous-couche Uy \ (£ N Ug) qui remplace Uy et ainsi de suite. S’il en est ainsi,
ce procédé nous fournit un systéme d’éléments e’-centraux de Corwin-Greenleaf valable
v-presque partout dans K.

Au drapeau d’idéaux (3.1), soit

=iy <ig<-- <ig}
I’ensemble des indices 1 < i < n tels que g; N € # g,_1 N €, et posons

En posant [( = €et [, =€+ g; pour 1 <r < p, on obtient une suite de sous-algebres de
g:
t=hchcC---ClyCl,=g, dim(l,/l,_;)=1.
D’autre part, en considérant ¢, = €Ng;. (1 < s < d), nous procurons un drapeau d’idéaux
de ¢ :
{0}=¢CctyC---Cty1Ct;=¢ dimt, =35 0<s<d.

En extrayant un vecteur Y € €\ €1 pour 1 < s < d, on forme une base de Jordan-
Holder {Y7, ..., Y} de £ De la méme maniére, en extrayant un vecteur X, € [\ [,_; pour

1 < r < p, on forme une base de Malcev {Xy,...,X,} de g relative a . Commengons
par généraliser le résultat de Pedersen mensionné ci-dessus.

Théoreme 7.1. Supposons g(¢) N €, # g(£) N &1 pour v.-presque toute ¢ € €2, alors
il existe un élément W € U(E) Nkerm ayant la forme W = Y77 P;Y) avec P; €
U(tr—1) (0 < j < m) vérifiant 7(F,,) # 0.

Définition 7.2. Soient ¢ € g* et By la forme bilinéaire définie antérieurement. Nous disons
que £ est coisotrope en £ si 'espace € = {X € g; B,(X,€) = {0}} est un sous-espace
isotrope pour B,.

Cette notion de coisotropie va nous permettre de caractériser la finitude des multipli-
cités de 7|k.

Proposition 7.3. Gardons les notations. Alors 7|k est a multiplicités finies si et seule-
ment si € est génériquement coisotrope sur 2.

Nous allons donner une autre interprétation de ce fait selon le principle général di
a Michel Duflo. Soit ¢ € pe(Q2) C €*. Notons w 'orbite coadjointe de K passant par ¢
et o la représentation unitaire irréductible de K associée a w. Alors la proposition 7.2
s'interprete comme :

Proposition 7.4. La représentation 7|k est a multiplicités finies si et seulement si les
K (¢)-orbites dans QNp; ' (¢) sont génériquement ouvertes. En I'occurrence la multiplicité
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n.(o) dans le théoreme 2.2.2 est donnée par le nombre des K ()-orbites contenues dans
QNpt(0).

Maintenant, en récrivant £;., a la place de [ (1 < r < p), nous nous procurons une
suite de sous-algebres de g :

{0}=¢CctyC---CtyCt=t,Cltyy1 C---8,_1Ct, =g,

avec dim(¢.) =r, 1 <r <mn. Ici, & est un idéal de £ pour 1 < r < d.

Extrayons un vecteur X € £;\€;_1 pour 1 < s < n. En fait, la base duale { X7, ..., X*}
est une base de Jordan-Hélder de g* pour l'action unipotente Ad*(K). Les projections
pj + g° — & (1 < j < n) entrelacent I'action de K, et tout comme avant une forme
linéaire ¢ € g* nous donne un n-uplet

e(l) = (e1(!),...,en(F))
d’entiers non-négatifs définis par e;(¢) = dim K Api(¢) (1 < k < n). Inversement chaque
n-uplet e = (ey,...,e,) d’entiers non-négatifs nous fournit une couche U, de K-orbites
dans g* définie par :
U={legie(l)=ex 1 <k<n}.
Alors il existe une et une seule couche U, telle que U, N §2 soit un ouvert de Zariski de
2. Considérons alors ’ensemble S(e) des indices de saut :

Sle) ={1<k<mnje=er1+1}
et T'(e) celui de non-saut :
Tle)={1<k<mnjep=er 1},
en convenant que ey = 0.

Théoreme 7.5. Nous gardons la méme situation. Lors du passage de €;_; a €;, I'algebre
U, ()t s’agrandit lorsque j € T'(e), par contre elle ne s’agrandit pas lorsque j € S(e).
Plus précisément, en posant Uy (&) = Uy (g)* NU(€;) pour 1 < j < n nous avons :

(1) Si j € T(e), alors U (&) # U (8;_1)" + U(E;) (U(E;_1) NkerT) et il existe W €
U, ()" ayant la forme W = aX; + b (a, b € U(¥;_1)) avec m(a) # 0.

(2) Si j € S(e), alors Z/{W(Ej)E = Uﬁ({fj_l)é +U(EJ) (U(Ej_l) N ker 7'(').

Enfin, nous aboutissons au :

Théoréme 7.6. 7|k est & multiplicités finies si et seulement si I'algebre D, (G)¥ est com-
mutative.

§8. Postface
Quant a la conjecture polynomiale, je crois que nous venons d’en élaborer une démonstration
et nous sommes en train de I'examiner. Cette conjecture aussi se traduit pour la restric-
tion et cette contrepartie s’établit jusqu’a maintenant dans des cas particuliers (cf. [9]).
Comme il se voit bien, beaucoup d’études détaillées ne s’éffectuent que dans le cas
nilpotent et il reste encore un tas de choses a réfléchir méme dans le cas exponentiel.
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Peut-étre il serait instructif de traiter un groupe de Lie completement résoluble dont
I’algebre de Lie est une j-algebre normale au sens de Pjatetskii-Shapiro car il possede
une structure algébrique remarquable.

Ici en Tunisie ou en France ou ailleurs il y a de jeunes chercheurs en pleines activités
dans notre domaine. Nous comptons sur eux pour 'avenir de la méthode des orbites.

Pour le moment je n’ai pas le temps de relire ce texte, bien que je sois sur et certain
qu’il contient beaucoup de coquilles. Priere de m’en pardonner et merci infiniment pour
votre attention.

1]
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