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Notations

%t gefinition (le membre de gauche esffithi par I'expression de droite)

A\ B difference ensembliste (ensemble diégsnents deA qui n'appartiennent pasB)
2% famille de tous les sous-ensemblesle

N ensemble des nombres entiers

R, R" ensemble des nombresels, respectivement des vecteurs de dimensiarcoordoneées gelles
(éventuellement muni de la structure d’espace vectoriel euclidien habituelle)

R4, R ensemble des nombresal$ non egatifs, respectivement des vecteurs de dimensi@dmoor-
donrges gelles non agatives

R =R U {400}

X,Y,... en ggréral, espaces vectoriels

L(X,Y) applications li@aires continues d€ dansy (voir §2.4)

X* dual topologique d& (voir §2.5)

im A image d’'un ograteur lirgaireA

ker A noyau d’'un ograteur lirgaire A (en Anglais, “kernel”)

A* opérateur adjoint d’'un ograteur ligaireA (voir §2.6)

(-, -) produit scalaire

Il norme (un indice peut pciser la nature de cette horme)

¥n simplexe de dimensiom (voir (3.3))

A fermeture ou adérence d’un sous ensembded’un espace topologique
A intérieur d’un sous-ensembfed’un espace topologique
C

intérieur relatif d’'un sous-ensemble convéxd’'un espace vectoriel topologique (voiebxiition 3.37) ;
on trouve dans la lieifature la notation € (pour “relative interior”)

X (A) enveloppe affine d’'un sous-ensemBlévoir Définition 3.3) ; on trouve parfois dans la ététure
la notation affA

©(A) enveloppe convexe d’'un sous-ensemhlévoir Définition 3.13) ; on trouve dans la litature la
notation coA ; on utilise la n&me notation pour I'enveloppe convexe de fonctions (§4i6)

\'
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©(A) enveloppe convexe fema d'un sous-ensembl& (voir Définition 3.39) ; on trouve dans la
litterature la notatioido A ; on utilise la n&me notation pour I'enveloppe convexe s.c.i. de fonc-
tions (voirg4.7.3)

Z(A) enveloppe chique d’'un sous-ensembbe(voir Définition 3.29)
Z(A) enveloppe ohique fernge d’un sous-ensembke(voir Définition 3.42)

AL cone orthogonah 'un sous-ensemble convefeau pointa € A (voir Définition 3.20) ; on trouve
dans la litErature la notatioMNa (a)

At notation abegee pourAy (définie seulement si @ A)

Al cone tangent un sous-ensembl& au pointa € A (voir Définition 3.32) ; on trouve dans la
litterature la notatioi a(a)

A" notation abegee pourA] (définie seulement si @ A)

A° cbne polaire d'un sous-ensemlAgvoir Remarque 3.26)
C* cone dual d’un one convexe (C* = —C+ — voir §3.5.3)
[Ic(X) projection dex surC (voir §3.8.1)

dc(x) distance dex aC (voir Définition 5.12)

w(f),Us(f) épigraphe (respectivemempigraphe strict) d'une fonctiofi (voir Définition 4.1) ; on
trouve dans la ligfature la notation epi

T(f) domaine def (voir Définition 4.5) ; on trouve dans la létature la notation dorh

Vg (f) ensemble de niveau de la fonctiérau niveays (voir Définition 4.10)

I o fonction indicatrice d’un sous-ensemiAgvoir Définition 4.11)

oa fonction support d’'un sous-ensemt#igvoir Définition 4.12)

f og inf-convolution def etg (voir (4.6))

f/ transfornge de Fenchel dé (voir Définition 4.20) ; on trouve dans la kttature la notatiorf *

of (x) sous-difErentiel def enx (voir Définition 4.49)
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Objet de I'optimisation

1.1.1 *“Le mieux possible”

Faire “le mieux possible” est somme toute une attitude naturelle dans la vie courantecddaisa
gu’'un sens &5 relatif par rapport aux contraintes subies ou volontairement aesgptontraintes qui
peuvent esulter elles-rafes de choix pass. Pour un inghieurégalement, “faire le mieux possible”
devraitétre un objectif permanent lorsqu’il a par exemple en charge la conceptiorequipe€ment
ou le dimensionnement d’'une installation. Masaussi, I'expression doétfe relativige en fonction de
contraintes de budget, deairi®, ou autre, contraintes dont le niveau a l@m® fait I'objet de dtisions
préalables et souvent extéures.

Les mots “optimiser, optimisation, etc.” sont suppeséfEter cette ide du “mieux possible”. Dans
la vie courante, les choix possibles se limitent souzedéux (on appelle alors cela une “alternative”)
ou quelques unés, de sorte que I"“algorithme” de prise decikion seeduita envisager, explicitement
ou pas, toutes les possibdlit;a consi@rer eta évaluer leurs coregjuences probables, &tétenir celle
qui paraf “la meilleure” (mais cette notion de “meilleur” n'a pas de sens tant que lererde choix n'a
paséeté explicig). Dans les proleihes techniques, les choix possiblesespritent souvent un continuum
(quelles dimensions donnaruhe poutre ?) et une tebmln€ration exhaustive des possilaktde choix
est impensable. Il faut alors un “algorithme” plus performant, céedire une mrethode pour cheminer
vers “la” solution en explorant le moins de “moins bonnes” solutions possible. Et il faut d'abord savoir
“reconnafre”, c'esta-dire, caracfiser “la” solution, puisque le fait de pouvoir la compaagoutes les
autres &fé exclu.

Les mots “optimiser” ou “optimisation sont bien souvent galheaidans le langage courant (dans la
communication publicitaire par exemple) dans la mesurédsont utili€s dans le sens d’'une simple
“amélioration” par rapporai’unétat an¢rieur. On ne peut strictement parler d’optimisation que si I'on
est sif qu'aucun autrechoix ou aucune autreegision n'est possible — dans le cadre de contraintes
explicitement spcifies — qui fera mieux que celleplEe “optimale”, et “mieux” n'a de sens qu’une
fois précig I'echelle de mesure de performance (ou &gt?). Un autre eupémisme consista parler
de “solutionsousoptimale” lorsqu’on est @mt'a admettre qu'il se pourrait qu'on puisse encore faire
mieux. Mais, sans gcision sur le “combien mieux”, ou “combien moins bien”, la notion de “sous-
optimalité” reste tes floue, et une fam plus claire de s’exprimer consisteraiparler tout simplement
de “nonoptimalité”.

Nous emploierons aussi indiffemment le vocable “fonction ag”

1
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1.1.2 Contradictions et compromis

Si tout le monde s’accorda admettre qu™il vaut miewsetre riche et en bonne santjue pauvre et
malade”, on se trouve rarement dans la pratique en face de choix aussi clairs. Le plus souvent, on n'a
pasun maisplusieurscriteres enefe, et ils varient rarement tous dans lem& sens. C’est pourquoi
beaucoup de choix sont difficiles. C’est pourquoi aussi I'optimisation est soueeriéel” parce que
I'illusion de faire mieux d’'un certain point de vue se traduit par ue&ddration d’un autre point de
vue. Donc, bien souvent les choix ne sont que des compromis (“compromis” sgiardedgaon moins
noble que “choix optimal”).

On verra que I'optimisation est une technique pour “quantifier” les compromis entre dag<rit’
parfois non commensurables, c’estlire peu susceptibles deegdluer dans les emes unigs. En effet,
si tout se ramenait des Frands il suffirait d’additionner tous les effets d’unedsion pour la comparer
a une autre. Mais que vaut la vie humaine ? Peasgme politique deeuri# routére qui caite des
investissements en Francs et qui rapporteamsomies de.. morts® La théorie de I'optimisation
fournit des outils permettant depdondrea’ des questions du type “si on accepte de perdseir un
critére, combien pourra-t-on gagner au mieux sur un autrerert” au moins de fan marginale (c’'est-
a-dire lorsquex est petit). Voill d’ou vient le “prix de la vie humaine” : dans un contexte (et avec des
contraintes) bien gcis(es)x Francs de plus de tel investissement en ematde scuri® permettront
(statistiqguement) économisery morts, d’'al le prix marginal du mort. Mais ce prix marginal pourra
étre tes différent dans un autre cadrediSionnel, avec d’autres niveaux de contraintes par exemple
ce qui doit donnea réfléchir. L'optimisation ne se substitue pata‘responsabiidu dcideur, elle rend
les congquences de certains choix a priori (fixation d’'un budget, d’un niveaedgi€) plus explicites
en ayant fait le mieux possibéel'interieur du contexte e€ par ces choix a priori.

1.1.3 Optimisation, théorie et pratique

Au vu de la discussion qui peéde, on doit comprendre que I'optimisation, ¢’est au moins trois choses.

L'art de formuler des probl emes de écision grace a des concepts et outils mathatiques m@cis.
Comme tout art, son acquisition demande du temps et de la pratigone fofsqu’on en a com-
pris les fondements (ce qui reste de toutgofaindispensable). Que mettre dans la “fonction
colt” ? Que mettre dans les contraintes ? Comment formuler ces contraintes ? Comment revenir
sur cette formulation lorsque la solutioret ‘obtenue et ne patgdas agquate ou intuitivement
satisfaisante ? Autant de questions auxquelles il est peu probable que le lecteur sache facilement
répondre @5 la fin de la lecture de ce document. Comme disait mon bon professeur de Recherche
Opérationnelle, Michel Sakarovitch, lorsquetiiis moi-ngine etudiant dans cett&cole (oh,
c’etait il y a bien longtemps.. ) : “je n’enseigne pas la Recherche @ationnelle, j'enseigne
les matlematiques de la Recherche @ationnelle. Si vous voulez apprendre la Recherche
Opérationnelle, venez la pratiquer.”

Une théorie mathematique. Comme on I'a dit, il est facile deadinir une solution optimale (c’est celle
qui donnea une fonction cof la valeur la plus basse — en principe on cherahminimiser les
calts), il est plus difficile de la reconrteé (des fois que vous tomberiez dessus par hasard !)
puisqu’il est exclu de efifier alors qu’elle obit biena la dfinition. Donc, il faut savoicarac-
teriserune solution par des conditiongggssaires, suffisantes, ou les deux, en somme tmna”
certaines de ses propt#s pour les reconmaé. C’est un objectif important qui sera aberdans
ce cours.

2ou des Euros,. . soyons modernes !
3Ne parlons pas des blesstui occasionnent, eux, despgnses de soins.
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Une “cuisine” algorithmique. Une fois que le matrhaticien a su caraatiser une solution, et d'abord
se prononcer sur son existence voire son ugjtitigénieur voudrait bien pouvoialculer cette
solution. Il est hors de question de passer en revue tout ce qui est imaginable oweguiloris”
s’agit d'aller au plus vite vers la solution en aliorant par touches successives @hatche de
celle-ci. Autant dire que la plupart des algorithmes staratifs Itératifs, mais rarement optimaux
eux-mémes, c'est I'une des contradictions de ce domaine. C’est pourquoi nefésopis parler
de “cuisine algorithmique” (on rappelle que la cuisine aussi péngt Gn art. .. lorsqu’elle est
bien faite). Cela n’exclut pas les fondements reathtiques, les gEs, les dmonstrations de
convergence.. mais il restera toujours un je ne sais quoi de “tour de main”.

L'algorithmique de I'optimisation peut faire I'objet d’'un cours (d’'informatique &)elle toute
seule. De plusa tause du “tour de main” qui ne s’acquiert pas du premier coup, il est vivement
recommand‘de ne jamais programmer un algorithme par seim®, néime si on a le sentiment de
I'avoir bien compris. Il vaut mieux faire confiance aux nombreux programmes de bifxdjods
scientifiques aujourd’hui disponibles.

Le volume horaire de ce cours ne permettra pas malheureusement d'aborder ne serait-ce que les
grandes idés qui pesident’la conception e 'analyse d’'algorithmes ou dedfire les principales
ca@gories d’'algorithmes.

1.1.4 Loptimisation |a od on ne l'attend pas

On I'a vu, l'optimisation se situe principalement sur le terrain de I''aéd@ @Bcision”. Mais la “Na-
ture” ou le “Hasard” aussi prend degasions, et bien souvent deediSions optimales. Prenez une
boite d’allumettesa'moitié pleine, renversez les allumettes sur la tablelamjez les, et remettez les en
vrac dans la bwé. Puis agitez la hté dans un mouvement de va et vient sae¢ad observez que les
allumettes tenderd e ranger bien paralEment les unes aux autres. Comme l&xigxice est repro-
ductible, c'est qu'il y a une loi derere ce pkhonene. Cette loi peut slioncer comme le fait que la
configuration stable des allumettes minimise un certaiereribu “potentiel” (la Nature aurait horreur
du désordre). Il y a bien d’autres lois de la Physique qui peuvent se formuler comme la solution d’'un
probléme d’optimisation (cheminement d’un rayon lumineux dans un milieu d’indicefdaction vari-
able, Epartition des dbits ou des intengs dans uneseau hydraulique aeléctrique maik, nombreux
problémes d€quilibre en Micanique). Ce point de vugriationnelsur les proldimes d€quilibre ou de
résolution déquations est souvent extmement fructueux, tant sur le plan detlide de I'existence et de
I'unicite des solutions, que sur ceux detlide de leurs pro@iés et de leur calcul nuenique (probéime
des algorithmes desolution).

Il'y a d’autres prok¢mes dequilibre qui ne peuvent stricto sensu s'intetier’comme la solution
de probEmes d’optimisation au sens de la minimisation ou la maximisation d’un seetle;ritiais qui
reléevent toutefois de la famille des “prashes variationnels’iféquations variationnellegue I'on ren-
contre par exemple dans les prelés dequilibre de €seaux de transport, parfois intextables comme
la solution d'un “jeu”a plusieurs joueurs). Le sujet deguiations variationnelles est intimememtdi”
celui de I'optimisation et nous le rencontrerons far@Ent dans ce cours,aeme si hous ne le traiterons
pas toujours dans son contexte le plesdgal.

1.2 Nomenclature en optimisation

L'id'ee d’'optimisatioretant tes gérérale, il faut entrer un peu plus dans la description de so@goaES
qui corresponderd des outils matrhatiques et des niveaux de diffi@dtassez vass ou variables.
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1.2.1 Optimisation continue et optimisation discete (ou combinatoire)

La premere distinctiora faire concerne la nature des “espaces” dans lesquels les variablesiglerd”
prennent leurs valeurs : c’est la dichotomie “discret-continu” bien neeqri Matkmatiques et qui
conditionneevidemment beaucoup les possilgfitde recouriia certains outils. Nous ne dirons pas
grand’chose de I'optimisation en variabléiscrétes que I'on appelle aussiptimisation combinatoire

car le plus souvent, la combinatoire du nombre des valeurs prises par I'ensemble des variables est “explo-
sive”, ce qui exclut Enun€ration exhaustive commeatiiode de recherche de la solution. L'optimisation
combinatoire est un domaine en soi et elle ne sera pas du touteshdads ce cours.

On se situera donc dans le cadre de I'optimisation en variables continues, ce qui permet dg@&onsid”
des variations infinéSimales et 'usage de la notion deridée des fonctions implig€s (les fonctions
pourront ne pagtre parfaitement “lisses” et seulement “souseat#fitiables” en un seres preciser ;
toujours est-il qu’on disposera d’une possilgiité parler de petites variations).

1.2.2 Optimisation deterministe et optimisation dans l'incertain

Bien souvent, le ééideur doit faire faca un certain nombre de facteurs inconnus, ou plesigément
seulement connus soit statistiquement, soit par des plages de valeurs (maxima, minima) que ces facteurs
sont susceptibles de prendre. Il existe plusieurs approches dediagititi dans l'incertain” (que veut-dire
“optimal” dans ce cas ?), et on peut au moins distinguer lesgas 0"

e un cadre probabiliste est utiispour dcrire matematiquement l'incertain (on parle alors
d’optimisation stochastiquet on cherche enayéral @ minimiser I'esgrance matbmatique de
la fonction cait, ce qui suppose implicitement qu'on accepte un comportement “optimal en
moyenne”), ou bien

e des plages de valeurs possibles (mais non probabgjsdes alas sont suppess et on cherche °
se pemunir contre la pire des occurrences (du point de vue de la fonctigl ce qui correspond
a un comportement pessimiste oegiprudent (on parle alorsaptimisation min-maxdans le cas
le plus dfavorable ourobustg.

A nouveau, ces situations d’optimisation dans I'incertain ne seront pases®odans ce cours. On
se limitera donc au cas de I'optimisatidéterministeol tous les facteurs intervenant dans le peot,
en dehors des variables dediSionsa notre disposition, sont suppss¢onnus avec ecision. C'est bien
sdr une idsalisation par rappoéd la plupart des situations coetes.

1.2.3 Optimisation statique et dynamique

Le mot “dynamique” est le plus souvent utdigorsque le temps intervient, c’esteire qu’'un sysime
évolue, qu'il faut prendre desdisionsa diversesfapes de cettevolution, et que cesettisions auront
une influence sur tout le futur (mais pas sur le paas raison du principe de causalitL'optimisation
dans ce contexte dynamique est appeldmmande optimatequi peutétrea nouveau dferministe ou
stochastique. Une fois de plus, ces domaines peuvent faire I'objet de cegiBRES et ne seront pas
abords ici explicitement (sawgventuellemend I'occasion d’un exercice).

Il existe en fait un sens plus subtil et plus profond au mot “dynamique” dans le contexte derpesbl”
de dEcision. C’est ce que nous allons tenter d’expliquer maintenant.

¢ Sion a affairea’une formulation dterministe, le futur de évolution est parfaitement calculalze °
partir du moetle du systine et des etisions planiftesa chaque instant. Les objeisnanipuler
(“commandes”, c'est-dire variables deetision,tats du systhe, etc.) sont des objets index”

40On rencontre souvent le mot “coate” au lieu de “commande” dans ce contexte, mais il s’agité Franglais.
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par le temps, ou “trajectoires” : ces objets sont de dimension finie si le temps est un temps dis-
cret (comme sur un ordinateur) et si I'horizon d’optimisation est bpat’ils sont de dimension
infinie en particulier lorsque le temps est comsgdéomme une variable continue. L'implication

du mot “dynamique” dans ce contextetdfministe est donc plotici que I'on manipule des “tra-
jectoires”, ce qui peut justifier de travailler dans desaegs fonctionnels de dimension infinie.
Dans ce cours, nous avons choisi @elopper la thorie dans le cadre des espaces de Hilbert de
dimension finie ou infinie, et donc on couvre implicitement ces situations dynamigae® sila

notion de €cursivi€ incluse dans &volution d’'un systine dynamique justifie(rait) de consacrer

un développement griala la commande optimale.

e Supposons maintenant que des facteurs incertains influenegalution du sysme dynamique
en plus de nos propresdisions. Alorsa’un instant, il n’est plus possible de pdire exacte-
ment I'évolution future nefe si I'on est capable de dire quellexidions seront prises jus@ua
fin de I'horizon. En fait, on a irfét a ne pas prendre toutes lescikions futures tout de suite,
maisa se limitera celles qui seront imadiatement applicges (celles de l'instant courant). En
effet, la plupart du temps dans ces situations dynamiques etesermé d’incertain, on dispose
d’observationsa’chaque instant qui nous renseignent detiaplus ou moins compte sur ce
gu’'ontété les valeurs pasgs des “bruits”, et surdtat actuel du systne, nous permettant de “cor-
riger le tir” éventuellement. On a donc @éta prendre lesetisionsa chaque instant au vu des
observations disponibles jus@utet instant. On entraldans un autre monde, celui de la com-
mande erboucle ferneeou enfeedback qui, du point de vue matmatique, requiert un arsenal
et des techniques eatément diférents. Cesaeftitables situations dynamiques, caesises par
I'alternance de écisions et d’observatiofset qui reBvent le plus souvent d’'une approche par la
programmation dynamiqyee seront pas I'objet de ce cours. On se limitera dohaptimisation
“statique” (par oppositiom “dynamique”) neime si la tieorie sera applicable dans une certaine
mesure aux prokhes de commande optimaletdfministes pour les raisons explegs plus haut.

1.2.4 Un critere/plusieurs criteres, un decideur/plusieurs cecideurs

Comme cela &té évoql€ plus haut, un erhe dicideur est gferalement confromrta plusieurs crizfes

de choix qui, sanetfe récessairement antagonistes, ne varient pasfieeat tous dans leenie sens en
fonction des dtisions envisageables. Unethie de loptimisation multi-criere ou vectorielle(c’est le

critére qui est'valeurs vectorielles) existe. Nous ne I'aborderons pas explicitement dans ce cours. Nous
avons indige qu’en choisissant lesquelles desgmCupations seront agges dans une fonctiongb”
unique (quand elles sont commensurables) et lesquelles apparaous forme de contraintes, on peut
parvenira formuler de tels prokles de compromis, quiteeitérer sur les choix a priori (par exemple

sur les niveaux assigs aux contraintes). Comme on yejafait allusion, la tkorie de la dualé fournit

une aide dans cette optique.

Nous resterons donc dans le cadre de I'optimisation “monerefit"Nous resterons aussi dans le
cadre de I'optimisation “monoetideur”. A 'opposé, il existe des situationsud’on est en pesence
de plusieurs dCideurs ayant chacun leur propre fonctiomitcet' leurs propres contraintes. Mais bien
sdr, la dBceision de chacun agit sur le @it de tous (il n’est pas difficile d’imaginer des exemples en
Economie). Nous entrons ISur le terrain de l#héorie des jeuxdans laquelle plusieurs concepts de
“solution” ou d™equilibre” (Pareto, Nash, Stackelberg) etd définis.

5Eh oui, @ nous arrive aussi de parler Franglais.
6ce qui, encore une fois, n’a destable importance qu’en psence de facteurs incertains
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1.2.5 Optimisation linéaire et optimisation non linéaire

La dichotomie “liréaire/non liraire” est assez classique en Mattdatiques raime si elle re@sente une
partition faussement syetrique (dans le monde du “non daire” il y a beaucoup de sous-egories).
En optimisation, on parle, duté linéaire, deprogrammation ligaire” La programmation lipaire,
qui pourrait n8tre considfée que comme un cas particulier degplagrammation convexelle-méme
sous-catgorie de lgprogrammation non lieaire, est bien plus que cela en fait. Historiguement, elle
a occug’ le devant de la sme en optimisation dans les @®s soixante sous I'impulsion de George
B. Dantzig, et on peut dire que dans beaucoup de cercles, “optimisata@’pair un temps synonyme
de “programmation lieaire”. Techniquement, bien que cas particulier de la programmation convexe, le
contexte de la programmation éiaire permet desedeloppements qui lui sont sgifiques. Ce fut en
particulier le cas sur le plan algorithmique avec le famalgorithme du simplexgui exploite un certain
aspect combinatoire de la programmatioreliite n€me en variables continues. Lesveloppements
algorithmiques pluseacents par les athodes de points iatieurs ont sfieusementaduit I'ecart entre
programmation liraire et non lipaire.

Toujours est-il que la programmation diaire, par ses sgificités, constituea ‘elle seule un objet
de cours. Elle ne sera pas abeedéxplicitement ici, mhe si les techniques de dualijui y seront
dévelopes s’appliquent aussi bierson cas (mais avec quelques diffiesltéchniques particelieés au
niveau de la justification magmatique).

Ce cours se situe donc sur le terrain de l'optimisation nowedlirg, et plus exactement de
I'optimisation convexe, comme le sugig son titre.

1.3 Aperau du cours

Comme on vient donc de le voir, I'objet principal de ce cours est celui de I'optimisation
e a un seul crigte (sous contraintes),
e déterministe,

en variables continues,

statique (sans pour autant sacrifier la dimension infinie),

et dans un cadre convexe.

Ce dernier point signifie que les fonctions du peghE (cait et contraintes) seront supgestonvexeget
méme affines pour les contraintegdli€). On parle alors d’optimisation ou de programmation convexe.
Ce sujet de recherche a connu un faveloppement aps le suces initial de la programmation liaire
dans les anegs soixante et il s'est constiteh une thorie colgrente remSentant la prerare incursion
structuge dans le domaine de I'optimisation norglire.

Bien que la convexé ait une interpetationéconomique claire (@rnonene des cotsS marginaux
croissants), beaucoup de preiriés renconés dans lagélité ne sont pas convexes. Cependant, puisque
I'on s’intéressa 1'optimisation de fonctions — disoresla minimisation pour fixer les &s — au voisi-
nage imnediat de leur minimum, les fonctions onécg€ssairement une forme convexe. L'hymsi’
de convexi¢” globale peut donetfe considfée comme une &Hlisation (eCessaire dans touteettrie
mathématique) a’I'on pourraétudier sur tout I'espace (globalement) desmirrenes qui risqueraient
de n'appardfe en Ealitt que localement dans legion qui nous irdfesse. Tant que I'on n’utilise que des
concepts locaux (variations infiegimales autour d’un point), il y a peu de chances que I'aspect qualitatif

“Le mot “programmation”, comme dans les expressions “programmation dynamique”, “convexe”, etc., n'a pas ici de con-
notation informatique, mais il fait sans doueéarencea’l'idee de “planification desatisions”.
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des plehonenes changent radicalement du fait de cette extersiont'espace de promtes seulement
locales. On s’est simplement ptadans un cadre mathiatique plus agdble. Cependanted que I'on
commence tirer des conclusions globales d’hypesies de convext{et on rencontrera plusieurs cir-
constances de cette nature), alors il y a égpairier que ces conclusions soient qualitativemergdifftes
si on renonce aux hypatses de convext”

Avant d’aborder le sujet de I'optimisation proprement dit, il nous faudra donc explorer le monde de
la convexi€. C’est un monde wl'intuition géonstrique des concepts etgultats principaux estes’
éclairant pour leur comphension. Nous userons et abuserons de “petits dessins” poehapgder ces
résultats, sans sacrifier cependana rigueur matematique. Celle-ci est d’autant plusg€ssaire que
I'on s’aventure sur le terrain de la dimension infinie Kintuition est plus facilement prise erettut.
Nous le ferons dans le cadre le plus simpla ebuveau le plusapngtrique possible, celui despaces
de Hilbert C’est pourquoi le chapitre suivant passe en revue quelques faits esseatiellysie fonction-
nellesans petendre ica'I'exhaustivi€ nia I'approfondissement. Le but est seulement de poser quelques
prérequis qui devrorgventuellemengtreétudiés dans les ouvrages defédrence du du domaine.

1.4 Resumons nous

L'optimisation est une branche des “sciences dedaigion” : son but est de spifier la dcision
souhaitable parmi toutes les possileititd’'un espace deedisions, par le choix d’'un “cete” ou “fonc-
tion cait” et par le choix de contraintes. Ces choiealdbles sont “arbitraires”, mais une fois ceux-ci
arrétés, une dcisiort devient “meilleure” que toutes les autres. Il s’agit alors de

e caraceriser cette déision pour la reconmi@é (conditions d’optimali) car la &finition initiale de
I'optimalite n’est pas utilisable de fan opgrationnelle ;

e puis de la calculer (algorithmes).

La théorie matlematique de I'optimisation traite de ces deux questions mais seule lagpesrst aborel
dans ce cours.

L'arbitraire du choix du criégfe et des contraintes ne fait donc pas partie dedarte matematique
stricto sensu. Cet arbitraire est la marge de manceuvre qui partgilisSateur d’exprimer seseskirs
plus ou moins pecis et souvent contradictoires. Mais la coetmfision de la #0rie matiematique qui
vient ensuite permet de guider ces choix esitéant par exemple des formulations difficilesésoudre
et en fournissant un certain “feedback” : lathmie de la dualé’et I'interpEtation des “multiplicateurs”
gu’elle introduit permet de quantifier dans une certaine mesure les choix a priori les uns par rapport aux
autres.

Les conditions d’optimalédqu’elle produit placent la #orie de I'optimisation dans une famille plus
large dite des “prol@mes variationnels” qui contient notamment tous les mmiels dequilibre ren-
conis dans de nombreuses branches de la Physique, desmesbiie transport, dedbrie des jeux,
etc. Inversement, certairetats d€quilibre de la Nature peuvent seinferpeter comme les solutions
de probEmes d’'optimisation, ce qui donne souvent des moyens efficaces de calcubguddsés ou
d’etudier leurs propétés.

L'optimisation en variables continues, avec une fonctioantagiique, par ailleurs convexe, et des
contrainteggalement convexes, telle qu’elle est gaitlans ce cours, avec de plus un point de vue “sta-
tique” et “déterministe”, estgalement un cas particulier deetiries envisageant la prise en comesation
de plusieurs créfes, de plusieursedideurs aussi (Horie des jeux), de gmonmenesvolutifs (commande
ou “contidle” optimal(e)) et/ou aatoires (optimisation stochastique). Les outils raathtiques diffrent
aussi sensiblement de ceux utésdans le cas de variables didiona valeurs dis@tes.

8ou un sous-ensemble dedsions en cas de non-uneit’
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Chapitre 2

Elements d’analyse fonctionnelle

Dans ce chapitre, on propose des rappels minimaux d’'analyse fonctionnelle que I'on peut approfondir
dans de nombreux ouvrages (voir par exemple Aubin [1] ou Kolmogorov et Fomine [10]).

Les espaces de Hilbert sont un bon cadre pour la formulation degpnekld’optimisation rencoms”
par I'ingénieur. L'espac®" muni de son produit scalaire classique est I'exemple le plus connu. Le fait
de ne pas se limiteat la dimension finie permet par exemple d’aborder les gk de commande
optimale en temps continwdés grandeurs pertinentes sont des fonctions du temps que I'on peut munir
d’'une normeL2 ou H! (nous y reviendrons en temps utile).

Le prix a payer pour travailler en dimension infinie, par rapport au fait de se limi@dimension
finie, est de prendre un certain nombre dedattitions et de s'impgner de quelques didfénces somme
toute pas &S difficilesa appehender. Parmi elles, il faut mentionner en premier lieu la distinction
a operer entretopologie forteet topologie faibleet le fait que, dans la premmé, les sous-ensembles
bornésfermés ne sont pasatessairemerompactgfcomme c’est le cas en dimension finie, et aussi en
dimension infinie mais pour la topologie faible — s’ils sont bien fgiblement fermas).

2.1 Espaces ratriques, espaces complets

Un espace vectori€l (réel) est un espaceatrique lorsqu’il est muni d’unélistance d c’esta-dire
d’'une application d&C x X dansR vérifiant :

e définie positivie :
vxeX,yeX, dix,y)>0 et (dx,y)=0«x=Y), (2.1a)
e Symetrie :
YxeX,yeX, dix,y)=d(y,Xx), (2.1b)
e inégali® triangulaire :

vxeX,yeX,zeX, d(x,2 <d(x,y)+d(y.2, (2.1c)

ce qui en fait un espace topologique pour la topologie assactette distance : la convergence d'une
suite{xK} versx dans cette topologie se traduit par la convergence \ersded (xX, x).
Une suite convergente est usigite de Cauchyc'esta-dire que

Ve > 0,3Kg 1 VK > ko, K > ko, d(x,xK) <e. (2.2)

Inversement, lorsque dans un espaedriqle, toute suite de Cauchy converge (la limite est alors unique),
on dit que I'espace mtfique estomplet
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2.2 Espaces norras, espaces de Banach

Un espace norm’est un espace etrique dont la distance esefitiie a partir d'unenorme Plus

précigment, la distance(x, y) est d&finie par

dx,y)=IlIx =yl ,

la norme||-|| étant une application d€ dansR vérifiant :

e définie positivie :
vxeX, IIx| >0 et (x| =0 <= x=0),
e inégali® triangulaire :
vxeX,yeX, IIX+yl=<IxII+Ilyl,
e homogneité de dege’l :
YxeX,aeR, |ax| =|a| X

Exercice 2.1. Une norme efifie les propets supptimentaires :

e Symetrie :
vx e X, I=xII=IxI,
e autre forme de l'iegalit triangulaire :

vxeX,yeX, |[Ixl—lyl|<lx=yl .

Exercice 2.2. Une distance éfiniea partir d'une norme exifie les prop@ts supptimentaires :

e invariance par translation :

VeX,yeX,zeX, dX+zy+2 =dX,vYy),

e homogneité de dege’l :

VxeX,yeX,aeR, dax,ay)=|a|dX,Yy).

Un espace de Banaast un espaceormeé complet

(2.3a)

(2.3b)

(2.3¢)

(2.3d)

(2.3¢)

(2.4a)

(2.4b)
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2.3 Exemples

DansR", on peut consigrer les normes

def

n
def
X=Xt ....X) €R", pe N\{0O}, X, = 7 Y 1%lP, Xl =ei_rrllaxn|xi|- (2.5)
i=1 a

.....

Comme dans tout espace de dimension finie, toutes ces normesgsivalénteset elles induisent la
méme topologie.
On appelleboule (fernge) de centre x et de raygn I'ensemble

Bx. p) By [dix. y) < p) . (2.6)

La Figure 2.1 regrSente, dariR?, les formes des boules asseesa trois des normes introduites en (2.5).

OO

Figure 2.1: Formes des boulesEéassoages aux normef || , |||, et |- ||, respectivement

Pour des suites infinies = (Xg, X1, ...) dansR (éléments deRY), on peut de rafe dfinir la
“norme£P” (p € N, p > 0) de la faon suivante :

def
IXllp = o> 1%1P (2.7)
ieN

ce qui n'a de sens que pour les suites de “puissarsmmmable” (ce qui impligue au moins gye— 0
lorsquei — +o00). On peut aussiefinir la norme||-||,, pour les suites boge€s.
Pour les fonctiong : [0, 1] — R continuessur un ouvert contenant [Q@], on peut @finir, pour

p € N\ {0}, la norme
def p) !
lollp = /0 lp®)[Pdt. (2.8)

Pour des fonctionaon continues, il faut d’abord se restreindxecélles pour lesquelles l'iagrale ci-
dessus estafinie. Mais alors, I'expression (2.8) nefiiit plus une norme mais seulement une “semi-
norme” : en effet, I'in€grale peugfre nulle sila fonction est “presque partout nulle” au sens de la mesure
de Lebesgue, saretré exactement nulle. On se tire classiquement de cette situation eneransid”
I"equivalence des fonctiogset i telles que

1
/0 lo(®) =y (®)[Pdt=0.

La norme]|-||, estéquivalentea’la norme|-||,, S'il existe des constanteset M positives telles que, pour toMf m || x|, <
IXllp < M [IX]|4
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Sur I'espace des fonctions de, [l] dansR telles que l'inEgrale (2.8) est efinie, on considre alors
I'espace quotient par cette relatioredUivalence, et, pour cet espace quotient, on obtient bien une norme.
C’est la construction classique des espdc@g0, 1]; R).

Revenant'des fonctions continues: [0, 1] — R, on peuta l'instar de la normd- ||, introduite
en (2.5) pour les espacB$, introduire la “norme de la convergence uniformefidie par

def
gl = sUP lp(1)] . (2.9)
te[0,1]

2.4 Fonctions lireaires continues, dual topologique

Une applicationf : X — Y entre deux espaces vectoriels normédiestiresi
VxeX, X eX,xeR,BeR, flax+ Bx)=af(x)+Bf(X). (2.10)

En particulier, on vérifie qud (0) = 0. Une application estffinesi elle estegalea la somme d’'une
fonction linéaire et d’'une fonction constante.

Exercice 2.3. Une fonction affine est carami&e par (2.10) en restreignaamtet 8 par la condition
suppBmentairex + 8 = 1. (indication: montrer quex — f(x) — f (0) est lindaire).

On note L (X, Y) I'espace vectoriel des applications daifescontinuesde X dansY muni des
opérations

Vi e L, Y),gelLX,Y),aeR, f+g:x—> fX)+9Xx), of x> afx).

Si X est de dimension finie, toutes les applicationgdinés deX dansY sont continues. Dans le cas
géréral, une application ligaire f : X — Y est continue ds qu’elle est continue en= 0 € X ; une
autre condition nécessaire et suffisante est que la gaeantit”

sup (I FCOlly /11xllx (2.11)
x€X\{0}

soit finie. Cette quanttest en fait une norme (re#|| f ||) dans I'espacé. (X, Y) qui est complet (donc
“de Banach”) siy est complet. Une troisieme conditioegcgssaire et suffisante est gliesoit Lips-
chitzienne, avec prédsemaent || f || comme constnte de Lipschitz, ¢’ est-adire que

JfleR:¥xeX, X eX, |[f(x) - f(x’)Hy <l x=x] - (2.12)

On dit que f est uneforme lingaire sur X lorsque c’est une application Baire deX dansR.
L'ensemble des formes lgdirescontinuesest apped'dual topologiquede X et il est no€ X*. Notons
gue puisquéR est complet,X* est un espace de Banach. Par ailleurs, comme orejadit plus haut,
si X est de dimension finie, alors toutes les formesdinés sont continues. Comme on va le voir dans
I'exercice ci-aprés, ce n'est pasgg€ssairement le cas en dimension infinie.

Exercice 2.4. On consi@re I'espacéX des fonctions continues de,[0] dansR muni de la norme- ||,
telle que &finie par (2.8) poup = 1. Sur cet espace, on conerid la forme liaire quia une fonction
continuegp(-), associe sa valeyr(0) at = 0. C'estévidemment une forme linéaire. Montrer qu’elle
n‘est pas continue pour la norme indarf Pour cela, consifer la suite de fonctions continugs,}
telles que

def |1 —nt site[0,1/n],
en(t) = .
0 sit e [1/n, 1],

et montrer que cette suite tend vers la fonction 0 dans la topologie evdsichais que la forme lagire
appligugea la suite ne tend pas vers 0.

2Elle le serait par contre avec la norme de la convergence uniforme (2.9).
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2.5 Topologie faible

La topologie assoeia la norme dans un espace de Banach esiggée comme la “topologie forte”, et
le dual topologiquél* a été défini comme I'ensemble des formesdaifes (applications lggires deX
dansR) continues pour cette topologie (et la topologie habituell&jela topologie faiblesurX peut
étre dfinie comme la topologie “minimale”, ou “la plus grosss” telle que leeéments del* restent
continus. Autrement dit, une suif®,} tend versx faiblemenice qui sera n@éx, — X) si, pour tout
f e X*, f(xn) tend versf (x).

Evidemment, de laefinition méme de la convergence faible, oadilit que si la suite, tend forte-
ment versx, elle converge aussi faiblement versEn dimension finie, il n'y a pas en fait de difEénce
entre les topologies faible et forte. Ce n’est plus le cas en dimension infinie comme le montrera plus loin
I'Exercice 2.10.

On montre par ailleurs que %, — X, alors||X,|| est boree et||x| < liminf ||x,]l.

Exercice 2.5.©) Montrer que sk, — X et si f, tend (fortement) ver§ dansX*, alors f,(x,) tend vers
f(x).

2.6 Operateur adjoint

On consi@re une application ledire continueA (on dit aussi un “opfateur lirgaire”) d’'un espace de
BanachX dans un autre espaéeet une forme lieaire continuef € Y*. Il est clair que I'application

compogeg 9 ¢ . A est une forme linaire continue suk, c’esta-dire unelément déX*. On vientdonc

d’associer, guced I'opérateurA € L(X, Y), unélémentg € X* & unélémentf € Y*. Cette application,
notte A* : f — g, estévidemment une fonction legire de son argumerit. Par ailleurs, on montre
facilement (€sultat gnéral sur les applications compees) que

I9llxce < I Flly 1AL xy)

ce qui prouve que l'applicatioA* est continue avefA* |y« x+) < l|Allzx.y)- En fait, on peut montrer
I’ égalitt de ces deux normes d’'epdteur. L'ograteurA* est apped’opérateur adjointde A.

On retiendra donc (voir Figure 2.2) que

vx e X,Vf e Y5, VA€ L(X,Y), f(AX)=A*"(FHx) . (2.13)
X A y
eX”
R

Figure 2.2: Diagramme définissant |’ opérateur adjoint

Il deviendra plus clair dans le cadre des espaces de Hilbert ci-aprés que la notion d™* adjoint”
généralise la notion plus familiére de “transposée” d’'une matrice (cas d’ espaces de dimension finie).
On poursuivrales dével oppements sur |’ opérateur adjoint dans ce cadre.
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2.7 EspacesdeHilbert

2.7.1 Produit scalaire et dualité

Dans un espace vectoriel X, un produit scalaire est une forme bilinéaire w symétrique et définie positive,
c'est-a-dire une applicationde X x X dansR satisfaisant

e symétrie: w(X, y) = o(y, X);

e (bi-)linéarité: w est linéaire continue par rapport a son premier argument (et donc aussi par rapport
a son deuxiéme argument par symétrie) ;

e définie positivité: w(X, X) > 0et w(X,X) = 0= x =0.

Un espace euclidien est un espace vectoriel normé dans lequel 1anorme est définie & partir d’ un produit
scalaire, ¢ est-a-dire que

def
IXII' = vo(x, X) . (2.14)
Exercice 2.6. Vérifier que (2.14) définit bien une norme.

Exercice 2.7. Démontrer |'inégalité de Cauchy-Schwarz :

lo X, Y= IXIHIYyI - (2.15)
(indication : considérer w (X + ay, X + ay) pour & € R quelconque).

Un espace de Hilbert est un espace euclidien complet (pour la topologie de la norme associée au
produit scalaire). On parlera désormais d’ espace de Hilbert méme dans le cas ou |e caractére complet
n'intervient pas.

L’ intérét des espaces de Hilbert est que |’ on dispose d’ une notion d™ angle” de deux vecteurs (c' est-
adirede deux éléments del’ espace, ou plus précisément des vecteurs orientés qui joignent |’ origineaces
deux ééments). En effet, grace al’inégalité (2.15), on voit que le rapport w(X, y)/ [IX]l ||yl est compris
entre —1 et 1, et on peut donc I’ interpréter comme le cosinus de I’ angle des deux vecteurs: si le produit
scalaire est nul, I'angle est de +7/2 et les vecteurs sont “orthogonaux” ; si I'egalité alieu dans (2.15),
I"angle est 0 ou 7w et les vecteurs sont “colinéaires’.

H13e

Exercice 2.8. Dans un espace de Hilbert, montrer |"’egalité du parall& ogramme” :
1%+ YIZ + Ix = yIZ = 2(IxIZ + 11yl - (2.16)

En fait, un espace de Banach danslequel lanorme vérifie lapropriété (2.16) est un espace de Hilbert.
On montre en effet que |’ expression

1
o, y) Z 2 I+ yI? = lx = yI?) 2.173)

définit un produit scalaire et que la norme est associée a ce produit scalaire. D’ autres expressions possi-
bles de ce produit scalaire sont (en utilisant (2.16)) :

1
0, y) = S(IX+ Y1 = IXI* = yI1?) (2.17b)

1
= S(IXIZ+IyI% = Ix = yII%) - (2.170)
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Parmi toutes les normes (2.5) définies dans R", la seule norme associée a un produit scalaire (donc
vérifiant (2.16)) est lanorme ||-||,. Le produit scalaire associé est le produit scalaire usuel de R" :

X9 =D XV (2.183)
i=1

De laméme fagon, pour des fonctionsde [0, 1] dans R de carré sommable, lanorme L2 (voir (2.8) avec
p = 2) est associée au produit scalaire

1
(o) p() % /0 POy (t)dt . (2.180)

On utiliseradésormais plutdt lanotation (- , -) quelanotation w(-, -) pour désigner le produit scalaire.
Une propriété fondamental e des espaces de Hilbert est qu'ils sont identifiables a leur dual. Ceci est
une conséquence du

Théoreme 2.9 (de représentation de Riesz). Dans un espace de Hilbert X, tout &lément x; € X définit

. . . ) def . R
une forme lingaire continue par le procédé suivant : x — f(x) = (Xt , X). Réciproguement, & toute
formelinéaire continue f € X* peut ére associée un unique &ément x; € X tel que

vxe X, f(x)=(xs,x).

Deplus, || f [y« =[xt .. L'application: : x¢ + f est donc une bijection isométrique entre X et son
dual.

Ce résultat est a la base de la relative simplicité de manipulation des espaces de Hilbert et de leur
dua qui s apparente assez a celle, plus familiére, de |’espace R" et de son produit scalaire, pourvu
gu’ on omette la mention explicite de I’isomorphisme ¢ et gu’ on ne distingue pas X et X*, ce que hous
ferons la plupart du temps.2 Une précaution a prendre, en dimension infinie, est de ne pas confondre la
convergence forte (en norme) et la convergence faible définie au §2.5. L’ exercice suivant montre un cas
de convergence faible qui n’est pas forte.

Exercice 2.10. ®) On consideére|’ espace ¢2 des suites dans R de carré sommable (voir (2.7)). C'est un
espace de Hilbert et toutes les formes linéaires continues sont obtenues comme on vient de le voir par
produit scalaire avec des & éments de méme type. On considére dans cet espace la suite {x¥} telle que

e [1sii=k,
! 0 sinon.

Montrer que cette suite converge faiblement mais pas fortement vers 0.

Uneautre précaution aprendre en dimensioninfinie est de ne pas assimiler | es sous-ensembl esbornés
fermés (pour lanorme) avec les sous-ensembles compacts (par rapport alatopologieforte).* En fait, les
sous-ensembles bornés et faiblement fermés (donc aussi fortement fermés) sont faiblement compacts
(c'est-a-dire, compacts dans la topol ogiefaible) mais pas nécessairement fortement compacts.

30n rencontrera cependant dans une circonstance— lors de I’ introduction d’une relation d’ ordre par I’intermédiaire o’ un
cdne convexe — la nécessité de bien distinguer I’ espace primal de son dual.
40n rappelle que dans un sous-ensemble compact, toute suite infinie admet au moins un point d’ accumulation.
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2.7.2 Opérateur adjoint dansles espacesde Hilbert

Terminons cette section en revenant sur lanotion d' opérateur adjoint qui a é&té défini par (2.13). Dansun
espace de Hilbert, cette définition prend laforme

vx e X,Vy € Y, VA € L(X,Y), (y,AX) = (A"(y),X) . (2.19)

Cette nouvellereation fait mieux ressortir le lien avec la notion de transposition d’ une matrice : lorsque
X =R"etY = R™, |’"opérateur linéaire A est représentable par une matricemx n et A* par lamatrice n x
m transposée. D’ une maniére générale, par I’ identification des espaces prima et dual, on peut considérer
que A* € L(Y, X).

Avec larelation (2.19), on voit que

xcker A¥ (x | Ax) =0} = (A*(y), x) = 0, Cest-&rdirequex € (imA*)*
en désignant par V! |e sous-espace orthogonal & un sous-espace vectoriel V.5 Autrement dit,
ker A (imA"H)*L . (2.20)

De cela, on déduit que si A* est surjectif, ¢’ est-a-dire queim A* = X et donc (im A*)+ = {0}, alors
ker A = {0}, ¢’ est-&-dire que A est injectif. De laméme fagcon, on montre que ker A* ¢ (im A)*, d’ ol
I’on déduit quesi A est surjectif, alors A* est injectif. Les énoncés réciprogues de ces énoncés sont vrais
en dimension finie mais pas en dimensioninfinie, comme I'illustre|’ exercice suivant.

Exercice 2.11. Dans |’ espace ¢2 déa utilisé & I’ Exercice 2.10, on considére |’ application de ¢? dans
[ui-méme définie par

A:X=(Xo X1y ooy Xiy.oo) > Y= (Xo, X1/2, ..., X /(i +1),...).

Montrer que A* = A, que A, donc aussi A*, sont injectifs mais pas surjectifs, et quel’egalité n’adonc
pas lieu dans (2.20).

Comme vient delemontrer cet exercice, lorsque X = Y, un opérateur A peut étre égal & son opérateur
adjoint : ondit alorsqu’il est auto-adjoint, ce qui généralise la notion de matrice symétrique en dimen-
sion finie. D’une maniére générale, un opérateur A € L(X, X) se décompose en la somme de sa partie
auto-adjointe ou symétrique (A + A*)/2 et de sa partie antisymétrique (A — A*) /2.

Exercice 2.12. Démontrer que les opérateurs antisymétriques, ¢’ est-a-dire ceux qui sont tels que A* =
—A, “font tourner de +7/2", c’'est-adire que (x , AX) = 0, Vx. En déduire que pour construire une
“forme quadratique” : x — (x, Ax), seulelapartie symétrique de A est vraiment utile.

2.8 Resumonsnous

Le but de ce court chapitre était de rappeler brievement un certain nombre de notions et résultats sup-
posés dga connus avant d’ aborder le cours. En alant du plus particulier versle plus général, la structure
euclidienne de R" résulte de I’ existence d'un produit scalaire duquel est dérivée une norme qui définit
elle-méme une topologie. La méme démarche peut étre suivie dans des espaces “de Hilbert” de dimen-
sioninfinie (comme par exemple, en commande optimale, I’ ensembl e des fonctions du temps — continu

50n donnera au chapitre suivant, avec une notation similaire, une définition du cone orthogonal en un point & un sous-
ensemble. On verra que lorsque le sous-ensemble est un sous-espace vectoriel, les deux notions coincident.
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— de“carré sommabl€”) avec quel ques précautions suppl émentaires a prendre pour distinguer 1a topol o-
gie forte associée alanorme de latopol ogiefaible qui est la topologie minimale dans laquelle toutesles
formes lin&aires continues pour latopologieforte restent encore continues.

Par le théoréme de Riesz, |’ ensemble des formes linéaires continues, dit “ espace dual (topol ogique)”
peut &tre mis en bijection avec I’ espace “primal”, I’ action d' une forme linéaire continue sur un &ément
del’ espace primal se“confondant” alorsavec celle d’ un produit scalaire entre deux &émentsdel’ espace
primal. C'est, dans les espaces de Hilbert, I'equivalent du fait qu’il n'y a pas lieu de distinguer fonda
mentalement, dans R", un vecteur colonne (primal) d'un vecteur ligne (dual). De méme, la notion de
“transposée d’ une matrice” en dimension finie trouve son égquivalent en dimension infinie souslaforme
delanotion d™ adjoint” d’un opérateur linéaire (continu).

I1'y acependant, comme on I'adégadit, quel ques précautionsa prendre en dimensioninfinievis-a-vis
de la manipulation de deux topologies (qui se confondent en dimension finie) : dans la topologie forte,
les bornés fermés ne sont pas nécessairement compacts.

2.9 Corrigédesexercices

Corrigédel’Exercice25 Ona

00 = fn(x) [ = [£00 = £ )+ [T (Xn) = fna(Xn)]
<[00 = fxl+ 1 = fall IXnll

Le premier terme tend vers 0 du fait de la convergence faible de x, vers x, et le second tend vers O du
fait que ||xn|l est bornée et que f,, tend fortement vers f.

Corrigéde I'Exercice 2.10  On note d'abord que ||x¥|| = 1 pour tout k, ce qui exclut la convergence
forte de la suite vers 0. Montrons que la suite converge par contre faiblement vers 0. Comme on est
dans un espace de Hilbert, les formes linéaires continues sont |es produits scalaires par les ééments de
€2 lui-méme. Soity = (Yo, Y1, ...) € £2. Nécessairement, limi_, . yi = O puisquelasuite est de carré
sommable. Or

<yaxk>=Yk,

ce qui montre que limg_, 4 o0 (y , xk> = 0 pour tout y € ¢2 : ¢ est bien la convergence faible vers 0.
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Chapitre 3

Ensembles convexes

Dans ce chapitre et celui qui suivra, on se limite a quelques faits fondamentaux de I’ analyse convexe
gui nous sont indispensables pour la suite du cours. De bonnes références pour dler plus loin sur ce
sujet sont les ouvrages de Moulin et Fogelman-Soulié [12], Ekeland et Temam [8], [2], Hiriart-Urruty et
Lemaréchal [9], ainsi quel’ un des ouvrages “fondateurs’, celui de Rockafellar [13].

3.1 Sous-espaces affines et enveloppe affine

Définition 3.1. Soit X un espace vectoriel réel. Un sous-ensemble A de X est un sous-espace afine si
YXe Aye AVe eR, ax+(1—-a)yeA. (3.1
Autrement dit, un sous-espace affine contient toujoursla“droite”’ passant par deux de ses pointsx et y.

Exercice 3.2. Montrer quesi A est un sous-espace affine contenant O, €’ est un sous-espace vectoriel. En
déduire que, pour tout a € A, letranslaté A — a est un sous-espace vectoriel.

Parce gque I'intersection de sous-espaces affines est un sous-espace affine, et que I’ensemble des
sous-espaces affines contenant A n’est pas vide (puisque X en est un), la définition suivante a du sens.

Définition 3.3. L’ enveloppeaffined’ un sous-ensemble A, notée X (A), est le plus petit sous-espace affine
contenant A.

Exercice 3.4. Montrer que

N(A):{x

n n
neN\{O},x:Zaixi,xi € A,Zai =1; .
i=1 i=1

3.2 Premieresdéfinitions sur les sous-ensembles convexes

Définition 3.5. Soit X un espace vectoriel réel. Un sous-ensemble A de X est convexe si
Vxe Aye AVu €[0,1], ax+(1—-a)yeA. (3.2

Autrement dit, un sous-ensemble convexe contient toujoursle segment [x, y] joignant deux de ses points
x et y.! Uneinterprétation“optique’ consistea dire que dans une piéce convexe, deux personnes peuvent
toujours s apercevoair (voir Figure 3.1). Un sous-espace affine est évidemment convexe.

11 est clair quece quel’ on appelle “segment” [x, y] est justement I’ ensemble des points de laforme ax + (1 — «)y lorsque
« parcourt [0, 1].

19
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aX+ (A —-a)y aX—i—(l—Ol)
A
X

Figure 3.1: A est convexe, B n’est pas convexe

Exercice 3.6. Montrer que les seuls sous-ensembles convexes de R sont les segments (au sens large,
C'est-a-dire aussi les demi-droites), donc en fait les sous-ensembles connexes de R.

Définition 3.7. On appelle simplexe de R" le sous-ensemble

n
Endzef{aeR” =0 i=1...n > a=1}. (3.3)
i=1
Notons que nécessairement o; < 1 pouri = 1, ..., n. LaFigure 3.2 représente le simplexe de R3.
1
1
~a
“1

Figure 3.2: Lesimplexe de R®

Définition 3.8. On appelle combinaison convexe de n points {X;}i—1
mule

n tout point y obtenu par la for-

.....

n
y=) X aec ae . (3.4)
i—1

Exercice 3.9. © Montrer qu’ une combinaison convexe de n points peut étre cal cul ée récursivement par
n — 1 combinaisons convexes de 2 points.

Cet exercice montre que dansla Définition 3.5, on pouvait remplacer de fagcon équival entelacombinaison
convexe de 2 points par celle de n points en acceptant des valeurs de n quelconques. En fait, dans un
espace dedimensionfinien, il est inutilede considérer des combinai sons convexes de plusde n+1 points,
comme le montre |e théoréme de Caratheodory.?

2Nous énonconsici un lemme que |’ on peut aussi attribuer & Caratheodory. Le théoréme de Carathéodory sera énoncé plus
loin comme un corollaire immédiat de ce lemme.
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Lemme 3.10 (Caratheodory). Dansun espace vectoriel de dimension n, toute combinai son convexe de
m points, m > n + 1, se ramene a une combinaison convexe den + 1 pointsau plus.

Démonstration. Soit
m
y==§:cmxh o0 EXn.
i=1

Il suffit de montrer quesi m > n + 1, on peut faire décroitre m de 1. Ce fait, utilisé de fagon répétée,
prouverale résultat.

. . def . S

Si on considérelesvecteursz, = X; — Xy pouri = 2, ..., m, en nombre au moinséga an + 1, ces
vecteurs ne peuvent étre linéairement indépendants, et il existe donc une combinaison linéaire nulle, a
coefficients 8; non tous nuls, de cet ensemble, donc

Y Bz =0 = Y Bxi=0aec) f=0,
i=2 i=1 i=1

en ayant posé

On considereaors

J/dg.max (ﬁ) et§i=05i—ﬁ,i =1,...,m.
m 14

o

Noter que y # 0 car les B; ne sont pas tous nuls. On vérifie maintenant que

m m
y= Zaixi = Z&Xi ;
i=1 i=1
et ques € X, avec au moinsun §; égal a0. On adonc bien exprimé y comme une combinai son convexe

de moins de m points. O

L’ensemble des combinaisons convexes de n points isolés est un sous-ensemble convexe (appelé
polytope ou polyedre).

Remarque 3.11. Il ne faut pas conclure du lemme de Caratheodory qu’on peut, dans R? par exem-
ple, engendrer tous les polyedres avec au maximum 3 points (c’ est-a-dire des triangles au plus) ! La
Figure 3.3 prouve le contraire.

3.3 Opérations préservant la convexité

Les faits suivants sont énoncés sans démonstration car ils résultent presgu’immédiatement de la
Définition 3.5 (ils peuvent donc étre considérés par e lecteur comme des exercices faciles!). Partout, C
désigne un sous-ensembl e convexe de |’ espace X.

e L’intersection de sous-ensembles convexes est convexe.

e Pourac X, letrandatea + C o {a+ x | x € C} est convexe.
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Figure 3.3: Un polyédre & 6 sommets dans R?, ¢’ est possible!

e Poura € R, I"homothétiqueaC o {ax | x € C} est convexe.

e L’'imagede C par une application affine de X dans un autre espace vectoriel Y est convexe.

e L'image réciproque de C par une application affine f de Y dans X, f~4(C) =
{yeY | f(y) e C}, estconvexe.

e Lasomme vectorielle de C et d' un autre sous-ensemble convexe C' C X, c'est-a-direC + C' =
{x+x" |xeC,x" e€C'} estconvexe.

e LeproduitcartesendeC c X et C' C Y, ¢ est-adireC x C’ def {

sous-ensemble convexe de X x Y.

(X,y) |x e C,yeC'}, estun

e Inversement, la projection d’ un sous-ensemble convexe d’ un espace produit sur |’ un de ses sous-
espaces composants est convexe (voir Figure 3.4).

e L’union de sous-ensembles convexes n'est pas convexe en général, mais I’union croissante de
convexes (famille emboitée) est convexe.

Une conséquence de ce qui précéde est que les solutionsd’ un ensemble d'egalités et d'inégalités affines
constitue un sous-ensemble convexe.

Figure 3.4: Projection d’un convexe

Exercice 3.12. © Montrer qu’ etant donné un sous-ensemble convexe C et deux réels positifs o et g,
aorsaC + BC = (a + B)C.

3.4 Enveloppe convexe

Etant donné un sous-ensemble A de X, I’ espace X est un convexe contenant A. De plus, I’intersection
de convexes contenant A &tant convexes et contenant A, on peut poser la définition suivante.
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Définition 3.13. L’ envel oppe convexe d’ un sous-ensemble A ¢ X quelconque est le plus petit convexe
(au sensdel’inclusion) qui contient A. Elle est notée ® (A).

Figure 3.5: Enveloppe convexe (en sombre) d’ un sous-ensemble (en clair)

La construction de I’ envel oppe convexe suggérée ci-dessus (intersection des convexes contenant A) est
une construction “externe”. Le théoréme suivant propose une construction “interne” de @ (A).

Théoreme 3.14. L'enveloppe convexe de A est égale a I'ensemble des combinaisons convexes
deémentsde A.

Démonstration. Soit B I’ ensemble des combinaisons convexes d'eléments de A. 1l est clair que B C
©(A) puisque ®(A), en tant que sous-ensemble convexe, doit contenir les combinaisons convexes de
ses points, et en particulier ceux de A. Par ailleurs, si on montre que B est convexe, alors comme
évidemment B D A, onauraque B D ©(A) d’ aprés la définition de ce dernier sous-ensemble. Si on
prend deux combinaisons convexes d'eléments de A, on doit montrer gqu’ une combinaison convexe de
ces deux combinaisons convexes est encore une combinaison convexe d eléments de A. Tout tient dans
laremarque que, pour n nombres «j, m nombres g; et un nombre y, tousdans [0, 1], ona

Yai=le Y =1 = Y yai+y (1-y)Bj=1.
i=1 j=1 i=1 j=1

On est maintenant en mesure d'enoncer |e théoréme de Caratheodory.

Théoreme 3.15 (Caratheodory). Dans un espace vectoriel de dimension n, I’ envel oppe convexe d’un
sous-ensemble A est égale a |’ ensembl e des combinai sons convexes de n + 1 pointsde A.

Ce théoréme est un simple corollaire du Lemme 3.10 et du Théoréme 3.14.

3.5 CoOnes convexes

351 Coneconvexeet relation d’ ordre

Dans laformulation des contraintes inégalités, les cdnes joueront ultérieurement un role essentiel.

Définition 3.16. Un sous-ensemble C est un cone si

VxeC, Yu >0, axeC. (3.5)
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Figure 3.6: Un cone non convexe de R3
Un cdne est donc une union de demi-droites fermées issues de | origine.® La Figure 3.6 représente un

cone de R3 (d’ ailleurs non convexe). Les espaces vectoriels sont évidemment des cones. Un cone est dit
saillant si

CN(=C) = {0}. (3.6)

Un espace vectoriel n'est pas un cone saillant comme ne |’ est pas non plus le cone représenté sur la
Figure 3.7. Par contre, un espace vectoriel est un cone convexe.

Figure 3.7: Un cone non saillant dans R?

Exercice 3.17. © Montrer gu’un cone C est convexe si et seulement si il est stable par addition, ¢’ est-
adireque

YxeC,VyeC, x+yeC. (3.7)

Les cdnes convexes permettent de définir une relation de préordre ou une relation d’ ordre dans un
espace vectoriel.

Exercice 3.18. © On rappelle qu’ une relation de préordre est une relation réflexive et transitive et
gu’une relation d’ ordre est de plus antisymétrique. Montrer que si C est un cdne convexe d'un espace
vectoriel X, larelation

X>ysex—yeC (3.8)
est unerelation de préordre, et que ¢’ est unerelation d’ ordre si de plus C est saillant.

On notera que la relation d'ordre ainsi définie est compatible avec la structure d’ espace vectoriel,
c'est-adire qu'a |'evidence, d' apres (3.5), si x est “positif”, sa multiplication par un éément positif

SImplicitement donc, le sommet d’ un cone est toujours situé a I’ origine de I’ espace vectoriel. On peut si nécessaire déplacer
le sommet en a € X en translatant le cone, ¢’ est-a-dire en considérant le sous-ensemblea + C.
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redonne un éément positif, et de plus, d apres (3.7), lasomme de deux &éments positifs est un &ément
positif. Enfin, dans un espace de Banach, pour que la limite d’ une suite convergente (pour la topologie
forte) d' e éments positifs soit un @ément positif, on prendra un “cbne positif” fermé. On verra plusloin
gue, du fait que les ensembles convexes fermés sont aussi faiblement fermés, I’ ordre est aussi continu
pour latopologiefaible.

Remarque 3.19 (OrdredeR"). L'utilisation la plus classique de cette relation d' ordre est obtenue en
choisissant, dans R", le cone constitué par le premier “orthant”, ¢’ est-a-dire I’ensemble des x € R" tels
guex; >0,i =1,...,n. La“nonnégativit€’ de x revient alors a celle de toutes ses composantes. Mais
en choisissant un autre cone saillant comme “cone positif” de R", on peut obtenir une relation d’ ordre
contenant une plus ou moins grande quantité d' & éments positifs.

3.5.2 Conenormal (ou orthogonal) a un sous-ensemble convexe

Définition 3.20. Dans un espace de Hilbert X, le cone normal ou orthogonal a un sous-ensemble con-
vexe A au point a € A est défini par

Al ={zeX |(z,x—a) <0,¥xe A} .

En premier lieu, il est facile de voir que ceci définit bien un cdne, et méme un cbne convexe fermé
comme intersection d’ une collection de demi-espaces fermés. On notera A+ pour A& lorsgue bien sl
0 € A. Evidemment, (A — a)t = AL . LaFigure 3.8 présente des exemples de cones normaux a un
sous-ensembl e en divers points de lafrontiere

Remarque 3.21. Bien que ces cones soient figurés avec leur sommet au point de lafrontiére ou ils sont
définis, lareprésentation correcte serait celle ot leur sommet est ramené a 0 par translation. Autrement,
dit, il faut & chaque fois translater I’ ensemble A pour que e point en question soit a |’ origine, comme
I'indiquela définition.

Figure 3.8: Cdnes normaux en divers pointsde A

L’ exercice suivant montre que la notion de cbne norma n’a d’intérét qu’ aux points appartenant a la
frontiere de A (c'est-a-dire, 0" appartenant pas al’intérieur de A).

Exercice 3.22. ® Montrer quesi a € A (intérieur de A, supposé donc non vide et dont on verra qu'il
est convexe au §3.6), alors AL = {0}.

Remarque 3.23. On aurait pu définir la notion de cbne norma en un point pour un sous-ensemble
guelcongue et pas seulement pour les sous-ensembles convexes. Cela aurait conduit a des cdnes
éventuellement réduits a {0} y compris pour certains points de lafrontiere.
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L’ exercice suivant fait e lien entre cette notion de cone normal et celle de sous-espace orthogonal lorsque
A est un sous-espace vectoriel ou affine.

Exercice 3.24. Si A est sous-espace vectoriel ou affine, montrer que AL ne dépend pas de a et que ¢’ est
le sous-espace vectoriel desztelsque (z, x — a) = 0, Vx € A, Va € A (on lenotedonc AL).

Enfin, I’ exercice suivant montre que si A est un cdne convexe, le cdne normal maximal est obtenu en 0.

Exercice 3.25. © Soit C un cdne convexe. Montrer que pour a € C, Cy = C+ n {a}+, ol {a} désigne
le sous-espace vectoriel de dimension 1 engendré par le vecteur a. En déduire que {a}* N Ct = {0} si
aeC.

Remarque 3.26. Dans la littérature, on trouve la notion de cdne polaire d'un sous-ensemble A,
généralement notée A°, et définie comme

A2 ex 1 (z.x) <0, ¥x € A) .

On voit que cette définition coincide avec ce que nous notons A& ou plus simplement A, & cette
différence importante prés que nous ne pouvons pas définir AL si 0 n’ appartient pas a A. Avec la notion
d’ envel oppe conique Z (A) introduite plusloin (voir Définition 3.29 ci-apres), qui, €lle, contient toujours
0, on déduit facilement de la définition de A° que (voir Figure 3.10)

A= (L) = (LA

3.5.3 Ordredual danslesespacesde Hilbert

Placons nous a nouveau dans un espace de Hilbert XX dont on a vu qu'il est identifiable & son dual.
Cependant, il est important ici de distinguer, pour un &ément donnéX, lefait qu’il soit considéré comme
un éément de I’ espace prima X ou comme un éément de |’ espace dual, auquel cas il faudrait en toute
rigueur parler de « (X) : X — (X, x) (la bijection « a &é introduite au Théoreme 2.9). Nous ferons
I"economie de la notation ¢ mais nous préciseronsX € X ou X € X* pour indiquer si nous parlons d’un
élément ou de sa forme linéaire associée.

Etant donné un cone positif (convexe, fermé, saillant) dans X, on pose

¥ {rex* | (R, x)>0,¥yxeCcCX}. (3.9)

Il est clair que modulo I’identification de XX aX*, C* = —C-=, et que C* est un cdne convexe fermé de
X*. Cecdne N’ est pas nécessairement saillant (considérer le casou C est réduit aune demi-droiteet aors
C* est un demi-espace), maisil peut servir adéfinir au moins un préordre sur |’ espace X*, voire un ordre
si le cdne est saillant. 1| est important de noter qu’ en général, méme si on identifie X ason dud, il n'y a

pas de raison apriori pour que C = C*. Ceci se produit pourtant lorsqu’ on choisit par exemple dans R"

le cone positif R o {xeR"|xi>0,i=1,...,n} (voir Remarque 3.19). Cependant, la Figure 3.9

montre, pour n = 2, deux cas ol C est plus grand ou plus petit que C*. Autrement dit, “&tre positif”
ne veut pas dire la méme chose dans le primal et dans le dual. C'est pourquoi, on préférera la notation
explicitex € C oux € C* alanotation ambiguéx > O.

Exercice 3.27. © Montrer qu’etant donnés deux conesC et D, (CU D)* = (C + D)* = C* N D*, &t
que par alleurs (C N D)* D C* U D* en donnant un exemple qui prouve que I'egalité n"apas lieu en
général.

Remarque 3.28. On peut s'intéresser aitérer I’ opération de dualité en échangeant les rdles de I’ espace
primal et del’ espace dual pour calculer C**. 1l est immédiat de constater que C ¢ C**. Enfait, il résulte
du fait que C est un cone convexe fermeé et du théoreme sur la séparation des convexes, ou du lemme
de Farkas qui en est une conséquence, gue C** = C. Nousy reviendrons plus loin (voir Lemme 3.61
Ci-apres).
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C*

Figure 3.9: Cdne et cone dual

3.5.4 Enveloppe conique

A I'instar de I enveloppe convexe d’un sous-ensemble A, on peut définir I’ enveloppe conique de A.
L' espace X est un cdne convexe contenant A et I intersection de cbnes convexes contenant A contient
aussi A et est un cdne convexe. On adopte donc la définition suivante.

Définition 3.29. L’ enveloppe conique d'un sous-ensemble A c X quelconque est le plus petit cone
convexe (au sensdel’inclusion) qui contient A. Elle est notée Z(A).

Figure 3.10: Envel oppe conique (en sombre) d’ un sous-ensemble (en clair) et cone polaire associé (rayé)

On montre facilement (exercice) le théoreme suivant.

Théoreme 3.30. L’ enveloppe coniquede A est égaleal’ enveloppe coniquede ® (A) ; elle est également
obtenue en effectuant toutes les combinaisonslinéaires a coefficients non négatifs d' e éments de A.

Par un raisonnement tres similaire a celui qui a conduit au Théoreme de Caratheodory, on montre le
théoréme suivant.

Théoreme 3.31. Dans un espace vectoriel de dimension n, I’ enveloppe conique d’ un sous-ensemble A
est égale a |’ ensembl e des combinaisonslinéaires a coefficients non négatifsde n + 1 pointsde A.

355 Conetangent aun sous-ensemble

Définition 3.32. Soit A un sous-ensemble d’ un espace vectoriel normé X. On dit que x est tangent a A
aupointa € Asiil existe une suite {¥}yen de réels positifs et une suite {ak} ey o @éments de A telles
que
lim ak=a e lim «*@-a)=x.
k—+00 k—+00
L’ ensemble des x tangentsa A en a est clairement un cone qui est non vide (il contient au moins Q) ; il
est appelé conetangenta A ena et il est note A .
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Nous noterons de fagon abrégée AT pour Ag , Ce qui supposebien siir que 0 € A. Lanotion de cone
tangent est une notion locale puisgu’ elle ne fait référence qu’ ades limiteslorsgqu’ on s’ approche du point
A (autrement dit, on n’a pas besoin de savoir a quoi ressemble A en dehors d’ un voisinage du point a).
On verra cependant au §3.7 que si A est convexe, il existe une définition globalede A .

Exercice 3.33. Dessiner |e cone tangent, au point d’intersection, & I’ ensemble constitué dans R? par
deux courbes sécantes.

La Figure 3.11 montre quelques exemples de cdnes tangents en divers points d'un convexe (a nou-
veal, ce qui est en fait représenté, ce sont les cones tangentstranslatésaux pointsou ilsont &é caculés:
un cdne a toujours 0 comme sommet selon notre définition des cones).

Figure 3.11: Cbnestangentsa un sous-ensembl e convexe

Comme pour les cdnes normaux, la notion de cdne tangent n'a d'intérét qu’ en des points a appar-
tenant alafrontiére de A comme le montre |’ exercice suivant.

Exercice 3.34. Montrer quesia € A c X, dors A] = X.

Nous poursuivronsau §3.7 |"etude des cones tangents et de leur relation avec les cobnes normaux une
fois introduite, dans la section suivante, la notion d’ envel oppe conique fermée.

3.6 Propriétéstopologiques des convexes

3.6.1 Ouvertureet fermeture des convexes

On considéere un convexe C dans un espace vectoriel normé.
Théoréme 3.35. S C est convexe, alors’intérieur C de C et son adhérence T sont aussi convexes.

Démonstration. Si x et y appartiennent aC, il existe des suites {x,} et {yn} d’eléments de C convergeant
respectivement vers x et y, et pour tout @ € [0, 1], aXp + (1 — )y, appartient & C et converge vers
ax + (1 — )y qui appartient donc & C, donc C est convexe.

Si x et y appartiennent a C, il existe une boule B(x, p) incluse dans C. Pour tout & € [0, 1],
on montre que la boule B(ax + 1 - aw)y, a,o) est incluse dans C, ce qui prouve que ax + (1 — a)y
appartient & C qui est donc convexe. La Figure 3.12 explique la situation mieux qu’ un long discours.
Nous laissons le lecteur mettre en forme le fait qu'atout z € B(ax + 1 - )y, ap), on peut faire
correspondreun Z € B(X, p) tel quez = «Z + (1 — )Yy et que donc z appartient bien aC. O

Exercice 3.36. Montrer quesi C est convexeet si C est non vide, alors
C=¢C & C=C.
Lacondition C # & est évidemment essentielle (penser & un segment de droite dans R? par exemple).

En fait, il existe une notion qui permet de s affranchir de ce probléme d' intérieur vide des convexes, au
moinsen dimensionfinie, c' est celle d’intérieur relatif .
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nY

aX+ (A —a)y

Figure 3.12: Une boule centrée sur x et son homothétique de centre y

3.6.2 Intérieur reatif

Définition 3.37. Pour un sous-ensemble convexe C non vide d’ un espace vectoriel normé de dimension
finie, on appelleintérieur relatif de C, noté C, I"intérieur de C pour la topologieinduite sur & (C). On
appelle dimension de C la dimension du sous-espace vectoriel paraléleaR (C) (c'est-adire R (C) — a,
pour tout a € R (C)).

Théoreme 3.38. Pour tout sous-ensembl e convexe C non vide d’ un espace vectoriel norméde dimension
finie, C est non vide.

Démonstration. Supposons que la dimension de X (C) soit n. Soit Xg € C, il existe n vecteurs x; de
C tels que {X; — Xo}i=1,...n Constituent une base de |’ espace vectoriel X (C) — Xo. Autrement dit, tout
démentdey € R (C) secrit,avecaj e R, i =1,...,n,

n n
y= Zai(xi —Xo) +Xo = Zaixi ;
i=1 i=0

en ayant posé

L'application f qui &« € R" associeley € R (C) défini par laformule ci-dessus est un isomorphisme
continu entre R" et R (C). Considéronsaors |’ ouvert suivant deR" :

ng{aeR”

n
o >O,i=l,...,n,2ai <1 .
i=1

Son image f (2) est donc un ouvert de & (C). Nous alons montrer que f () ¢ C, ce qui montrera
gue C contient un ouvert de X (C) et donc I'intérieur de C dans & (C) (gque nous avons défini comme
étant C) est non vide. A cet effet, observons que le ag associé au o € Q (tel que Yloai = 1) est
(strictement) positif, et que donc tout y dans |’ ouvert f (2) est une combinaison convexe d el éments de
C : il appartient donc biena C. O
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3.6.3 Enveloppe convexefermeée

Alors que |’ envel oppe convexe d'un sous-ensembl e ouvert est ouverte (exercice), I’ enveloppe convexe
d’un sous-ensemble fermé n’ est pas nécessairement fermée* Par exemple, si on considére dans R? le
sous-ensemblefermé {(0, 0)} U{(X, ¥) | X > 0, xy = 1} (voir Figure 3.13, partie gauche), son enveloppe
convexe est le sous-ensemble {(0, 0)} U{(X, y) | X > 0, y > 0} (voir Figure 3.13, partie droite) qui n’ est
pas fermé. Pour cetteraison, il est nécessaire de recourir alanotion d envel oppe convexe fermée

Figure 3.13: Un sous-ensembl e et son enveloppe convexe

Définition 3.39. L’enveloppe convexe fermée d’un sous-ensemble A C X quelconque est e plus petit
convexe fermeé (au sens de l’inclusion) qui contient A. Elle est notée ® (A).

A nouveau, cette définition a un sens puisque I’ intersection de convexes fermés est un convexe fermé.
L e théoréme ci-dessous indique une autre fagon de définir © (A).

Théoreme 3.40. L’ enveloppe convexe fermée d'un sous-ensemble A est égale a la fermeture (ou
I’ adhérence) de son enveloppe convexe, ¢’ est-a-dire © (A).

Démonstration. D’une part, il est clair que la fermeture de I’ enveloppe convexe @ (A) est un convexe
fermé qui contient le sous-ensemble A, et donc aussi son envel oppe convexe fermée © (A) qui est le plus
petit convexe fermé ayant cette propriété. D’autre part, puisque © (A) est contenue dans tout convexe
(fermé ou pas) contenant A, son adhérence @ (A) est contenue dans tout convexe fermé contenant A et
en particulier ® (A). O

Il est facile de voir que I’ envel oppe convexe fermée de A est aussi |’ envel oppe convexe fermée de la
fermeture A de A. Mais, comme I’amontré I’exemple de laFigure 3.13, © (K) N’ est pas nécessai rement
fermée, donc n’ est pas nécessairement égalea® (A). En résumé,

@A =o(A) =o(A)=o(A) > e(A) . (3.10)

Il faut donc retenir que les opérations d’ adhérence (ou de fermeture) et d’ envel oppe convexe ne commu-
tent pas et que lafermeture doit agir en dernier pour obtenir le plus grand sous-ensembl e.

L e théoréme suivant montre que, pour la derniére inclusion ci-dessus, I'egalitéalieu si |’ espace est
de dimension finie, et si le sous-ensemble A est borné.

Théoreme 3.41. Dans un espace vectoriel normé X de dimensionfinie, si A C X est borng, respective-
ment compact, alors @ (A) est bornée, respectivement compacte.

40On verra cependant plus loin qu’en dimension finie, si I’ensemble est borng, en plus d'&tre fermé, donc s'il est compact,
I’ envel oppe convexe est aussi compacte, donc fermée.
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Démonstration. Si n est la dimension de |’ espace, par le Théoréme 3.15, si X € ®(A), alors x s'ecrit
comme une combinaison convexe de n + 1 points d'eléments de A dont la norme est bornée par un
nombre, et il est immédiat de borner la norme de x par le méme nombre, ce qui montre que © (A) est
bornée.

Si A est compact, pour montrer que © (A) est compacte, il faut montrer que toute suite infinie dans
®(A) admet un point d’ accumulation dans @ (A). Tout éément xK de la suite s ecrit comme une com-
binaison convexe de n + 1 d'&éments xik, i =1,...,n+ 1, avec un vecteur ¥ € Ynhi1, le simplexe
de dimension n + 1 (voir (3.3)). Ce dernier est aussi compact. On peut donc extraire de la suite {o¥}
une premiére sous-suite convergente. Pour cette sous-suite d'indices k, on peut extraire de la sous-suite
{x'l‘} correspondante une sous-suite convergente. On continue ainsi a extraire des sous-suites successives
convergentes des {xi"} jusgu'ai = n + 1. Pour la sous-suite d'indices finalement obtenue, on en déduit
qu'il existe un point d’ accumulation de la suite {xX} qui S exprime comme une combinaison convexe
d elémentsde A, et donc il appartienta© (A). O

3.6.4 Enveloppe coniquefermée

L’ exemple de la Figure 3.13 peut aussi servir a montrer que I’ enveloppe conique d'un fermé n’est pas
nécessairement fermée. On pose donc la définition suivante que I’ on justifie par les arguments habituels.

Définition 3.42. L’ enveloppe conique fermée d’un sous-ensemble A C X quelconque est le plus petit
cdne convexe fermeé (au sensdel’inclusion) qui contient A. Elle est notée Z(A).

On démontre un théoréme anal ogue au Théoreme 3.40. Enrésumg, al’instar de (3.10),

Z(A =Z(A =Z(A)=2£(A) > £(A) . (3.11)

Par contre, I’ anal ogue du Théoreme 3.41 pour les envel oppes coniques, plus précisément lefait qu’ en di-
mension finie, I” envel oppe conique d’ un compact A est fermée, est faux (considérer par exemple dans R?
laboulefermée de centre (1, 0) et derayon 1), mais celadevient vrai avec | hypothése que 0 n’ appartient
pasa®(A) (voir [9, Chap. Ill, Proposition 1.4.7]).

3.6.5 Fermeture desconvexesdanslatopologiefaible

Le résultat exprimé par le Corollaire 3.56 énoncé plus loin aurait une place naturelle ici. Mais sa
démonstration dépend de résultats sur |a séparation des convexes qui seront abordés en fin de chapitre, ce
gui nousoblige areporter aplustard cet énoncé. Onfait d’ ores et d§aremarquer ace proposqu’ une pro-
priété — la convexité — ayant au départ une définition purement géométrique dans | es espaces vectoriels
a finalement une conséquence de nature topol ogique dans | es espaces de Hilbert.

3.7 Orthogonalité du conetangent et du cone normal

On commence par montrer que le cone tangent a un convexe A en a est un cdne convexe fermé et qu’il
ne dépend en fait que de |’ enveloppe conique de A — a.®

Théoreme 3.43. Soit A un sous-ensemble convexe d’ un espace vectoriel normé X, et soita € A. Alors
Al est un cone convexe fermé et ¢’ est en fait I’ envel oppe conique fermée de A — a (ou encore de A — a
d’ aprées(3.11)).

SCette observation est également vraie pour le cdne normal commeil résultera du lien entre ces deux cones.
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Démonstration. Montronsd’ abord la convexité de Al . D’aprés |’ Exercice 3.17, il suffit de montrer que
ce cdne est stable par addition. Pour cela, on considére deux &léments x; et x, dans A et on montre que
X1+ X appartient aussi a Ag Pouri =1, 2, il existe des suitesde sca aires positifs {otik}keN et des suites
d'eéments dans A, {ak)ken, tellesque o (af — a) converge vers x;. Par conséquent,

X1+% = lim (aX(@f — a) + a(as — @)

k k “lf k “lz( k
= lim (a7 +a3) ——x@ -+ =@ —-a
k— 400 o] +oy o] +oy

O[k O[k
= lim (@f +af) [ —2ak+ 2 ak-a) .
k—+o00 o +oy o +oy

Comme A est convexe, le dernier terme entre parenthéses est de laforme (ak — a) ol ak € A. Onadonc
trouve deux suites {(ek + o) ke €t {8¥)ken Qui montrent quex; + X € Al

Montronsmaintenant que A] est fermé. Pour cela, on considéreune suite {Xn}neny C A4 convergeant
vers X et on montre que X € Ag A chaque éément x, de Ag sont associées deux suites {ar'f}keN et
{a,'ﬁ}keN : il existealorsun indicek, tel que

Jen (a —a) —xa]| < 2/n.
Les suites {otrlf”}neN et {ar'ﬁ”}neN sont telles que ap" <ar'§”
recherché.

Montrons I'inclusion Z(A —a) ¢ Al. Soit x € A. Les suites {a¥}ken, avec of = k, et {@}en,
avec ak = (1 — 1/k)a + x/k, sont tellesque limaX(ak — a) = x — a, et deplusak e A parce que A
est convexe. Onadonc montréque x —a € Al. Donc A —a C Al. Mais Al éant un cone convexe
fermé qui contient A — a, il contient aussi /(A — a) qui est le plus petit cone convexe fermé ayant cette
propriété.

Il nous reste enfin & montrer I'inclusion inverse. Tout x € Al s'ecrit comme lalimite d’ une suite
oK@k — a) avec a¥ € A. Chacun de ces termes appartient & Z(A — a) par définition de cet ensemble.
Cdui-ci étant fermé, lalimite appartient aussi a cet ensemble. O

— a) converge vers X, ce qui montre le résultat

Un corollaireimmédiat du théoréme précédent montre que, lorsque A est convexe, le cdne tangent et
le cdne normal au méme point sont en étroite relation.

Corollaire3.44. S A est convexe, et a € A, le cone tangent a A en a est I’ orthogonal du cone normal
a Aena, Cest-a-direque
L

(A =As. (312

Démonstration. Pour A convexeeta € A, grace au théoréeme précédent, nous bénéficions d’ une descrip-
tionsimplifieede A] :

Al=Z(A-a)={yly=a(x—a),xeR,xeA}.
On en déduit immédiatement que
(Al) ={zl{z.a(x-a) <0,a € Ry, x € Al

(qui est automatiquement fermé). Il est évident que la présence du o > 0 n’apporte rien de plus ala
définition de I’ ensemble ci-dessus, et on reconnait alors précisément la définition de Ax-. O
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Lerapprochement des Figures 3.8 et 3.11 illustre ce corollaire.

Exercice 3.45. En prolongement de I’ Exercice 3.27, montrer que pour deux convexes A et B tel que
ace ANB#g,ona

(ANB)] cAINB] e (ANB); DAl +B;,

mais quel’egalité n’ apaslieu par exemplesi, dansRR?, A et B sont les disquesfermés derayon 1 centrés
en (—1, 0) et (1, 0), respectivement, et a = (0, 0).

3.8 Projection sur les convexes dans les espaces de Hilbert et separation
des convexes

3.8.1 Projection sur un convexeferme

3.8.1.1 Existenceet unicité

On considére un point x dans un espace de Hilbert X et un sous-ensemble A c X. Il arrive souvent dans
les applications que I’ on doive se contenter d’ une “approximation” de x par un éément de A parce que,
pour une raison ou pour une autre, les ééments de A sont plus faciles a décrire sur un ordinateur. Au
sens de la distance de I’ espace de Hilbert, lameilleure approximation de x est alors|’elément y € A qui
minimise la distance ||y — Xx|| (cette quantité mesurant I’ erreur faite dans |’ approximation de x par y).
Lorsgue A est convexe et fermé, on va voir que ce probléme d' approximation est bien posé en ce sens
gu'il y aexistence et unicitédey.

Théoreme 3.46. Soit x un éément d’un espace de Hilbert X et A un sous-ensemble convexe fermé de
X. Il existeun uniquepoint y € Atel que

ly —x|l =min|lz-x] . (3.13)
zeA
Cet élement y est caractérise par I'inéquation variationnelle
Vze A, X—y,z—Yy)<0. (3.14)

L'element y est appelé projection de x sur A et sera noté I a(X).

Démonstration. Pour commencer, on va montrer que (3.13) et (3.14) sont équivalents. En supposant
d abord (3.13) et en considérant un quelconque z € Afixé, lesélémentsdelaformez, = (1—a)y+az,
a €]0, 1], appartiennent aussi a A. Donc

0> (ly—xlI?—llzg —=xI?) Ja = —allz—yI?+2(x -y, z—Y) ,

en ayant développéle carré ||z, — x||? par rapport &« En faisant tendre o vers 0, on obtient (3.14).
Réciproquement, si (3.14) est vrai, aors, pour tout z € A,

0>(y—Xx,y—2 =lly—xlIP+{y—x,x—2 ,
dou

ly=xIP<(y—x,z=x) < ly—xlllz—x|
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par I'inégalité de Schwartz, et finalement,

Iy —xII < [Iz— x|

en simplifiant par ||y — x| (& noter que cette inégalité est trivialement vérifiees ||y — x|l = 0) : on
obtient donc (3.13).

Considérons maintenant le probléme de |’ existence de y. Soit 8 = infzen [|X — z||. Soit {Z}ken UNE
“suite minimisante’, ¢ est-adire une suite telle que || x — ¢ HZ < B2+ 1/k. Pour deux valeurs| et m de
k, on utilise " ’egalité du parall&logramme” (2.16) pour écrire

|2 -2 =@ =% - @ -]
=22 —x|*+ 22" x|~ |@ ~ 0+ @ -0
=22 = x|*+2|2" = x|* -4 |x - @ +2M/2|? .

Comme A est convexe, (Z 4 Z™)/2 appartient & A et le dernier terme (avec son signe moins) est inférieur
a—42 par définition de 8. On en déduit donc que

|2 = 2"|% < 287 + 1/1) + 2% + 1/m) — 487 = 2(1/| + 1/m) .

Lasuite {Z} est donc une suite de Cauchy et par conséquent elle converge. Soit y salimite qui appartient
a A puisque A est fermé. Donc ||y — x|| > B, mais par passage a |a limite sur la suite {Z}, on a aussi
ly — x| < B, €t par conséquent y réalise ladistance minimale 8 de x a A.

Il reste enfinamontrer I'unicitéd untel y. Supposonsqu’il existe deux pointsy et y’ vérifiant (3.13),
et donc aussi (3.14) dont on a montré que c'est une condition équivalente. On utilise cette inéquation
variationnelle pour y en faisant z = y/, mais aussi pour y’ en faisant z = vy, et on additionne les deux

inégalitésainsi obtenues. On obtient ||y — y/H2 < 0, ce qui montre’egditéde y et y'. O

Il est facile de comprendre que lefait que A soit fermé est nécessaire pour I’ existence de la projection
de x sur A (c'est-adire pour qu'il existe un point de A qui réalise le minimum sur A de la fonction
Z+> ||z— Xx]|). Endimension finie, cela suffit méme al’ existence puisquesi 8 = infca ||z — X||, il suffit
de chercher le minimum de la fonction sur I’intersection de A et de la boule fermée de centre x et de
rayon 8/ > B : en dimension finie, cette boule est compacte et donc son intersection avec le fermé A
I’est également ; on est donc amené a chercher e minimum d'une fonction sur un compact, minimum
qui est alors atteint. |l en irait differemment en dimension infinie (voir [12] pour une discussion plus
approfondie a ce sujet).

L’importance de la convexité de A pour I’unicité de la projection est facile a comprendre. La Fi-
gure 3.14 montre un cas de non unicité (maisil suffirait de considérer que A est constitué de deux points
isolés et de choisir x exactement au milieu du segment joignant ces deux points).

X

Figure 3.14: Le point x adeux projectionssur A
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Le fait que I’ espace soit un espace de Hilbert, ¢’ est-a-dire que la distance soit liée & une norme
elle-méme liée a un produit scaaire joue un réle également important pour I’ unicité de la projection.
Considérons|es boules pour lanorme ¢* (norme qui ne provient pas d’ un produit scalaire) dont laforme
est représentée sur la Figure 2.1. La Figure 3.15 montre que |’ origine n'a pas de projection unique au
sens de cette distance sur laboule de centre (1, 1) et derayon 1 dans R?.

ousles

points de

cette face
sont ala
distance 1

0

Figure 3.15: Non unicité de la projection avec lanorme ¢*

3.8.1.2 Propriétésdelaprojection

Théoreme 3.47. La projection ITp est un opérateur Lipschitzien de constante 1 et monotone, ¢’ est-a-
direque

|TA(X) = TA) | < [X = x] . (3.15)
(MA(X) = TA(X) , X" =%} > 0. (3.16)

Démonstration. Utilisonsla caractérisation (3.14) de laprojection pour X, y = ITa(X) €t z = TTa(X') :
(Ma(X) = TTA(X) , X — TTA(X)) < 0,

puis additionnons cette inéquation avec celle analogue qui est obtenue en inversant lerblede x et x’. On
obtient, aprés quel ques manipulations:

(MA(X) = TIA(X) , X' — X) > [ TTa() = TTAGO % . (3.17)

Cette inéquation montre d’'une part que ITa est bien monotone, et d’ autre part, aprés application de
I'inégalité de Schwartz et simplication par | TIa(X') — ITa(X) | (si cette quantité est nulle le résultat est
trivial), que (3.15) est aussi vérifiee. O

Autrement dit, la projection est “non expansive’, ¢’ est-a-dire qu’ elle ne dil ate pas | es distances.

3.8.1.3 Projection sur un cone

La projection sur des cdnes convexes fermés jouera un role privilégié dansladualité en optimisation. On
avu al’Exercice 3.18 qu’un cdne convexe fermé C dans un espace de Hilbert X permet de définir une
relation d' ordre, et au §3.5.3, on aintroduit un ordre associé dans |’ espace dual souslaforme d’un cone
convexe fermé C*. On vavoir que tout éément x € X se décompose de fagon unique en la somme de
saprojection sur C et de sa projection sur —C* et que cette decomposition est orthogonal e (dans la suite
nous aurons plutdt besoin de la décomposition sur —C et C*).
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Théoreme 3.48. Soit C un cone convexe fermé d’ un espace de Hilbert X. Pour tout x € X, la projection
[T (X) est caractérisée par |les conditions (en dehors bien sir dela condition évidente I (x) € C)

(Me(X) , x = Tc(x)) =0, (3.183)
VzeC, (z,x—TIc(x)) <0. (3.18b)

La projection I sur un cdne est un opérateur positivement homogene de degré 1, ¢’ est-a-dire que
Yo > 0, Tc(aX) = allc(X) . (3.19)
Deplus, x — I (x) est égal ala projection IT_c-(X) et x se décompose de fagcon unique en

X =Tlc(X) + _c«(X) avec (Ic(X),MI_c+(X)) =0. (3.20)

Démonstration. On considére la caractérisation (3.14) de la projection y = IIc(X), €t, dans cette
inéguation, on peut prendre z = 0 et z = 21 (X) parce que C est un cdne. Des deux inégalités ainsi
obtenues, on déduit (3.18a). Alors, de cette égalité et de (3.14), on déduit (3.18b). Réciproquement, la
recombinai son des deux relations (3.18) redonne immédiatement (3.14) et ces deux relations sont donc
bien une caractérisation de la projection sur le cdne convexe fermé C.

L’ inéquation (3.18b) montre immédiatement que & = X — I (X) appartient a —C*. Pour montrer
gue I'on abien IT_c«(X) = &, il faut vérifier les conditions (3.18) pour cette nouvelle projection. La
condition (3.18a) pour I (X) se réécrit immédiatement (¢ , x — &) = 0, ce qui constitue justement la
méme condition pour IT_c+(X). Au passage, ceci montre I’ orthogonaitéede & et dex — & = I (x). I
faut maintenant vérifier lacondition (3.18b) pour IT_c-(X), C'est-adire (z, x — &) < 0,Vz € —C*, mais
celle-ci découle immédiatement de la définition de —C* et du fait quex — & = I (X) € C. O

LaFigure 3.16 illustre cette décomposition orthogonale (on anoté x ™ pour I (X) et X~ pour I_c-(X)).

Figure 3.16: Décomposition orthogonale de x

Remarque 3.49. Onadonc ||x||2 = [|[TIc(X)[I? + [Ix — Hc(X)||. De ce résultat, ou de (3.15) en remar-
guant que 0 = IT¢(0) si C est un cone (convexe fermé), on déduit que || TIc(X)|| < [IX]l.

3.8.2 Séparation

L esthéorémes de séparation, dits“formes géométriques du théoreme de Hahn-Banach” sont directement
lies a I’ existence d’ une projection sur un convexe fermé. |l convient pour comprendre ces résultats
d’interpréter géométriquement la caractérisation (3.14) de laprojection y = ITa(X). Elle nous dit (voir
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Figure 3.17: Séparation du point x et du convexe A

Figure 3.17) que les vecteurs yX et yZ forment un angle obtus lorsque z parcourt A, ou bien encore, que
A est situé entierement dans |’ un des demi-espaces délimité par | hyperplan passant par y et orthogonal
au vecteur yX, alors que x est situé dans I’ autre demi-espace. Donc il existe un hyperplan qui “sépare’
A de x dés que x n’appartient pasa A.

Théoreme 3.50. Soit A un sous-ensemble convexe fermé d’ un espace de Hilbert X et x ¢ A. Alorsil
exister € X tel que

supi(r,z < {r,x) . (3.21)

zeA

Démonstration. Bien entendu, il suffit deprendrer = x — ITa(X) qui est nonnul si X ¢ A, et de vérifier
avec cer I'inégdité(3.21). L'inéquation variationnelle (3.14) s'ecrit encore (avec y = ITa(X) = X —r):

VZEA (r,z—X+r1)<0=(r,2)<({,x)—|r|?.

L e résultat annoncé en découle immédiatement étant donné quer # 0. O

Définition 3.51. Deux sous-ensembles convexes A; et A, d'un espace de Hilbert sont séparés stricte-
ment par laformelinéairex — (r , x) s

sup {r,X1) < inf {r,xp) , (3.22a)
XA X2€Po

ou bien
sup {r,Xo) < inf {r,xy) . (3.22b)
Xo€ Ao X1€ A1

Géométriquement, les deux convexes appartiennent chacun a I'un des demi-espaces délimité par
I"hyperplan {r , x) = « pour tout « compris strictement entre les deux nombres définis dans les deux
membres de |’inégalité (3.224) ou (3.22b) (selon celle qui est valide).

Corollaire3.52. Dans un espace de Hilbert, on considere deux convexes fermés A; et A, et on suppose
de plus que A, est compact. Ces deux convexes peuvent étre séparés strictement si et seulement si ils
sont digjoints.
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Déemonstration. Il est clair que la condition d'&tre digjoints est nécessaire. Montrons qu’elle est suffi-
sante. Si A; et Ay sont digoints, alors considérons A; — Ao = {X1 — X2 | X1 € A, Xo € Az} qui est
convexe ; I'originen’ appartient pasa A; — A;.

Montrons d'abord que A; — Ao est fermé. Soit une stite {xk = xK — xk, xK € A, x5 € Ay
convergeant vers X. 1l nous faut montrer que X € A; — Ax. Comme A est compact, la suite {x'z‘}
admet des points d’ accumulation : soit X I'un d’ entre eux et soit {k; } une sous-suite d’indicestelles x'z(i
converge vers X, (evidemment, Xo € Ap). Puisque lasuite {x;' — x'z(‘} converge vers X, la suite {x;'}
converge vers X + Xo qui appartient a A, puisque A; est fermé. DoncX € A; — As.

Puisque A; — A, est convexe fermé et que I’ origine N’ appartient pas a ce sous- ensemble, on peut
utiliser le Théoreme 3.50 pour ce sous-ensemble et ce point, ce qui donne:

zeA1— Ao X1€A1,X2€ A2
X1€ A1 X2 €A
= sup (r,xq) — inf (r,xp)
x1eAL Xo €A
<0.

O

L’exercice qui suit permet de se convaincre que la compacité de I'un au moins des convexes est
requise.

Exercice 3.53. Dans R?, on considére les deux convexes fermés suivants : A; = Ri e A =
{(X1, X2) | X1 < 0, X1Xo < —1}. Dessiner la figure correspondante et montrer qu’ on ne peut pas séparer
strictement A; et Ao.

3.8.3 Hyperplansd’appui et description externe des convexes

On peut faire encore une autre “lecture géométrique” de la caractérisation (3.14) de la projection de x
sur un convexe fermé A. En effet, on voit, en rapprochant cette caractérisation de la Définition 3.20, que
le vecteur x — TTa(X) appartient au cdne orthogonal a A au point ITa(Xx). Ce vecteur n’est pas nul si
X # IIa(X) doncsi X € A. Réciproguement, en écho a la Remarque 3.23, et au moins en dimension
finie, on peut montrer qu’ en tout point a de la frontiere de A, le cone normal AL n’est pas réduit a 0.

Lemme 3.54. Soit A un convexe fermé d'un espace de Hilbert XX de dimension finie et a appartenant a
lafrontierede A (a € A\ A). Alors, AL n’est pas réduit & 0.

Démonstration. Si a appartient a la frontiére de A, il existe une suite {x* ¢ A}xen €t tendant vers a.
Pour tout x¥, on peut appliquer le Théoréme 3.50, ¢ est-&-dire que

Irkex: sup(rk, x) < (r*, x¥) . (3.23)

XeA

On peut de plus choisir lesrk de norme 1. Laboule unité éant compacte (en dimension finie), il existe
des points d’ accumulation de lasuite {r K}xen : soitr I'un de ces pointsd’ accumulation, et {k; } une sous-
suited'indicestellequerk — r. Evidemment, ||r || = 1, doncr # 0. Par passage alalimite dans (3.23)
pour lasous-suited’indices {k; },

VXe A, (r,x)<({(r,a),

ce qui montrequer € Ax. O
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Ce résultat peut aussi &re prouvé en dimension infinie avec I hypothése supplémentaire A # @, mais
cela nécessite des théorémes de séparation plusfins (séparation au sens large, ¢’ est-a-dire séparation non
stricte) que nous N’ avons pas abordésici.

Revenons en dimension quelconque. Parmi les hyperplans qui séparent un point X ¢ A du convexe
fermé A, on peut considérer | hyperplan

{z | {(x—=TaX),z—-Ta(X)) =0}

gui est orthogonal a la direction x — ITa(X) et qui passe par ITa(X). Cet hyperplan a au moins le
point ITa(X) en commun avec A, mais on sait que les autres points de A sont tous situés dans I’ un des
demi-espaces fermés qu’il délimite. On appelle un tel hyperplan (ayant au moins un point commun avec
A et incluant A dans I’un de ses demi-espaces fermés) un hyperplan d’appui de A (au point qu’il aen
commun avec A). La Figure 3.18 montre divers cas d’ hyperplans d’ appui.

@ (b)

Figure 3.18: (&) Divers hyperplans d’appui & A ¢ R? — (b) Deux hyperplans d’ appui a A d’intérieur
vide dansR3 dont I’ un est & (A)

Théoreme 3.55. Tout convexe fermé A est égal a I’intersection de tous les demi-espaces fermés qui le
contiennent et qui sont délimités par tous les hyperplans d’ appui en tous les pointsde A.°

Déemonstration. Soit B I’intersection de tous les demi-espaces fermés délimités par tous les hyperplans
o appui de A. Evidemment, A C B. Réciproquement, si un point X appartenait & B mais pasa A, on
pourrait le séparer de A par un hyperplan d’ appui, ce qui est en contradiction avec lefait que x € B étant
donné lafagon dont B a &é défini (car tout x de B doit de trouver dans|le méme demi-espace que A pour
tout hyperplan d’ appui de A considéré). Finalement, B = A. O

Corollaire3.56. Dans un espace de Hilbert, un convexe fermé pour la topologie forte est aussi fermé
pour latopologiefaible.

Remarque 3.57. Notonsd’ abord que ce résultat n’est pastrivia. En effet, lafermeture danslatopologie
faibleest plusforte quelafermeture danslatopologieforte. Si un sous-ensemble A quelconqueest fermé
pour latopologiefaible, il est fermé pour latopol ogieforte: defait, si unesuite contenue dans A converge
fortement vers une limite, elle converge aussi faiblement vers cette limite, et si A est faiblement fermég,
on en conclut que la limite appartient a A, ce qui prouve dors la fermeture de A pour la convergence
forte. Mais laréciprogue est en général fausse. Le corollaire ci-dessus affirme que c’'est vrai si A est de
plus convexe.

6Bien s{rr, aux points appartenant a A, il ne peut y avoir d’hyperplan d’appui, donc on peut se contenter des points de la
frontiere de A.
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Démonstration. Un convexe fortement fermé est I'intersection de demi-espaces fermés d'apres le
Théoreme 3.55. Par conséquent, il suffit de réaliser que les demi-espaces fermés pour la topologie
forte le sont aussi pour latopologiefaible. Un demi-espace fermé a &é défini par ladonnée d’' uneforme
linéaire continue (r , -) et d'un scalaire « de lafagon suivante :

(XeX | ,xX)<a}.

C'est donc I'image réciproque d’ une demi-droite fermée ] — oo, ] de R par une application linéaire
continue (c'est pour celagu'il est fermé). Mais, par définition méme de la topologiefaible, les formes
linéaires continues sont aussi continues lorsque X est muni de la topologie faible. C'est pourquoi le
demi-espace est aussi faiblement fermé. O

Avec |e point de vue exprimé par le Théoreme 3.55, on abtient donc une “description externe” des
convexesfermésillustréepar laFigure 3.19. Cette description est en quelque sorte“ duale”’ dela* descrip-
tion interne” d’un convexe comme ensemble des combinaisons convexes de ses points. La description
externe est bien souvent laplus utile dansla pratique.

Figure 3.19: Description externe d' un convexe fermé

3.84 LemmedeFarkas

Une autre conséquence du théoréme de séparation est le résultat suivant connu sous le nom de “Lemme
de Farkas’.

Lemme 3.58 (Farkas). Considérons une famille {r;};c; d"&léments d’un espace de Hilbert X et une
famille {«j}j<y de nombresréels associés. On suppose que e systeme d’ inégalités

(rj.x)<eaj, VYjed,

admet au moins une solution. Alors, éant donnés € X et 8 € R, les deux énoncés suivants sont
équivalents:

vxeX, [[rj,x)<ej,VjeJ]=[(s,x) <A], (3.24a)
(s, B) € Z({(rj, @j)}jea U{(O0,D}) C X x R, (3.24b)
ou(0,1) € X x R.

Démonstration. Supposons d’abord que (s, B) appartient a C oo Z({(rj, ajp)}jes U{(O, D)}), Cest-&
dire qu'il existe une sous-ensemblefini d’indices Jo C J et des scalaires non négatifs {y;}jcy, €t yo tels
que

s=Y ¥l B=Y_ vjaj+7.

jedo iedo
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S x veérifie les inégalités de la premiére partie de (3.24a), par combinaison linéaire a coefficients non
négatifs {y;};cJ, de cesinégalités, on obtient :

Yovilx) <D vie;

jedo iedo
soit
(s, X)<B—yw=§8,

c'est-&-dire I'inégalité de la deuxiéme partie de (3.24a). |l est facile de voir que cette inégalité au sens
large subsistesi I’ on passe alalimite sur I’ adhérence C. On adonc montré que (3.24b) implique (3.244).

Réciproquement, si (3.24a) est vrai mais si (3.24b) ne I'est pas, ¢ est-a-dire que (s, 8) ¢ C, on
peut séparer (s, B) du cone convexe fermé C, ce qui signifie — voir Théoréme 3.50 — qu’il existe
(t, 7) € X x R (cet espace étant muni du produit scalaire ((r, «) , (S, B)) = (r , S)x + «aB) tel que

sup ((t.r)+rta)<(t,s)+18. (3.253)
(r,a)eC

En particulier, le sup dans le premier membre de (3.25a) est fini, et il est nécessairement non positif :

en effet, s'il &tait strictement positif, il serait égal & +oo puisque C est un cone et on peut multiplier ses
vecteurs par n'importe quel scalaire positif arbitrairement grand. Par conséquent,

(t,rj)+7a; <0, Vjed, (3.25b)
<0 (3.25¢)

(considérer le vecteur (0, 1) € C), et

(t,s)+168>0. (3.25d)

A partir del3, il faut distinguer le cast = O du cas t < 0. Dansle second cas, on montre que I & ément
x &t /(—1) viole(3.244) (rapprocher (3.25b) de (3.25d), ces deux inégalitésétant diviseespar —7 > 0),
ce qui aboutit & une contradiction. Dans le premier cas, partant d’un éément x qui vérifie lesinégalités
delapremiére partie de (3.24a), touslesééments x + At pour A > Oarbitraire les vérifient aussi (d’ apres
(3.25h)), mais du fait de (3.25d), il va exister un A assez grand pour lequel I'inégalité de la deuxieme
partie de (3.244) sera violée. On obtient a nouveau une contradiction. O

Corollaire3.59. S J est fini dansle lemme précédent, on peut remplacer (3.24b) par

Vi e J, 3y ZOZS:Z)/J‘[‘J‘, ,BZZ)/J‘O(J‘ .
jed jed

Démonstration. Notons que lacondition sur 8 est équivalentea

0 >0:8 =Zyjaj +70-
jed
Ce corollaire repose entiérement sur le fait que I’ enveloppe cdnique d’'un nombre fini d' & éments est
(dgd) fermée. Ce dernier résultat est facile amontrer si les & éments constituent un ensembl e de vecteurs
linéairement indépendants (exercice), il nécessite une preuve un peu plus technique dans le cas con-
traire avec en particulier une construction similaire a celle utilisée dans la démonstration du Lemme de
Carathéodory (voir par exemple [9, Lemma 4.3.3)). O
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Corollaire3.60. Considéronsunefamille{r;};c; d"eémentsd’ un espace de Hilbert X. On supposeque
le systeme d’inégalités

(rj,x)<0, VjeJ,
admet au moins une solution. Alors, é&ant donné s € X, les deux énoncés suivants sont équivalents:

vx e X, [rj.x)<0,Vjedl=[(s,x)<0],
seZ({rj}jes) CX xR.

Déemonstration. |l suffit de constater que le yy de la démonstration de Lemme de Farkas peut toujours
étre prisnul (donc le vecteur (0, 1) € X x R introduit dans ce lemme est inutile). O

Pour terminer, revenons sur une question | ai ssée en suspens ala Remarque 3.28 et qui va se résoudre
ici gréce au Lemme de Farkas.

Lemme 3.61. S C est un cone convexe ferme, alorsC** = C.

Démonstration. D’aprés (3.9),
C*={y [(y,X) >0,VX:[Vx e C,(X,x)>0]} .
Autrement dit,
yeC” < [[VxeC:(x,%X) >0 = [(y.X) >0]],

ce qui est équivalent, d’ aprés le lemme de Farkas ace que y € Z({X}xec) = C = C puisque C est
fermé. Donc C** = C. O

3.9 Résumonsnous

Un convexe est d’abord défini comme un “espace” dans lequel deux observateurs évoluant al’intérieur
de cet espace ne se perdent jamais de vue : un espace sans “recoin” en quelque sorte ; on ne peut pasy
jouer a“cache-cache” :-). C'est la définition “interne” des convexes. Mais on aboultit ensuite a une autre
caractérisation des convexes, au moins dans | e cas de convexes fermés : ¢'est aussi I’intersection — une
opération qui préserve la convexité — de convexes fermés en quelque sorte “eémentaires’, les demi-
espaces fermés (ceux qui sont délimités par un “simple mur rectiligne”). C'est la définition “externe”
des convexes fermés, et dans bien des circonstances, la plus opérationnelle.

Associées a ces caractérisations interne et externe des convexes, on peut définir de deux fagons
I” envel oppe convexe d’un sous-ensemble quelconque (par combinaisons convexes des points du sous-
ensemble ou par intersection des convexes qui contiennent le sous-ensemble). En dimensionfinie, disons
n, et pour laconstructioninterne, le théoréme de Caratheodory indiquequ’il n'est pas utile d’ utiliser plus
den + 1 pointsalafois.

La caractérisation externe, nous |I'avons déduite d'un théoréme fondamental de “séparation” des
objetsconvexes|orsgu’ilsne se chevauchent pas. Ce résultat de séparation, nous|’ avons [ui-méme déduit
de la notion de projection d'un point sur un convexe fermé, projection dont on parvient a demontrer
gu’ elle est définie de fagon unigue pour les structures euclidiennes ou hilbertiennes. C’ est une démarche
possible, celle qui nous a paru la plus “self contained” : dans d'autres ouvrages, on démontre (ou on
admet) d’ abord le théoreme de Hahn-Banach (dont laforme dite “ géométrique” constitue e résultat sur
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la séparation), puis on en déduit |’ existence de la projection, qui est par ailleurs, notons le, le premier
probléme d’ optimisation formul & et résolu dans ce cours.

Ce théoreme de séparation (dont nous avons donné seulement les formes les plus simples —
séparation au sens “strict”) doit &tre considéré comme le fait magjeur de ce cours : tout le reste (no-
tamment le calcul sous-différentiel pour les fonctions convexes, la théorie de la dualité — dans le cas
convexe, €tc.) n’est qu’ une suite de conségquences directes de ce fait fondamental.

En dehors des demi-espaces, qui en sont d ailleursa posteriori un cas particulier, un autretyped’ objet
convexe joue un réle éminent : les cones convexes. Ceux-ci sont non seulement stables par combinaisons
convexes de leurs points mais ausi par simple somme de leurs points. On a vu qu’un cdne convexe
saillant (et fermé) permet de définir une relation d’ ordre compatible avec la structure d’ espace vectoriel
(topologique). Les nationsde cdne normal et de cone tangent sont d’ un usage permanent en optimisation.
On aaussi parlé delanation d’ envel oppe conique (convexe) d’ un sous-ensembl e quel conque.

Un fait remarquable est que les convexes, définis initialement a partir de considérations purement
géométriques, ont finalement aussi des propriétés topologiques singuliéres : tout convexe fortement
fermé est aussi faiblement fermé. On a vu que ce résultat est [ui aussi une conséguence de la définition
externe des convexes (fortement) fermés (et du fait que, par définition méme de la topologiefaible, les
demi-espaces fortement fermés sont faiblement fermés).

3.10 Corrigedesexercices

Corrigé de I'Exercice 3.9 On démontre le résultat par récurrence sur le nombre n. Le résultat est
évidemment vrai pour n = 2. Supposonsqu’il soit vral jusqu’an — 1. Posons

y1= <§aixi)/<§ai,) :

Ce y; est évidemment une combinaison convexe a n — 1 points, et donc, d apres |'hypothése de
récurrence, il est calculable récursivement par des combinaisons convexes a2 ééments. Il suffit alors de
remarquer que 'y, défini par (3.4), est aussi donné par

y=(1—oan)y1+anXn,
puisque Y1 o = 1 — an.

Corrigédel’Exercice 3.12 L'inclusion (¢ + B)C C «C + BC est toujoursvraie. Dansle cas ol o et
B sont positifs, I'inclusion inverse provient du fait que

B
a+,3x+o¢+,3

z

vxeC,yeC, aC+,BC9ax+ﬂy=(a+/3)< y)e(oH—ﬂ)C,

du fait que z € C puisque C est convexe.

Corrigédel’Exercice3.17 S C estun cone, éantdonnésx ety dansX et o € [0, 1], alorsx et y sont
dansC si et seulement si x/a et y/(1 — «) sont dans C, et C est convexe si et seulement si

X+y=aXx/a)+1—-a)(y/d1-a)ecC.
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Corrigé de I’Exercice 3.18 Larelation (3.8) est réflexive parcequex — x = 0et 0 € C. Larda
tion (3.8) est transitiveparceque, six —ye Cety—ze C,dorsX—y)+(y—2 =x—z€ C
d aprés |I’Exercice 3.17. Enfin, supposonsquex —y e Cety —x € C,doncx —y € (—C). Si C est
saillant (voir (3.6)), le seul @ément qui appartient alafoisaC et —C est 0, doncx = y.

Corrigédel’Exercice3.22 Sia € A, il existeune boulede rayon assez petit, centrée sur a, et contenue
dans A. Donc, il existea € R, tel que, pourtout x € X, a+ax € A. D’apréslaDéfinition 3.20, z € AL
s (z,ax) < 0. Comme x parcourt tout X, ceci n'est possiblequesi z= 0.

Corrigédel’Exercice3.25 Sz e Cg, aors(z,x —a) < 0, pour tout x € C. Si C est un cone, on
peut prendre X = 0 puis X = 2a dans cette inégalité pour déduire que (z,a) = O etdors (z,x) < 0
pour X € C. Cette derniéreinégalite définit lesz € CL, et par ailleursz € {a}*. Enfin, sia € C, d'aprés
I'Exercice 3.22, Cf = {0} = {a}t N CL.

Corrigédel’Exercice3.27 Ona

(CUD)*={y I(y,x)=0,¥xeC et (y,2 >0,Vze D} <=
(1ty. ) =0vxeC) e [y l(y.2=0vze D)) =C'ND*.

Deplus,si(y,x)>0pourx € Cet(y,2 > 0pourze D,dors(y,x+ 2 > 0pour (X+2) € (C+D),
ce qui montreque C*ND* C (C+ D)*. Réciproguement, si (y , X + z) > O pour tout (x+2) € (C+D),
il suffit de considérer x = 0 € C puisz = 0 € D pour déduirel’inclusioninverse.

Siy € C* U D*, dorssoit pour tout x € C, (y, X) > 0, soit pour tout z € D, (y, 2 > 0, et donc
en particulier, pour tout x € C N D, S'il en existe, on a nécessairement que (y , x) > 0, ce qui prouve
Iinclusion C* U D* c (C n D)*. Mais il est concevable que par exemple C N D = {0}, auquel cas
(C N D)* = X sansque C* U D* soit lui-méme égal atout X (prendre par exemple, dans X = R2, pour
C et D, deux demi-droites formant un angletres faible, auquel cas C* U D* est apeine plusgrand qu’ un
demi-espace).



Chapitre 4

Fonctions convexes

Dans ce chapitre, on aborde le sujet des fonctions convexes sur un espace de Hilbert XX & valeurs dans
R ou “R é&endu” (auquel on a adjoint lavaleur 400 ; on noteraR = R U {4+-00}). Dans une certaine
mesure, ce sujet est étroitement lié acelui du chapitre précédent : on peut en effet associer a unefonction
un sous-ensemble de X x R, appelé “epigraphe”’, qui est convexe si et seulement si la fonction est
convexe ; inversement d'ailleurs, on peut associer a un sous-ensemble de X des fonctions a vaeurs
réelles étendues qui sont convexes si (ou si et seulement si) le sous-ensemble est convexe. |l existe
cependant des questions nouvel les (ou plus faciles a appréhender) lorsgu’ on manipule les fonctions, par
exemple les questions de continuité et de différentiabilité en divers sens.

4.1 Epigrapheet convexité

Définition 4.1. Soit X un espace de Hilbert et f : X — R. On appelle épigraphede f, note w( f), le
sous-ensemble

W(H) (.86 IxeX.eR:E> f(X)] .
On auraparfois besoin de |’ épigraphe strict, noté W (f) et défini comme
Us(f) B ((x. &) [xe X, eR: &> f(X)) .
La Figure 4.1 illustre cette notion. |l est clair qu’un sous-ensemble A de X x R est un épigraphe si et

R

X

Figure 4.1: Epigraphe

seulement si il est “infini versle haut”, c’'est-a-dire quesi (x, &) € A, dors(x, &) € Adesqueé&’ > &.
Il est non moinsclair qu’alors

U(f)=A << V¥xeX, f(X)= inf &, 4.2
(x.6)eA
ce qui donne un moyen constructif deretrouver f apartir de son épigraphe.

45
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Remarque 4.2. Bien quenousnousautorisionsaconsidérer desfonctionsavaleurs dansR = RU{+o0},
on définit |" epigraphe comme un sous-ensemblede X x R ethon X x R.

S agissant de convexité, on peut d’ abord énoncer le lemme suivant.
Lemme 4.3. Pour unefonction f : X — R, W( ) est convexe s et seulement si Us( f) est convexe.
L adémonstration est |aissée en exercice.

Définition 4.4. Soit X un espace de Hilbertet f : X — R. Lafonction f est convexe si son &pigraphe
est convexe.

D’aprés le Lemme 4.3, une définition équivalente peut étre donnée en utilisant I'epigraphe strict. S
(X, f(x)) et (y, f(y)) appartiennentaw(f), etsi f est convexe, adors, pour tout « € [0, 1],

(ax+ L —a)y, af () + L —a)f(y))
appartient aussi aw ( f), donc
VxeX,yeY, Va €0, 1], f(ax + (1—a)y) <afxX)+Q—-a)fy). (4.2)

Reéciproquement, si (4.2) est vrai, on en déduit facilement que W ( ) est convexe, donc (4.2) peut aussi
étre prise (et c'est le plus souvent le cas dans la littérature) comme définition de la convexité d’ une
fonction f.

L’inéquation (4.2) al’interprétation géométrique suivante : lavaleur delafonction f en tout point z
du segment [x, y] est située souslavaleur dela“corde” (interpolationlinéairede f entrex et y) au méme
point z. Ceci est illustré par la Figure 4.2. Pour une fonction affine, on aurait précisément I'egalité: une

R

Figure 4.2: Interprétation de la convexité

fonction convexe est donc “ sous-affine”.

Unefonction f est concavesi — f est convexe (si f prend desvaeursinfinies, on suppose donc que
cesvaeurssont a—oo). |l est clair que celacorrespond al’inégaitéinverse dans (4.2). Si I'onveut relier
cette notion acelle d’ un sous-ensemble convexe de X x R, il faut considérer I'* hypographe”, ¢’ est-a-dire
la partie de I' espace située sous le graphe. Une fonction est affine si et seulement si elle est a la fois
convexe et concave.

Définition 4.5. On appelle domainede f : X — R, noté ‘I(f), le sous-ensemble de X ou f prend des
vaeursfinies:

O E (xeX | F(x) < 00} .

Remarque 4.6. En écho alaRemarque 4.2, on observe que ‘i( f) est précisément la projectionde U ( f)
sur X.
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4.2 Autresnotions de convexité

On introduit maintenant les raffinements suivants.

Définition 4.7. Une fonction f : X — R est strictement convexe si elle est convexe et si I'inégalité
strictealieu dans (4.2) desquex # y et o €]0, 1.

Autrement dit, le graphe de lafonction n’a pas de partie affine.
Définition 4.8. Unefonction f : X — R est fortement convexe (de module b) si
db>0:VxeX,yeY,Va €][0, 1],
flax+1L-a)y) <af )+ 1L-a)f(y) —ba(l—a)lIx —yl?/2. (4.3)
Une fonction fortement convexe est strictement convexe mais la réciprogue n’est pas vraie.

Exercice 4.9. Montrer quelafonction f : R — R, x — x* est strictement mais pas fortement convexe.

4.3 Autresassociations de sous-ensembles et de fonctions convexes

431 Ensemblesdeniveau

Nous avons vu que ' epigraphe d’ une fonction convexe est convexe. C'etait méme notre point de départ
sur les fonctions convexes et une caractérisation possible de ces fonctions. On introduit maintenant les
“ensembles de niveau” associés a une fonction avaleurs réelles.

Définition 4.10. Soit f : X — R et 8 € R. On appelle ensemble de niveau de f au niveau g, noté
Vg (1), le sous-ensemble (éventuellement vide)

Vs(HExex | f0<p) .

La Figure 4.3 illustre cette notion. Il est immédiat de montrer (exercice) que les ensembles de niveau

Figure 4.3: Ensembles de niveau

d’ une fonction convexe sont convexes (en particulier, son domaine est convexe). Mais, contrairement a
ce qui se passe pour |I"epigraphe, cette propriété n'est pas caractéristique des fonctions convexes. Pour
le vair, il suffit par exemple de considérer n'importe quelle fonction monotone, mais a part cela quel-
conque, de R dans R, et de constater que les ensembles de niveau de cette fonction sont des demi-droites
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(éventuellement vides), donc des convexes. Les fonctions dont les ensembles de niveau sont convexes
constituent une classe intéressante et sont appel ées “fonctions quasi-convexes’. Nous n’'aurons mal-
heureusement pas le loisir de les éudier dans ce cours. La Figure 4.4 représente une fonction quasi-
convexe de R? dans R.

Figure 4.4: Une fonction quasi-convexe

4.3.2 Fonctionindicatrice

Nous avons associé a des fonctions des sous-ensembl es (épigraphe, ensembles de niveau). Nous allons
inversement associer a des sous-ensembles des fonctions, et en premier lieu la“fonction indicatrice”.

Définition 4.11. Soit A un sous-ensemble d’un espace de Hilbert X(. On appelle fonction indicatrice de
A, notél 5, lafonction définie sur X avaleurs dansR suivante:

0 sixeA,

Ia(X) = .
+o00  sinon.

On peut se demander pourquoi aler chercher lavaeur infinie (et ne pas se contenter de 1 par exemple).
Une raison apparditra lorsque nous aborderons le domaine de I’ optimisation. Mais une autre raison est
gu’ une tellefonction ne serait pas convexe méme lorsque A est convexe.

Il est immédiat de montrer que | a,telle que définie, est convexe si et seulement si A est convexe.
De plus, A = Vg (1) pour tout 8 non négatif et fini, et A est aussi le domainede la. Lafonction|a
caractérise sans ambiguité le sous-ensemble A.

4.3.3 Fonction support
Une autre fonction importante associée a A est la“fonction support”.

Définition 4.12. Soit A un sous-ensemble non vide d’ un espace de Hilbert X'. On appelle fonction sup-
port de A, noté o, lafonction définie sur X avaleursdans R suivante:

oa(p) =sup(p,X) . (44)
xXeA
Remarque 4.13. Laconvention de prendre lavaleur —oo (respectivement, +oo) lorsquele sup (respec-
tivement, I'inf) est pris sur un ensemble vide est classique en optimisation. On peut donc considérer
gue oy = —o0 Mais nous avons évité depuis le début de manipuler des fonctions convexes prenant la
vaeur —oo.
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On observe quelafonction support est convexe méme lorsque A nel’ est pas: celaproviendraderésultats
généraux énoncés plus loin et du fait que la fonction support est une envel oppe supérieure de fonctions
linéaires. Lafonction support est aussi positivement homogene de degré 1, ¢’ est-a-dire que

Ya > 0,Vpe X, oalap) =aoa(p) . (4.5)

LaFigure 4.5 illustrele calcul de lafonction support. Il n'est pas difficile de se rendre compte sur
cettefigure que A et © (A) (et méme © (A)) fournissent les mémes valeursde lafonction support. Celle-

Figure 4.5: Valeurs de oa(p) — longueurs en pointillés — pour deux valeurs particuliéres de p avec
Ipll=1

Ci ne caractérise donc pas A en général. En effet, comment retrouver A apartir deoa ? Il est clair que,
par définition de lafonction support,

XeA=>VpeX,(p,X) <oa(p).

Le second membre de cette implication définit un sous-ensemble B de points X qui est égal a
I'intersection d'une famille infinie (indexée par p) de demi-espaces (fermés). C'est donc un sous-
ensemble convexe fermé. Donc A est inclus dans ce convexe fermé qui contient donc aussi © (A).
Le théoréme suivant affirme qu’en fait B = ©(A) et que A et © (A) sont indistingables a travers leur
fonction support.

Théoréme 4.14. Soit A C X et soit
B={xeX |VpeX,(p,X)<oalp} .
Alors, B = ©(A) et o) = oA
Démonstration. On vient de montrer I'inclusion B O ©(A). 1l faut montrer en fait la necessité de

I"egalité de ces deux sous-ensembles convexes fermés. Supposons qu'il existea € B et a ¢ ©(A).
Alors, par le théoréme de séparation, on pourrait trouver r € X tel que

sup {r,x) < {(r,a).
XeR(A)

Mais, par ailleurs,

oa®) Esup(r,x) < sup (r,x) .
XeA Xe@(A)
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En rapprochant ces deux inégalités, on déduit qu'il exister tel que oa(r) < (r,a), ce qui contredit
I"hypothéseque a € B. Donc, findement, B = © (A).

La définition méme de B implique que og < o Mais évidemment op < o5, = 0B, €t On obtient
donc |"egdité des fonctions support. O

Finalement, ce que nous dit ce théoréme, ¢’ est que la fonction support de A ne caractérise que @ (A) et
pas A lui-méme.

Nous établirons ultérieurement un lien entre fonction support et fonction indicatrice d’'un méme
sous-ensembl e (voir Exercice 4.21).

Exercice 4.15. Pour deux sous-ensembles A; et Ay, montrer les formules:
opUA (P) = SUp(oa (D), oA (D) . Oata(P) = 0a (P) +0a(P) .

Exercice 4.16. Soit A un sous-ensemble d'un espace produit X x Y et Ay sa projection sur X. On
rappelle que I’ on peut définir Ay de lafagon suivante:

Ac®(xeX|ayey: (x,y)eA}.
Montrer que o, est donné par laformule:

VpeX, oar(p) =0a(p,0).

LaFigure 4.6 illustre ce dernier exercice.

Figure 4.6: Calcul delafonction support de la projection d’ un sous-ensemble

4.4 Opérations préservant la convexite desfonctions

Les faits suivants sont énoncés sans deémonstration : ils peuvent étre considérés comme des exercices
assez simples que e lecteur est cependant invité afaire.

e Onavu quel’intersection de sous-ensembl es convexes est convexe. Que |’ on se place du point de
vue des épigraphes ou des ensembles de niveau associés a des fonctions convexes, |'intersection
correspond a prendre |’ envel oppe supérieure des fonctions correspondantes. En fonction de cette
observation sur les épigraphes, on adonc que:

f X+ sup fj(x) est convexesi f; estconvexe, Vj € J .
jed
LaFigure 4.7 illustre ce fait. C'est pour cette raison que lafonction support est convexe dées que
A # o en effet, d’ apres (4.4), ¢’ est I envel oppe supérieure d' une famille de fonctions affines.
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Figure 4.7: Envel oppe supérieure de fonctions convexes

e Lamultiplication par un scalaire positif d’une fonction convexe, |la somme de fonctions convexes,
et donc aussi |la somme pondérée a coefficients positifs de fonctions convexes redonnent des fonc-
tions convexes.

e Lechangement d'echelle en x (homothétie dans X), latranglation en X, et plus généralement une
transformation affine sur X préservent la convexité. Plus explicitement, f : X — f(AX + b) est
convexesi f est convexe, et A e L(X,X),be X.

e L"homothétique d'un sous-ensemble convexe reste convexe. S'agissant d'epigraphes, il faut
évidemment se limiter a des rapports d’ homothétie positifs pour que |I'epigraphe homothétique
reste un épigraphe. On montre que

Vo >0, U(g)=aU(f) «<— gx) = af X/a) .
Lafonction g est convexe lorsque f est convexe.

e Lacomposition d’'une fonction f : X — R avec unefonctiong : R — R est convexesi f est
convexe et si g est convexe et monotone non décroissante.

e Larestriction d'une application f : X x Y — R al’un des espaces, ¢ est-a-dire par exemple
I"application
gy X — R, x> f(x,y) (yfixé)
est convexe si f est convexe sur I'espace X x Y (on dira qu’elle est conjointement convexe en
(X, y)). Par contre, il ne suffit pas que toutes | es restrictions gy pour tout y €t les restrictions ana-

logues a x fixé soient convexes pour pouvoir affirmer que f est (conjointement) convexe. LaFi-
gure 4.8 suggere le graphe d’ une fonction “ convexe-convexe” mais pas “conjointement convexe’”.

On étudie sous forme d'exercices deux autres opérations importantes sur les fonctions convexes qui
correspondent respectivement aux opérations de somme vectorielle et de projection sur les epigraphes
ou les épigraphes stricts, opérations dont on a vu qu’ elles préservent la convexité.

Exercice 4.17. © On considére deux fonctions f et g sur un espace de Hilbert X et on définit une
nouvellefonction h, appelée inf-convolutionde f et g, opération notée f o g, de lafagon suivante:

h(x) = (f2g)(X) déf;g&(f(ng(y—x)) . (4.6)
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Figure 4.8: Graphe d'une fonction non convexe dont les sections parall&les aux axes sont des courbes
convexes

Cette définition nécessite une hypothése technique supplémentaire pour garantir que la valeur —oo ne
sera pas atteinte. On peut par exemple supposer que les deux fonctions f et g admettent une minoration
par laméme fonction affine. Montrer, sous cette condition, que h ne prend pas lavaleur —oco et que

@s(h) = LlUs(f) + LlUs(g) .
En déduireques f et g sont convexes, alors leur inf-convol ution est convexe.

Exercice 4.18. © On considére une fonction f sur le produit X x Y de deux espaces de Hilbert. On
suppose gqu'’ elle est conjointement convexe en (X, y) et bornée inférieurement sur tout X' x Y. On lui
associe lafonction “margina €’ g définie sur X de lafagon suivante :

g(x) def inf f(x,y). 4.7)
yeY

Evidemment, g est également bornéeinférieurement sur X. Montrer que Us(g) est laprojection de s ( f)
sur lacomposante X (voir Figure 3.4). En déduire que lafonction marginae g est convexe.

Remarque 4.19. On observe d’abord que (4.6) peut étre considérée comme un cas particulier de (4.7)
pour la fonction (x, y) — f(y) + g(y — X) qui est bien conjointement convexe en (X, y) (exercice).
La convexité d'une inf-convolution de deux fonctions convexes aurait donc pu se déduire du résultat
de I'Exercice 4.18. On note ensuite que la convexité de la fonction marginale n’est pas triviale si
I”on réalise que cette fonction peut &tre vue comme I’ envel oppe inférieure d’ une famille de fonctions
convexes (les fonctions x — f (X, y) indexées par y). Or I'enveloppe inférieure, contrairement a
I’ envel oppe supérieure, ne préserve pas la convexité en généra (ele fait I’'union des épigraphes, au
lieu de I’ intersection pour I’ envel oppe supérieure). Le résultat présent est di al” hypothése de convexité
conjointede f en (X, y).
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45 Transforméede Fenchel

Ayant introduit la fonction support d’ un ensemble, on peut chercher a calculer celle-ci pour I’ epigraphe
d’'unefonction f : X — R. Il faut alorstravailler dans |’ espace produit X x R qui serabien sir muni du
produit scalaire (-, -)y + - x -.

e |l est facile de réaliser que dés que I’ on prend comme argument de |a fonction support une valeur
(p, w) € X x Ravecw > 0, enraison delaforme méme d’ un épigraphe “infini versle haut”, on
vatrouver lavaeur +oo.

e SiI'on prend lavaleur w = 0, C'est-a-dire si I’on calcule oy 1)(p, 0), en fonction du résultat
enoncé al’Exercice 4.16, on est en train de calculer en fait, au point p, lafonction support de la
projectionde W ( f) sur X qui n’est autre que ‘i( f) (voir Remarque 4.6).

e Finalement, considérant les valeurs négatives de @, on peut se contenter delavaleur o = —1 en
raison du caractere positivement homogeéne de lafonction support (voir (4.5)). On calcule aors

oun(p,—D = sup ((p,x)—§&)
(x,£)ey(f)

= sup ((p,x)—§)
E>f(x)

= sup ((p.x)— f(x).
xe‘i( f)
Cette derniere formul e définit ce qui est connu sous le nom de “transformée de Fenchel”® de f.

Définition 4.20. Pour une fonction f : X — R, on appelle transformée de Fenchel, notée f/, la
fonctionde X — R suivante:

ff:X—->R, fr(p= sup ((p,x)—fx).
xe‘i(f)

On observeimmeédi atement que cette fonction est toujoursconvexe car le s exprime comme |’ enveloppe
supérieure d’'une famille de fonctions affines en p (on a d§a fait cette observation pour les fonctions
support ; or, comme on vient de le voir, la transformée de Fenchel est pratiquement la fonction support

d’un épigraphe).
Par ailleurs, on aimmédiatement I'inégalité:

vp,vx, fr(p)+ fx)=>(p,x) . (4.8)

On verra que lorsque cette inégalité devient une égalité, p (respectivement, x) joue un role particulier
vis-avisde f (respectivement, f/).

Exercice 4.21. Montrer que lafonction support d'un sous-ensemble A est latransformée de Fenchel de
lafonction indicatrice de ce méme sous-ensemble.

Exercice 4.22. L'epigraphedel’ enveloppeinférieure h de deux fonctions f et g :
hx) € min(f(x), gx))

est I’union des épigraphes de f et g. Grace al'Exercice 4.15, on en déduit que h/ = sup(f/, g’).
Redémontrer ce résultat directement en utilisant |’ expression de ces fonctions.

10n attribue aussi parfois les deux noms “L egendre-Fenchel” a cette transformation, tant il est vrai que la transformée de
L egendre référe a une transformation assez proche de celle-ci mais qui nécessite la différentiabilité de f.
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De méme, on avu al’Exercice 4.17 que |I'epigraphe (strict) de h = f og est &gd ala somme des
épigraphes (stricts) de f et g. En recoupant cette observation avec celle de |’ Exercice 4.15, on en déduit
de latransformée de Fenchel de h est la somme des transformées de Fenchel de f et g. Redémontrer ce
résultat directement en utilisant les expressions de ces fonctions.

Exercice 4.23. On avu al’Exercice 4.18 que |'epigraphe de la fonction marginale g (voir (4.7)) est la
projection de I'epigraphe de la fonction initiale f. Par ailleurs, on avu al’Exercice 4.16 comment la
fonction support d’ une projection est reliée a la fonction support du sous-ensemble a projeter. On en
déduit que g’ (p) = f/ (p, 0). Redémontrer ce résultat directement en utilisant les expressions de ces
fonctions.

Pour terminer cette section, résumons la discussion du début. On avu que

+00 Sw >0,
oyt (P, @) = a-i(f)(p) s =0, (4.9)
(—o)f! (—p/w) sw<0.

4.6 Enveloppe convexe

On adiscuté au §3.4 de la question de I’ enveloppe convexe d'un sous-ensemble, a savoir le plus petit
sous-ensemble convexe le contenant. Si on applique cette notion a |I'epigraphe d'une fonction quel-
conque, on est confronté a deux difficultés potentielles.

e En premier lieu, si la fonction tend vers —oo dans deux directions opposées de I’ espace (par
exemple, la fonction de R dans R, x — —x2), on risque d’ obtenir une enveloppe convexe de
I"epigraphe qui “passe a —oo” pour des valeurs finies de I’ abscisse ; on se prémunira contre ces
situationsen supposant que la fonction considérée admet une minorante affine.

e Ensecond lieu, I’ enveloppe convexe d'un épigraphe n’est pas “tout-afait” un épigraphe: il peut
lui manquer un “bord inférieur” comme pour lafonction (voir Figure 4.9) :

+o0 six ¢[0,2
[X] (partieentiere de x) sinon.

C est pourquoi il faudra récupérer ces bordsinférieurs par une opération d’infimum.?

z

e e

|

Figure 4.9: Une fonction, son épigraphe et I’ envel oppe convexe de son &pigraphe

20n pourrait sans doute se tirer de cette difficulté en s exprimant en termes d'epigraphes stricts de la fonction et de son
enveloppe convexe.
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Du fait queI’inclusion des épigraphes correspond a |’ ordre inver se des fonctions, ¢’ est-a-dire que
u(f) cu(@ < fx =>gXx),Vx,

il est clair que pour une fonction f : X — R, I'enveloppe convexe de |'epigraphe de f — une fois
“bordée” — correspondra al’epigraphe de la plus grande fonction convexe qui est plus petite que f au
sens de cet ordre. On notera cette enveloppe convexe © ( f), ¢’ est-a-dire avec la méme notation que pour
les sous-ensembles, ce qui ne devrait pas causer de difficultés.

Par ailleurs, d’ aprés le Théoreme 3.14, I’ envel oppe convexe de | epigraphe est abtenue en effectuant
toutes les combinaisons convexes des points de cet &pigraphe. Comme on passe de |I'epigraphe a la
fonction en prenant le “bord inférieur” (voir (4.1)), on peut finalement énoncer le résultat/définition
suivant(e) (voir [9, Propasition 2.5.1]).

Théoreme 4.24 (Enveloppe convexe d’une fonction). Pour une fonction f donnée, si elle est minorée
par une fonction affine, il existe une plus grande fonction convexe inférieure ou égale a f. Elle est
appel ée envel oppe convexe de f notee © (). Onaque

@(f)x) =inf{& | (x,&) e @ (f)} .
Par ailleurs, ® () est aussi donnée par la formule:
©(f)(X) = inf Zai f(x)|neN,ae Zn,Zaixi =X\ . (4.10)
i=1 i=1

Cette derniére construction de |’ envel oppe convexe reléve de la philosophie “ construction interne” déja
opposée ala*“ construction externe” des convexes (fermés) par leurs hyperplans d’' appui.

Exercice 4.25. On considerelafonction de R dansR suivante:
f(x) =min(|x| +1/2, [x — 1) .

Dessiner le graphe de cette fonction et celui de son enveloppe convexe. Retrouver cette envel oppe con-
vexe par le calcul en utilisant laformule (4.10).

4.7 Propriéetéstopologiques desfonctions convexes

47.1 Continuité

Il suffit de penser alafonctionindicatrice d’ un sous-ensembl e convexe qui passe brusquement de 0 a+oo
au bord du convexe pour se convaincre qu’ une fonction convexe peut ne pas étre continue. Cependant,
les “ennuis’ se concentrent en quel que sorte au bord du domaine de la fonction, ¢’ est-a-dire 1a ou elle
n'est pas |ocalement bornée.

Lemme4.26. Soit f : X — R une fonction convexe sur un espace de Hilbert X et a € X un point au
voisinage duquel la fonction est bornée. Alors, f est continueen a.

Démonstration. Pour simplifier les écritures, on peut effectuer une translation dans X qui aménea en 0
et unetranslation dans R qui améne f (a) en 0, ce qui ne modifie pas les hypothéses. On considére donc
gu'il existe un voisinage V del’origine ou f est bornée par une constante M. On peut aussi supposer
gue ce voisinage est symétrique par rapport al’origine en le restreignant éventuellement aVv N (—V).
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Soit o €]0, 1] et x quelconquedans V. Notons que (X/«) € V et (—x/a) € V, etdonc f (x/a) < M
et f(—x/a) < M. Alors,

X=Q-a)0+ax/a)= fX)<1—a)f0) +af (X/a)
= f(X) <aM,

et par ailleurs

Y (xa) = f0) < — 0+ -2 f(—x/a)
o fa) = T 14+« l1+a /o

“1ta 1+
= fX)>A+a)f0) —af (—X/a)
= f(X) > —aM .

Finalement, | f(X)| < aM et lorsquea — 0, X € «V tend aussi versO et f(x) — 0= f(0) cequi
montre lacontinuitéde f en 0. O

Théoréme 4.27. Soit f : X — R une fonction convexe sur un espace de Hilbert X. Alors, f est
continue sur I’intérieur de son domaine qui est non vide si et seulement si il existe un ouvert sur lequel
f est bornée.

Démonstration. La partie “seulement si” est immédiate. On se concentre sur le “si”. Supposons donc
gu'il existe un ouvert V sur lequel f est bornée par une constante M. Par conséquent, V C ‘i(f), par
définition de 7I( f) (voir Définition 4.5), et puisque 7I( f) contient un ouvert, il est d'intérieur non vide.
En fonction du Lemme 4.26, il suffit de montrer que pour tout point z de I’intérieur de ‘i( f), on peut
construireun voisinage ou f est bornée. Pour construire un tel voisinage de z, on utilisele procédé dga
utilisé dans la démonstration du Théoréme 3.35 et illustré par la Figure 3.12. Pour cela, on prend un
point X € V et on observe que pour « assez petit (et en tout état de cause plus petit que 1),

y=@Z-ax)/1-w

appartient encore al’intérieur de ‘l( f). En fait, z est maintenant une combinaison convexe de x et de y
(en effet, z = ax + (1 — a)y). Il suffit de faire une homothétie de centre y et de rapport « pour amener
X sur z et, dans cette homothétie, V se transforme en un voisinage centré autour de z. Par I'inégalitéde
laconvexité pour f, on montre aorsfacilement que pour tout point a de ce voisinage de z,

f@<aM+A-a)f(y),

et donc f est bien bornée au voisinagede z. O

Corollaire4.28. Soit f : X — R une fonction convexe sur un espace de Hilbert X de dimension finie.
Alors f restreintea I’intérieur relatif de son domaine est continue.

Démonstration. On écarte bien sir le cas peu intéressant ot f vaut identiquement +oo. Alors 7I( f) est
un convexe non vide, et par conséquent, par le Théoréme 3.38, on sait que son intérieur relatif est non
vide. On se ramene donc araisonner sur |’ enveloppe affine de cet intérieur relatif : désormais, lorsgu’ on
dira “ouvert”, ce sera rlativement a la topologie induite sur cette variété affine. Soit n la dimension
de cette variété affine. 1l suffit maintenant d’ appliquer le Théoreme 4.27 a condition de vérifier que
I"intérieur relatif de 7I( f) contient un ouvert sur lequel f est bornée. Or I'intérieur relatif de 7( f)
contient un polyédre ouvert de (n + 1) sommets (la construction explicite de ce polyédre suit le procédé
utilisedansladémonstration du Théoreme 3.38). Par I'inégalitédelaconvexitéde f, onbornefacilement
lavaleur de f en tout point de ce polyédre ouvert par le max des (n + 1) vaeurs en ces sommets (qui
sont évidemment finies puisque |’ on est dans 7( f)). O
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Mentionnons pour terminer cette exploration des propriétés de continuité des fonctions convexes qu’on
peut dler plus loin que la continuité sous les hypothéeses précédentes, ¢’ est-a-dire qu’on peut méme
montrer le caractére localement Lipschitzien® (& nouveau, en un point au voisinage duquel la fonction
est bornée). Le caractére localement Lipschitzien exclut les “ pentes verticales’ comme pour lafonction
J/IX] deR dansR au point x = 0. Nous renvoyons pour ce type de résultat a[9, Tomel, p. 173-174] ou
[8, Corollaire2.4].

4.7.2 Fermeturedel’ épigrapheet semi-continuitéinférieure

On a vu au chapitre précédent que les convexes fermés peuvent étre décrits de fagcon externe par
I’intersection de demi-espaces fermés délimités par leurs hyperplans d'appui. On a dit que cette de-
scription externe est souvent plus importante que la description interne par des combinai sons convexes
de points. Il n’est donc pas éonnant que la classe des fonctions convexes dont | epigraphe est fermé soit
d’un intérét particulier. On vavoir que I'epigraphe est fermé si et seulement si la fonction est “semi-
continueinférieurement” (ce que nous abrégerons le plus souvent en s.c.i.). Rappel ons cette définition.

Définition 4.29. Une fonction est semi-continueinférieurement en un point X si

f(x) < Iim}ipf f(y).

Lafonction peut donc étre discontinueen x mais seulesles discontinuités“verslebas’ sont admises. Sur
laFigure 4.10, on voit (a gauche) une fonction s.c.i. (non convexe) et (a droite) une modification de cette
fonction qui n'est plus s.c.i.. On observe que les ensembles de niveau (en gris sur I’ espace de départ)
sont fermés pour laversion s.c.i. mais ne le sont plus pour lamodification non s.c.i.. Pour cette derniére,
on observe de plus que le minimum de lafonction n’ est pas atteint : on soupgonne donc I'importance du
caractére s.c.i. pour lathéorie de I’ optimisation. De méme |’ epigraphe est fermé pour lafonction s.c.i.
et quelconque pour laversion non s.c.i.. Ces observations sont précisées et complétées dans le théoreme

qui suit.
|/
|
|

|
?
|
|
|
|

\

Figure 4.10: Une fonction s.c.i., une modification non s.c.i., les ensembles de niveau et |es épigraphes
associés

Théoreme 4.30. Pour une fonction f : X — R (non nécessairement convexe), les trois faits suivants
sont équivalents:

SLa propriété de Lipschitz est une propriété du type (2.12) (avec une constante L au second membre alaplacede || f|)), et
“localement” signifie qu'il existe unetelle constante lorsqu’ on selimite a un voisinage borné de tout point.
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1. festsci.;
2. son épigrapheest ferme;

3. ses ensembles de niveau sont fermes.

Démonstration.

1= 2: Prenons une suite {(x¥, £K)} ¢ W(f) convergeant vers (x, £). Puisque f(x¥) < &KX et que
£ = lim&k > liminf f(x¥) > f(x) dufait que f ests.c.i., onendéduit que(x, £) € U(f) et donc
U(f) estfermée.

2= 3: DansX x R, I'ensemble de niveau Vg (f) au niveau g de f est la section de U (f) (suppose
fermé) par I’ hyperplan “horizontal” au niveau 8 (évidemment lui aussi fermé), cette section é&tant
ensuite ramenée sur X par une translation de (0, —p). Cette section, et par conséquent Vg (f),
sont donc fermés.

3=1: S f nestpass.c.i.enunpoint x, il doit exister une suite {x¥} telleque x* — x et f(xK) —
B < f(x). Soit B €]B, f(X)[. A partir d’un certain rang, f (x¥) < g’ et donc, & partir de ce rang,
la (sous-)suite {x*} appartient Vg (f). Comme xK — x maisque f(x) > g/, x ¢ Vg (), et
donc cet ensembl e de niveau ne peut étre fermé.

O

Corollaire4.31. Une fonction convexe f : X — R qui est s.c.i. pour X muni de la topologie forte est
aussi s.c.i. pour X muni de la topologiefaible.

Ce corollaire résulteimmédiatement de |’ application du Corollaire 3.56 aw( f).

Corollaire4.32. L' enveloppe supérieure d'une famille de fonctions s.c.i. est s.c.i.. En particulier,
I” envel oppe supérieure d’ une famille de foncti ons affines continues ou convexes s.c.i. est convexe et s.C.i..
Donc la classe des fonctions convexes s.c.i. est stable par envel oppe supérieure.

Déemonstration. L’ envel oppe supérieure d’'une famille de fonctions a pour épigraphe I’ intersection des
épigraphes des fonctions de cette famille et cette intersection est fermée si tous ces épigraphes le sont.
]

Remarque 4.33. Le domaine ‘i( f) d'une fonction convexe s.c.i. N’ est pas nécessairement fermé. Con-
sidérer par exemple lafonction (voir Figure 4.11)

tangXx| pour —m/2 <X <m/2

f:R>R, fx) = .
—+o0 sinon.

(4.11)

Observer que cela montre au passage que la projection d’un convexe fermé n’'est pas nécessairement
fermée.

Exercice 4.34. Montrer que lafonction indicatrice d’ un sous-ensemble A est convexe s.c.i. si et seule-
ment si |e sous-ensemble est convexe fermé.
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_ [

Figure 4.11: Graphe delafonction (4.11) et son domaine

4.7.3 Enveloppe convexes.c.i.

On peut reprendre toutes les considérations sur |’ envel oppe convexe faites au §4.6 mais en y rajoutant
maintenant la préoccupation d’ approximer une fonction donnée par la plus grande fonction convexe et
s.c.i. qui est en dessous de cette fonction. En effet, comme on vient de le dire dans la section précédente,
les fonctions convexes s.c.i. sont appelées a jouer un rdle privilégié. Compte tenu des considérations
faites ci-dessus sur les fonctions s.c.i. et les enveloppes convexes de fonctions d'une part, celles faites
au chapitre précédent sur les enveloppes convexes fermées de sous-ensembles (voir §3.6.3) — con-
sidérations qui s appliquent ici aux épigraphes — d'autre part, il est immédiat de démontrer le résultat
suivant.

Théoreme 4.35 (Enveloppe convexe s.c.i. d’une fonction). Pour unefonction f donnée, si elle est mi-
norée par une fonction affine, il existe une plus grande fonction convexe s.c.i. inférieure ou égale a f.
Elle est appel ée enveloppe convexe s.c.i. de f notee @ (f). On aque

@(@(f)) =eW(f)) =eW(f)).
Par ailleurs,

@((f)(x) = |iyr1ixnf@(f)(y).

Le dernier résultat indique que I'on peut d'abord calculer I’ enveloppe convexe de f par la for-
mule (4.10), puis modifier cette enveloppe convexe, partout ou elle n'est pas continue, par une
“régularisation s.c.i.” obtenue par laformule ci-dessus.

Enfait, il existe une autre fagon de calculer cette enveloppe convexe s.c.i., €t cette autre fagcon est en
rapport avec laremarque que les sous-ensembles convexes fermés font I objet d' une description externe
par I intersection des demi-espaces fermés délimités par tous leurs hyperplans d’ appui.

Lemme 4.36. Considérons une fonction f : X — R convexe sc.i.. Son épigraphe est égal a
I’inter section des épigraphes de tous les fonctions affines continues qui minorent f ainsi que de tous
les demi-espaces “ verticaux” dans X x R dont la projection (ou trace) sur X est un hyperplan d’ appui

de ().

Démonstration. On sait que |’ epigraphe est un convexe fermé et donc il est egal al’intersection de tous
les demi-espaces qui e contiennent (que ce soit des hyperplans d’ appui ou des hyperplans paraléles a
des hyperplansd’ appui mais laissant e convexe tout entier dans un demi-espace qui ledélimite— onles
appellera“hyperplans séparateurs”). Ces hyperplans sont définisdans X x R par

{(x,6) e X xR [{r,x)+ p§ = B}
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pour tout triplet (r, p, B) telsquer € X, p € R, 8 € R et telsque

sup  ((r,x)+p§) <B. (4.12)
(x,&)ey(f)

On observe que nécessairement p < 0, sinon on aboutit a une contradiction dans I’inégalité (4.12)

puisque & peut prendre des valeurs arbitrairement grandes dans un épigraphe.® Il faut alors distinguer les
casp < Oet p = 0. Observonsaussi quesi (x, §) € U(f), aorsx € T( ) (voir Remarque 4.6).

Sip <0, il estclair quelesupen & ax fixé seraatteint pour lavaleur f(x) (finiecar x € ‘i(f)) et on
peut remplacer (4.12) par I'inéquation variationnelle équiva ente

vx € T(f), (r.x)+pf(x)<§.
En divisant par —p > 0, ce qui ne change pas |e sens de I'inégalité, on obtient encore

vx e (f), fx)=(=r/p.x)+B/p.

Autrement dit, les hyperplans séparateurs de | epigraphe sont liésici a des fonctions affines con-
tinues qui minorent la fonction f (et donc W(f) est inclus dans |I'epigraphe de ces fonctions).
Réci proquement, on peut remonter le calcul et montrer que toute fonction affine continue de ce
type engendre un hyperplan séparateur de W ( f).

Si p =0, onobtient quer est tel que

vx € T(f), r.x)<8,
ce qui caractérise un hyperplan séparateur de 7( ) (ou de 7( f)) dans X, ce que I’on peut voir
aussi dans X x R comme un hyperplan séparateur de W ( f) “vertica” de “ coefficients directeurs’
(r, 0). Laencore, laréciproque est immédiate.

O

Corollaire4.37. Toute fonction convexe s.c.i. est égale a I’ envel oppe supérieure de toutes les fonctions
affines continues qui minorent la fonction.

Déemonstration. Laseule difficulté, en fonction de ce qui précéde, est de montrer quel’ on n’apas besoin
de considérer, dans I’ opération d’ enveloppe supérieure — ¢’ est-a-dire en fait I’ opération d’intersection
de demi-espaces séparateurs de U ( ), les demi-espaces associés a des hyperplans verticaux s appuyant
dans X sur les hyperplans séparateurs de 7( f) (notons d&ja que cette catégorie est vide si 71(f) = X).
Dans ce qui suit, on va considérer tout triplet (r, p, 8) € X x R x R comme définissant un demi-espace
ferméde X x R, asavoir {(x, §) | {r , X) + p& < B}, et on noteraque |’ inter section de ces demi-espaces
pour une famille de triplets revient a considérer les inégalités pour I’ union de ces triplets. Pour que les
choses soient claires, on chaisit de parler uniformément d' union de tripletssans perdre de vue qu'’il s agit
de fairel’intersection de demi-espaces. Soit

o Fglafamilledetriplets (rg, O, Bo) tels que les demi-espaces de X associés, (rg, X) < Bo, contien-
nent tout () ;

e Filafamilledetriplets(r1, p1, B1) telsque p; < 0 et telsqueles demi-espaces de X x R associés,
(ri, X) + p1& < B, contiennent tout W( f) ;

4Au cas ol e lecteur ne I’ aurait pas déjaremarqué, on est en train de reprendre la discussion du §4.5 qui nous a finalement
conduit alaformule (4.9)
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e F, = J(r1 + aro, p1, B1 + @Bo), I"'union &ant prise pour tous les (ri, pi, Bi) parcourant leurs
familles F; respectives (i =0, 1, avec pg = 0) ;

o 2L Upoo T

On va montrer que |'intersection de demi-espaces associés a tous les &éments de Fy U F; engendre
le méme sous-ensemble de X' x R que celui engendré par F,. Or on note d’ores et déa que pour
tout ément de F», le scalaire p est strictement négatif et on peut donc associer aux triplets de F, des
minorantes affines continues.

D’unepart, si (ri, pi, Bi) € Fi,i =0, 1, dorspour tout « > 0, on obtient, par combinaison linéaires
a coefficients positifs d’ e éments de Fy et F; que

(ri+arg, x) + p1§ < 1+ apfo,
donc on a engendré un &ément de F,. Réciproquement, si I'inégalité ci-dessus est vérifiee pour tout
a > 0, on peut en particulier prendre @ = 0 (et on retrouve donc un éément de F;), puis diviser par «

(ce qui ne change pasle sensdel’inégalité) et laisser tendre o vers +-oo (et on retrouve alors un éément
de Fp). On adonc montrer |"equivalence recherchée. O

Corollaire4.38. L enveloppe convexe s.c.i. d’ unefonction f : XX — R est donnée par la formule

(X)) =sup{(r,x)+a |VyeX,r,y)+a < fy}. (4.13)
r,a)

Démonstration. Notons

H(f): X~ H(f)(x)dzefsup{<r X)+oa [VyeX, r,y)+a < f(y)}
(r,a)

et observons que
e H(f)(X) < f(x) pourtout x ;

e H(f) est, pour toute fonction f, une fonction convexe s.c.i. comme envel oppe supérieure d’ une
famille de fonctions affines continues;;

e si f > g,dorsil yaplusde couples (r, @) qui vérifient les contraintes pour f que pour g et donc
le sup qui définit H (f)(x) est une fonction croissante de lafonction f.

Par ailleurs, d apres le Corollaire 4.37, H (@( f)) = ©(f) (comme pour toute fonction convexe s.c.i.
qui peut &tre retrouvée par I’ opération H). Comme @ (f) < f,adors®(f) = H(®(f)) < H(f) < f,
mais comme H (f) est convexe s.c.i. et que @ (f) est la plus grande minorante de f qui soit convexe
s.ci.,onaauss que H (f) < ®(f), donc finalement I'egalitéalieu. O

On peut &tre plus précis en ce qui concerne lafamille de fonctions affines continues a considérer dansles
deux corollaires qui précédent. En effet, danslaformule (4.13), pour r fixé, le plus grand « possibletel
que

O[S f(y)_<r’y>’ VyEDC,
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est égal a
— inf (f(y) —
o ng( (y)—(r.y))

=—sup((r.y) — f(y)
yeX

=— sup ((r.y)— f(y)
ye‘i(f)

(carsiy ¢ TI(f), on obtient lavaleur —oo aéviter pour obtenir un sup)
=—frn,
d’ aprés la Définition 4.20. Par conséquent, (4.13) devient

®(fHx) =w£(<r ,x)— fH )

qui n’est rien d'autre que ( f F)F(x) que I’ on notera plus simplement f// (x). On peut donc énoncer le
corollaire suivant.

Corollaire4.39. L' enveloppe convexe s.c.i. d'une fonction f est égale a f//. La transformée de
Fenchel est involutive® pour |es fonctions convexes s.C.i..

4.8 Differentiabilite et sous-difféerentiabilité des fonctions convexes

4.8.1 Diversesnotionsdedifferentiabilité

Sur un espace de Hilbert, il existe diverses notions de différentiabilité que nous examinons rapidement
ici.

Définition 4.40 (Dériveedirectionnelle). On appelle dériveedirectionnellede f : X — Y (X et Y sont
deux espaces de Hilbert) au point x € X et dansladirectiond € X, notée Df (x; d), la limite suivante,
s dleexistedansy :

Df (x: dy = lim S X FED=T00

—04 &

Considérons par exemple la fonction [x| de R dans R. L’application de la définition ci-dessus nous
donne:

Df(0;1)=1 e Df(O;-1)=1.

Sur cet exemple, il apparait que la dérivée directionnelle en un point x peut ne pas étre une fonction
linéaire deladirectiond.

Définition 4.41 (Dériveede Gateaux). Si f admet en x des dérivées directionnelles pour toutes les
directionsd et si Df (x; d) est unefonction linéaire continue de d, ¢’ est-a-dire qu’il existe un opérateur
A e L(X, Y tdleque Df (x; d) = A(d) pour tout d, alors lafonction f est dite differentiable au sens
de Gateaux au point x ; I'’opérateur A, qui sera noté f’(x), est appelée dérivee de Gateaux de f au
point X. Si une telle dérivée existe en tout point ou f est définie, ondiraque f est differentiableau sens
de Gateaux.

5“Involutive” signifie quesi on applique deux fois de suite la transformation & un objet, on revient a1’ objet d’ origine.
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Remarque 4.42. L’ existence d’ une dérivée de Gateaux en un point n’implique pas du tout la continuité
delafonction en ce point. Considéronslafonction f : R2 — R suivante:

1 ssy=x%etx#£0,

fxy) = {0 sinon

dont on a essayé de représenter |e graphe sur laFigure 4.12. On peut vérifier que la dérivée de Gateaux
existeen (0, 0) mais lafonction n’ est pas continue en ce point.

EE——— .

Figure 4.12: Graphe d’ une fonction Géateaux-différentiable mais non continue au point (0, 0)

De tels “canulars’ ne se produiront pas avec des fonctions convexes dont on a vu gu’ elles sont essen-
tiellement continues dans I'intérieur de leur domaine. |l existe une notion plus forte que la dérivée de
Gateaux qui interdit ce genre de paradoxe.

Définition 4.43 (Dérivee de Fréchet). Lafonction f : X — Y admet une dérivée de Fréchet au point
x € X si il existe un opérateur linéaire continu, encore noté f'(x) € L(X, Y), tel que:

f(x+d)— f(x)— ')

Idj—0 Il B

0

et ce pour tout d € X tendant vers 0.

Evidemment, |a différence fondamental e entre les notions de dérivées en x de Gateaux et de Fréchet est
gue I’ approche de x se fait uniguement le long de demi-droites dans le premier cas, et selon un chemin
guel conque dans e second cas, ce qui est plus exigeant en terme d’ existence delimite. Ainsi, lafonction
de laRemarque 4.42 n’ est pas Fréchet-différentiable en (0, 0). La Fréchet-différentiablitéen x implique
nécessairement la continuitéen x.

Il se trouve qu’en Optimisation ol |’ on est surtout préoccupé de comparer des valeurs de fonctions
collit, lanotion de dérivée de Gateaux suffit, et ¢’ est ce que désignera désormaislanotation f’(x).

4.8.2 Deériveesdirectionnelesdesfonctionsconvexes

L es fonctions convexes ne sont pas nécessairement dérivables sur leur domaine comme I’ a déja montré
I’exemple de lafonction x — |x|. Cependant, on a le résultat suivant qui limite les comportements
possibles d' une fonction convexe.

Lemme4.44. S f : X — R est convexe, I’ applicatione — (f(x+gd) — f(x))/e est une fonction non
décroissantede s € R pour tout x € X et d € X (partout ou €lle est définie).
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Démonstration. Soit ¢ et ¢’ telsquee <¢’. Sie > 0,0nposea = ¢/¢’ etdorsa € [0, 1] et

X+ed=ax+ed) + (1 —a)X
= f(x+ed) <af(x+&d)+A—a)f(x)
= f(x+ed) — f(x) <a(f(x+ed) — f(x))
= (f(x+ed) — f(x)/e < (f(x+e'd) = f(x)/e".

Si ¢ < ¢ <0, on appliquelerésultat précédent en changeant d en —d et en changeant aussi les signes
dec et &’ (cequi inversel’ordre). Enfin, si ¢ < 0 < &/, c'est X que |’ on exprime comme |a combinaison
convexe a(X + ed) + (1 — a)(X + &'d) avec o = &’/(e’ — ¢) qui appartient bien a[0, 1] et apartir dela,
on exploite anouveau laconvexité de f. O

Corollaire4.45. Une fonction convexe f : X — R admet toujours des dérivées directionnelles
éventuellement égales a +c0. De plus,

Df (x; d) = inf fx+ed — 100 .

e>0 &

(4.14)

Enfin, —Df (x; —d) < Df(x; d).

Démonstration. Le lemme précédent a montré que le ratio (f(x + ed) — f(x))/e est non croissant
lorsque ¢ s approche de O par valeurs positives. || adonc unelimite, si on admet aussi lesvaleurs oo, et
cette limite est évidemment donnée par (4.14). Enfin, en utilisant a nouveau ce lemme pour ¢ < 0 < ¢/,
on montre facilement la deuxiéme affirmation. O

Remarque 4.46. Lafonction

X f(X)=

1-V1-x2 s —1<x<1,
+o0 sinon,
(voir graphe sur laFigure 4.13) est convexe s.c.i. (et méme différentiable) sur son domaine[—1, 1] avec

Df(1; -1) = Df(-1;1) = —oc et donc (par linéarité) Df (1; 1) = Df(—1; —1) = +oo (ceci pour
montrer que les valeurs +co de la dérivée directionnelle sont possibles).

Figure 4.13: Graphedelafonctionx — 1 — +/1 — x2 pour x € [—1, 1]
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Exercice 4.47. Montrer que la fonction d — Df (x; d) est positivement homogéne de degré 1 (voir
(4.5)) et que de plus, elle est convexe si f est convexe.® En conséquence, €lle est aors sous-additive,
C'est-&-dire que

Df(x;d+d) <Df(x;d)+ Df(x;d) .

Remarque 4.48. C'est un résultat généra que les fonctions positivement homogenes de degré 1 sont
convexes si et seulement si elles sont sous-additives. Si I'on observe que I'epigraphe d'une fonction
positivement homogéne est un cdne — ce qui résulte immédiatement de la notion d’ homogénéité — ce
résultat est a rapprocher du résultat de |’ Exercice 3.17.

Pour une fonction différentiable, on a bien slir I'egalité —D f (x; —d) = Df (x; d) par linéarité par
rapport ad. On peut donc considérer que Df (x; d) + D f (x; —d) (qui vaut O dans|e cas différentiable et
gui est non négative en général) mesure le “ défaut de différentiabilité€” delafonction f au point x dans
ladirection (non orientée) d.

Par exemple, pour lafonctionx — [x],onavuqueDf(0; 1) = 1et Df(0; —1) = 1 et onvéifieque
I'inégalité stricte —Df (0; —1) < Df (0; 1) abien lieu. Cette inégalité exprime d'une maniéere générale
que les “pentes” delafonction convexe deR dansR :

oxa(@) & £ (x +ad)

sont non décroissantes lorsque « passe par 0 en croissant. On va voir que ceci est une propriété car-
actéristique des fonctions convexes qui se généralise dans X.

4.8.3 Sous-différentiabilitédes fonctions convexes
4.8.3.1 Sous-gradients et interprétation geométrique

Une“ minorante affine continue’ d’une fonction f : XX — R est définie par un “coefficient directeur”
r € X et une“ordonnée al’origine” « telsque

fyy=r.y)+a, VyeX,

et cette minorante est “exacte” en x s I'egdité alieu en y = x dans|'egalité précédente. Alors, o =
f(x) — (r, x) et I"'inégalité précédente se réécrit

fy)—fxX)=(r,y—x), VyeX. (4.15)

Définition 4.49 (Sous-gradient, sous-différentiel). Pour une fonction f : X — R, on appelle sous-
gradient de f en x (avec f(x) < 4o0) tout vecteur r € X qui vérifie (4.15). L’ensemble (vide ou non
vide) de ces vecteurs est appelé sous-differentiel de f en x et est noté af (x).

Il est clair qu’ au lieu de parler de minorante affine continue (et éventuellement exacte) d’ unefonction, on
aurait pu parler d' hyperplan séparateur (et éventuellement d’ appui) de I’epigrapheassocié. Sir € af (x),
il est équivaent de dire que I'hyperplan d'equation (r ,y) — & = (r,x) — f(x) (les variables sont
(v, €) € X x R) est un hyperplan d'appui de W(f) au point (x, f(x)). En particulier, (r, —1) est le
“coefficient directeur” de cet hyperplan. On poursuit cette discussion géométrique du sous-différentiel
sous laforme du lemme suivant (que |’ on atenté d'illustrer par la Figure 4.14).

Lemme 4.50. Un vecteur r appartienta df (x) pour une fonction convexe f : X — R si et seulement
s (r, —1) appartient au cdne normal a W( f) au point (x, f(x)) et si r appartient au cone normal a
I’ensemble de niveau V¢ () au point x.

5Pour rester consistant avec notre option de ne pas parler des fonctions convexes a valeurs —oo, rgjoutons I’ hypothése “ et
si Df (x; -) neprend paslavaleur —oo”.
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Figure 4.14: Interprétation géométrique du sous-gradient

Remarque 4.51. Attention, dans le deuxieme énoncé sur le cobne normal al’ensemble de niveau, il ne
s agit bien que d’'une condition nécessaire mais pas suffisante (on a en effet perdu trop d’information
sur f en ne parlant que de son ensemble de niveau). Autrement dit, le cdne orthogona & un ensemble
de niveau est stable par multiplication par un scalaire positif, ce qui n’est pas — en générd — le cas
d’un sous-différentiedl — sauf exception examinée plus loin pour les fonctions indicatrices. Dans le cas
du cbne normal a |'epigraphe pour lequel la condition est nécessaire et suffisante, 1a “normalisation”
adéquate provient du —1 missur I axe vertical”.

Démonstration. Dire quer € af (x), c'est dire que r vérifie (4.15) ou I’on peut de fagon équivaente
remplacer f(y) par & > f(y) (I'equivaenceest triviae), ce qui s'ecrit encore:

r,y—x)+ (=D - f(x) <0, Y(y, & ew(f) .

On reconnait bien la la définition du cbne orthogona a I'epigraphe au point (x, f(x)) (vair
Définition 3.20).

Par ailleurs, en considérant dans (4.15) desy € Vi (f), C'est-a-dire tels que f(y) < f(x), on
obtient

r,y—x)<f(y)y— f(x) <0, Vy e Viw (),

ce qui caractérise bienle conenormal aVv ) (f) enx. O

Exercice 4.52. Montrer que pour un convexe fermé A, 9l o(x) est égal & Ar-.

4.8.3.2 Existence de sous-gradients

En fonction du Lemme 4.50, I'existence d’un sous-gradient en Xg, donc aussi celle d’une minorante
affine, suppose d'abord celle de la non réduction triviale a {0} du cdne norma a I'epigraphe au point
(X, f(x)).

Il faut d' abord que ce point appartienne alafrontiere de |’ epigraphe : on considéreradonc des points
x € 7(f).

Le Lemme 3.54 a traité, en dimension finie, de la non trivialité du cone norma & un convexe en
un point de la frontiére et, aprés la démonstration de ce lemme, on a indiqué que le méme résultat
en dimension infinie requiert la non vacuité de I’intérieur du convexe (ici I'epigraphe). Ce résultat en
dimension infinie a &é énoncé sans démonstration car il fait appel a un théoreme de séparation au sens
large que nous N’ avons pas traitéici.
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La question de la non vacuité de I'intérieur de |'epigraphe nécessite celle de la non vacuité de
I'intérieur du domaine et ellelui est méme équivalentes'il existe un ouvert O sur leque f est bornée (par
une constante « : il suffit en effet de considérer I’ ouvert O x]a, +oo[ qui appartient alors al’intérieur
de y(f)). Le Théoréme 4.27 a indiqué que I’ existence d’'un ouvert sur lequel f est bornée (qui im-
plique d&ala non vacuité de I'intérieur du domaine) est équivalente a la continuité de f en tout point
del'intérieur du domaine. Tout ceci hous amene a énoncer, sans démonstration, |e résultat suivant (pour
une démonstration compl éte voir, par exemple [8, Proposition 5.2]).

Théoréme 4.53. Soit f : XX — R unefonction convexe qui est finie et continue en au moins un point x.
Alors, le sous-differentiel de f est non vide en tout point del’ intérieur de son domaine (qui est lui-méme
non vide) et en particulier en x.

4.8.3.3 Une autre définition geométrique du sous-différentiel, propriétés et lien avec la dérivee
directionnelle

On donne maintenant un autre point de vue sur le sous-différentiel d’ unefonction convexe plusen rapport
avec lanotion de dérivée directionnelle.

Théoréme 4.54. Soit f : X — R unefonction convexe. En un point x € X, onaque:

MfX)={reX |vdeX, (r,d) <Df(;d)} . (4.16)

Démonstration. Si r vérifie (4.16), d' apres (4.14) (avec ¢ = 1etd = y — x), on voit que (4.15) est
vérifiee (pour tout y) et doncr € af (x). Réciproguement, en partant de I’inégalité (4.15) et en posant
y = ed, on parvient sans difficulté a montrer (4.16). O

Corollaire4.55. Lesous-differentiel af (x) d’unefonction f convexe en un point x est un sous-ensemble
convexe ferme (éventuellement vide).

Démonstration. Ceci pouvait déja se voir avec (4.15) mais c'est encore plus clair ici puisgue af (x)
apparait dans (4.16) comme I’ intersection d’ une famille de demi-espaces fermés. O

Corollaire456. § f : X — R est une fonction convexe et si elle est finie et continue en x, alorsla
fonctiond — Df (x; d) est la fonction support de af (x). Autrement dit,

Df(x,d)= sup {(r,d). (4.17)
reaf(x)

Déemonstration. Si f est finie et continue en x, €elle est bornée au voisinage de x et d'apres le
Théoreme 4.53, af (X) est nonvide. Soitr € af (x). Alors, d' aprés (4.16) et (4.14),

(r.d)<Df(x;d) < f(x+d)— f(x).

On peut se contenter d' utiliser cet encadrement pour ||d|| aussi petit que I'on veut (donc en restant
au voisinage de x) puisque Df (x; -) est positivement homogéne de degré 1 (voir Exercice 4.47). Par
conséquent, on en déduit que Df (x; d) est bornée inférieurement et supérieurement pour toute direc-
tion d (dés que I'on borne ||d|| évidemment). S agissant d'une fonction convexe de d (voir encore
I"Exercice 4.47), on en déduit qu’ elle est continue (voir Lemme 4.26). La conclusion que Df (x; -) est
la fonction support de af (x) est alors une conségquence de (4.16) et du Théoreme 4.57 ci-apres. La
formule (4.17) n’est rien d’ autre que la méme affirmation. O
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Théoréme 4.57. Soith : X — R unefonction convexe s.c.i. et positivement homogénede degré 1. Alors
h est la fonction support de I’ ensemble S, défini par

S ¥ rex|(r.d) <h), vdeX).

Démonstration. Comme h est une fonction convexe s.c.i., elle est I’ enveloppe supérieure de toutes les
fonctions affines qui |a minorent. Considérons |’ une quel congue de ces minorantes affines :

r,d)4+a <h(), vdeX.

Puisgue h est homogene, alorsh(0) = 0. On en déduit que « est négatif ou nul. Ensuite, toujours a cause
du caractére homogeéne, pour tout ¢ > 0,

e{r,d)+a <ceh(d),

ce qui montre, avec ¢ infiniment grand, que la fonction linéaire d — (r ,d) est aussi une fonction
qui minore h. Or cette fonction est une meilleure (plus grande) minorante de h que la fonction affine
correspondante puisque o < 0. Autrement dit, h est aussi égale a I’ envel oppe supérieure des fonctions
linGaires (unigquement) qui laminorent. Ceci s'ecrit :

vd, h(d) =sup{(r,d) |Vr,Vy,(r,y) <hy},
mais, d’ apresladéfinition de S, ceci se réécrit :

vd, h(d) =sup{(r,d) |Vr e 4} =sup(r,d) .
re$,

Ceci correspond exactement au calcul de lafonction support de .. O

4.8.3.4 Casdesfonctions convexesdifférentiables

Si 9f (x) est réduit aun singleton, laformule (4.17) montre que Df (x; d) est unefonction linéaireded,
autrement dit f est (Géteaux-) différentiable au point x. Laréciproque est également vraie.

Théoréme 4.58. Soit f : X — R une fonction convexe, finie et continueen x € X. Elle admet une
derivée f'(x) si et seulement si 9f (x) est réduit a un seul point, a savoir f’(x), et donc

fay)y— fx) = (f'0),y—x), VyeX. (4.18)

Démonstration. Le “si” vient d'etre justifie. Montrons le “seulement si”. Montrons d’ abord (4.18), ce
qui montrera dga que f'(x) € af(x). S f est differentiable, alors par définition Df (x; y — X) =
(f'(x), y — x). Mais, toujours avec (4.14), Df (x; y — x) < f(y) — f(x), d'ol1 (4.18).

Supposons maintenant qu’il existe un autrer € af(x). Par définition de la différentiabilité,
Df(x;d) = (f'(x),d) pour tout d, mais par ailleurs, d'apres (4.17), Df (x;d) > (r,d). Par
conséquent, (f/(x) , d) > (r,d) pour tout d. Utilisons cette inégalité pour d = r — f’(x), ce qui
donne — |r — f/(x)H2 > 0, prouvant quer = f’(x). O
L’inégalité (4.18) exprime que le graphe d’ une fonction convexe différentiabl e se situe au dessus de tous

ses hyperplans tangents, ce qui est & rapprocher du fait que ce graphe est situé sous toutes ses cordes
(voir Figure 4.2). Ces deux propriétés caractérisent | es fonctions convexes (différentiables).
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Théoreme 4.59. Unefonction f : X — R différentiable est convexe si et seulement si elle vérifie (4.18)
pour tous X €t y.

Démonstration. Il resteamontrer le“si”. On suppose (4.18) pour tous X €t y et on utilise cette inégalité
poury=uetx =u+a(v—u),a €[0,1],u e X, v e X, cequi donne
fwy—flu+ta@w—-w)>a(f'(U+a@-—w),u—1).
Avec y = v et leméme X, on obtient
f—flu+aw—-w)>=A-o)(f'U+a@—-w),v—-u).

La combinaison convexe de ces deux inégalités avec les “poids’ (1 — «), respectivement «, conduit
finalement al’inégalité de la convexité. O

4.8.3.5 Casdesfonctionsstrictement et fortement convexes

Les fonctions sous-différentiables, voire différentiables, qui sont strictement (voir (4.7)) ou fortement
(voir (4.8)) convexes peuvent étre caractérisées par des inégalités du type (4.15), voire (4.18), “ren-
forcées’.

Exercice 4.60. © Montrer qu’ une fonction strictement convexe, respectivement fortement convexe de
module b, et sous-différentiable satisfait

VyeX,Vxe X, y#Xx,Vr e daf (x), f(y)—FTX)>({,y—x), (4.19)
respectivement,
Vy e X, ¥x e X,¥r e af (x), f(y)— f)=(r,y—x)+bly—x[?/2. (4.20)

Réci proquement, montrer gu’ une fonction sous-différentiable qui satisfait (4.19), respectivement (4.20),
est strictement convexe, respectivement fortement convexe de moduleb.

Observons que (4.20) indique gu’ en tout point, lafonction peut &re minorée non plus seulement par une
fonction affine, mais par une parabole.

4.8.3.6 Lesousdifferentidl comme opérateur multivoque

La correspondence x — 9f (X) est une application multivogue ou multi-application, ¢’ est-a-dire qu’elle
associe aun point x € X le sous-ensemble df (x) de X, donc ¢ est une application x — 2% (famille de
tous les sous-ensembles de X). De plus, elleest ici a“vaeurs’ convexes fermées.

Définition 4.61. Une multi-application A : X — 2% est monotonesi
YxeX,Vy e X,Vr € A(X),Vse A(y), (r—s,x—y)>0.

Elle est strictement monotone si I'inégalité stricte a lieu ci-dessus dés que y # x. Elle est fortement
monotone (de module b) si

db>0: YxeX,Vye X,Vr € A(X),Vse A(y), r —s,x—Y) zb||x—y||2 . (4.21)
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On vérifie que pour une simple application de R dans R, cette propriété exprime le caractére
monotone non décroissant (respectivement, croissant dans le cas “strictement”, ou croissant plus vite
gu’ une fonction linéaire de pente b dans le cas “fortement”). Dans le cas d'un opérateur linéaire con-
tinu A € L(X, X), cette propriété s exprime plus simplement (exercice)

vx e X, (AX),x)>0, resp. >0si x#0, resp. >b|x|? .

Dans le cas ou X est de dimension finie, pour ce qui est de la forme quadratique associée, A peut
étre représenté dans une base par une matrice symétrique (voir Exercice 2.12), et on reconnait alors
la définition des matrices semi-définies, respectivement définies, positives. Dans le cas de dimension
finie, il n'y a pas de différence entre stricte et forte monotonie (dans les deux cas, la plus petite valeur
propre est strictement positive). En dimension infinie, &ant donné que le spectre d’ un opérateur linéaire
continu peut &tre continu, il peut s approcher infiniment pres de 0 dans|e cas strictement monotone (sans
I"atteindre), alorsqu’il reste borné inférieurement par b, le module de forte monotonie dans ce cas.

Lemme 4.62. Le sous-difféerentiel d’une fonction convexe (respectivement, strictement, fortement con-
vexe de module b) est une multi-application monotone (respectivement, strictement, fortement monotone
de module b). Reéciproquement, pour une fonction sous-différentiable, si le sous-différentiel est mono-
tone, (respectivement, strictement, fortement monotone de module b), la fonction est convexe (respec-
tivement, strictement, fortement monotone de module b).

Démonstration. On se contenterade la démonstration dans le cas fort. Le cas ordinaire correspond aun
module b nul, le cas strict est une simple adaptation. |l est plus facile de démontrer |'equivalence de la
forte monotonie du sous-différentiel avec la propriété de “minorante quadratique” exprimée par (4.20).
L’ Exercice 4.60 a d§a montré |"equivalence de cette derniére propriété avec |a forte convexité de mod-
uleb de f. Supposons donc d'abord que (4.20) est vraie : on réécrit une deuxiemefois cette inégalitéen
inversant lerbledey et x, donc al’aide d’ un s quelconquedans o f (y) ; par addition de ces deux versions
del’'inégalité (4.20), on obtient (4.21). Pour laréciprogue, considéronslafonction convexe ¢ : R — R

o@) ¥ fz) avee 7@ A-a)x+ay.

Ona
Dy (e; 1) = inf (9 (Zase) — 0(z2)) /€ (4.22)
= (fe, Yy =X)
pourr, € 9f (z,)
>(r,y—x)+ably—x|? (4.23)

pourr € af (x) et en utilisant (4.21). Utilisant anouveau (4.22) (pour lavaleur “infinitésimale” ¢ = du)
puis (4.23), on déduit que

f(y) = £() = ¢(1) — (0

1
2/ Do(a; 1) da
0

1

z/ (ry—x) +ablly - x|?) da
0

r,y—x)+bly—x|?/2.
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On retiendra donc | equival ence des trois propriétés exprimées par (4.3), (4.20) et (4.21).

Remarque 4.63. En nous limitant, pour simplifier le discours, au cas d'une fonction convexe
différentiable d’ une variable scalaire x, interprétée comme lafonction colit associée a une production x,
le fait que la dérivée soit une fonction croissante de x s'interpréete comme une notion de “ colit marginal
croissant” : plus on doit produire, plus on produira a un colit marginal éevé, parce que, par exemple,
on utilise d’' abord les moyens de production |es plus économiques avant d’ avoir recours aux moyens les
plus chers.

Comme on peut le comprendre intuitivement, si une fonction convexe est deux fois différentiable,
puisque sa dérivée premiére est un opérateur monotone, sa dérivée seconde doit étre “positive’, ¢ est-a
dire plus précisément que laforme quadratique

y = (700, )
est semi-définie positive.

Exercice 4.64. Montrer qu’ unefonction deux fois différentiable est convexe si et seulement si sadérivée
seconde en tout point x définit une forme quadratique semi-définie positive.

Indiquons pour finir que le sous-différentiel est non seulement un opérateur multivoque (a vaeurs
convexes fermées) monotone, mais qu'il est de plus monotone maximal, ce qui signifie que son graphe
ne peut pas étre strictement inclus dans le graphe d’'un autre opérateur monotone. Ceci implique
concrétement que le graphe n’a pas de “trou”, comme illustré par la Figure 4.15. Cette propriété est

.
_—

/ /

Figure 4.15: Graphe d'un opérateur monotone non maximal (a gauche) et version maximale monotone
(adroite)

e,

importante car elle signifie que larésolution de I ‘equation” 0 € 3f (x), que |’ on rencontrera bientdt en
optimisation, aura une solution en x (avec toutefois des hypothéses supplémentaires qui garantissent que
le graphe “va de part et d'autre de 0”), et on voit que ce n’'est pas le cas sur la partie gauche de lafigure
(ou le graphe “saute par dessus |’ ordonnée 0”). On renvoie par exemple a[6] pour | etude des opérateurs
maximaux monotones.

4.8.3.7 Calcul sous-différentie

On considéereici un certain nombre d opérations préservant la convexité des fonctions et on envisage le
calcul du sous-différentiel des fonctions obtenues a partir de ceux des fonctions de départ. Tres souvent,
une formule d'inclusion est facile a demontrer et elle est proposée sous forme d’ exercice. On indique
ensuite |” hypothése technique qui permet de demontrer I'inclusion inverse et donc |'egalité. La plupart
du temps, la démonstration fait appel a un théoréme de séparation au sens large que nous n’ avons pas
discuté en détail dans ce cours.

Exercice 4.65. Soit f et g deux fonctions convexes sous-différentiablesde X dansR. Montrer que

YxeX, a(f +g)(x) D af(x)+agXx) . (4.24)
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L' egalité peut &tre démontrée si il existe un point dans 7(f) N 71(g) ot au moins I une des fonctions est
continue (voir [8, Proposition 5.6]).

Exercice 4.66. Soit f : X — R une fonction convexe et A : Y — X un opérateur linéaire continu.
Montrer que

Vx € X, 9(foA)(x) D A" 0 df(Ax) . (4.25)

L’ égalité peut étre démontrée si il existe un point dans _i( f ) Nim A ou f est continue (voir [8, Proposition
5.7)).

Exercice 4.67. Soit f : X — R définie comme I’ enveloppe supérieure d’ une famille de fonctions
convexes { fj}icy :

f(x)dzefsjp fi(x).
jed

A priori, rien n’est dit sur lanature de I’ ensemble J. On pose
def | .
J(x):argrjng oo ={jied | fx="fx}.

Montrer que

i o | afjo ] . (4.26)
jed

Nous n'entrerons pas ici dans le déail des hypothéses techniques qui permettent de démontrer
I"egalité. Il faut distinguer les cas extrémes ou J est fini d'une part, est un sous-ensemble d’ un espace
de Hilbert d’ autre part. Dans le second cas, une hypothése de semi-continuité supérieure’ des fonctions
j = fj(X) pour tout x est souvent supposée.

Laformule (4.26) montreen tout cas quelorsque J (x) = argmax;cy fj (X) n’est pasréduit aun point
(C'est-a-dire que, pour un point X, le sup en j est réaisé par plusieurs fonctions— voir par exemple la
Figure 4.7), il y a peu de chance que f soit différentiable méme si toutes les fonctions f; le sont. Per
exemple, X — |X| peut &re vue comme |’ envel oppe supérieure des deux fonctions linéaires x +— X et
X — —X et dlen’est pas différentiable en 0 parce que | es deux fonctions linéaires valent simultanément
0. Notonsde plusque les deux fonctions sont différentiabl es et ont pour dérivées 1 et —1 respectivement,
et que le sous-différentiel en 0 de| - | est égal justement al’ envel oppe convexe de ces valeurs, ¢’ est-a-dire
a[—1, 1]. Laformule (4.26) (avec égalité) est donc bien vérifiee dans ce cas.

Ceci dit, il ne faut pas en conclure que la réduction de I'argmax a un singleton est une condition
nécessaire pour ladifférentiabilitéde f (il se pourrait en effet quetouteslesfonctions fj, j € J(x) aient
le méme gradient en X, ' est-a-dire qu’ elles soient “tangentes’ : dessiner le graphe d'un tel exemple).

Laformule suivante concerne lafonction marginale (4.7). Onavu al’ Exercice 4.18 qu’ on peut ainsi
obtenir une fonction convexe d’ une variable a partir d’ une opération d' enveloppe inférieure, a condition
de partir d'une fonction conjointement convexe par rapport au couple de variables. On a également vu
gue cela correspond a une opération de projection sur I’ un des espaces composants en terme d’ epigraphe.
On vad'abord examiner |le cas de la projection d’ un sous-différentiel.

Exercice 4.68. Soit f : X x Y — R unefonction convexe et sous-différentiable. Montrer que

ou dy f (X, y) correspond au sous-différentiel delafonction x — f(x, y) ay donné. En déduire que
af (x,y) Coxf(X,y) xdyf(X,y). (4.28)

“Une fonction est “ semi-continue supérieurement” (abréviation : s.c.s.) si son opposéeest s.C.i..
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Exercice4.69. ® Soit f : X x Y — R unefonction convexe et soit g définie par (4.7). On pose
Yoo =argmin fx,y) € {y € Y 1900 = Fx. )} -
Montrer que

9900 C [ wfexy). (4.29)
yeY(x)

Pour cet exercice, on abesoin en fait de savoir quey € Y(x) < 0 € dy f (X, y), ce que nous montrerons
ultérieurement dans ce cours. En corollaire de laformule (4.29), on voit que si f est différentiable en
X, dors soit g n’est pas sous-différentiable au point x, soit elle est abligatoirement différentiable : en
effet, puisque oy f (X, y) = { fe (X, y)} est un singleton pour tout y, aors ou bien tousles f, (x, y) sont
égaux lorsque y parcourt Y (x) et g'(x) est égale a cette unique valeur commune, ou bien I’ intersection
desingletonsest videet ¢’ est aussi le cas de dg(x).

Exercice 4.70. On a défini par (4.6) I'inf-convolution h de deux fonctions convexes f et g et on avu
gue ¢’ est une fonction bien définies f et g admettent une minorante affine commune. Montrer que

oh(x) = af (§) N dg(n) entouslespoints&, ntelsque h(x) = f (&) +g(n) . (4.30)

4.8.3.8 Sous-difféerentid et transformée de Fenchéd

Revenons pour terminer sur la notion de transformée de Fenchel introduite au §4.5 pour établir un
lien avec la notion de sous-différentiel. On a vu que par définition de la transformée de Fenchel,
I'inégalité (4.8) est toujoursvraie. Le théoréme qui suit discute de la situation du cas d’egalité.

Théoreme 4.71. Soit f une fonction convexe. L’'inégalité (4.8) est une égalitée si et seulementsi p €
of (x). Deplus, si f ests.c.i., alors|’egalitédans (4.8) est aussi équivalente au fait que x € af/ (p).

Déemonstration. Si I'egdité alieu dans (4.8) pour un certain x et un certain p, aors on peut retrancher
cette égalité al’inégalité écrite pour un autre y et pour le méme p. Ce quel’ on obtient ainsi signifie que
p € af (x). Réciproguement, si p € af (x), ona

vy, (p,y)— f(y) =(p.x)— f(x),

ce qui montre que c'est x qui réalise le sup dansla Définition 4.20 de latransformée de Fenchel de f au
point p. On obtient donc |'egalité dans (4.8).

Pour la seconde partie du théoréme, on observe d’'abord que la premiére partie qui vient d'etre
démontrée peut aussi s appliquer au couple de fonctions (f/, f/ /) aulieude (f, f/). Ceci se traduit
notamment, en cas d’egalité pour un couple (p, X) par lefaitquex € af/ / (p). Maisdanslecas ol f
est s.C.i., elle est égale a son enveloppe convexe s.c.i. qui est égalea f/ ! en généra (Corollaire 4.39).
Donc f// = f, ce qui achéve ladémonstration O

Introduisons la notion d'inverse ensembliste d'une application, voire méme d'une multi-
application A : X — 27 : ¢'est lamulti-application de Y dans 2* définie par

Aty)={xeX|yeAx)} .

Autrement dit, y € A(x) est par définition équivalent ax € A~1(y). Alors, du Théoréme 4.71, et pour
une fonction convexe s.c.i. et différentiable, on déduit que

e (0) (P & pedf(x) & xeaf’ (p).
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et par conséguent
(af) t=of" . (4.31)

Ceci montre que, considérée plutdt au niveau des sous-différentiels qu’'a celui des fonctions, la trans-
formée de Fenchel agit comme uneinversion !

Exercice 4.72. Onavu al’Exercice 4.22 que latransformée de Fenchel h/ d’uneinf-convolutionh =
f og est lasomme des transformées de Fenchel f/ et g/ . En faisant |’ hypothése technique nécessaire
a |'utilisation de la formule (4.24) avec égalité, et en s appuyant sur (4.31), montrer que le sous-
différentiel de I'inf-convolution est |la moyenne harmonique (I’inverse de la somme des inverses) des
sous-différentiels des fonctions de départ, ¢’ est-a-dire

-1

oh=((21) "+ (99) ")

Autrement dit, au niveau des sous-différentiels plutdt qu’ au niveau des fonctions, I'inf-convolution agit
comme lamoyenne harmonique. Rapprocher cette formule de (4.30).

4.9 Reésumonsnous

Dans ce cours, on achoisi d’ aborder |"etude des fonctions convexes apres celle des ensembl es convexes.
Onavu qu'il est possible de passer de diverses fagcons des fonctions aux ensembles (en considérant les
épigraphes ou les ensembles de niveau) et des ensembles aux fonctions (en considérant les fonctions
indicatrices ou les fonctions support par exemple).

Comme pour les ensembl es, |a propri &té géométrique de convexité des fonctions a des conséquences
topologiques: en dimension infinie, continuité s.c.i. dans|a topologie faible des fonctions convexes qui
sont s.c.i. dans la topologie forte ; en dimension finie, les fonctions convexes ne peuvent pas avoir de
“saut vertical fini”, ce qui implique la continuitéal’intérieur relatif de leur domaine (les discontinuités,
infinies, se limitent éventuellement au bord de ce domaine ; en dimensioninfinie, il faut supposer que la
fonction est bornée au voisinage d’ un point pour conclure ala continuité en ce point).

L e théoreme de séparation pour les convexes fermés, que nous avons déduit au chapitre précédent de
lanotion de projection, avait eu pour conséguence la“ définition externe” des convexes comme intersec-
tion des demi-espaces délimités par leurs hyperplans d’ appui. En appliquant ces notions aux épigraphes
de fonctions convexes s.c.i., on débouche sur la notion de sous-gradient et sur le calcul sous-différentiel
guel’on amisen relation avec lanotion (plus faible) de dérivée directionnelle (qui apparait alors comme
la fonction support du sous-différentiel), et celle plus forte de dérivée de Gateaux (correspondant a
I’ unicité du sous-gradient en tout point). Les approches interne et externe des convexes correspondent,
pour I"epigraphe des fonctions convexes, au fait que le graphe est “sous les cordes’ et “au-dessus des
tangentes”.

Une autre propriété caractéristique des fonctions convexes est le fait que e sous-différentiel est un
opérateur monotone, ce qui, dans le cas le plus simple, correspond a une notion de “colt marginal
croissant”.

Uneautrefagcon d’ aborder |a sous-différentiabilitéest de s attaquer au cal cul de lafonction support de
I"epigraphe. Ceci conduit aintroduire naturellement lanotion de transfor mée de Fenchel et, defacon non
surprenante, il existe unlien tresfort entre cette transformée de Fenchel et le calcul de sous-gradients. On
avu que latransformée de Fenchel agit finalement comme une simple inversion lorsque I’ on considéere
son effet sur les sous-différentiels des fonctions transformées.
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4,10 Corrigédesexercices

Corrigéde I’Exercice 4.17 Si lafonction affine supposée minorer f et g est x — (r, x) + b, aors
f(y)=(r,y)+betg(x—y) > (r,x —y)+bdans(4.6), cequi montrequeh(x) > (r , x)+2b > —oo.
S (x, &) € Us(h), donc > infyex (f(y)+9(y—x)), alorsil existeyo tel queé > f (yo)+9g(yo—Xx),
et donc & peut sSecriren + ¢ avecn > f(yp) € ¢ > g(X — yg). On adonc exprimé (x, &) comme la
somme de (Yo, n) € Us(f) et (X — Yo, ¢) € Ws(g). Par conséquent, Us(h) C Ws( ) + Ws(Q).
Réciproquement, si X = X3 + Xo et &§ =& + & avecér > f(Xp) et & > f(Xp), dors

f(x X inf f =h(xy + X2) ,
£ > f(x)+9(x) > y1+y2:X1+X2( (YD) + 9(¥2)) = h(x1 + X2)
donc (X1 + Xo, &1 + &) € Wg(h) et on amontrél’inclusion inverse.

S f et g sont convexes, leur épigraphe strict est convexe et la somme vectorielle préserve la con-
vexité, donc h est convexe.

Corrigé de I’'Exercice 418 Dire que (X, B) € Us(Q), C'est dire que 8 > infy f(x, y) ou bien qu’il
existey tel que B > f(X,y), ou bien encore qu'il existe y tel que ((x, y), /3) € Wg(f). Cette derniere
affirmation est équivalente a dire que (x, B) appartient alaprojection de Wg( f) sur X.

Comme on avu que laprojection d’ un convexe est convexe (voir Figure 3.4), ceci montre que Us(g)
est convexe, donc g est une fonction convexe.

Corrigéde|I’Exercice 460 On ne donne que les demonstrations du cas “fortement”. Le cas “stricte-
ment” correspond a une adaptation immédiate. On suppose (4.3) que I’ on réécrit

A=) (fy) = F0) = fFlax+ L —my) — f(X)+ ba(l— ) lIx - yII* /2
> (1—a) (1, x) +ba(l—a)llx - y|? /2
pour toutr € af (x). Il suffit de diviser cette inégalité par « puisde prendre « = 1 pour obtenir (4.20).

Réciproquement, on suit de prés le schéma de la démonstration du Théoréme 4.59, mais en partant de
(4.20) au lieu de (4.18), ce qui conduit aprés calcul a(4.3).

Corrigé de I'Exercice 4.69 Supposons la fonction marginale g sous-différentiable en x. Pour tout
r € ag(x) et tout x’,

g(x) —gx) = (r . x' —x) .

Siy € Y(x), aors, par définition, g(x) = f(x, y) et par ailleurs (conditiond’ optimalité), 0 € dy f (X, y).
Moyennant ces observations et celle que pour tout y', f (X', y) > g(x’), I'inégalité ci-dessus implique
que:

fLy)— oy =, X —=x)+(0,y —y) .

Cette inégalité étant vraie pour tout (x’,y’), elle montre que (r,0) € af(x,y) et donc quer €
Hx(af(x, y)) = 0xf(X,y). Cette relation d appartenance étant vraie pour tout y e Y(X),
I"inclusion (4.29) setrouve justifiee.
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Chapitre5

Optimisation sous contraintes : conditions
d’ optimalitée locales

Dansla premieére section de ce chapitre, on traite du probléme général de laminimisation d’ une fonction
convexe sur un sous-ensemble “admissible” convexe. L’introduction d’ un sous-ensemble admissible
est une fagon géométrique ou implicite de formuler des contraintes pesant sur le probléme de décision
optimale. Nous envisagerons dans les sections suivantes une autre facon plus explicite ou analytique
d’introduire des contraintes sous la forme d'egalités ou d’inégalités a respecter.

5.1 Optimisation sur un ensemble admissible et inéquations variation-
nelles

L es conditions nécessaires et suffisantes obtenuesici se présentent sous forme d’inéquations variation-
nelles dont on examinera la signification géométrique. En général, les inéquations variationnelles ne
s'interprétent pas forcément comme les conditionsd’ optimalité d’ un probléme d’ optimisation (sous con-
traintes) ; elles peuvent apparaitre dans les problémes d'equilibre (en Mécanique, dans les réseaux de
transport ... ) ou en théorie desjeux.

5.1.1 Formulation du probleme et existence d’ une solution

On va donc principalement dans ce chapitre traiter du probl éme générique suivant

min J(u) , (5.0

uey ™
ce qui signifie“chercher lavaleur laplus petite possibledelafonction J et lesdécisionsu qui laréalisent
lorsque u est astreint a rester dans U2, Ici U est un sous-ensemble convexe fermé d’ un espace de
Hilbert U (dit “ensemble admissible’) et J est une fonction convexe s.c.i. de U dansR. Un tel probléme
est alors qualifie de “probléme d' optimisation convexe”. On appellera “solution” tout u ot J(u) atteint
effectivement sa valeur infimale sur U, L’ ensemble des solutionsest noté arg min,.yx J (U).

Observons tout de suite que I’ on pourrait d emblée se limiter a des problémes de minimisation ou

Ua est toujourségal al’ espace U tout entier dans lamesure ol on s est autorisé des fonctions J prenant
éventuellement la valeur +oo. En effet, le probleme (5.1) est équivalent au probléme

mil? (JW) + lya(w) , (5.2

puisque la fonction indicatrice de I’ ensemble U & vaut +oco dés que u sort de U — ce qui évidemment
n’'est pas le but recherché pour minimiser lafonction colit — et qu’ elle est neutre (vaut uniformément 0)

77
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lorsque u reste dans U — ce qui laissealorslafonction J seulejuge du meilleur u. Il est clair que cette
facon de voir les contraintes est plutdt un outil conceptuel que pratique : nous nous en servirons dans les
cas appropriés.

Une premiére conséquence importante de la convexité est que toute solution locale (on dit aussi
“minimum loca”) est une solution globale (“minimum global”). Par “solution local€’ ou “minimum
local”, on entend un point u® € U tel que

J) < J(u), YueU¥nB, p),

pour un certain p > 0. Autrement dit, |I’ensemble admissible est réduit a un voisinage du prétendu
minimum local. LaFigure 5.1 illustre cette notion (dans un cas non convexe obligatoirement).

Figure 5.1: Minimum local et minimum global

Lemme5.1. Pour un probléme convexe, toute solution locale est globale.

Démonstration. Soitu € U2\ B(u°, p), @ = p/llu—u°|| < letu, = (1 — 2)u’° + au. Ona
Uy — U° = a(u — u°) et ce vecteur est de norme égale & p, donc x, € B(U°, p), et par ailleurs,
évidemment u, € U, Alors,

JUH) <JUy) =1—a)JWU) +adu) = JWU°) < J).

Ceci étant vrai pour u € U2\ B(u°, p), mais également pour u € U@ N B(u°, p) (par définition de u°)
est donc vrai pour u € U, Ceci montre que u® est bien une solution de (5.1). O

L e théoreme suivant traite du probléme de |’ existence d’ une solution du probléme (5.1). Auparavant,
on introduit un peu de terminologie.

Définition 5.2. Unefonction J est coercive sur U¥ s
lim J(u) = +oo lorsque |ul| = +oo et ue U™,

Autrement dit, dans toutes les directions de U ol u peut tendre vers I'infini, J(u) tend vers +oo.
Evidemment, si U2 est borné, donc s'il n’existe aucune direction dans U ot1 u peut aler & ’infini, la
propriété est réputée vraie. Observons que si J est fortement convexe, alors elle est coercive sur tout
sous-ensemble U2 o aprés (4.20). Observons aussi qu'il est équivalent de dire que J est coercive sur
U ou que J + Iy« est coercive sur U.

Théoréme5.3. S J est une fonction convexe s.c.i. et coercive sur U, si U est convexe et fermg, si
I NUT £ o, (5.3)

alorsil existe au moins une solution au probléme (5.1). L’ ensemble des solutions est un sous-ensemble
convexe fermeé. 1l est réduit a un point (la solution est donc unique) si J est strictement convexe.
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Démonstration. L’ hypothése (5.3) vise a écarter le castrivia oulavaleur del’inf .y« J(u) serait égal a
+00 car, sous cette hypothese, il existe au moinsun u € U ot J(u) est finie.

On considére alors une suite minimisante {U}ey € U, ¢ est-a-dire telle que limg, 40 J(UK) =
inf,cya J(U) (cette valeur peut a priori étre égale a —oo, ce qui ne géne pas le raisonnement a venir,
mais on va démontrer que ce n'est pas le cas finalement). On peut affirmer que cette suite est bornée
car sinon, avec lacoercivité de J sur U, on obtiendrait une contradiction. Elle est donc compacte dans
la topologie faible, et on peut extraire une sous-suite {u* } faiblement convergente vers un certain u?,
point d’ accumulation de la suite, et, du fait que U est un convexe fermé, donc faiblement fermé (voir
Corollaire 3.56), alors u® € U, Du fait qu’ une fonction convexe s.c.i. est aussi faiblement s.c.i. (voir
Corollaire4.31) ,ona

inf Ju) = lim JW) > Juh,
ueua ki =400
ce qui montre que I'egalité a nécessairement lieu et que u® est une solution de (5.1) (en particulier
J(u¥) > —oo car nous avons implicitement exclu les fonctions prenant ces valeurs — a priori, on
peut cependant s approcher de —oo en envoyant u vers I'infini, maisici ¢’ est exclu par | hypothéese de
coercivité).

Ayant établi lafinitude de I'inf et |’ existence d’ au moins une solution u?, toutes les autres solutions

peuvent &tre obtenues comme |e sous-ensemble

def —
U:I = Viw) (J)ﬂUad .

On sait d’ aprés le Théoreme 4.30 que les ensembles de niveau de J sont convexes et fermés et comme
Cest aussi lecasde U, ¢’ est aussi le cas de U*.
Enfin, si J est strictement convexe et si on suppose que I’on a deux solutions distinctes ui et u%

(evidemment dans U®), alors le point (u; 4 uj)/2 (également dans U™ par convexité de U) donne
- . N . . ;. ~ j j j j

nécessairement & J une valeur strictement inférieure a (J(ul) + J(u2)>/2 = J(uj) = J(uy) par

convexité stricte (voir Définition 4.7), ce qui est une contradiction. O

5.1.2 Caractérisation des solutions

Une fois réglé le probléme de I’ existence de solutions, il faut pouvoir caractériser les solutions du
probléme (5.1). Lethéoréme qui suit propose un certain nombre de criteres d’ optimalité.

Théoréme 5.4. En plus des hypothéses de convexité, de fermeture de W (J) et U, on fait |’ hypothése
gue J est bornée dans un ouvert (alors son domaine est d'intérieur non vide, et J y est continue et
sous-différentiablel) ainsi que |’ hypothése suivante:

%

——
) NUd 2o, (5.4)

Alors, chacune des conditions ci-dessous constitue une condition nécessaire et suffisante pour que u*
soit une solution du probléme (5.1), en plus de la condition &videmment nécessaire que u? € U :

vueU® DI u-uh) >0, (5.53)
0ed(J+ lya) (U, (5.5b)

Irf e 3JuH N (-UHL) , (5.5¢)
IrfeddW): YueU® (¥ u-u’)=>0. (5.5d)

Voir Théorémes 4.27 et 4.53
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Démonstration. Si u® est solution, J(u*) < J((1 — e)u? + eu) pour tout u € U™ et tout & € [0, 1].
Comme

DI u— ) = lim (I +eu—u9) = IWH) ) e ,

il est clair que cette limite est non négative. Réciproguement, comme on peut remplacer la limite ci-
dessus par I’inf,- o, aors, en particulier, avec e = 1, onaque DJ(u?; u — u?) < J(u) — J(u?). Doncsi
DJ(®; u—u®) >0, cestaussi lecasde J(u) — J(u?), ce qui prouve que u* est solution.

Si u? est solution de (5.1), il est aussi solution de (5.2), et en fonction de ce qui vient d'&tre dit,
D(J + lya)(U*; u — u¥) > 0O pour tout u € U. Grace al’ hypothése (5.4), on sait qu’il existe un point
dans|’intersection del’intérieur du domainede J et du domainedely ou J est continue. Par conséquent
G = J+ Iy est sous-différentiableavec 0G(-) = dJ(-) + dly=(-) (voir lescommentaires apres (4.24)).
Par ailleurs, DG(u?; -) est la fonction support de dG(u®) (Corollaire 4.56). Par conséguent, on peut
calculer lafonction indicatrice de 8 G (u*) en prenant sa transformée de Fenchel, puisque

e lesous-différentiel est convexe fermé (donc safonction indicatrice est convexe s.c.i.),
e quelafonction support est latransformée de Fenchel de lafonction indicatrice (Corollaire 4.21),
e et quelatransformée de Fenchel est involutive pour les fonctions convexes s.c.i. (Corollaire 4.39).

On adonc

lmwaw)=9ﬁ(w,p%—DGw%p»:¢bewﬂ®::w50—DGw%p».
pe pe

Or, comme DG(u*; p) > 0 pour tout p € U, on en déduit que I3, (0) < 0 et donc il est nul (une
fonction indicatrice ne prend que les valeurs O et +oc). Finalement, on en déduit que 0 € dG(U*) =
d(J + lya)(u®). Réciproquement, par I’inégalité de la convexité, il est immédiat quesi 0 € 3(J +
lyat)(u?), alors pour tout u € U,

(J + lya)(U) — (J + lya)(U?) > (0, u—u?) =0,

ce qui montre que u* est solution de (5.2) et donc aussi de (5.1).

Puisque 9 (J + lya)(U*) = 9 J(U?) + dlyai(u®), direque0 € 9(J + lya)(U®) est équivaent adire
quil exister® € 3J(U°) et ¥ € dlyx(u?) telsquer?® + s* = 0, autrement dit, r* € —aly«(u?), mais
lyas(UF) = (U ad)j: (voir Exercice 4.52), d'ou I’ on déduit (5.5¢).

Enfin, direquer® e 9 J(u?) appartient aussi a—(U ad)j:, C' est exactement énoncer lacondition (5.5d)
en fonction de la Dé&finition 3.20 du cdne orthogonal . O

Remarque 5.5. Laforme (5.5d) est appelée “ inéguation variationnelle”. Certaines inéquations vari-
ationnelles caractérisant des équilibres dans les problémes de jeux, dans les réseaux de transport, en
Physique (notamment en Mécanique), entre autres domaines, sont de la forme (5.5d), mais font in-
tervenir, a la place de I’ opérateur 9J, un opérateur (éventuellement multivogue et monotone) qui ne
s'interpréete pas comme le sous-différentiel d'une fonction (on dit qu'il “ne dérive pas d’ un potentiel”).

%

—_—
Remarque 5.6. Lorsque I’ ensemble admissible U est tout I espace, ou si u? € U, dors (Uad)j: =
{0} et les conditions (5.5b)—(5.5d) se réduisent touteslestroisa

0edJ?).
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Figure 5.2: Interprétation géométrique des conditions d’ optimalité

5.1.3 Interprétation geométrique

C'est la forme (5.5¢) qui se préte sans doute le mieux a I’interprétation géométrique. La Figure 5.2
représente trois situations (nous n’ avons pas 0sé montrer la quatrieme !) sur lesquelles on peut essayer
de comprendre ce que (5.5¢) signifie. Quelques ensembles de niveaux de lafonction J y sont délimités
en pointillés tandis que le sous-ensemble U est en gris clair. Evidemment, plus on va vers des en-
sembles de niveau proches du “centre”, plus lafonction J diminue, ce qui va dans |e sens souhaité par
la minimisation. Mais on doit par ailleurs rester dans I’ensemble U2, Le point optimal est marqué
par un petit cercle. Dans |la partie supérieure de la figure, les frontieres des ensembles de niveau sont
“lisses” (ce qui correspond & une fonction J différentiable, donc r* = J/(u*) dans ce cas), ainsi que
la frontiére de U, ce qui signifie que le cone normal en tout point de cette frontiére est réduit & une
demi-droite. L’ ensemble au niveau J (u?) est dans ce cas tangent &I’ ensemble U au point u® et r? est
orthogonal & latangente commune & ces deux ensembles. L’ orientation est telle que —r # sort de U, ce
qui est interdit aux déplacements admissibles. La tangente commune aux deux sous-ensembles (U™ et
Vi (J)) sépare le plan en deux demi-plans, I'un dans lequel la fonction J augmente et qui contient
par ailleurs U, donc les déplacements admissibles, et I” autre dans lequel la fonction J diminue mais
les déplacements vers ce demi-espace sont interdits.

Exercice 5.7. Montrer que pour une fonction convexe différentiable, tout déplacement a partir d'un
point faisant un angle aigu avec le gradient en ce point fait croitre la fonction, et que tout déplacement
suffisamment petit faisant un angle aigu avec I’ opposé du gradient la fait décroitre.

Dansces explications, le mot “orthogonal” a son importance parce que sinon, il existerait une projec-
tion non nullede —r # sur latangentea U (et donc par continuitésur une direction |égérement rentrante
dansU ), ce qui permettrait d effectuer encore un déplacement restant dansU & maisaméliorant J (u?) :
alors u® ne serait pas optimal.

L e schéma en bas a gauche représente encore une situation ot J est différentiable mais par contre la
frontiére de U au point u? présente un point anguleux. Dans ce cas, le cdne norma & U au point u?
(représenté en gris foncé sur lafigure) n’est plus réduit & une demi-droite. Comme —r ¥ appartient a ce
cone, toutes les directions du cone tangent aU 2 au point u? (les seules correspondant & des déplacement
admissibles) forment au moins un angle droit (donc en général un angle obtus) avec —r #, ce qui interdit
anouveau d’améiorer J par un déplacement admissible.

Enfin |e schéma en bas & droite représente une situation ot la frontiére de U2 est & nouveau lisse (le
cone normal se réduit donc & une demi-droite) mais ¢’ est lafonction J qui n’est pas différentiable en u®
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(donc le cone normal &’ ensemble de niveau auquel appartient nécessairement r* — voir Lemme 4.50
— n'est pas réduit a une seule direction ; il est représenté en gris foncé sur lafigure). Comme dans le
premier destrois cas considérés, |es déplacements admissibles constituent un demi-espace, mais le cone
des déplacements qui font diminuer J est situé entiérement dans |’ autre demi-espace.

Remarque 5.8. Contrairement au cas différentiable, on observera dans ce cas queladirection —r* n’est
pas nécessai rement une direction de diminution de J méme pour un déplacement infinitésimal e, et méme
si C'est lecas qui est représenté sur lafigure. En effet, les directions de diminution de J sont représentées
par le cone tangent &’ ensemble de niveau J(U®) et il est possible (voir Figure 5.3) que ce cone tangent
soit strictement contenu dans |’ opposé du cone normal (cone de tous les vecteurs —r#). La différence

ensembliste <— (Ve (J))i) \ (Vs (J))UT: contient tous les vecteurs de —3 J(u¥) qui ne sont pas

des directions de descente de J au point u”. Par contre, on ala propriété suivante (mais qui n’ est pastrés
utile pour minimiser J).

Ysous-différentiel

Figure 5.3: Les directions (striées) qui sont dans — (V3 (J))uL mais pas dans (V3 u) (J))uT ne sont pas
des directions de descente au point u

Exercice 5.9. Montrer que pour une fonction convexe, un déplacement a partir d un point d' amplitude
guel congue dans la direction d’ un sous-gradient quel congue en ce point fait augmenter la fonction.

Remarque 5.10. 1l est intéressant de revenir sur la question de la projection sur un convexe fermé (voir
§3.8.1) qui est un probleme d’ optimisation particulier (voir (3.13)) et de constater que (3.14) n'est rien
d’autre quel’ application de (5.5d) a cette situation. On retrouve dans|’interprétation géométrique le fait
que le vecteur x — TTa(X), qui est I’opposé du gradient de lafonction |- — x||% /2 & minimiser, gradient
calculéalasolution ITa(X), appartient au cdne normal au sous-ensemble A en ce point.

5.1.4 Autrecaractérisation des solutions optimales

Revenons au Théoreme 5.4. La caractérisation (5.5a) dit essentiellement que lorsgque les fonctions sont
convexes, une variation locale (ou “au premier ordre”) non négative est équivalente a une variation glo-
bale non négative. Il est possible, lorsgue la fonction J est vue comme la somme de deux fonctions
convexes (cette hypothese est fondamentale!) de “mélanger” dansles conditionsd’ optimalité des varia-
tionslocales et globales. Ceci résulte du lemme suivant.

Lemmeb5.11. Sous les hypothéses du Théoreme 5.4 et si J est égale a la somme de deux fonctions
convexes J; et J,, la condition (5.58) est équivalente a la condition

Yu e UX DU u—u®) + Jou) — ) >0. (5.6)
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Démonstration. On aque
D(J1+ J) (s u— ) = inf <(J1 + I (U +eu—uh) — (B + Jz)(uj)>/8

< inf (U + e (U = U9) = B(U) + (L= &) BU) + £ Jo(W) — Jo(WH)) 6

par convexité de J,

= inf (3% + U = uh) = 1) +2(ToW) — (D)) /e
= DJy(U%; u — ") + Jp(u) — Jp(u?)

et donc lanon négativité du premier membre entraine celle du second membre.

Réci proquement, puisque D J1(u?; u—u?) < Jy(u)—Ji(u?), dors D Iy (uf; u—u?)+Jo(u) — Jo(u?) <
(J1 + o)) — (J1 + Jo)(ub), et lanon négativité du premier membre entraine celle du second. Mais
avec le Théoréme 5.4, cette derniere équivaut a (5.5a). O

Latraduction de la condition (5.6) en la condition suivante (anal ogue de (5.5d))
i 1 - ad [t _ t
dr; € 0Jy(u?) 1 Yue U™, <r1 ,u—u >+ Jo(u) — (u*) =0 (5.7)

nécessite une hypothése technique permettant d’ affirmer que 8 (J;y + Jo) (U*) = 3 J1(U?) 4 3 Jo(u?) (voir
commentaire apres (4.24)).

5.15 Peéenalisation exacte

La considération de la fonction J + Iy« a éé expliquée comme une “pénalisation” de la contrainte
u e U™, peénalisation qui vaut 0 si u reste “admissible’ mais qui devient infinie sinon. En fait, une
pénalisation finie mais “suffisante” peut jouer le méme rdle dans la plupart des cas. On vaintroduire a
cet effet une nouvelle notion.

Définition 5.12. On considéere un sous-ensemble convexe fermé A d’ un espace de Hilbert XX. On appelle
distance d’un point x a A, notée §a(X), I’ expression

Sa(x) = inf [ly — x| .
yeA

En fait, d’ aprés (3.13), 5a(X) n'est rien d'autre que [|[TTa(X) — X]|. Evidemment, cette fonction vaut O
sur A et elle est strictement positiveal’ extérieur de A. Le lemme suivant énumeére un certain nombre de
propriétés utiles.

Lemmeb5.13. La fonction X — §a(X) est convexe. Elle est difféerentiable en tout point x ¢ A avec
SA(X) = (x — HA(x))/ Ix — ITA(X)]l, ainsi &videmment que dans A ou elle vaut identiquement 0. Elle
est sous-différentiable en tout point x dela frontierede A et alors, 35a(X) = A N B(0, 1).

Démonstration. La convexité résulte du fait que x — 3a(X) est lafonction marginale (voir (4.7)) d une
fonction (conjointement) convexe (x, y) — |ly — X|| + 1 a(y). Cette derniére fonction est convexe parce
gu’ elle est la somme de deux fonctions convexes, | o d'une part, et (x, y) — ||y — x|l d'autre part. Cette
derniére fonction est convexe comme la composition de la fonction linéaire (X, y) — y — X avec la
fonction convexe ||-|| (montrer que lafonction norme est convexe).

Lafonction 5 est égae a, /82A. Lafonction §2, composée de § et de I’eévation au carré, qui est
une fonction convexe et croissante pour des arguments non négatifs, est donc aussi convexe (gréce a
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un résultat enoncé au §4.4). Elle est de plus différentiable, ce qui peut se démontrer directement par le
calcul, ou bien en utilisant la formule (4.29) et les observationsfaites ala suite de I’ Exercice 4.69. De
plus, laméme formule (ou encore une foisle calcul direct) montre que (8%)/ (x) = 2(x — a(X)). Etant
donné que lafonction /- est différentiable en tout point strictement positif et que sa dérivée au point x
est dors 1/2,/X, le théoreme de la dérivée des fonctions composées nous dit que lafonction §a = 8%
est differentiabledes que x ¢ A (et donc x # TTa(X) et §a(X) # 0) et que sa dérivée vaut

(52) 00 x—MaM)
2\/%()() B ”X - HA(X)” ‘

Il reste a considérer le cas ou x appartient & la frontiere de A. Soit r € 385a(X), €t dans ce cas
Sa(X) = 0. Par définition,

Avecy e A, onen déduitquer e Al (voir Définition 3.20). Par ailleurs, avec y = x +r, on obtient que
IrlZ < 8ax+r1) < lIx+r —xl=Irl ,

ce qui montre que ||r|| < 1 et on a donc montré que 35a(X) C As N B(0, 1). Réciproguement, soit
r e AN B(0,1).Onaque
<{(r,y—TIay)

parce que e second terme est non négatif puisquer € A,

< ritlly = TatWll
par I'inégalité de Schwartz,

<da(y)

parceque|r| < letque|y — ITa(Y)| = da(y). Ceci montrequer € 38a(X). O

Exercice 5.14. Considérer le sous-ensemble convexe fermé A = [0, 1] C R, tracer le graphe de § o dans
ce cas, et vérifier tous les résultats énoncés dans le Lemme 5.13.

Revenons maintenant au propos principal de cette section qui est |a pénalisation exacte, et expliquons
d’abord I'idée de cette technique. On a vu que les conditions d’ optimalité indiquent qu'il existe un
dément de d J (u¥) qui appartient aussi &I’ opposé du cone normal aU ™ au point u* (ce cone (U ad)j: est
aussi dly1(u®)). Or ce cone contient des vecteurs de norme arbitrairement grande, et tous ne sont pas
utiles: si M est unebornede ||r || lorsquer parcourt 8 J (u?), il suffit deselimiter a (U ad)j: NB(0, M). Le
raisonnement reste vrai pour tout scalaire positif o remplagant M et plusgrand que M. Doncsi M est fini,
on va pouvoir se limiter a des « finis. Or, grace au Lemme 5.13, on reconnait dans (U ad)j: N B(0, o)
le sous-différentiel de la fonction «da. D’ou I’idée de remplacer la fonction J + Iy« par la fonction
J + adya, C est-a-dire de considérer le probléme

milrg (J(W) + ady=(w)) , (5.89)

au lieu et place de (5.1) ou (5.2). Le théoréme suivant donne un fondement a cette idée.
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Théoréme5.15. S u* est une solution optimale de (5.8a) pour > O et si u? € U, alorsu® est une
solution de (5.8a) pour tout o’ > « et ¢’'est aussi une solution de (5.1). Réciproguement, si u® est une
solutionde (5.1) et si J est bornée au voisinageu®, il existe @ > 0 tel que u? est solution de (5.8a) pour
cew et tout autrea’ > «.

Démonstration. Si u? est solution de (5.84) pour un certain «, on a que
Yuel, JUH) + adya(u’) < J(U) + adyx(u) . (5.8b)

Si deplusu? € U, dors sy« (u?) = 0, donc le premier membre de (5.8b) est égal & J (u?) quel que soit
o, €t le second membre est croissant avec o car 8 est avaleurs positives. Ceci montre que u® est aussi
solution pour tout o’ > «. Par ailleurs, pour tout u € U, donc tel que 8y« (u) = 0, (5.8b) implique que
J(u¥) < J(u) et donc u” est bien une solution de (5.1).

Réci proquement, soit u? une solution de (5.1) (donc nécessairement u? € U&). L’ hypothese que J
est bornée au voisinage de u* permet non seulement d affirmer que J est continue en u* (Lemme 4.26)
mais qu’'elle est localement Lipschitzienne en ce point (voir commentaires a la fin de §4.7.1). Soit
a une constante de Lipschitz locale, ¢’ est-a-dire valable dans une boule B(u?, p) pour p > 0. Soit
u € B(U?, p), aors, puisquela projection n’ augmente pas les distances (voir (3.15)),

[Tyas () — Tyar(u?) || = [ Mya(u) — | < Ju—u®|| < p,
et donc My« (u) € B(U?, p). Par conséquent, on a que

13 (Myas () — IW)] < o [TTyaa(u) — u
= J(Mya(u)) < IU) + a || Tyx(u) —u
= J(U) + ady=(u) .

Et comme I (u) € U, on aévidemment que J(u?) < J(nuad(U)), ce qui montre que
J(UP) = J(UP) + adya(U®) < J(U) + adyx(u), Yu e B, p).

Donc u* est un minimum local de J + a8y« €t c'est donc aussi un minimum global sur tout U
(Lemme5.1). O

La condition que J soit bornée au voisinage de u* est essentielle pour assurer le caractére |ocalement
Lipschitzien. Considérer par exemple le cas de la fonction introduite a la Remarque 4.46 et supposer
quel’on veuillelaminimiser sur I’ensemble admissible[1, +oo[. Lasolution est 1 mais on vérifieraque
le Théoreme 5.15 ne s applique pas (il est vrai que dans cet exemple, méme I hypothése (5.4) n’ est pas
vérifiee).

La technique de pénalisation exacte permet donc de remplacer un probléme sous contrainte par un
probléme sans contrainte, et ce sans avoir recours a lafonction indicatrice de U (qui a plutdt un intérét
conceptuel que pratique). Cependant, il faut étre capable d’ estimer la valeur de @ qui convient ; on peut
cependant se tromper “vers le haut”, ¢’ est-a-dire que toute valeur supérieure a une valeur qui convient,
convient également. De plus, le Théoréme 5.15 a donné un test a posteriori de I'adéquation de ces
valeursa : il suffit que la solution du probleme pénalisé obtenue soit admissible pour &tre optimale.

Cependant, le désagrément de cette technique est que I’on doit manipuler une fonction colt non
differentiable, ce qui, du point de vue des algorithmes numériques de résolution, représente un in-
convénient certain. On peut se demander si ceci N’ est pas évitable en considérant par exemple lafonction
de pénalisation différentiable&fJad alaplace de §y«. Mais on se convainc facilement que cela ne donne
pas une pénalisation “exacte” tant que « restefini : il faut que o tende vers!’infini pour quelafonction de
pénalisation force asymptotiquement la solution du probléme pénalisé & entrer dans U (condition sine
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guanon pour étreaussi une solutionde(5.1)). Laraison est queladérivée d’' unefonction de pénalisation,
quelle qu' elle soit, est nulle vers I’ intérieur de U (ot lafonction doit étre identiquement nulle), et cette
dérivée est donc aussi nullevers |’ extérieur au point u® (supposé appartenir ici alafrontierede U) si la
fonction de pénalisation est différentiable. Dans ces conditions, elle reste nulle pour tout « fini et elle ne
modifie pas localement et au premier ordrelafonction J (¢ est-a-dire en fait son sous-différentiel en u®).

Ces explications intuitives sur le fait qu'une fonction de pénalisation, pour étre exacte, doit
nécessairement étre non différentiable peuvent &tre justifiees rigoureusement [3].

5.2 Optimisation sous contraintes explicites

5.2.1 Description descontraintes

Dans cette section, on en vient & une description explicite des contraintes sous laforme de la satisfaction
d’un ensemble d'egdités et o inégalités. L’ ensemble admissible U est alorsdécritpar : u € U¥

Oiuw <0 i=1,...,m, (5.99)
Qjuw =0, j=1,...,p. (5.9b)

Pour que cet ensemble de contraintes définisse un sous-ensemble U convexe, il suffit que chague con-
trainte individuellement définisse un sous-ensemble convexe (U est alors I’ intersection de ces sous-
ensembles), et ceci est assuré si

e lesfonctions®; : U — R sont convexes, car lacontraintei delaforme (5.9a) définit I’ ensemble
de niveau Vg (®;) qui est alors convexe,

e lesfonctions2; : U — R sont &ffines ; en effet, la contrainte j de laforme (5.9b) peut étre vue
comme laréunion de deux contraintes

Qiw =<0et —Qju) <0;
si chacune doit correspondre a une fonction convexe, alors 2; doit &tre affine.

Sous les hypothéeses que la fonction colit J est convexe, que les fonctions ®; sont convexes, et que les
fonctions ; sont affines, on parle de * programmation convexe’.

Quant au caractere fermé de U™, il est assuré si lesfonctions 2 sont continueset si lesfonctions @
sont au moins s.C.i..

Il faut noter qu’il N’y a pas unicité de la représentation d’ un sous-ensemble admissible U2 par un
jeu de contraintes égalité et inégalité. Par exemple, on peut toujours ramener la description a une unigue
contrainte scalaire. En effet, posons

m p
2w E Y max (0. €5 w) + YW . (5.108)
i—1 i—1
def
W(U) = max (i:rn?%m <max (0, ©; (u))), J:rrllaxp < 12 (W] )) , (5.10b)

Alors, il est facile de vérifier que I’ensemble U2 défini par (5.9) peut &tre aussi décrit par Z(u) < 0
ou ¥(u) < 0,ouméme Z(u) = 0ou ¥(u) = 0 (on observe que sous les hypotheses précédentes, &
et W sont bien convexes mais pas affines). La question de la “qualification des contraintes’ qui sera
abordée plusloin est une propriété qui est plutdt liée & une représentation particuliére de U2 par un jeu
de contraintes qu’ & une propriété intrinséque de U, Par exemple, lacontrainte Z(u) < 0 ou W(u) < 0
apeu de chance d'&tre “qualifiee” en général.
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5.2.2 Description du cone normal aux contraintes
5.2.2.1 Uneinclusion entre deux cones

On avu au Théoréme 5.4 que dans |’ ecriture des conditions d’ optimalité, le cone normal a U au point
u? joue un role primordial. La question est de savoir si on peut décrire ce cone normal explicitement a
partir des fonctions ®; et Q; qui ont permis de décrire U ad |yj-méme. Le lemme suivant montre que ce
n'est qu'en partievrai.

Lemme5.16. On suppose les fonctions ©; intervenant dans (5.9a) sous-différentiables et on écrit les
fonctions €2; qui sont supposées affines et continues globalement sous la forme A(u) = b ot b € RP
et A e L(U,RP).2 Pour u € U™ (¢ est-a-dire vérifiant (5.9)), on définit I’ensemble A (u) C RT dela
facon suivante

AW E (L eR™ 4 >0, 4O;W=0, i=1..m}. (5.12)

On définit le cone

m
caw) Y naeiw + A, e AW, nekP. (5.12)
i=1

L
u

Alors, C(u) C (U¥)

Démonstration. Soitr € C(u), il faut montrer que (r , v — u) < 0 pour tout v € U, donc satisfaisant
(5.9). Levecteur r s'ecrit

m
r=> 16+ Ay
i=1

pour 6; € 30;(u), u € RP et 1 € A(u) défini par (5.11). Alors,

-

1

=

-

I
N

Aj (®i (v) — B (U)) + (u, A(v) — A(w))
puisqueij > 0 et € 90O (u),
= %6i()
i=1

du fait que A € A(u) et que A(u) = A(v) = b puisqueu et v sont dans U™,
<0

puisqu’ anouveau v € U, donc ©; (v) < Oet A; > O pour tout i. O

2C'est-a-dire que A est I'opérateur linéaire constitué de la concaténation des “lignes” a; telles que Q; (u) = (a; , u) — by,
ji=1..., p.
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5.2.2.2 Lesécartscomplémentaires

Lacondition sur les A; (qui entrent dans la définition (5.11) de A (u)), et qui peut-étre réécrite, toujours
en supposant que u € U, sous |es formes équival entes suivantes (exercice)

=0, O =0, > 46 u=0, (5.13a)
i=1

®j(u) <0, I(u)dzef{ie[l,...,m] |®j(W) =0}, A4 =0, A =0pouri ¢ 1), (5.13b)

est connue sous le nom de condition d’ecarts complémentaires.® L’ensemble | (u) est I’ensemble des
indices des contraintes dites saturées ou actives au point u. La condition d'ecarts complémentaires
indique que si ®; (u) < O, alors nécessairement A; = O, et aussi, si Aj > 0, dors nécessairement
®;(u) = 0. Elle nous dit que seules les contraintes saturées en u sont a prendre en compte pour la
construction du cdne C(u) censé se substituer (on va se repencher sur ce point ci-apres) au cone normal
aU® au point u. Ceci est bien naturel puiquele bord de U est localement défini en u par les contraintes
saturées (et les contraintes égalité qui sont toujours saturées par définition). Nous verrons ultérieurement
une interprétation économigue de cette condition d' ecarts compl émentaires.

5.2.2.3 L’égalitéedesdeux conesn’a pastoujourslieu

Revenons maintenant alaquestiondu lienentre C(u) et (U ad)j. LeLemme5.16 amontréuneinclusion;
il s'agit desavoir s'il y toujours égalité. La réponse est négative comme le montre I’ exemple suivant.

Exemple 5.17. ConsidéronsdansU = R? |les deux contraintes suivantes:
xX2+y?<let —y<-1.

Le sous-ensemble U ainsi défini se réduit au point u = (0, 1). Par conséquent, e cone normal AU
en ce(t unique) point est tout R?. Cependant, le cone C(u) défini par (5.12) est constitué par la droite
x = 0. Il 'y adonc pas égalitéici entre C(u) et (U ad)j mais seulement inclusion.

Or, du fait que U est réduit & un singleton, n’importe quellefonction colit J (disons, différentiable,
pour simplifier) conduiraalasolutionu® = (0, 1) du probléme (5.1). Evidemment, J’(u®) pourraprendre
une valeur quelcongue, ce qui ne contredit pas la condition d’ optimalité (5.5¢) puisque le céne normal a
U est tout R2, mais ce qui montre qu’ on ne pourra pas toujours affirmer que J’ (u?) € —C(u?).

Laest donc le probléme: dansles cas ou C(u”) # (U ad)j:, on ne pourra pas substituer I’un al’ autre
cone dans |’ ecriture des conditions d’ optimalité (or, rappelons que c'est C(u®) qui a une expression
explicite par lesfonctions définissant les contraintes).

5.2.3 Qualification descontraintes et conditionsde L agrange-K ar ush-Kuhn-Tucker

Afin de résoudre la difficulté que nous venons d'evoquer, il faut faire” hypothese que

1
us

C(u¥) = (U™) (5.14)
gue nous appellerons “ hypothése de qualification des contraintes dans saforme minimale’. On va mon-

trer que cette hypothése est toujours vérifiee si toutes les contraintes sont affines.

Lemmeb5.18. S dans (5.9), toutes les fonctions sont affines continues et si elles définissent un sous-
ensembleU® £ &, alors(5.14) est satisfaiteen tout point u € U,

3« Complementary slackness” en Anglais.
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Démonstration. Nous poserons

O =(®.,u—-t, el,teR,

Qiw=_(,uy—-h, ael,beR.
Il faut montrer quesir € (U ad)j, alorsr peut s'exprimer comme un éément de C(u) (voir (5.12)). S
re (Uad)ul, ceci signifie que

YoeU® (r v—u) <0,

ou encore
@.,v) =<
(@,vy =< b |=>(,v—u)=<0.
(—ai,v) < —h
Cette derniére implication nous permet d’ utiliser le Lemme de Farkas 3.58, ou mieux le Corollaire 3.59
et d’en déduire en particulier qu'il existe des scalaires non négatifs Ai,i = 1,....m, et yj,y], | =
1,...,p,telsque

m p m p
r= ZAiHi + Z(Vj —ypaj e (r,u) > Z?»iti + Z(Vj —y)bj .
i—1 =1 i—1 =1

En reportant |’ expression der dans I’inégalité et en tenant compte du fait que u € U, on se convainc
aisement queles; telsque (6; , u) < t; doivent nécessairement étrenuls. Enposant 1 = y; —yj/ (qui est
alors de signe quel conque), on obtient la représentation souhaitée der comme un @ément de C(u). [

Corollaire5.19. g, dans (5.9), toutes les fonctions sont affines continues et si eles définissent un
sous-ensemble U@ £ &, alors une solution u? de (5.1) est caractérisée par |I’existence de “mul-
tiplicateurs’ Aij,i = 1,...,m, satisfaisant (5.11) ou (5.13) (pour u = u?) et de “ multiplicateurs’
Wi j=1.....p tdsque

m p
0eddW)+ D A6+ uiaj.
i=1 j=1

Ce corallaire est une consequenceimmédiate du Lemme 5.18 et dela caractérisation (5.5b) des solutions.
On laisse lelecteur formuler un énoncé anal ogue utlisant la caractérisation (5.5¢).

Pour pouvoir traiter le cas ou les ®; sont convexes mais non nécessairement affines, nous allons
introduire une condition supplémentaire, connue sous le nom de condition de Sater, qui est auss une
condition de quadlification des contraintes, mais en général non minimale, ¢'est-a-dire que c'est seule-
ment une condition suffisante pour assurer (5.14). Cette hypothése s'enonce ainsi (on rappelle que les
contraintes égalité s ecrivent globalement A(u) = b) :

ue:OW)<0, i=1....,m AUu)=b. (5.15)

Cette hypothése dit qu'il existe un point u° satisfaisant strictement les contraintes (Ie mot “ strictement”
ne s applique bien sir qu’aux contraintes inégalité). Observons que I’ existence d'un tel u°® n'etait pas
assurée dansle casde I’Exemple 5.17.

Plutdt que de démontrer que (5.15) entraine (5.14), on va montrer directement qu’elle permet de
généraliser le Corollaire 5.19 au cas non affine. Cependant, comme les hypothéses de qualification des
contraintes sont indépendantes de la fonction coGt J, il doit &tre clair que le fait de pouvoir énoncer
I"equivalent du Corollaire 5.19 pour tout J &tablit que (5.14) est également vérifiee.



90 CONVEXITE ET OPTIMISATION — GUY COHEN

Théoreme 5.20. Sous|es hypothéses suivantes:
e J est une fonction convexe s.c.i. sous-difféerentiable;
e lesfonctions ®; sont convexes, continues et sous-difféerentiables;
e lesfonctions$2; sont affineset continues (les contraintes(5.9b) s ecrivent globalement A(u) = b) ;
e lesconditions(5.4) et (5.15) sont satisfaites.

Alors, une condition nécessaire et suffisante pour que u® soit une solution du probleme (5.1) est qu'il

existe des muItipIicateursAij,i =1, ..., m, satisfaisant (5.11) ou (5.13) (pour u = u*) et des multipli-
cateurs /L']I i =1,...,p, (u* désignelevecteur de RP de coordonnées /L?) telsque
m
0€dI(Uh) + ) AT06; (Uh) + A*pf . (5.16)

i=1

Déemonstration. La condition suffisante est évidente puisque si (5.16) est vraie, ce qui veut dire que
0 € 9J(u¥) + C(u?), alors afortiori (5.5b) est vraie en raison de la conclusion du Lemme 5.16. Par
ailleurs, (5.5b) est une condition suffisante d’ optimalité.

[l nous faut maintenant montrer la condition nécessaire. On peut déja écarter le cas trivial ol u® lui-
méme est tel que ®; (U¥) < 0 pour tout i. En effet, dans ce cas les contraintesinégalité n’interviennent
plus et on est ramené a la situation dégja étudiée du Corollaire 5.19. On supposera donc désormais qu'il
existe au moinsune valeur dei telle que ®; (u*) = 0. On va maintenant considérer lafonction suivante:

2(u) E max (Ju) — JUH), max_ 6 (u)).

On observe que E (u*) = 0 (car le premier terme dans |e max prend la valeur O et |es autres termes sont
négatifs ou nuls). De plus, sur |’ ensemble admissible défini par 1es contraintes égalité uniquement, cette
fonction prend des valeurs non négatives. En effet, s'il existait un v vérifiant les contraintes égalité et
donnant une val eur strictement négativea =, alors nécessairement les contraintes inégalité seraient aussi
vérifiees pour ce v, mais il faudrait aussi que J(v) < J(u®), ce qui contredirait I’ hypothése que u® est
optimal. Lafonction E est évidemment convexe et satisfait toutes les hypothéses pour que |’ on puisse
appliquer le Corollaire 5.19 au probléme de sa minimisation sous les contraintes égalité. Puisque u” est
une solution de ce probléme d’ aprés ce qui vient d'etre dit, on sait qu’il existe u € RP tel que

0cdBW) + A" . (5.17)

Lecalcul du sous-différentiel de E renvoie acelui sur I’ enveloppe supérieuredefonctions. Onaévoquéle
probléme al’ Exercice 4.67 mais la réponse compl éte se trouve par exemple dans[9]. Puisquele sup (ou
le max) porte sur un ensemble fini, le sous-différentiel de I’ envel oppe supérieure est la cldture convexe
des sous-différentielsdesfonctions*“ actives’ en cause (celles qui contribuent al’ envel oppe supérieure en
u®), asavoir J et les ©; telles que ©; (U) = 0, ¢ est-a-diretellesquei e | (U*) (on aécarté plus haut le
castrivial ou | (U*) = @). Enrésumé, pour toutr € 9 E(U¥), il existea € Ty aveca; = 0sii ¢ | (UF)
ainsi quedessy € 3J(U%), 5 € 90 (u*) telsque

r = Z oS .

i€{0,....mjNI (u?)
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La condition (5.17) se traduit donc par I’ existence de «; €t 5 ayant les propriétés énoncées, ainsi que
u € RP, telsque

> as+Aw=0. (5.18)
i€{0,....mjNI (u*)

S ag # 0, lapreuve est terminée car il suffit de diviser cette équation par o et de rebaptiser i /ag en u*
et o /oo (tousles i sont non négatifs) en Af.

Montrons donc gue «g ne peut pas étre nul grace a |’ hypothése de Slater. En effet, si c'etait le cas,
alorsler qui appartenait &9 Z (u*) pourrait aussi S interpréter comme appartenant au sous-différentiel de
lafonction u — maxj—1,..m ®;j(u) (nefaisant plusintervenir J) et la condition (5.18) impliquerait que
cette fonction est minimale (sous | es contraintes égalité) en u®. Or, avec I’ hypothése de non vacuité de
| (u®) faite, cette fonction vaut 0 en u® aors qu’ elle est strictement négative en u® par I’ hypothése (5.15),
d ou une contradiction. Ceci achéve la démonstration. O

Corollaire5.21. On reprend toutes les hypotheses du Théoréme 5.20 mais on suppose de plusici que
les fonctions J et ®;, i = 1, ..., m, sont differentiables. Alors, une condition nécessaire et suffisante
pour que u® soit une solution du probleme (5.1) est qu’il existe des multiplicateurs Aij, i=1...,m,
satisfaisant (5.11) ou (5.13) (pour u = u¥) et des multi pIicateurS/L?, j=1,...,p, tedlsque

m p
JhH+ D aejwh) + ) uiQjut) =0. (5.19)
i=1 j=1

Remarque 5.22. On trouve parfois dans la littérature | hypothése supplémentaire suivante concernant
les contraintes égdlité:

“ A est surjective’
ou bien, puisque A est constituée des lignes a;,
“les a; sont linéairement indépendants’

(lasurjectivitéde A impliquel’injectivitéde A* et donc lanon existence d’ une combinaison linéaire non
trividleet nulledesa;). Si An'est passurjective, oubienb ¢ im A et dorsU® = &, oubienb e im A et
les contraintes égalité sont aors redondantes (certaines s’ expriment comme des combinaisons linéaires
des autres). L’'hypothése de surjectivité de A est donc raisonnable et peu contraignante. Elle évite en
particulier, dans le cas o U™ % @, donc b € imA, la non unicité et le caractére non borné des
multiplicateurs. En effet, comme le vecteur 1* des multiplicateursintervient sous laforme A*u?, si A*
N’ est pasinjective, on peut gjouter aun * qui convient, n’importe quel &éément du noyau de A*.

L es conditions de L agrange-K arush-Kuhn-Tucker ont &té étudiées par Lagrange dans le cas de fonc-
tions différentiables et pour des contraintes égalité uniquement. Les généralisations aux autres situa-
tions sont partiellement dlies aux autres auteurs cités. En fait, ces conditions constituent des conditions
néecessaires dans le cas non convexe (sous des hypotheses de qualification des contraintes qui prennent
alors des formes diverses), et elles deviennent des conditions suffisantes dans le cas convexe. En tout
cas, elles peuvent étre considérées comme des conditions “locales” en ce sens qu'’ elles font intervenir
des notions de différentiabilité ou de sous-différentiabilite. Evidemment, dans le cas convexe, on avu
gue I’ on passe assez facilement des notionslocales aux notions globales. Cependant, le chapitre suivant
abordera un autre point de vue spécifiquement global (¢’ est-adire ou on ne parle pas de dérivées ou de
sous-gradients mais seulement d'inégalités) sur les multiplicateurs et la dualité. Signalons|’ appellation
“variablesduales’ pour ce que nousavonsappel &€“multiplicateurs’ (de Lagrange ou de Kuhn et Tucker).
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5.2.4 Interprétation marginaliste des multiplicateurs: explication geométrique heuris-
tique

On va donner ici une explication heuristique simple de cette interprétation marginaliste des multiplica-
teurs sur le cas représenté sur la Figure 5.4. On'y areprésenté dans U = R? deux contraintesinégalité

) (uf)

Figure 5.4: Perturbation d’ une contrainte

01 et Oy, toutes les deux actives a la solution u?, ainsi que les ensembles de niveau de la fonction
colit J. Toutes les fonctions sont supposées différentiables pour simplifier. On suppose qu’ une pertur-
bation d’amplitude ¢ > 0 “tres petite” est appliquée au second membre de la premiére contrainte, ce
qui a pour effet de déplacer la partie correspondante de la frontiére de U®. Autrement dit, la contrainte
devient ®1(u) < ¢ aulieude ®1(u) < 0. Ceci correspond a un & argissement du sous-ensemble admissi-
ble U et donc & une diminution (en tout cas une “non augmentation”) du colit optimal J (u?) (exercice).
Si le second membre des contraintes représente une ressource disponible en quantité limitée,* 1a petite
perturbation e > 0 correspond aun accroissement marginal de laressource disponible, et encore unefois
aune amélioration concomitante du cot optimal. De combien s'améliore le colt optimal ? C'est a cette
guestion que permettent de répondre les multiplicateurs.

Revenons a la Figure 5.4 et observons que puisque la contrainte en ®, était active avant la pertur-
bation et que cette perturbation n’a pas affecté cette contrainte, la solution optimal e apres perturbation,
notée u* + su”, a “glissé” lelong de la frontiere relative & O, et donc, (05(u*) , u?) = 0 puisque le
gradient ®)(u?) est lui orthogonal alafrontiére. Par ailleurs, {®)(u”) , su*) = & puisque ¢ représente la
variation autorisée de ©1(u”) qui peut &re évaluée “au premier ordre” si elle est petite.®> La condition
d’ optimalité du type (5.16) est ici, pour certains A} et A5 non négatifs:

J'(U%) + 2[OL(U%) + 2505(U°) = 0.

En faisant le produit scalaire avec su® et en fonction des explications qui viennent d&tre données, on
obtient que:

0= (/W) + 2104 () + 1505 , 8F)
= (3%, 8uF) + Afe .

4On atoujours pris apparemment 0 comme second membre des contraintes inégalité mais ¢’ est une illusion car un second
membre non nul peut étre caché dans|’ expression des ©;.

5Ceraisonnement supposebien siir quelacontrainte ®, qui était active avant la perturbation le reste apr &scette perturbation,
mais ce seragénériquement le cassi les ensembles de niveau ne sont pas perpendiculairesa lafrontiere ®; au point u* — ¢’ est-
a-diresi (J’(u:) , @’l(u:)) n’'est pas nul, ce qui n'aaucuneraison particuliere d'&tre le cas.
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Autrement dit, le produit de la perturbation ¢ du second membre de la contrainte par son multiplicateur
associé est égal, au signe prés, alavariation du coltt optimal .8 L’ interprétation marginaiste des multi-
plicateurs est finalement lasuivante: ¢'est au signe présla sensibilitédu colt optimal par rapport a une
variation“ marginale” du second membre de la contrainte correspondante.

Du point de vue économique, le multiplicateur représente donc le “juste prix” de laressource corres-
pondante, ¢'est-a-dire le prix qu’un responsable des approvisionnements de cette ressource serait prét
a payer pour en acquérir une petite quantité ¢ supplémentaire en fonction de I’amélioration espérée de
lafonction “coGt optimal”. Du coup, I'interprétation de la condition d'ecarts complémentaires devient
claire. Si uneressource n'est pas “rare’, ¢ est-a-dire si la quantité disponible n’ est pas utilisee aplein a
I” optimum (ou encore, si lacontrainte correspondanten’ est pasactive al’ optimum), alorsle prix marginal
de cette ressource est nul : en acquérir une petite quantité supplémentaire ne changera pas la solution
(si la contrainte n'etait pas active, déplacer sa frontiere ne change pas la solution) et donc le revenu
correspondant est nul. Inversement, seulesles ressources rares (correspondant a des contraintes saturées
al’optimum) peuvent avoir un prix margina non nul. Le cas limite entre les deux cas que nous venons
d’evoquer, celui ou une contrainte est saturée mais son multiplicateur est nul, ce cas peut parfaitement
se produire, mais c'est un cas “dégénéré€’ ou “non générique” (c'est en fait dans notre exemple le cas
évogué dansla note de bas de page 5 : exercice).

Nous reviendrons au chapitre suivant sur I'interprétation marginaliste des multiplicateurs sous la
forme plus précise de sous-gradients (au signe pres) de la fonction “colt optimal” comme fonction du
second membre des contraintes.

5.25 Retour sur la pénalisation exacte

On revient sur la technique de pénalisation exacte dga abordée au §5.1.5 mais dans une formulation
implicite des contraintes. Avec la description explicite (5.9), on peut introduire des fonctions T et w de
R dans R quel’on supposeraconvexes, continues et sous-différentiables et satisfaisant :

=0 sx<0, =0 sx=0,
7(X) . (X) .
> 0 snon. > 0 snon.

Ainsi, 7(©;(u)) constitue une pénalisation de la contrainte inégalité ©; (u) < 0 et (2 (u)) est une
pénalisation de la contrainte égalité Q; (u) = 0. Un exemple de telles fonctions est

7(X) = max(0, X) , w(X) = |X]. (5.20)

Observons que ces fonctions ne sont rien d autre que les fonctions distance aux sous-ensembles de R
constitués par la demi-droitex < 0 et le point {0}, respectivement. On a aors e résultat suivant.

Théoréme 5.23. Soit u? une solution du probléme (5.1) ot U est défini par les contraintes (5.9) et
supposons qu’il existe des multiplicateurs optimaux Aij et /L']I relatifsa ces contraintes. S

Vi=1....m A €dr© e Vj=1...p u €iw0), (5.21)

alorsu* est aussi la solution du probleme * pénalisg”

min (Jw + ; T(O1W) + Y 0(@W)) . (5.22)

p
j=1

50n ad'alleurs la confirmation, &tant donné que & et A sont positifs ou au moins non négatifs, que le colt optimal ne peut
que s améliorer, ¢’ est-a-dire diminuer ou au moins ne pas augmenter
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Démonstration. Observons d’abord que Qj(u®) = O pour j = 1,...,p €t donc on a auss
(d' apres (5.21)) que /L']I € dw(£2j(u*)). Remarquons aussi que O (u?) < Opouri =1,...,m,:

e s ®;(u*) < O pour un certain i, aors d une part Aij = 0 (écarts complémentaires) et d’autre
part 97(®;(u?)) = {0} (car v est identiquement nul pour x < 0) ; on peut donc dire que A} €
AT(O(u?)) ;

e si ®;(U*) = 0, lacondition exprimée par (5.21) peut encore s ecrire Aij € 97(®; (u)).
Finalement, la condition (5.21) sereformule aussi sous laforme
Vi=1...m A edr(6;u)) e Vi=1....p u edo(Qu).
Decefait,ona

7(©1 (W) = (0 (U%)) + A7 (85 (u) — ©; (UF))
= Ao, (5.233)

car Af@i (u*) = 0 par la condition d’ecarts compl émentaires. De méme,
o(Q (W) = uieiu) . (5.23b)

La condition (5.16) s interpréte comme le fait que u” réalise le minimum de lafonction

m p
IO+ D MO+ Y w20
i j=1
(que I’on étudiera comme étant le “Lagrangien” du probléme d’ optimisation sous contraintes). On a
donc, pour tout u € U,

m p
IWH = IWH + Y 4r(01W)) + ) iho(Q;uh)

j=1

m p
=JWH) + Y AO W) + ) pie) )

j=1

m p
< I+ Aeiw+ ) e

j=1

m p
<IW+ D A(OW) + D wle(Q)W)

j=1
laderniere inégalitérésultant de |’ observation (5.23). Ceci achéve la démonstration. O

Avec lesfonctions(5.20), lacondition (5.21) est facileagarantir si on connait un majorant M delavaleur
absolue des tous les multiplicateurs Aij et /L']I . En effet, puisque le sous-différentiel en O de z, respective-
ment w, est &ga a [0, 1], respectivement [—1, 1], il suffit de considérer les fonctions de pénalisationat,
respectivement aw pour un quelconquea > M.

L’ interprétation économique de |a technique de pénalisation exacte est a orsimmédiate. Puisque les
multiplicateurs mesurent I'intérét marginal de déplacer le second membre des contraintes, dées que le
prix a payer (viales fonctions de pénalisation) pour aler au dela devient supérieur a ce prix marginal,



OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES : CONDITIONS D’ OPTIMALITE LOCALES 95

on n'a plus intérét a outrepasser le niveau des contraintes alloué. Du point de vue pratique, on peut
le plus souvent avoir une estimation de ce majorant M des prix marginaux a partir de la connaissance
des données économiques du probléme traité. Plus M est choisi grand, moins on a de chance de se
tromper dans cette estimation, mais en contrepartie, la non-différentiabilité des fonctions de pénalisation
au point 0 est amplifiee, ce qui setraduit par plus de difficulté dans|a résolution numérigue du probléme
pénalisé.

5.3 Réesumonsnous

Dans ce chapitre, on aabordé les problémes d’ optimi sation convexe sous contraintes. Les contraintes ont
d’abord étaient décrites implicitement ou géométriqument par la donnée d'un ensemble “admissible”,
puis par une collection finie de contraintes explicites scalaires sous forme d'egdités et d'inégalités a
respecter. Alors que |’ espace de décision est un espace de Hilbert de dimension éventuellement infinie,
lorsque les contraintes sont décrites explicitement, I’espace dua (celui dans lequel on cherchera les
multiplicateurs) est ici fini. Cette restriction sera levée ultérieurement.

Le cadre dit “convexe’ de tels problémes est celui ou la fonction colit est convexe et |'ensemble
admissibleest convexe, ce qui implique, danslecas de contraintesexplicites, queles égalitéssont définies
al’aide de fonctions affines et les inégalités (< 0) al’ aide de fonctions convexes.

Sous des hypotheses topol ogiques supplémentaires (semi-continuité inférieure de la fonction codt,
fermeture de I’ ensemble admissible, ce qui nécessite des fonctions affines continues pour les égalités
et des fonctions convexes s.c.i. pour les inégalités), et sous une hypothése de “coercivité’ destinée a
empécher la solution de se situer a I’infini, on peut garantir I’ existence d’une solution. Dans le cas
convexe, toute solution“locale”’ est aussi “globale”.

Il existe diverses formes de la caractérisation locale des solutions optimales dans le cadre de con-
traintes implicites. Géométriquement, elles disent toutes qu’un sous-gradient de la fonction colt a
I’ optimum appartient a |’ opposé du cdne orthogonal aux contraintes a cet optimum. Ceci garantit que
toute variation admissible autour de la solution (nécessairement dans le cone tangent a I’ ensemble ad-
missible) ne peut pas faire décroitre la fonction colt. Une expression possible de cette condition revét
laforme d’ une inéquation variationnelle. On peut, en décomposant la fonction colt en une somme de
termes, mélanger dans I’ expression des conditions d’ optimalité des variations locales ou “au premier
ordre” avec des variations exactes.

Lorsque les contraintes prennent une forme explicite, la question centrale est de savoir si le cone
orthogonal al’ ensemble admissiblealasolution peut lui-méme s’ exprimer explicitement comme le cone
convexe fermé engendré par |es sous-gradients des diverses fonctions entrant dans cette expression des
contraintes. Malheureusement, ce n’ est pas toujours|e cas, sauf dans e cas ou toutes les contrai ntes sont
affines. Le réle des hypotheses dites “de qualification des contraintes’ est précisement de garantir ce
résultat. Il ne faut pas perdre de vue que

e laplupart de ces hypothéses de qualification des contraintes sont des conditions suffisantes pour
garantir |’ existence de multiplicateurs optimaux (dans ce chapitre, on a donné la plus répandue,
I”hypothése dite “de Slater”, qui requiert I’ existence d’ un point admissibl e satisfaisant strictement
les contraintes inégalités) ;

e I'expression méme d'un ensemble admissible par une collection de contraintes n'a rien
d’intrinséque et certaines expressions peuvent satisfaire une hypothese de qualification alors que
d’ autres ne la satisferont pas (ce qui ne prouve pas d’ ailleurs qu’ on ne pourra pas malgré tout leur
associer des multiplicateurs optimaux).

Ces multiplicateurs optimaux, lorsqu’ils existent, expriment en quelque sorte les “coordonnées’ de
I’ opposé d’un sous-gradient de la fonction colt a la solution sur les sous-gradients de toutes les con-



96 CONVEXITE ET OPTIMISATION — GUY COHEN

traintes actives (contraintes égalité et contraintes inégalité saturées a I’ optimum). Les contraintes
inégalité non saturées ont des multiplicateurs nuls. Ces conditions (les multiplicateurs sont nuls si les
contraintes inégalité correspondantes sont non saturées a la solution, ou de fagcon équiva ente, les mul-
tiplicateurs non nuls pour les contraintes inégalité correspondent obligatoirement & des contraintes non
saturées), dites d*“’ecarts complémentaires’, sont compatibles avec I'interprétation economique qui a
été faite de tous les multiplicateurs (pour les contraintes égalité aussi bien qu’'inégdité) : ils mesurent,
changés de signe, la sensibilité du colt optimal au changement du second membre des contraintes. De
cette interprétation, on peut aussi déduire que les multiplicateurs associés a des contraintes égalité sont
de signe quelconque a ors que ceux associés a des contraintes inégalité sont non négatifs.

Latechniquedite de “pénalisation exacte” peut également étre liée a cette interprétation marginaliste
des multiplicateurs optimaux. |l s'agit de remplacer les contraintes par des termes suppl émentaires dans
lafonction colt. Cestermes doivent &tre “neutres” (ilsdoivent prendrelavaleur 0) lorsqueles contraintes
sont satisfaitesen un point, et doivent prendre une valeur positive (ils“ pénalisent” s on minimise) dansle
cas contraire. L'idée intuitive est que si le colit marginal pour violer une contrainte est en valeur absolue
supérieur a la sensibilite fournie par le multiplicateur correspondant, on sera dissuadé de violer cette
contrainte. Comme toujours en optimisation, ce qui compte donc ce n’est pas tant les valeurs prisent
par les fonctions colt ou de pénalité, mais bien leur “sensibilit€” exprimée par leur sous-différentiel.
Pour gque la pénalisation soit effective dés que I'on quitte I’ ensemble admissible, il faut que la dérivée
directionnellle dans ces directions soit non nulle, et comme elle est par contre nulle vers|’intérieur de cet
ensemble admissible, on pressent quelapénalisation ne sera“exacte” quesi cesfonctionsde pénalisation
sont non différentiablesau bord de I’ ensemble admissible.



Chapitre 6

Conditions d’ optimalité globales et
techniques L agrangiennes

L e chapitre précédent a permis d'etudier les conditionsd’ optimalité d’ un probléme d’ optimisation sous
contraintes en termes de configuration d' un sous-gradient de la fonction coQt par rapport au cone ortho-
gona al’ensemble admissible au point solution (cas des contraintes implicites) ou par rapport au cone
engendré par les sous-gradients des contraintes actives (cas des contraintes explicites avec qualification
des contraintes). Pour cette raison, hous avons qualifie ces conditionsde “locales’.

Cependant, comme on |'a d&a souligné a plusieurs reprises dans ce cours, les hypothéses de con-
vexité permettent de passer facilement de considérations locales a des considérations globales, et les
conditions énoncées précédemment sont alors a la fois nécessaires et suffisantes. Sans hypothéses de
convexité, ces conditionslocales sont en fait des conditions nécessaires seulement, et elles font appd a
des hypothéeses de différentiabilité (ou de “ sous-différentiabilité€”, mais en un sens qu’il faudrait préciser
car nous N’ avons défini cette notion que dans | e cas des fonctions convexes).

Le présent chapitre aborde la question des conditions d' optimalité de fagon globale (en particulier
sans aucune référence a des notionsde différentiabilité) et en termes de conditions suffisantes. On vavoir
en particulier guelapartie primale d' un point selledu L agrangien du probléme (si untel point selleexiste)
est une solution du probleme d’ optimisation sous contraintes indépendamment de toute considération de
convexité. Evidemment, dans le cas convexe, cette théorie globale des conditions suffisantes rejoint la
théorie locale des conditions nécessaires.

6.1 Formulation compactedescontraintes, L agrangien, point selleet con-
dition suffisante

6.1.1 Contraintesegalitéet inégalité en dimension finie ou infinie

Dans e chapitre précédent, on aexplicité les contraintes sous forme d’ une collection finie de contraintes
scalaires égalité et inégaité (voir (5.9)). On vaadopter ici une formulation beaucoup plus compacte et
qui permettra de recouvrir dans la méme notation les contraintes égalité et inégalité a valeurs dans des
espaces de dimension finie ou infinie. A cet effet, on introduit un “espace des contraintes’ € qui est
un espace de Hilbert, et une “fonction contrainte” ® : U — €. On introduit aussi un cdne convexe et
saillant C dans € et larelation d' ordre associée (voir (3.8)). Les contraintes seront alorsformulées sousla
forme ®(u) € —C, ce qui signifie®(u) < 0, mais nous avons dit au §3.5.3 pourquoi nous N’ utiliserons
pas cette derniére notation.

Malgré les apparences, nous pouvons par cette formulation traduire aussi des contraintes égalité : il
suffit que le cone C soit réduit & {0} pour que ©(u) € —C signifieen fait ©(u) = 0. Plus généralement,

97
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on peut considérer un espace produit € = C; x G, avec un conedelaforme C; x Cy ou C, = {0} pour
gue I’ on puissetraiter simultanément des contraintes inégalité et égalité.

En plusdes contraintesexplicites®(u) € —C, nousallonsaussi considérer des contraintesimplicites
souslaforme u € U ol U est un sous-ensemble convexe fermé. Les contraintes explicites seront les
contraintestraitéespar dualité(c’ est-a-dire qu’ on valeur associer desmultiplicateurs; on diraaussi qu’ on
va les “dualiser”) aors que les contraintes implicites seront toujours traitées comme des contraintes.
Finalement, on considéere |e probléme d’ optimisation suivant :

urenLljr;d J(u) (6.19)
SOuUS
®u) € —C . (6.1b)
On pose
U8 ={uell |®)e—-C}. (6.2)

Autrement dit, |e sous-ensemble admissible du probléme (6.1) est le sous-ensemble U2 N ugd.

6.1.2 Lagrangien

On considére A € C* et on pose
Lu,2) =3+ (1, 0W) . (6.3

Cette expression est appelée Lagrangien associé au probléme d optimisation (6.1) et la variable A est
appel ée multiplicateur ou variable duale. Par opposition, u est lavariable primale.

Deméme queu est restreinte au sous-ensembleadmissibleU 2, 1 vaétre restreinte au sous-ensemble
admissible C* (vair (3.9)). On observe que cela correspond aux contraintes de positivité sur les multi-
plicateurs associés aux contraintesinégalité que nous avons rencontrées au chapitre précédent. On note
aussi que dans le cas de contraintes égalité, correspondant au choix C = {0}, la definition (3.9) de C*
donne C* = C*, ce qui est consistant avec lefait que les multiplicateurs associés a des contraintes égalité
ne supportent pas de contraintes de signe.

Lelemme suivant constitue une premieére justification de |’ introduction du Lagrangien.

Lemme6.1. Soit

P def sup L(u, ) . (6.4)
reC*

AlorsP(u) = J(u) + Iugj(u) (voir (6.2) pour la définition de ugd) et le probleme

min P(u) (6.5)

ueya

est équivalent au probléme (6.1) (au sens que les valeurs optimales de la fonction colt sont égales et
toute solution de I’ un est solution de I' autre probleme).

Démonstration. Observonsquesi U € ugd, alors (1, ®(u)) < Opourtout . € C* et quelavaeur 0de
cette expression est atteinte pour A = 0 (par exemple). Donc,

ueU&= sup (x,0O(U)) =0.
reC*
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Inversement, du fait que C = C** (voir Lemme 3.61), si (1, ®(u)) < O pour tout » € C*, aors
®U) € —C* = —C, etdonc, st ®(u) ¢ —C, C'est-adireu ¢ ugd, dorsil existe . € C* tel que
(A, ®(U) > 0. Puisque C* est un cbne, il en résulte que

u¢ugid:ftjg<x,®(u)>=+w.
g

Detout ceci, on déduit que P définie par (6.4) est égdea J + Iugd. Il est dorsclair que mimiser P
sur U est équivalent aminimiser J sur U2 N U, ce qui est une autre formulation de (6.1). O

6.1.3 Poaint sle
6.1.3.1 Définition et caractérisations

Définition 6.2. Pour une fonction f : X x Y — R et des sous-ensembles convexes fermés X ¢ X et
Y C Y, ondit que (x*, y¥) € X x Y estun point sellede f sur X x Y si

vx e X, YyeY, f(xhy) < f(x,y9) < f(x,y9). (6.69)

La Figure 6.1 illustre cette notion (appelée aussi “point col”). L'idée générale est qu’'on cherche a

ss "'l}'l:;o:oi"/"ii/ '
[T

777
NN\l

1]
AR
y/ X

Figure 6.1: Point selle

O
‘&z”'y . =7
gh'n'

maximiser f eny aorsqu’ on cherche alaminimiser en x. Pour cette raison, on peut voir cette notion
dans une interprétation “théorie des jeux”, plus précisément un jeu a “somme nulle’, en ce sens que Si
les joueurs cherchent a minimiser leur propre fonction colt par rapport a la variable de décision qu'ils
manipulent, la fonction colit du joueur x est f(x, y) aors que celle du joueur y est — f (X, y) (dans la
mesure ol maximiser f revient aminimiser — f), d' ou la“somme nulle” des deux fonctions coltt (jeu
purement antagoniste ou ce que gagne I’ un des joueurs est exactement ce qui perdu par |’ autre).

Il existe plusieurs autres caractérisations des points selle et des propriétés qu'il est important de
connaitre. Remarquons d'abord qu’ une définition plus bréve du point selle est la suivante (exercice) :
xteX,yfeYet

fOE,y) < f(X,y9), VxeX, VyeY. (6.6b)

En second lieu, un point selle peut-étre vu comme le point fixe d’ une multi-application. Considéronsles
multi-applications X* et Y* suivantes:

Xi(y) =agmin f(x,y); Y (x)=agmax f(x,y),
xeX yeY

et lamulti-application F* : X x Y — 2%xY définiepar FA(x, y) = X*(y) x Y4(x).

Exercice 6.3. Montrer que (x*, y*) est un point sellede f sur X x Y s et seulement si ¢’ est un point
fixe de lamulti-application F*, ¢’ est-a-dire que

X%, y%) e FA(xF, yh) .
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Ce point de vue “point fixe" est a la base de théoremes d’existence de points selle a partir de
théorémes d’ existence de points fixes.

Le lemme suivant propose une autre caractérisation des points selle. Auparavant, mentionnons le
résultat général suivant.

Exercice 6.4. Montrer que, d’ une maniére générale,

supinf f(x,y) <infsup f(x,y). (6.7)
y X Xy

Lemme6.5. Lepoint (x*, y#) est un pointsellede f sur X x Y s et seulement si

f(xF, y¥) = sup f(x*, y) = minsup f(x, y) = max inf f(x,y) = inf f(x,y", (6.8)
yeY xeX yey yeY xeX xeX

autrement dit infycx supycy f(X,y) = supycy infyex f(X,Yy) et lesinf et sup les plus extérieurs sont
atteintsen x*, respectivement y*.
Démonstration. Soit (x*, y*) vérifiant (6.6a). L’ inégalité de droite montre que

fOE, y9) = min f(x, )
xeX
et évidemment,

inf f(x,y") <supinf f(x,y),
xeX yeY XeX

donc

f(x*, y%) <supinf f(x,y).
yeY xeX

En raisonnant de fagcon symétrique avec I’ inégalité de gauche de (6.6a), on montre de fagon similaire que

f(x*, yh) =max f(x*, y) > inf sup f(x, y).
yeY xeX yey

Etant donné I inégalitéinverse (6.7), les égalités (6.8) sont &tablies.
Réci proquement, supposons que (6.8) ait lieu. On a que

vyeY, f(xhy) <supf(xiy) = f(x% y9).
yeY

De fagon symétrique, on aque
vx e X, fx,y%) = inf f(x, y%) = f(xF y9)
xeX
et donc (6.6a) est &tablie. O

L’ exercice suivant montre que les points selle forment un sous-ensemble “rectangulaire” de X x Y.

Exercice 6.6. © Si (x}, yi) et (x5, y5) sont deux pointssellede f sur X x Y, dors (x;, y3) et (x5, y2)
sont deux autres pointsselle et

Foxd, yh = F03, y5) = F, y5) = Fx5, y5) . (6.9)
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6.1.3.2 Casconvexe-concave

Onditque f : X x Y — R est convexe-concave si I’ application x — f (X, y) est convexe pour tout y et
I"application y — f (X, y) est concave pour tout x. En supposant de plus f sous-différentiable en x et
eny,! lesinégalitésde droite et de gauche de (6.6a) sont équival entes, respectivement, &

Irfeafxhyh: vxeX, rf,x—x%>0, (6.10a)

3sf e oy f (x5, yH) 1 VyeY, (s, y—y9=<0. (6.10b)
On peut réécrire la seconde inéquation variationnelle en changeant s* en t* = —s* et en changeant le
sensdel’inégalité:

3th e —ay f(x*, yH: VyeY, (tF,y—y9)>0. (6.10c)

L’ intérét de cette manipulation est le suivant. Posonsz = (X, y) € Z o XxY Z=XxYCZ,et
définissons |’ opérateur (éventuellement multivoque)

Al z=XyeZ> Khfxy x (—dfxy)cXxY. (6.11)
Alors, on peut résumer |es deux inéguationsvariationnelles (6.10a)—(6.10c) en une seule:
Ja* e AZ): Vze Z, (a*,z—7)>0. (6.12)

En plus de ramener un couple d'inéquations variationnelles (6.10a)—(6.10b) a une seule, I'intérét de
cette manipulation est renforcé par I’ enoncé suivant.

Exercice 6.7. © Pour une fonction convexe-concave et sous-différentiable, montrer que I’ opérateur A
défini par (6.11) est monotone.

On a donc ramené dans le cas convexe-concave le probleme de point selle (6.6) a celui d'une
inéquation variationnelle (6.12) avec un opérateur A monotone. Cependant, cet opérateur A “ne dérive
pas d'un potentiel” (voir Remargque 5.5) car il n'est pas en généra le sous-différentiel d’ une fonction
(qui serait nécessairement convexe puisque A est monotone) sauf dansle cas particulier ou f serait dela
forme f(x, y) = g(X) + h(y) (adors A est |e sous-différentidl de (x, y) — g(x) — h(y)).

6.1.4 Condition suffisante d’optimalité

On montreici quesi un point selle (u?, A*) existe pour |le Lagrangien (6.3) associé au probléme (6.1) sur
le sous-ensemble U x C*, aors la partie primale u® du point selle est une solution du probléme (6.1).
Ce que nous résumons un peu briévement en disant que “le point selle est une condition suffisante
d’optimalité du probléme d’ optimisation sous contrainte’. Notons que ce résultat est démontré sans
aucune hypothése de convexité et que c'est un résultat trés général. On pouvait I anticiper a partir du
Lemme 6.1, qui nous montré que la solution u® du probléme (6.1) est aussi la solution du probléme
de minsup du Lagrangien, et du Lemme 6.5, qui nous a montré que, lorsqu’un point selle existe, la
solution u* du minsup coincide avec la partie primale du point selle.

Théoréme 6.8. S (u?, A") est un point selle du Lagrangien (6.3) sur U2 x C*, alorsu? est solution du
probléme (6.1).

Dans le cas d’ une fonction concave g, on appelle “ sous-différentiel” I’ opposé du sous-différentiel de —g qui est convexe.
Il faudrait peut-étre parler dans ce cas de “sur-différentiel” puisque, si r appartient au “sur-différentiel” de g en x, donc —r €
3(—g)(x), dors, pour tout z, (—g)(2) — (—g)(X) > (—r ,z—Xx) etdoncg(z) — g(x) < ({r ,z— x).
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Démonstration. On suppose |es inégalités suivantes, pour tout & € C* et pour toutu € U™,
JUH + (A, 0UhH) < JuH + (AF, 0WH) < Ju) + (A, OW)) . (6.13)

On consideére d’abord I’inégalité de gauche ci-dessus avec les choix A = 0 et A = 21", Ceci permet
de montrer que la quantité (Aj , @(uj)> est a la fois non négative et non positive, et donc qu'elle est
nulle. Alors, avec la méme inégalité, on en déduit que (A , @(uj)> < 0 pour tout . € C*, et donc
8% € -C* = —-C.

On sait maintenant que |e terme central dans (6.13) est égal a J (U¥) et le terme de droite est inférieur
ou égal & J(u) pour tout u € U® tel que ®(u) € —C (car alors (Aj , @(u)) < 0). On adonc montré
que u* réalise le minimum de J parmi tous les u satisfaisant ces conditions. C’est donc une solution
de (6.1). O

6.2 Lecasconvexe, condition nécessaire et suffisante

6.2.1 Hypothesesde convexité

On va introduire, pour la formulation (6.1), les hypothéses du “cas convexe’. Lafonction colt J est
supposée comme au chapitre précédent convexe, s.c.i.et sous-différentiable.

En ce qui concerne lafonction ® : U — €, on vafaire une hypothése de convexité adaptée au fait
gue cette application n’est pas a valeurs réelles, mais a valeurs dans un espace de Hilbert € muni d’'un
“cbne positif” C induisant unereation d ordre.

Définition 6.9. On dit quel’application ® : U — € est C-convexe si, pour tout u et v dans U et tout «
dans|O, 1],

Oau+ (1 —a)v) —a®U) — (1—a)O(v) € —C . (6.14)

On comparera cette définition ala définition (4.2) desfonctions convexes avaleursréelles. On vérifie
facilement que la contrainte (6.1b) définit bien un ensemble convexe de u admissibles, et qui plus est,
fermé si ® est continue, ce que NOUS SUPPOSEroNS.

En nous tournant maintenant vers les questions de sous-différentiabilité, on appellera “ C-sous-
gradient” de ® au point u tout &ément 6 de L(U, C) (application linéaire continue de U dans C) telle
que

Vv, ®() —Ou) —0(v—u)eC, (6.15)

acomparer a(4.15). On notera 9® (u) I’ ensemble de ces applicationslinéaires que |’ on appellera“ sous-
différentiel” de ® en u.

On observe que la définition (6.14) signifie que ® est affine lorsque C = {0}, ce que nous avons
indiqgué comme un moyen d’obtenir des contraintes égalité. Enfin, on note que lorsque » € C*, la
fonction a valeurs réelles u — (A, ®(U)) est convexe au sens ordinaire (voir (4.2)). En supposant
toujoursque 1 € C*, il est facile de montrer que

W, W) D{reC|r=0%1), 6 €0} . (6.16)

Lorsgque I'egdité a lieu, on dit que ® est “régulierement sous-différentiable” (voir [2, Chap. 3, Re-
mark 1.8] acesujet). Dansle casou ® est différentiable, il n'y apar contre aucune difficulté.
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6.2.2 Point selledu Lagrangien et multiplicateursde Kuhn et Tucker

L’ existence de multiplicateurs de Lagrange-Kuhn-Tucker est intimement liée a I’ existence d'un point
selle du Lagrangien. C'est ce que précise le lemme suivant.

Lemme 6.10. L'inégalité de gauche dans (6.13) est équivalente au fait que
AMecC, Ou)e—-C, (A,0WH)=0. (6.172)

Sous |’ hypotheseque © est continue et réguliérement sous-différentiable, I'inégalité dedroite dans (6.13)
est équivalentea

U eU™, Irfeddwuh), I ecaoW): YyueU™, r*+(0)"3H,u-u)>0. (6.17b)

Déemonstration. Le fait que I'inégalité de gauche du point selle entraine (6.17a) a dg§a &té démontrée
dans la premiére partie de la démonstration du Théoréme 6.8. La réciproque est immédiate puisque, Si
(6.174) est vraie, alors, pour tout A € C*, (1, ©(U?)) < 0= (A%, ©(U?)).

Lafonctionu (Aj , @(u)) étant continue (grace aux hypotheses faites), le sous-différentiel de la
somme de cette fonction et de J est éga alasomme des sous-différentiels; de plus, le sous-différentiel
de ()kj , @(-)) est obtenu par le second membre de (6.16). Alors, I'equivaence del’inégalité de droite de
(6.13) avec (6.17b) découle immédiatement des conditions d’ optimalité du type (5.5d). O

Remarque 6.11. En seré&férant aux conditionsd’ optimalitédu type (5.7), on peut remplacer (6.17b) par
Vel Irfedduh: vueU®, [rF u—u)+ (", W) - 0w >0, (6.17¢)
ce qui al’avantage de nefaire référence a aucune notion de sous-différentiabilité de ©.

Lesconditions(6.17a) sont bien sir amettre en rapport avec (5.13a) et (6.17b) est amettre en corres-
pondance avec (5.16) (ou (5.19) dans le cas différentiable). Par conséguent, |’ existence d’ une solution
au probleme d’ optimisation sous contrainte et de multiplicateurs de Lagrange-Kuhn-Tucker d’ une part,
d’un point selle du Lagrangien associé d’ autre part (sur les sous-ensembl es appropriés) sont deux choses
équivalentes (dans le cas de la programmation convexe évidemment). Cette observation al’implication
suivante.

Corollaire6.12. On suppose que le probléme convexe (6.1) admet une solution u® et un multiplica-
teur A associéalacontrainte (6.1b), ¢’ est-a-dire vérifiant avec u* les conditions de Kuhn-Tucker (6.17).
Si la solution primale u® n’ est pas unique, alors|’ ensemble des multiplicateurs A* (eux-mémes possible-
ment non uniques) ne dépend pas de la solution u® particuliérechoisie.

Démonstration. On vient de voir que si (u?, A*) est une paire primale-duale optimale pour (6.1), elle
est aussi un point-selle du Lagrangien associé sur le sous-ensemble U™ x C*. L’Exercice 6.6 a montré
gueles parties primales et duales du point selle (lorsque celui-ci n’ est pas unique) peuvent étre appariées
d’ une fagon quelconque. Par conséquent, les multiplicateursoptimaux pour une solution primal e particu-
liére sont aussi les multiplicateurs optimaux (C' est-a-dire, vérifient aussi |es conditionsde Kuhn-Tucker)
pour toute autre solution de (6.1). O
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6.2.3 Application d’un théoreme genéral d’existencede point selle

On avu au §6.1.4, que, sans aucune hypothése de convexité, |’ existence d’ un point selle du Lagrangien
constitue une condition suffisante d' optimalité du probléme d’ optimisation sous contraintes en ce qui
concerne la partie primale de ce point selle. Par ailleurs, au §6.2.2, I’ existence d’ une solution primale
et de multiplicateurs de Lagrange-Kuhn-Tucker pour un probléme d’ optimisation sous contraintes a été
mise en correspondance directe, dans|e cas convexe uniquement, avec I’ existence d’ un point selledu La
grangien. Par conséquent, dans | e cas convexe, lorsgu’ une solution primale existe, et lorsque |’ existence
de multiplicateurs peut &tre assurée, I’ existence d’ un point selle du Lagrangien devient aussi une condi-
tion nécessaire d’ optimalité.

Cependant, I'existence de multiplicateurs associés a une solution primale n'a é&é établie au
Théoréme 5.20 que pour le cas d’'un nombre fini de contraintes égalité (affines) et inégalité (convexes).
Pour traiter le cas plus général de contraintes (6.1b) en dimension infinie, on peut suivre diverses voies.
L'une d'entre elles passe par le recours a des théorémes généraux d’ existence de point selle de fonc-
tions convexes-concaves sur des ensembles convexes fermés. C' est ce type de démarche que nous alons
examiner ici (pour en mesurer leslimites).

Théoréme 6.13. Soit f : X x Y — R U {—o0} U {+00} unefonction convexe-concave s.c.i.-s.c.s..2 Soit
X et 'Y deux sous-ensembles convexes fermés de X et Y, respectivement. On suppose aussi qu’il existe
x° e X tel que

lim f(x°,y) = —oo lorsque |ly|| - +oo & yeVY, (6.184)
etqu'il existey® € Y tel que
lim f (x, y°) = 400 lorsque ||X|]| - +o0 e x € X, (6.18b)

ou bien'Y, respectivement X, est borné. Alors, il existeun point sellede f sur X x Y.

Voir par exemple [2, Chap. 2, Corollary 3.8] pour cet énonceé.

Examinons comment on peut utiliser un tel théoréme d’ existence de point selle pour le Lagrangien
associé au probléme (6.1) (avec évidemment X = U et Y = C*). Le Lagrangien (6.3) est unefonction
affine, donc concave, de 1. Avec les hypotheses de convexité faites au §6.2.1 sur J et ®, on avu que
' est une fonction convexe de u pour tout 2 € C*. Pour I’ application du Théoréme 6.13, on complé&tera
donc ladéfinition (6.3) de L delafagon suivante:

L2 def JW) + (1, OW)) sz eC*, (6.19)
—00 sinon.
En ce qui concerne la continuité, les hypotheses que J est s.c.i. et que ® est continue sont suffisantes
pour assurer e caractére s.c.i. par rapport au. Par rapport a A, on aaffaire a une fonction affine continue
sur le convexe fermé C* et le passage a —oo lorsque A sort de C* assure |e caractére s.c.s.. |l nous reste
a examiner comment on peut assurer les hypotheses (6.18).

e S U™ est bornée, I’ hypothése (6.18b) est assurée. Sinon, on fait |” hypothése que J est coercive
sur U (voir Définition 5.2). Notons que dans |e contexte du probléme (6.1), cette hypothése est
plusforte que dans celui du probléme (5.1). En effet, I’ ensemble admissibleest ici U N ugd (voir
(6.2)) et supposer J coercive sur U2 est donc plus fort que ce que nécessite | existence d une
solution du probleme (6.1). Mais c'est le prix que I’ on paie pour la technique Lagrangienne qui
en quelgue sorte “eliming”’ les contraintes (6.1b). Moyennant cette hypothése, (6.18b) se trouve
vérifiee avec le choix 1° = 0.

2Onrappelleque“s.c.s.” est I’ abbréviation pour “ semi-continue supérieurement” et qu’ unefonction est s.c.s. i son opposée
ests.c.i.. Ici, “s.c.i.-s.c.s” signifies.c.i. par rapport alavariable x et s.c.s. par rapport alavariable y.
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e Comme C* n’est pas borng, il faut assurer |’existence d’'un u° tel que I"equivalent de la condi-
tion (6.18a) soit assurée. Celaimpose d’abord que u® € ‘i(J). On suppose de plus que u® vérifie
I”hypothése de Slater :

Ju* e U¥NT(3): ew’) e -C, (6.20)

qui est la contre-partie de (5.15). |l est facile de voir qu’alors L(u°, A) tend vers —oo lorsque A
part al’infini en restant dans C*.

Cependant, I’ hypothése (6.20) n’a de sens que lorsque C est non vide, ce qui exclut de pouvoir
inclure dans les contraintes globalement représentées par (6.1b) des contraintes égalité (voir la
discussionace sujet au §6.1.1).

Moyennant donc les hypothéses ci-dessus dont nous venons de mesurer |e caractére un peu restrictif, le
Théoréme 6.13 assure |’ existence d’ un point selle du Lagrangien sur U x C*. Ladiscussion ci-dessus
a au moins I'intérét de montrer que I’ hypothese de Slater (et donc de “qualification des contraintes”)
joue en quel que sorte pour |es variables duales un role symétrique de | hypothese de coercivité pour les
variables primales.

6.3 Un point devue géométrique sur ladualitée

L a section précédente amontré la difficulté de I’ approche de la dualité qui consiste a essayer de prouver
I’existence d’un point selle du Lagrangien associé au probléme (6.1) en s appuyant sur les théorémes
généraux d existence de points selle. On varevenir ici a une démarche plus intrinséguement liée aux
problémes d’ optimi sation sous contraintes (dans leur formulation (6.1b)) et également plus géométrique.
L’ intérét de cette démarche est de conduire a I’ introduction de deux fonctions qui jouent un réle fonda-
mental dans cette théorie de la dualité en optimisation. L’existence de multiplicateurs (associés a une
solution primal e supposée exister) et leur interprétation marginaliste en découleront naturellement.

6.3.1 Lafonction“perturbation”
On introduit le sous-ensembl e suivant :
Sdzef{(e, ) eCxR|3ueU® IceCIzeR,: § =0 +cy=JIU) +z} . (6.21)

On va voir que ce sous-ensemble est |"epigraphe d’'une certaine fonction appelée “fonction perturba-
tion”. Pour le voir, on doit se placer & une “abscisse” 6 fixée dans € (donc ®(uU) = 6 — ¢, pour un
certain ¢ € C et un certain u € U™, autrement dit ©(u) € # — C), puis chercher le point le plus bas
verticalement. Cela correspond évidemment a prendre z (intervenant dans (6.21)) égal a 0 et a choisir
leu e UM tel que ®(u) € 6 — C et tel que J(u) est le plus petit possible. Autrement dit, cela revient
arésoudre le probleme (6.1), si toutefois 6 = 0, et le probléme “perturb&’ par 6 au second membre
des contraintes (6.1b) en général. Ce “bord inférieur” du sous-ensemble S est le graphe de la fonction
“perturbation” (S étant son épigraphe) et cette fonction, notée ¢, peut étre ainsi définie:

0©) Emin{Iw |ueU® O e —C} . (6.22)
Larésolution de (6.1) revient donc acalculer ¢(0).
Exemple 6.14. Considérons|e probléme “perturbé&”’
Lr;iﬂg(untl)z sous U=6 ou u<6.
La Figure 6.2 montre I’ensemble S et la fonction ¢ pour ces deux cas (a gauche pour le cas égalité, a

droite pour le cas inégalité). On observe que lafonction ¢ est convexe et qu’ elle est non décroissante
danslecasinégaité. C'est ce que vamontrer le lemme suivant.
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Figure 6.2: Lafonction perturbation ¢ et son épigraphe S pour des contraintes égalité ou inégalité

Lemme 6.15. Sous les hypothéses de convexité et de semi-continuité inférieure, respectivement de con-
tinuité, formulées au §6.2.1 pour J et © (ainsi évidemment que le caractére convexe fermé de U™ et
C), le sous-ensemble S est convexe fermé et donc la fonction ¢ est convexe s.c.i.. Elle est de plus C-non
croissante, ce qui signifie que

0 —6eC=0®)<ep®), (6.23)

et en conséquence, tout r € dg(9) appartienta —C* .2

Démonstration. On ne montrera que la convexité de S, le caractere fermé pouvant &tre montré en
s'inspirant de la démonstration du Théoreme 4.30. Soit (6, y;) € S, i = 1,2, il faut montrer que
toute combinaison convexe de ces deux points appartient encore a S. Il existeu; € U¥, ¢ € C,z >0
telsqued; = ©(Uj) + ¢, Y, = J(Uj) + 7. Alors, pour « € [0, 1],

@b+ (1 — )bz = O(auy + (1 — a)uz) + ac1 + (L —a)cz + t
avec

t=a®U) + (1 —a)®(up) — @(O[Ul +(1- Ot)Uz) .

On observe quet € C par (6.14), et qu'dors af; + (1 — )6, est de laforme ©(u3z) + C3, avec Uz =
aus + (1 — a)uy € U (par convexite deU®) et c3 = acy + (1 — «)Cp + t du fait que C est un cone
convexe fermé (voir en particulier (3.7)).

Le méme type de raisonnement s applique a ay; + (1 — o)y pour montrer qu’il est de la forme
J(u3z) + unscalairenon négatif. En conséquence, « (61, y1) + (1 — «) (62, y») appartient biena S.

Pour montrer laC-non croissance de ¢, il suffit de montrer quesi (6, y) appartient aU(p) = S, dors
(6',y) lui appartient aussi désque 6’ — 6 € C, ce qui est immédiat d aprés la définition de S. Enfin, par
I'inégalité du sous différentiel, sir € dp(0), [r .0’ —60) < 0Odésqued’ — 6 e C, ce qui montre que
re—-_~. O

En appliquant le Lemme 6.1 au probléme d’ optimisation sous contrainte définissant ¢ (voir (6.22)),
on peut donner I’ expression aternative suivante de cette fonction :

@@®) = inf sup (J(W)+ (1,0U) —0)). (6.24)

ueU® ; cc+

30n notera que lorsque C = {0}, ces derniéres affirmations sont triviales et ne nous apprennent rien.
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6.3.2 Multiplicateurset sous-différentiel delafonction perturbation

On va d'abord montrer que A* est un multiplicateur optimal associé a la contrainte (6.1b) pour le
probléme (6.1) (supposé admettre une solution u”) si et seulement si —A* € 9¢(0). Cela confirme
en particulier I’ interprétation marginaliste des multiplicateurs évoquée au §5.2.4.

Lemme 6.16. Soit (u?, A%) un point selle du Lagrangien associe & (6.1) sur U x C*. Alors, —A" est
un sous-gradient de la fonction ¢ au point 0. Réciproguement, si d¢(0) est non vide (et cela suppose
bien sir que 0 € TI(¢), donc qu'il existe une solution u* au probléme (6.1), que ¢(0) = J(U?) et que
®(u*) € —C), tout @ément dans —d¢(0) constitueavec u* un point selle du Lagrangien associé.

Démonstration. Considérons!’inégalitéde droite du point selle:
vue U™, Juh) +(*, o)) < Jw + (1, ew) .

D’une part on sait que, grace al’ autreinégalitédu point selle (ou les écarts complémentaires), le membre
de gauche de I'inégalité ci-dessus est égal a J(u®) qui n'est autre que ¢(0). D’autre part, considérons
dansle membre de droitelesu e U® satisfaisant ©(u) € 6 —C, donc ®(u) = 6 —c pour ¢ € C. Notons
que(A*, c) > O et donc,

90) < J(U) +(AF,0 —c) < Ju) +(A",0) .

En prenant dans le dernier membre le minimum pour touslesu € U™ telsque ®(u) € 6 — C, on fait
apparditre ¢(0) et on obtient I'inégalité

9(0) < ) +(A",0) , (6.25)

vraie pour tout 0, y compris s 0 est tel que le probléme d’ optimisation sous contrainte perturbée par 6
n’apas de solution (car alors ¢(8) = +o0). L’inégalité prouve que —A* € d¢(0).

Réci proquement, supposons (6.25) que |’ on peut réécrire, en fonction de (6.24) et del’ hypothéseque
¢(0) = J(u*) de lafagon suivante:

J(UH) < inf sup (W) + (A, OU) —6)) + (A, 6) .

ueU  eCx
Cette inégalitéimplique que, pour tout u € U et tout 6 € @,

JUR) < sup (Ju) + (A, ) —0)) + (15, 0) .
reCr

En prenant = ®(u), on obtient que, pour toutu € U,
JUH < I + (A, o) . (6.26)

Par ailleurs, on sait d’ aprésle Lemme 6.15 que —A* € d¢(0) appartient a —C*, donc A* € C* et comme
évidemment ©(u?) € —C, dors(A*, ®(u*)) < 0. Mais, en prenant u = u* dans (6.26), on montre aussi
I'inégalité inverse, donc finalement (A% , ©(u*)) = 0. Cette égalité d'ecarts complémentaires ainsi que
I’inégalité (6.26) et le fait que O (U*) € —C et A* e C* établissent la propriété de point selle (voir en
particulier (6.17a)). O

On va maintenant s'intéresser, moyennant en particulier une nouvelle hypothése de qualification des
contraintes, a |’ existence d'un sous-gradient de ¢ en 0 et par conséquent, en vertu du Lemme 6.16, a
I’ existence de multiplicateurs optimaux pour le probleme (6.1). Pour montrer I’ existence d’'un sous-
gradient de ¢ en 0, on va s appuyer sur la condition nécessaire et suffisante énoncée au Lemme 4.50, et
donc étudier le cone normal &S = W(y) au point (0, J(u?)).
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Théoréme 6.17. On suppose qu’il existe une solution u® au probléme (6.1)* et on fait |’ hypothése de
gualification des contraintes suivante :

%

——
0e®OUX +C. (6.273)

Alorsil existe un multiplicateur optimal A* et donc un point selle au Lagrangien.

Remarque 6.18. Dans le cas de contraintes égalité (c' est-a-dire lorsque C = {0}), (6.27d) prend la
forme

%

———~—
0e ®OUY). (6.27b)

D’ une maniére générale, (6.27) exprime que lacontrainte (6.1b) peut &tre satisfaiteavec unu € U2 non
seulement sous sa forme originale (¢ = 0) mais pour toute perturbation 6 € € suffisamment petite et
danstouteslesdirectionsde |’ espace C.

Démonstration. On avu au Lemme 3.54 gue le cbne orthogona aun convexe fermé en un point frontiere
n'est pas réduit a 0 si on est en dimension finie, et qu’en dimension infinie (voir commentaire aprés le
lemme) il faut de plussupposer quel’intérieur du convexen’ est pasvide. Ici ons'intéresseal’ ensemble S
et au point frontiere (0, ¢(0)) avec ¢(0) = J(u”). Sous|’hypothése (6.27), il est clair que S+ o (il suffit
de considérer le produit cartésien d une boule ouverte de € centrée en 0 et contenue dans ®(U™) + C
avec lademi-droite “verticale” ouverte]J (u?), +oo[ : cet ouvert est contenu dans S).

Pour montrer que d¢(0) N’ est pasvide, il faut et il suffit, selon le Lemme 4.50, de montrer quele cone
normal dont on vient de parler contient un vecteur avec une composante “verticale” —1. Pour cela, il
suffit de montrer qu’il ne contient pas de vecteursdelaforme (i, 0) € C xR et quetouslesvecteursqu’il
contient appartiennent a (—C*) x R_ : dans ces conditions, n"etant pas vide, il contient obligatoirement
un vecteur de laforme (—1*%, —1) avec A* € C* (par normalisation) et |a démonstration sera compl éte.

Un vecteur (1, n) € € x R dans S(%’J(u:» satisfait par définition :

V@O, y) €S, (n,0)+n(y—JIu)) <0,
soit
VueU® vce C,vz>0, (1,0 +¢)+n(Iu)+z—JIuh)<0.

Si C = {0}, I'effirmation que u € —C* = C* est trivide, et sinon, la supposition que u ¢ —C*
conduit & une contradiction car alorsle premier membre peut prendre des valeurs arbitrairement grandes
et positives par des choix appropriésde c € C. De méme, la supposition que n > 0 conduit & une
contradiction pour le méme type de raison en choisissant bien z. Donc nécessairement © € —C* et
n=<0.

Supposonsalors quen = 0. Par conséguent, on soit supposer que 1 % 0. On aurait donc

YueUX vceC, (u,0U)+c)<0. (6.28)

Or, grace & (6.27), on sait qu'il existe ¢ assez petit tel que la boule ouverte B(0, &) ¢ ©®(U™) + C,
autrement dit, pour tout vecteur d € C de norme inférieure & ¢, il exiseunu € U@ etunc e C te
gued = ®(u) + ¢. On peut utiliser cette affirmation pour d égal axru/ || 1]l pour tout o < &, et on fait
apparaitre une contradiction dans (6.28) puisqu’ alors

alul <0

(on rappelle que i # 0). Ceci achévela preuve. O

“Cela nécessitedonc que 1(J) N UM NUE # .
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On retiendradonc que sous|’ hypothése de qualification des contraintes (6.27), lafonction de pénalisation
du probleme (6.1) est sous-différentiableen 0 et que tout sous-gradient, changé de signe, constitue, avec
une solution primale un point selle du Lagrangien associé. On étudie maintenant le rapport &troit qui
existe entre lafonction perturbation et le Lagrangien.

6.3.3 Fonction perturbation, transformée de Fenchel et Lagrangien

L e théoréme ci-apres établit le lien entre fonction perturbation et Lagrangien. Plus exactement, on va
faire apparaitre une nouvelle fonction “dua €’ liée au Lagrangien et qui joue, avec lafonction perturba
tion, un réle fondamental danslathéorie deladualité. Il s'agit delafonction v : € — R U {—oc} ainsi
définie:

infycyaa L(U, 1) S A € C*,
—00 sinon.

vy E (6.29)

Notons que la deuxieme clause de cette définition est inutile si on adopte la définition (6.19) du La
grangien. Notons aussi que laformule (6.29) définit en tout éat de cause une fonction concave et s.c.s.
(comme envel oppe inférieure d’ une famille fonctions affines). Notons enfin que lorsque le Lagrangien
admet un point selle (u?, A%) sur U™ x C*, le colit optimal du probléme (6.1) qui est toujours égal au
MiNycyat SUP, cc» L(U, 1) (voir Lemme 6.1) est auss égal au max;ec» infycyaa L(U, 1) qui n’est autre
que max;.ce ¥ (1). Ce maximum est atteint évidemment pour tout A* (partie duale du point selle). On va
confirmer toutes ces observationset lefait que —A* € d¢(0) comme corollaire du théoréme suivant.

Théoreme 6.19. Onalaformule:

Vel o (W) =—yY(=1r). (6.30)

Déemonstration. Latransformée de Fenchel de ¢ est égale par définition a

o' (V) = gug( (A, 0) — )

=sup<(A,9)—min{J(u) lueu® o) e@—C})
0el

d’ apres (6.22),

=max sup ((r,6)—J(u)
ueU® gcC+o(u)

parce que — min(-) = max(—-) et parce que les sup ou max commutent entre eux,

400 siA¢—-Cr,
Supyey (A, OW) — J(w)) sir e —C*,

car dans le premier cas, 6 peut partir al’infini dansla“bonne” direction en faisant croftre arbitrairement
I’ expression, et dans|e second cas, on aau contraireintérét ale prendrele plus petit possible, ¢’ est-a-dire
égal a ®(u). Une nouvelle utilisation de max(—-) = —min(-) et le rapprochement avec permet (6.29)
de montrer finalement laformule (6.30). O

De ce théoréme résultent en corollaire plusieurs résultats qui recoupent en grande partie ce que nous
savions dga.
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e D’apréslaformule (4.8), onapour tout A € C* (c’est méme vrai, maistrivialement, pour A € C*):
JW) =¥ () =90 +¢' (=2) =0,

ce qui signifie que v est majorée par lavaleur optimale du probléme (6.1). Si A* est un multipli-
cateur optimal pour ce probléme, |’ egalité est atteinte, donc v atteint son maximum en tout A%,

e Lorsquel’egalitéalieu, on déduit d’ aprésle Théoréme 4.71 que —A* € d¢(0), ce que nous savions
dga

o Du méme théoréme, on déduit dualement que 0 € 3¢’ (—A%). D’ apres (6.30), le sous-différentiel
de ¢’ en un certain A est éga a |’ opposé du sous différentiel de —y (qui est aussi convexe) au
point —A, ce qui est aussi par définition, le “sur-différentiel” de la fonction concave ¢ au méme
point —A. De tout ceci, on déduit que O appartient au “sur-différentiel” de v au point A%, ce qui
n’ arien de surprenant puisquel’ on vient de voir que v atteint son maximum en A,

e Laderniéere observation concerne I’ expression du “sur-différentiel” de . Afin d'eviter les diffi-

cultés delangage, on va plutdt s'intéresser au sous-différentiel de W o —r (V est convexe et est
enfaittelleque W(1) = ¢/ (—1)). Avec (6.29), on voit que

W=U+lc avec TGO — inf L, 1), Vieer.
uey

Laformule (4.24) conduit a s'intéresser aux sous-différentiels des deux fonctions suivantes.

— L’application A — W(L) = sup,.y=(—L)(U, 1) est une fonction marginale du type de celle
étudiée al’ Exercice 4.67. En vertu des résultats de cet exercice, on peut dire que, parmi les
ééments du sous-différentiel de W, on trouve les ééments de laforme

(=L (T, 1)

—0(0M)) = n

avec U(A) € arg min L(u, A) .
ueu

— Par ailleurs, I’ Exercice 4.52 amontréque dl ¢+ (1) est égal au cdne orthogonal aC* au point A
et |I’Exercice 3.25 nous indique que ce cone orthogonal est éga au cone orthogonal en 0,
c'est-a&-dire —C, intersecté avec les ééments orthogonaux a A, donc de produit scalaire nul
avec A.

Observonsquesi (u?, A¥) est un point sellede L,

— I'inégalité de droite du point selle dit précisement que u* = T(A"), donc —®(u*) est un
sous-gradient de W au point A%,

— et I’inégalité de gauche du point selle, equivalente a (6.17a), indique que © (U*) est un sous-
gradient de I au point A%,

Autrement dit, on aretrouvé, par les deux inégalitésdu point selle, que
0€ W) +dlce (W) C (T + I ) (UF) = AW (AF)

et donc que W est minimale (donc v est maximale) en A%,
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6.3.4 Explication geométrique desrésultats
6.34.1 Lecasconvexe

Considérons, dans I’ espace C x R, I'equationy + (1 ,0) = a, oulesvariablessontd € Cety € R, ou
A € C (ou C*) est un paramétre, et ol a € R est un autre paramétre. Cette équation décrit un hyperplan
€t on peut appeler —A sa“pente” (ou plus généralement le vecteur de ses“ coefficients directeurs”) tandis
guea est I ordonnée al’ origing” (valeur de y lorsqued = 0).

L’ espace Cx R est celui danslequel aété défini le sous-ensemble S (vair (6.21)) et on peut s'intéresser
al'intersection de I hyperplan avec ce sous-ensemble. Cela revient a ne considérer dans |"equation de
I"hyperplan que les pointsde laforme§ = ©(u) +cety = J(u) +zpouru e U¥, ce Cetz> 0.
On va s'intéresser en fait a “abaisser” le plus possible I" hyperplan en le déplacant paralléement a lui-
méme (donc en gardant A fixe mais en cherchant I’ ordonnée al’ origine a la plus petite possible) sous la
contrainte de conserver une intersection non vide avec S. Lasituation est représentée sur la Figure 6.3
(partie gauche) danslecasou € = R.

R R

e 0 (0) = J(uP)
=Y (A
o) e

C

0 e

Figure 6.3: Ladualité par I'image

Lorsque le bord inférieur de S (' est-a-dire le graphe de ¢) al’ alure décroissante représentée sur la
figure (lorsque C = R, danslecasou € = R dessinéici, par opposition au cas ot C = {0} — revoir
laFigure 6.2), on voit que la plus petite ordonnée a |’ origine possible reste finie (n’ est pas égale a —oo)
si |d'pente” n’est pas positive, doncsi & € Ry (plusgénéralement si A € C*). Si de plus S a uneforme
convexe (notamment quand |es hypothéses du §6.2.1 sont satisfaites), la plus petite ordonnée al’ origine
seraobtenue dansla positionlimite ou ladroite (plus généralement I” hyperplan) “tangente” I’ensemble S
sur son bord inférieur (plus généralement, constitue un hyperplan d appui de S), le point de contact étant
de laforme (®(u), J(u)) (c'est-adire qu'on aintérét aprendre z = 0 et ¢ = O pour minimiser a en
restant dans S a partir du moment ou A ale bon signe ou la bonne orientation). Autrement dit, le plus
petit a associé & un A donné est obtenu en minimisant y + (1, 8) = J(u) + (A, ®(u)) pour u € U,
Finalement, calculer lapluspetite ordonnée al’ origine correspondant aun A fixé, ¢’ est minimiser L(u, 1)
pour u € U et ¢’ est donc calculer ¥ (1). Cette constatation est d’ ailleurs conforme avec lefait demontré
précédemment que v a un rapport avec ¢’ .

Onvachercher maintenant aobtenir I’ ordonnée al’ origine vy () del’ hyperpland appui de S = U (p)
la plus élevée possible en agissant sur la “pente” —A. On peut voir sur la partie droite de la Figure 6.3
gue la plus haute ordonnée a I’ origine que I’ on peut obtenir par ce procédé est la valeur ¢(0) (qui est
égale, comme on le sait a J (u¥)). Celase demontrefacilement : puisquey = (—A , 8) + (1) définit un
hyperplan d’ appui de U (S), le graphe de ¢ setrouve au dessus de tout hyperplan d’ appui et donc

VO,VA, @0) = (=A,0)+¢¥ )=V, 90 =yQ).

Pour obtenir la valeur maximale de I’ordonnée a I’ origine v (1), il faut donc choisir A = A* telle que
V(A% = ¢(0) = J(u¥). Le point de contact de cet hyperplan avec S a comme coordonnées (0, J(u%)),
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Cest-adireque(1*, ®(u?)) = 0.

Enfin, larécapitul ation de toutes ces opérations montre quel’ on aréalisé max; cc« inf,cya L(U, 1) €t
que|’on ne parvient a atteindre ¢ (0) = J(U*) = min,cya SUP; - L (U, A) que dans le cas ol ces deux
valeurs sont égales, ce qui se réalise dans | e cas convexe.

6.3.4.2 Casnon convexes: remarques diversessur le saut de dualité

Il est donc intéressant de visualiser ce qui peut se passer dans les cas non convexes. En fait, toutes
les explications concernant I’ interprétation du calcul de max;cc- inf,cya L (U, A) comme |’ ordonnée a
I’ origine la plus grande possible d'un hyperplan d’ appui de S restent valables, sauf que les hyperplans
d’ appui ne peuvent suivre quele contour de © (S). En premier lieu, si ¢ n’admet pas de minorante affine,
I’ envel oppe convexe de Srisque d &tre triviale (exercice : faireun dessin d'untel cas). En admettant que
cette minorante affine existe, la Figure 6.4 montre deux situations possibles:

R R
'OQ)’@ : sz Y saut de
T W ):\___dualité 0
N
I’:n)?XIUf L ; ¢ \
0 ' e 0 e

Figure 6.4: Saut de dualité possible, mais pas certain, dansles cas non convexes

e agauche, ¢ ne coincide pasen 0 avec son envel oppe convexe ; dans ce cas, laplus grande ordonnée
al’ origine des hyperplans d’ appui ne parvient pas a atteindre lavaeur ¢ (0) ; I'une de ces valeurs
étant le max;, inf, L et I’autre le min, sup, L, on visualisele “saut de dualité€” qui est |’ ecart entre
cesdeux valeurs;

e adroite, bien que ¢ soit non convexe, elle est localement convexe autour de 0, ce qui est une
condition nécessaire, mais pas suffisante, pour que ¢ coincide en 0 avec son envel oppe convexe ;
en tout cas, cette derniére condition est suffisante pour que le saut de dualité soit nul, et qu'il existe
donc, malgré |’ absence de convexité globale, un point selle au Lagrangien.

Toutes ces constatations graphiques peuvent faire I’ objet de démonstrations rigoureuses, de méme
gue laremargue suivante. Dansle casdelapartie gauche delaFigure 6.4 ou le saut de dualitéest non nul,
on voit que |’ hyperplan d’ appui “optima” (ayant la plus grande ordonnée al’ origine) touchel’ ensemble
Soulegraphe de ¢ en “deux” points (en général, on peut simplement affirmer que le point de contact ne
sera pas unique). On avu (Figure 6.3) gque les points de contact d’ un hyperplan d’ appui de “pente” —x
sont déterminés par lesT(1) € argmin,.yas L(u, 1). Par conséquent, dans le cas considéré, cet argmin
n'est pas réduit a un point. Plus exactement, |es “abscisses” @(U\(A)) des points de contact ne sont pas
réduites a une seule valeur. Or on a vu (reconsidérer la formule (4.26) ou plus exactement la formule
duale pour le cas concave) que chaque @(ﬁ(/\)) constitue un “sur-gradient” de ¥ en A. On en déduit
donc que dans le cas d'un saut de dualité, la fonction v n’est pas différentiable en son maximum 1°,
—A° étant lapente du “meilleur” hyperplan d’ appui.

Observons enfin que ce A1°, qui ne constitue plus avec u” un point selle de L, mais qui continue a
résoudre le probléme du max; inf, L, perd aussi son interprétation marginaliste. La pente —A° sur la
gauche de la Figure 6.4 n’a aucun rapport avec —1*, pente de la fonction ¢ autour de 0, et ¢’ est bien
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sOr cette derniére qui représente la variation marginale du colit optimal par rapport a une perturbation 6
du second membre des contraintes. On peut montrer que le (ou les) multiplicateur(s) A* qui garde(nt)
I’interprétation marginaliste est (sont) celui (ceux) qui intervien(nen)t dansles conditionsd’ optimalitéde
Kuhn et Tucker (théorie locale), ces conditions restant des conditions nécessaires (mais pas suffisantes
en général dans les cas non convexes).

6.4 Resumonsnous

Dans ce chapitre, on a abordé les problemes de minimisation d'une fonction coltt sous un “nombre
(potentiellement) infini de contraintes’, ¢’ est-a-dire plus précisément, en introduisant des “fonctions
contraintes’ a valeurs dans un espace de Hilbert avec la contrainte que ces val eurs appartiennent a un
“cbne négatif” (éventuellement réduit a {0} pour obtenir des contraintes égalité).

On aaussi introduit un outil fondamental, le Lagrangien, qui fait intervenir les variables de décision
du probléme d’ optimisation (dites“ variablesprimales’) et des multi plicateursdes contraintes“ duali sées”
(dites “variables duales’). Sans aucune hypothése particuliere, notamment de convexité, on démontre
facilement que si le Lagrangien admet un point selle sur les sous-ensembl es appropriés, alorstoute partie
primale de ce point selle constitue une sol ution du probléme d’ optimisation sous contraintes. En fait, on
démontre dans ce cadre trés général que la résolution du probleme de minimisation sous contraintes est
équivalent a un minsup du Lagrangien, et |’ existence du point selle permet de ramener ce probléme de
minsup acelui d un max inf.

Revenant maintenant au cadre convexe, on peut chercher a établir une réciproque de la condition
suffisante d’ optimalité (existence d' un point selle), ¢’ est-a-dire une condition nécessaire d' optimalité en
termes d’ existence de multiplicateurs associés qui constitueraient, avec la solution primale du probléme
d’ optimisation sous contraintes, un point selle du Lagrangien. Une premiére voie qui a &é explorée a
cet effet est le recours a des théorémes généraux d’ existence de point selle pour des fonctions convexes-
concaves, avec des hypothéses techniques permettant d assurer en quelque sorte la coercivité de ces
fonctions du cdté du min et du cbté du max. On a vu que cela réussit partiellement pour le cas du La
grangien en ce sens que la présence de contraintes égalité (conduisant a un cone négatif d’ intérieur vide)
est difficilement couvert par cette approche (la coercivité du cdté dual étant obtenue par une hypothése
de qualification des contraintes“ala Slater” impossiblea formuler dans | e cas de contraintes égalité).

On s'est dors tourné vers une approche plus géométrique et plus directement liée au probleme
d’ optimisation sous contraintes en introduisant un deuxiéme outil fondamental : la “fonction perturba
tion” qui revient a perturber le second membre des contraintes dualisées et a s'intéresser au colt optimal
correspondant. On établit que les multiplicateurs optimaux sont, au signe pres, les sous-gradients de
cette fonction perturbation au point O (perturbation nulle, donc probléme original). Etablir I’ existence
de multiplicateurs optimaux revient a établir la non vacuité de ce sous-différentiel, ce qui demande une
hypothése technique qui redonne une hypothése de qualification des contraintes cette fois-ci plus in-
trinséque et valable pour un mélange arbitraire de contraintes égalité et inégalité.

De plus, cette approche a I’avantage de procurer de fagcon naturelle un fondement mathématique
a I'interprétation marginaliste des multiplicateurs déja évoquée au chapitre précédent de fagon plus
heuristique.

Dansladerniére partie du chapitre, on établit un lien direct entre les deux outilsfondamentaux intro-
duit précédemment, a savoir, lafonction perturbation d’ une part, et le Lagrangien, ou plus exactement
le min de ce Lagrangien par rapport aux variables primales — une fonction de variables duales donc —
d’autre part. C'est latransformée de Fenchel qui permet de relier (avec au passage quelques signes —)
ces deux fonctions. Alors, par toute une série de remarques utilisant abondamment les résultats des
chapitres précédents sur |es ensembl es et fonctions convexes, on retrouve la plupart des résultats établis
plus tdt dans ce chapitre. Ceci suggere d'ailleurs qu’il y aurait de nombreuses autres fagons de rédiger
ce chapitre et de choisir un cheminement vers les résultats présentésici.
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On termine par la compréhension géométrigue de ces résultats en termes d' hyperplansd’ appui dela
fonction perturbation, compréhension qui doit aller au dela du cas convexe en permettant de visualiser
les“sauts de duaité” susceptiblesde se produire dansles cas non convexes. Le chapitre suivant évoquera
un reméde possible a ces sauts de dualité.

6.5 Corrigédesexercices

Corrigédel’Exercice 6.6 On suppose lesinégalités suivantes, pour toutx € X ety € Y :

fx5,y) < FOx,yh) < Fx,yd) (6.31a)
f(x5,y) < 05, ¥5) < F(X, ¥5) . (6.31b)
Alors,
fx5, y5) < F(xd, yh) (par (6.31a)—gauche)
< f(X, y) (par (6.31a)—droite)
< (x5, y5) (par (6.31b)—gauche)
< fd, vh) (par (6.31b)—droite)

ce qui établit (6.9). Ensuite, pourtout x € X,y €'Y,

f0¢,y) < 0O, vh) (par (6.318)-gauche)
= F0¢,vh) (par (6.9))
= 05, yh) (par (6.9))
< f(x, yh) (par (6.31b)—droite)

cequi montre que (x;, y5) est un point sellede f sur X x Y. On démontre delaméme fagon que (x5, Y;)
est aussi un point selle.

Corrigéde I'Exercice 6.7 Soita; € A(z),i = 1,2. Sz = (x,V), dorsa = (rj, —S) avec
ri € oxf(x,y)ets e dyf(x,y). Onadonc

f(x2, y1) — (X, Y1) = (ri, xa — 1) ,
f(X1, ¥2) — f(X2, ¥2) > (r2, X1 — X2) ,
—f(xe, ¥2) + F(X1, Y1) = (=s1, Y2 — Y1)
—fx2, y1) + (X2, ¥2) = (=%, y1—¥2) .

L’ addition de ces quatre inégalités conduit a

2—T1,X—X1) —(S2—S1, Y2— Y1)

(@—a,—27) =(r
0.

v



Chapitre 7

L agrangien augmente

7.1 Jugtification geométrique

Poursuivonsici la discussion de lafin du chapitre précédent.

7.1.1 Casnon convexes

Revenons alaFigure 6.4. On constate que si, au lieu d utiliser des objets“ plats’ comme |es hyperplans,
on avait utilisé des objets“ concaves’, on aurait eu plus de chance d’ atteindre lavaleur ¢ (0) “cachée dans
un creux” (voir Figure 7.1). Pour mettre en oauvre cetteidée, il suffit de remplacer les hyperplans par des

R

VARV
Figure 7.1: Exploration de ¢ par des paraboles
“paraboles renversées’ d'equation (dans|’espace © x R) :
y=a—{.,0) -ble)?/2. (7.2)
Dans cette équation,

e b est une constante positive qui régle la concavité du paraboloide (plus b est grand, plus ce
paraboloide est “ pointu”),

e aest anouveau I’ordonnée al’ origine (ordonnée atteinteen 6 = 0),
e —) € C* est désormaisla“pente” al’ origine (valeur de ladérivée premiéreen 6 = 0).
On procéde comme au chapitre précédent : pour b fixé,

115
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e on commence par figer A et on cherche I’ ordonnée a |’ origine la plus petite possible telle que la
parabol e garde au moins un point commun avec S = U(g) ; celarevient acalculer :
a, = inf infinf (J(u)+z+ (1, 0U) +c)+b[OW) +cl®/2)

ueUa ceC z>0
= inf_inf (J(u) + (», OU) +¢) +bOWU) +cl?/2); (7.2)
ueua ceC
e on cherche ensuiteafaire monter cette ordonnée al’ origine a,, le plus possibleen gjustant la pente
al’origine —A.
LaFigure 7.2 montrela position de deux paraboles, correspondant deux valeursdistinctesde b, al’issue

de ce processus, I’ une pour laquelle un saut de dualité subsiste (b pas assez grand) et |” autre pour laquelle
le saut de dualité a disparu.

g """"""""" Adualité

N

Figure 7.2: Réduction ou disparition du saut de dualité

D’une maniére générale, on ne parviendra a réduire le saut de duaité a 0 que si ¢ admet une mi-
norante quadratique et si b a été choisi assez grand. Mais ces conditions ne sont pas suffisantes. La
Figure 7.3 représente ce qui peut se passer par exemple pour un probléme “en nombres entiers’, ¢’ est-&
dire lorsque u parcourt un ensemble discret. Dans ce cas, ¢ peut présenter des décrochements verticaux
dus au saut de la solution optimale du probleme d’ optimisation sous contraintes d’ une valeur entiére a
une autre lorsque le second membre des contraintes varie. Cependant, méme dans ce cas, le saut de

R

N

0 e

Figure 7.3: Cas de problemes en variables entiéres ou mixtes

dualité se trouve réduit, sinon annul &, par |’ utilisation de cette technique.

Une autre cause d'echec peut tenir au fait que ¢ n’admet pas de minorante quadratique, par exemple
parce que sa décroissance a l'infini est plus rapide que quadratique. Dans ce cas, on peut utiliser une
technique de “localisation” : ceci revient & restreindre I’ensemble U 3 U N B(u°, p), ol u°® est
une estimation de la solution, et p est choisi pour que la boule B(u°, p) contienne (avec une bonne
probabilité) une solution u?. L’ effet de cette restriction de U est de réduire |’ ensemble S en “ coupant
les branchesinfinies’. On récupére aors (éventuellement) une minorante quadratique (voir Figure 7.4).
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0 e ‘\76‘__()_______/* \e

Ccaljsatio

Figure 7.4: Effet delalocdisation: apréslocalisation, il existe une minorante quadratique

7.1.2 Casconvexe

Méme dans le cas convexe ou le probléme du saut de dualité ne se pose pas, la technique précédente
conserve un intérét. Pour le comprendre, il faut considérer des cas convexes mais pas strictement con-
vexes. Imaginons qu’'au voisinage de 0, ¢ présente une partie “plate” (voir Figure 7.5). Si on utilise des
hyperplans d’ appui, les points de contact seront multiples et celaa deux conséquences.

R

0 C

Figure 7.5: Multiplicité ou unicité des pointsde contact dans le cas non strictement convexe

e D’une part, comme on I’ aexpliqué au chapitre précédent, celasignifie quel’ arg min,cya L(u, A)
N’ est pas unique, et méme quelavaleur prise par ©(G(A%)) lorsqueTi(A*) parcourt cet arg min n’ est
pas unique, ce qui signifie que lafonction v (voir (6.29)) n’est pas différentiable en son maximum
A%. Du point de vue algorithmique,* ¢’ est un inconvénient sérieux.

e D’autre part, et ceci est encore plus grave, ces valeurs multiples de ©(T(1%)) signifient probable-
ment que tous |les &ééments de I’argminy L (u, A*) ne sont pas des solutions, et méme ne sont pas
des solutions admissibles (¢’ est-a-dire respectant la contrainte (6.1b)), méme si A* est un multi-
plicateur optimal. L’exemple ci-aprés va montrer que ce phénomeéne est en effet possible. Donc,
si I’on imagine que I’on a trouvé, par un procédé quel conque, une valeur optimale A* du multi-
plicateur, on ne pourra pas trouver une solution primale u* en se contentant de calculer n’importe
quelle solution du probléme minycya L(u, A%).

Exemple 7.1. On considere le probleme dansR :

min (—u) sous u <0.
ue[—1,1]

1Question qui '’ est pas abordée dans ce cours, mais on peut imaginer une méthode cherchant & maximiser v sur C*
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LelLagrangienest égal aL(u, ) = —u+ Au = (2 — 1)u. Lasolution de ce probléme est uniqueet ¢’ est
u® = 0 et I’ unique multiplicateur optimal est A* = 1.

Exercice 7.2. Démontrer toutes ces affirmations en se servant par exemple de I’ interprétation marginal -
iste des multiplicateurs et vérifier lesinégalités du point selle.

Or, pour A* = 1, argminye;—1.17 L(u, %) est égal atout I'intervalle[—1, 1] et pourtant seule u = 0 est
solution.

Exercice 7.3. Caculer la fonction v pour cet exemple et montrer gu’elle n’est pas différentiable en
=1

Toujoursdanslecadredel’ Exemple 7.1, imaginonsquel’ on soit capabl e de construire, par un algorithme
itératif, une suite {AX} convergeant vers lavaleur optimale 1. Les itérées AX seront peut-&tre de temps en
temps inférieures a 1 et de temps en temps supérieures a 1 (tout en convergeant vers 1). |l est facile de
VOoir que, contrairement ace qui se passe pour A = 1, pour tout autrevaleur de i, I’arg minye—1,17 L(u, A)
est réduit a une seule valeur. Plus précisément, on a:

. . -1 si>1
ag min L(u,A) =ag min (A —1u= ’
gue[—Ll] (u, %) gue[—l,ll( ‘ 1 sia<l.
On réalisedonc quelasuite {u¥} quel’ on pourracal culer par minimisation du Lagrangien pour |lesitérées
X aura comme points d’ accumulation —1 et 1. Or on cherche & converger versu? = 0!
Ce genre d’inconvénient ne se produirait pas si |’ on pouvait garantir la propriété suivante.

Définition 7.4. On dit qu’un Lagrangien admettant I’ ensemble de pointsselleU? x A% sur U2 x C* est
stableenu si

VA% e A, arg min L(u, A") = U? .
ueya

D’ une maniére générale, on peut seulement affirmer I'inclusion du second membre dans le premier.

Tous ces ennuis vont &tre surmontés en utilisant des paraboles a la place des hyperplans. En retour-
nant alaFigure 7.5, on voit quel’ utilisationd’ une parabol e (objet strictement concave) éimineles points
de contact “ parasites’ pour ne garder que le bon. Unicité du point de contact signifie unicité des vaeurs
©(T(1%)) (mais pas nécessairement des argmin G(A%) eux-mémes). Mais on verra que cela résoud la
plupart des difficultés évoquées ci-dessus et que notamment la “stabilité en u” du Lagrangien augmenté
sera assurée.

7.2 Lagrangien augmentéet régularisation duale

Le remplacement des hyperplans par des parabol oides nous a conduit au calcul (7.2). On appelle donc
“Lagrangien augmenté&” associé au probléme (6.1) I’ expression suivante ;

Lp(u, 1) & inf (J(W) + (1, ©W) +¢) +blOW) + cl?/2) . (7.39)

En effet, ayant posé cette définition, le calcul de la plus petite ordonnée a I’ origine a; associée a une
pente & I’ origine — revient Aminimiser Ly(u, A) enu € U, puisil faut réaliser le max en . Onva
Voir que contrairement au cas des Lagrangiens “ordinaires’?, il n’est pas utile de limiter A 2C* (on peut
le laisser varier dans tout C*). On peut en effet voir sur les figures que le cas des “pentes al’ origine”
positives (donc des A négatifs) n’'a pas un comportement différent de celui des pentes de sighe opposg,
ce qui n’est pas du tout le cas avec des hyperplans.

°Nous appellerons désormais ainsi ceux qui ne sont pas “ augmentées”
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7.2.1 Diversesexpressionset propriétésdu Lagrangien augmenté
On vamaintenant donner des expressions variées du Lagrangien augmenté Ly,.

Lemme 7.5. LeLagrangien augmenté (7.3a) admet |es expressions suivantes

Lo(u, 1) = J(W) + &(O (), 1) . (7.3b)
avec
&(0.2) = inf ((.0+0) +b16 +cl*/2) (7.30)
=/ilg(<u,9> — [l = ul|? /2b) (7.3d)
= (ITc- ( + bO)IIZ — [1211%) /20 (7.3¢)
— (,0) +bl6]2/2— e, +bo)|?/2b . (7.3f)

La fonction ¢, est convexe s.c.i. en 8 et concave s.c.s. en A ; elleest ausi C-non décroissanteen 6 ; enfin,
eleest differentiableet I'ona

(Cp)y (0, 1) = Mo (A + bh) (7.39)
(80),(0, %) = (Me+ (A +bB) — 1) /b . (7.3h)

Démonstration. Avec (7.3c), (7.3b) est une simple réécriture de (7.3a). L'expression (7.3c) est un
probléme de minimisation en ¢ sous la contrainte —c € —C. En vertu du Lemme 6.1, en dualisant
cette contrainte avec un multiplicateur u € C*, on obtient :

to(6, 1) = inf sup ((A,0+¢)+blo+cl®/2—(u.c))
CEGMEC"

= sup inf (A, 0 +c)+bllo+cl?/2—(u.0)),
;LEC"CEG

par inversion de I’inf et du sup (lacontrainte —c € —C étant affine est qualifiee — voir Lemme 5.18 —
et donc I’ existence d’ un multiplicateur optimal et donc d'un point selle — cas convexe — est assurée).
L e passage de cette derniére expression a I’ expression (7.3d) résulte d’un calcul trés simple puisque la
minimisationen ¢ € C est celle d’ une fonction quadratique.

Pour obtenir I’expression (7.3€), on résoud par exemple le probleme (7.3d) dont une condition
d’ optimalité est

- @—-n/b,u—m) <0, VueCr,
ce qui donne la solution explicite (voir (3.14)) :
A =Tc(h+bo). (7.4)
On reporte ensuite cette solution dans la fonction codt :

(Mg (4 b6) , 0) — |2 — T+ (% + bo) |12 /2b =
(TTex (A 4+ bB) , A +bo) /b — |42 /2b — | TIcx (A + bB)|12 /2b .

Le premier terme est égal a deux fois le troisieme terme en vertu de (3.183). On obtient finalement
I’expression (7.3¢€). L’expression (7.3f) peut étre obtenue de fagon similaire en conduisant des calculs
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analogues a partir du probléme de minimisation sous contrainte (7.3c) (lasolutionest €= —IT(_c)(: +
b6)/b), ou bien encore en se servant de (7.3€) et de (3.20).

En vertu de (7.3c), lafonction ¢,(9, -) est |’ envel oppe inférieure d’ une famille de fonctions affines en
A : elle est donc concave s.c.s. en cette variable. En vertu de (7.3d), lafonction ¢,(-, 1) est I"envel oppe
supérieure d' une famille de fonctions affines en 0 : elle est donc convexe s.c.i. en cette variable.

Toujours a partir de (7.3d), la fonction sous le sup est de fagon évidente une fonction C-non
décroissanteen 6 désque i € C*. Il en découle immédiatement la méme proprié&té pour ¢y (-, 1).

Ladifférentiabilitéde ¢, peut sevoir de diversesfaconsa partir de ses diverses expressions. Elletient
essentiellement ala différentiabilité des fonctions sous|’inf ou le sup dans (7.3c) et (7.3d), et al’ unicité
des solutionsoptimales € et & correspondantes. on peut par exemple utiliser laformule (4.29) a partir de
I”expression (7.3c) pour calculer

&)y = 3((1,0+C) +Dblo+TI?/2)/80
=A+b@B+0
=A+Dbo —_c)(A +bo)
= Mc- (A +bo) .
De la méme fagon, en utilisant les mémes résultats transposés au cas concave a partir de
I"expression (7.3d), on obtient :
o)y = d( (1. 0) — lIx — 7al1% /20) /0
=@—-1/b
= (Mc-(A +bo) — 1) /b .

Remarque 7.6. On observe lardation suivante :

(E0)y (0, 1) = b(L)3 (B, 1) + A . (7.5)

Corollaire7.7. Sous les hypotheses de convexité du §6.2.1, le Lagrangien augmenté est une fonction
convexe en u et concave en A.

Démonstration. Laconcavité en A de L est une conséquence directe de celle de ¢,. La dépendance en
u passe par celle de J supposée convexe et par celle de la composition de la fonction ® supposée C-
convexe avec ¢ qui est C-non décroissanteen 6 et convexe. Laconvexité du résultat de cette composition
est une généralisation d’ un résultat sur la composition de fonctions énoncé au §4.4. O

Remarque 7.8. Dans le cas des contraintes égalité pour lequel C = {0} et C* = C*, et donc IT(_c) est
identiquement nulle et TTc- est I'identité, lesformules pour L, prennent laforme plussimple:
Lo(u, 1) = L(u, ) + blOWw)]? /2
=J(W + (1, OW) +blOW]*/2, (7.6)

ce qui fait souvent dire que la technique du Lagrangien augmenté est un méange de technique Lagran-
gienne et de pénalisation quadratique des contraintes. Cependant, cette interprétation tourne court dans
le cas des contraintesinégalité, car si elle était vraie, laformule pour ce cas devrait &tre

Lp(u, &) = L(u, 1) + b M- (©@W)[? /2,

ce qui ne coincide pas avec les formules (7.3).
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7.2.2 Quelquespropriétésdelarégularisation de Yosida-M oreau

Dans cette section, on passe en revue quelques propriétés d’ une transformation appel ée “régularisation
de Yosida-Moreau”. On va étudier |e cas convexe comme ¢’ est traditionnel, bien que I’ application des
résultats qui serafaite dans la suite concerne la cas concave (il faudra donc transposer les résultats pour
ce cas).

Définition 7.9. Eta_nt donné une constante b positive, on appelle régularisée de Yosida-Moreau f, d’ une
fonction f : X — R, convexe, le résultat de I’inf-convolution de cette fonction avec la fonction quadra-
tiqgue bQ ol Q est la forme quadratique batie sur I'identite (Q(x) = [x[|?/2). Plus précisement, on
a:

fo(X) = yigc(uy) +hix—yl?/2).

Théoreme 7.10. Soit f une fonction convexe s.c.i. de domaine non vide et sous-différentiable en un
point. Alors sa régularisée de Yosida-Moreau fi, est convexe, partout continue et différentiable, et sa
dérivée est Lipschitziennede constante 1/b (au moins).

Démonstration. Comme on |’avu al’Exercice 4.17, I’inf-convolution de deux fonctions convexes ad-
mettant une minorante affine commune est convexe. Dans le cas particulier étudié ici, et puisgue
infyex (b Ix11%/2 — (a, x)) est fini pour tout a € X, toute “pente’ a convient pour obtenir une mi-
noranteaffinedebQ. Si lafonction f est sous-différentiableen au moins un point, elle admet elle-méme
une minorante affine qui est donc, moyennant éventuellement une translation “verticale” finie appro-
priée, une minorante affine de la fonction bQ également. On a donc bien trouvé une minorante affine
commune. L’inf-convolution est donc une fonction convexe.

Ledomaine de f, est égal atout X dés que le domaine de f n’est pas vide (ce qui est évidemment
impliqué par les hypothéses). En effet, des que xp € ‘i( f), lafonction f est mgjorée par X > I, (X) +
f (Xo) €t c'est donc aussi le cas pour fy, qui est majorée par larégularisée de cette fonction, a savair, la

fonction x — f(xg) + b||x — Xol|? /2. Comme le domaine de cette derniére fonction est tout X, alors

——
T(fo) = X. Enparticulier, 7(fp) # @, donc f, est continue dans cet intérieur (Théoréme 4.27) qui est

tout X.

Comme fi, est un cas particulier de fonction marginale (voir (4.7)), on peut lui appliquer la for-
mule (4.29) pour calculer son sous-différentiel. Dans notre cas particulier, f, est lafonction marginale
de (x,y) — b|x—yl?/2+ f(y) qui est, par rapport la variable y, strictement convexe, s.c.i. et
coercive, puisque bQ est strictement convexe et qu’elletend al’infini vers +oo de fagon quadratique,
alors que f, qui admet une minorante affine, ne peut partir a —oo que de fagon linéaire au plus. La
minimisation en y est donc réalisée en une valeur unique y(x) pour tout X, et elle est caractérisée par :

0 € b(Y(x) —x) + of (J(x)) .
L application de laformule (4.29) conduit a

() = { g0} = {x =y} .

Considéronsdeux valeursx;, i = 1, 2, lesvaleursy; o Y(Xi) correspondantes et lesvaleursri € 9f (y;)
tellesque 0 = b(y; — x;) + r; (d'apréslacondition d optimalitésur y;). Alors,

0= (b(y1 —x1) +r1—b(y2 —%X2) —r2,¥2—Vy1) ,
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dou
b(yr—X1—Y2+X2,¥Y2—Yy1) =(r1—r2,y1—¥2) >0
puisque af est monotone, puis
Iy = %1 = Yo + %ol < {y1 = X1 = Y2 + X2, X1 — X2)

ce qui S'interpréte comme

| fux0) — f0) |° < (@) (fo(x) — Fo(x2) X1 — Xa)

et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir (2.15))
| fax) = f0)|* < @/b) | f(x0) — Fy(x2) | l1xa = Xall .
d’ou lapropriétéde Lipschitz de f, avec laconstante 1/b. O

Théoreme 7.11. La fonction f,, est partout inférieure ou égale a f mais les valeurs infimales de ces
deux fonctions sont égales et leurs arg min sont égaux.

Démonstration. On a

fo(x) = inf (blIx — ylI?/2+ f(y)) < f(X)

inf
yeX
en prenant lavaleur particulierey = x. De plus,

inf fo(0) ‘X'Q:HQ:fc(b”x yl2/2+ f(y))

s . _ 2
—ylg&xlgjfc(bllx ylI?/2+ f(y))

puisqu’ on peut commuter les deux inf,
= 3',2& f(y)

puisquel’infycy est évidemment atteinten x = vy.
Si x* e algminyey f (X), onadonc, en fonction de ce qui vient d’&tre montré, que

f(x%) = inf {00 = inf 00 < fo(x®) < f(x%),

donc I'inf de fy, est bien atteint en x*. Inversement, si x* e argminycy fp(x), ona

0= fo(x*) =x* —y(x*) (optimaitéde x*)
avec 0 € Y(x*) — x* +af ((x)) (optimaitedey(x"),

d’ ol il découle évidemment que 0 € af (x*), donc f réalise son minimum en x*. O
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Onvoit donc quesi I’ on doit résoudrele problémemingcy f (X), on peut leremplacer par le probleme
minycy fp(X) qui fournirales mémes solutionset laméme va eur optimale. Deplus, f, é&ant unefonction
partout différentiable et de dérivée Lipschitzienne, on aurait grandement intérét & manipuler, sur le plan
des dgorithmes numeériques, lafonction f, plutdt que lafonction f. Malheureusement, le calcul de fy,
apartir de f estloind'&tre “gratuit” puisqu’il consiste lui-méme arésoudre un probléme d’ optimisation
ou f intervient d§a. Donc, sur le plan pratique, on ne semble pas avoir progressé. On verra cependant,
dans le cas des Lagrangiens augmentés, que le cacul de la régularisée est anaytique et que cette idée
conserve de I’ intérét.

Remarque 7.12. On peut se poser la question de savoir ce que deviennent les résultats précédents si le
probléme a résoudre est un probléme sous contrainte, a savoir

min f(x) .
xe xad (*)

Pour répondre a cette question, il suffit d’ appliquer lathéorie précédentea f + | xaa. On est donc amené
a définir en quelque sorte une “régularisée de f sur X", asavoir,

o def
fo ) = (f + Ixa), (%)
= inf (bllx = YI°/2+ f(y) + Ixa(y)
= inf_(bllx —ylI?/2+ f(y)).
Jnf, (0lx = yI* 2+ £(y)
Ensuite, le Théoreme 7.11 s applique évidemment, ce qui signifie que
inf £X°(x) = inf_f(y).
xeX b X ye Xxad )
Il est trés important de noter que ¢ est la régularisation qui se fait sur X2 puis la minimisation de la
fonction régularisée sur tout X. On pourra se convaincre sur des exemples que le schémainverse:
e cacul delarégulariséede f sur tout X,
e puis minimisation de cette régularisée sur X,

ne fonctionne pas.

7.2.3 Reégularisation du Lagrangien par rapport A et conséquences

Revenons a |’ expression (7.3d) de lafonction ¢,. Elle montre que la fonction A — ¢,(0, A) peut &étre
considérée comme la régularisée de la fonction A — (A , #), vue comme une fonction concave,® pour
la constante 1/b et sur le sous-ensemble C*. Une conséquence immédiate de cette observation est que
le Lagrangien augmenté L, est aussi la régularisée du Lagrangien ordinaire L par rapport alavariable
duale A pour la constante 1/b et sur le sous-ensemble C*. Cette remarque va avoir de multiples et
intéressantes conséquences.

Théoréme 7.13. Le Lagrangien ordinaire L sur U x C* et |e Lagrangien augmenté Ly, sur U2 x @*
ont les mémes points selle.

3Par conséquent, il faut transposer toutes les définitions de la régularisation au cas concave.
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Démonstration. Considéronsun point selleu?, A% de L sur U x C* :

Vi e C*, L(U*, 1) < L(U*, A%), (7.79)
vueUX L 2% < L, A%. (7.7b)

L’inégalité (7.7a) indique que lafonction A +— L(u®, 1) atteint son maximum sur C* au point A*. Le
Théoréme 7.11 nous apprend que I’ on peut en dire autant pour sarégularisée A — Ly (u?, A), lamaximi-
sation portant maintenant sur tout C*. En particulier, les valeurs maximales L (u?, A%) et Lp(u®, A*) sont
égales. Ceci nous fournit donc I’inégalité de gauche du point sellede Ly, sur U x @,

Considérons maintenant I’inégalité (7.7b). Le fait que ¢p(0, -) soit larégulariséede (-, 0) — I ()
(cas concave), ou directement laformule (7.3d), montre que ¢y (@, A) > (A, 0) — lc«(A) €t en particulier

vu, &p(O), AF) = (AF, O))

puisque Ic-(A%) = 0. 1l découle de cette inégalité et de (7.7b) I'inégalité de droite pour le point selle
de Lp. Finalement, (u?, A%) est un point sellede Ly sur U x C*.

Réciproquement, soit (u?, A%) un point selle de Ly, sur U2 x C©*. Pour obtenir (7.7a), on utilise
exactement I’ argument symétrique du précédent comme |’ autorise le Théoréme 7.11 qui fonctionnedans
les deux sens. On observe aussi qu’en raison du fait que A — Lp(u?, A) atteint son maximum en A sur
tout C* au point A* et du fait que cette fonction est différentiable en A, sa dérivée en A au point A” est
nulle. Alors,

(Lp)s (U, A%) = (6p)5 (O (U, A7) = 0= (p)y (O(U7), A7) = A%,

la derniere implication résultant de la relation (7.5). Cette remarque débouche sur I'autre inégalité du
point selle pour L. En effet, admettons pour I'instant (voir Exercice 7.14 ci-apres) que I'inégalité de
droite du point selle pour Ly soit équivalentealacondition d’ optimalité:

vue U Ju) — I + (&), (OU?), A%) , O(u) — O(UH)) > 0.
Si on tient compte dans cette inéquation variationnelle de la remarque précédente, on abtient |’ inégalité

de droite du point selle pour L et ladémonstration est compl éte. O

Exercice 7.14. A titre de généralisation des conditions d’ optimalite du §5.1.4, consideérer |e probléme

min (JW +G(HW)),

ueua

ol Ud < U est convexe fermg, J : U — R est une fonction convexe sci. H : U — € est une
applicationavaleursdans € muni d’ un “cone positif” C (convexefermé), H étant C-convexe et continue,
G : € — R est unefonction convexe, C-non décroissante, continue et différentiable, et montrer qu’ une
solution optimale u® (supposée exister) peut &tre caractérisée par

vue U™, Ju) — I +(G'(Huh)), Hu) — Hu)) > 0.
Indication: on commencera par transformer le probléme en le probléme équiva ent (a démontrer !)

min  (J(u) + G(c)) sous H(u) —ce —C,

ueUa ceC

puis on écrirales conditions d’ optimalité de ce probleéme de fagon appropriée.
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Du fait que Ly(u, -) est larégularisée de L(u, -) (plus précisement de L — I¢c+(+)) avec la constante
1/b, et &ant donné que, d’ aprés (6.29), lafonction ¢ est définie par minimisationenude L(u, -) —lc«(+),
celasuggére que si I’ on définit :

Vi€ @, yp) E inf Ly, i), (7.8)
uey

alors vy devrait étre larégularisée de  avec la constante 1/b (régularisation sur tout |’ espace). C'est ce
gue nous montrons maintenant.

Théoreme 7.15. La fonction v, définie par (7.8) est larégularisée concave de v définie par (6.29) avec
la constante 1/b.

Démonstration. Si on attaque la demonstration directement a partir des définitions de v et v, et de
I’expression (7.3d) qui a permis d’interpréter £,(0, -) ele-méme comme larégularisation de (- , 8), on
doit commuter un inf .y €t UN SUp,.c. pour parvenir au résultat. La fonction de u, n en cause (a
savoir L(u, ) — ||A — u||? /2b avec A comme paramétre) est bien convexe-concave, S.C.i.-S.C.s. et méme
coercive en u grace au terme quadratique. Mais, pour appliquer le Théoréme 6.13 d’ existence de point
selle qui permettrait cette commutation, il nous mangque une hypothése de coercivité en u que nous
n’ avons pas faite, préférant simplement postuler |’ existence d’ une solution u® au probléme (6.1).

C’ est pourquoi, une autre preuve possible consiste a utiliser plutdt laformuleinitiale (7.3c) pour ¢p,.
On adonc acaculer

yn) = inf (Iw +m(OW. )
= inf inf (J(U) + (A, OU) +c) + b |OW) +c[?/2)

ucua ceC

inf_inf sup (J(u) + (A, OU) +¢) +bOW) +cl?/2— (i, c))

ueuwceeﬂec*

par dualité comme dansla démonstration du Lemme 7.5,

= sup inf inf (J(u)+ (A, OU)+c) +b[OW) +cl?/2— (1, c))

f
ueCr ueUa ceC

car lacontraintec € C éant affine est qualifiee,

= sup (inf (3 + (. ©W))) — 12— ul2/2b)

pueCx \ueud

par minimisation expliciteen ¢

= sup (inf L, ) — I = ull? /20)

neC* \ueu™
= sup (¥ (w) — 1A — ul®/2b)
neC*
ou I’ on reconnait larégularisée de v sur C*. O

On énonce maintenant un résultat fondamental qui peut étre considéré comme |’ aboutissement et le
but ultime de toute la démarche du Lagrangien augmenté.

Théoreme 7.16. Le Lagrangien augmenté est stable en u (voir Définition 7.4).
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Démonstration. |l nousfaut montrer quesi U? x A? est |’ ensemble des pointssellede Ly, sur U2 x €* 4
aors, pour tout A* € A* et tout U € argmin, ya Lp(u, A*), U est aussi dansU*.

S A e A?, aors A" appartient aussi & argmax;ce- Yp(1). Or cette fonction est différentiable
(comme régularisée de ) et puisqu’ elle atteint son maximum sur tout C* en A%, adors sa dérivée en
2* est nulle. Pour tout T € argminyeyat Lp(u, %), on sait que (Lp); (T, A*) constitue un sur-gradient de
Yp au point A¥, compte tenu de la définition (7.8) de v, et de |’ analogue de (4.26) pour les fonctions
concaves. Mais v, étant dérivable, cette expression est en fait la dérivée de v, en A%, et cette dérivée est
nulle ; donc

(Lp); (@, 2%) =0.

Cette égalité montre que I’ application » — Lp (T, 1) est aussi maximale en A%, et ceci n’ est rien d autre
que |’inégalité de gauche du point sellede Ly, sur U x @* pour le couple (T, A?). L’inégalité de droite
pour |e méme couple provient tout simplement de la définition méme de . Par conséquent, ce couple est
un point sellede Ly, et donc U € U*®. O

7.3 Conclusion

Revenons a I'Exemple 7.1 pour comprendre I'intérét fondamental de ce résultat. On a vu que, dans la
situation décrite par cet exemple, non seulement lafonction v quel’ on peut chercher amaximiseren A €
C* est le plus souvent non différentiable al’ optimum, mais en plus, méme si I’ on parvient a construire
une suite {AK} convergeant vers un A? optimal, il est peu probable qu’ une suite correspondante {uX},
avec UX e argmin,cya L(u, 1X), converge vers une solution primale u®. L’utilisation du Lagrangien
augmenté dans ces circonstances a de nombreux avantages.

e Lafonction v qui remplace aors la fonction v est différentiable (et qui plus est, de gradient
Lipschitzien), ce qui est évidemment préférable du point de vue numérique.

e Elledoit &tre maximiser sur tout I’ espace plutdt que sur le cone positif dual uniguement. Ceci est
un autre avantage : lesagorithmesditsde“gradient conjugu€’ ne s accomodent pas dela présence
de contraintesinégalité (laprojection, non linéaire, sur ces contraintes détruit lagéométrie que ces
méthodes cherchent a reconstruire).

e Grace & la“stabilité en u”, on peut désormais s attendre & ce que si la suite {AK} converge vers
A% e AF, dors la suite des G(1¥) converge vers un point dans U?, ce qui n'etait pas le cas en
I" absence de stabilité en u du Lagrangien ordinaire. C'est ce que montrent les études de conver-
gence d' algorithmes avec Lagrangien augmenté [7].

e Un autre avantage tient au “conditionnement” de la fonction duae . Cette notion n’'a pas
été abordée dans ce cours parce que nous n’avons pas parlé d’ algorithmes numériques, mais on
peut montrer que la facilité de convergence d’ algorithmes de type gradient est liée a cette no-
tion de conditionnement, et que par ailleurs ce conditionnement est amélioré par |’ opération de
régularisation [7]. Une convergence plus rapide de |a suite “maximisante” {1¥} peut donc étre
espérée lorsgue cette suite est construite a partir du Lagrangien augmenté plutét qu’a partir du
Lagrangien ordinaire. C'est ce que confirme toute |’ expérience numérigque accumulée a ce jour
avec cette méthode sur des problémes trés variés, et ¢'est ce qui doit inciter a utiliser cette tech-
nique méme lorsque le Lagrangien ordinaire est stable en u et qu’il fournit déa une fonction v
différentiable (cas ou J est strictement, voire fortement, convexe par exemple).

411 est inutile de mettre un indice b aux ensemblesU* et A* puisqu’ on sait qu’ils sont égaux aux ensembles anal ogues pour
L d'aprésle Theoreme 7.13.
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On peut méme dire que plus la constante b est choisie grande, meilleur est le conditionnement de
lafonction v, et meilleure est donc en principe la convergence des variables duales. Cependant,
dans cette matiere, il existe un compromis (que montre une &ude soignée de convergence [7]) car
S b est choisi trop grand, ¢’est le conditionnement du probléme primal min,.ya L(u, A) qui se
dégrade et donc sa difficulté de résolution qui augmente.

e Enfin, dans le cas non convexe, I'intérét de I’ utilisation du Lagrangien augmenté est encore plus
flagrant, comme le suggere la discussion du début de ce chapitre. En effet, dans ce cas, c'est
I’ existence méme du point selle qui est en cause, et on a vu comment on peut espérer récupérer
un saut de dualité gréace a cette technique (au moins “localement”). Pour les cas non convexes, on
peut consulter [4, 5].

Exercice 7.17. Reprendre I'Exemple 7.1. Utiliser la technique du Lagrangien augmenté. Etudier la
fonction vy, et vérifier qu'elle est bien larégularisée de lafonction i calculée al’Exercice 7.3. Vérifier
sadifférentiabilité. Calculer I'argmin, .y« Lp(u, A) et comparer au cas du Lagrangien ordinaire.

7.4 Resumonsnous

Par une intuition géométrique de ce qu’ est le saut de dualité dans le cas non convexe, on comprend que
I utilisation de parabol oides concaves alaplace d' hyperplans pour “ ausculter” |'epigraphe de lafonction
“perturbation” peut présenter un grand intérét. Mais méme dans le cas limite de problémes convexes
mais pas strictement ou fortement convexes, on réalise qu'il y a un certain nombre de difficultés (non
différentiabilité de la fonction duale, non “stabilit€” du Lagrangien par rapport aux variables primales)
a manipuler ce Lagrangien dans ce cas, et on pressent, géométriquement, que le Lagrangien augmenté
doit permettre de pallier ces difficultés. Dans le cas convexe, cette construction intuitive du Lagrangien
augmenté rejoint, de fagon remarquable, une constructiontrés classiquede |’ analyse convexe, asavoir la
“régularisation de YosidaMoreau”. En I’ occurence, cette régularisation porte sur la fonction duale qui
récupére alors sa différentiabilité (avec une dérivée Lipschitzienne), mais aussi, et pour laméme raison,
on récupere la stabilité du Lagrangien augmenté. Ces avantages sont déja décisifs sur le plan d’'une
résol ution numérique du probléme d’ opti misation sous contraintes, maisde plus, larégularisation signifie
aussi “meilleure conditionnement” de la fonction duale, et donc meilleure convergence des algorithmes
du coté dual. Enfin, dans le cas non convexe, I’ utilisation des Lagrangiens augmenté est encore plus
vitaledans le cas d’'un “saut de dualité”.
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