N

N

Interactions électrofaibles et introduction a la
supersymétrie
Aldo Deandrea

» To cite this version:

Aldo Deandrea. Interactions électrofaibles et introduction a la supersymétrie. DEA. Ecole Normale
Supérieure de Lyon, 2007, pp.210. cel-00171836

HAL Id: cel-00171836
https://cel.hal.science/cel-00171836
Submitted on 13 Sep 2007

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://cel.hal.science/cel-00171836
https://hal.archives-ouvertes.fr

Commentaires/corrections
par e-mail a deandrea@ipnl.in2p3.fr

Interactions électrofaibles et
introduction a la supersymeétrie

Aldo Deandrea

Institut de Physique Nucléaire de Lyon, Université Claude Bernard Lyon 1,

batiment Dirac, 4 rue Enrico Fermi, 69622 Villeurbanne, France



Mes remerciements vont en particulier & Maurice Giffon et Maurice Kibler
pour les conseils et la lecture critique du cours qui m’a permis d’améliorer le
texte initial. Je remercie aussi Pierre-Antoine Delsart, Sonia Fleck et Céline
Pujol pour la lecture d’une partie du texte.

http://deandrea.home.cern.ch /deandrea/


httpprotect 
elax :@beginparpenalty =@M 
elax //deandrea.home.cern.ch/deandrea/

Préface

Cette introduction aux interactions électrofaibles est la version écrite d’un
cours de Master de Sciences de la matiére (2éme année) “Interactions électro-
faibles et introduction & la supersymétrie” que j'ai donné a ’'Ecole Normale
Supérieure de Lyon, option Champs et Particules, en janvier-mars 2007. Le
cours, d’'une durée d’une vingtaine d’heures, ne permet pas de donner un
panorama complet du sujet. Pour cette raison a la fin de chaque chapitre une
bibliographie donne des suggestions pour des lectures ultérieures. J’ai donné
la préférence aux notes disponibles sur le réseau et & quelque livre qu’on
peut trouver facilement dans les bibliothéques. La notation utilisée pour les
spineurs est celle de la supersymétrie, en termes des spineurs de Weyl a deux
composantes. Dans les applications du modéle standard cette notation est
peu courante et souvent peu pratique. Pour cette raison j'utilise la notation
de Dirac avec les spineurs a quatre composantes dans les applications du
modéle standard. Ce choix est fait délibérément pour familiariser I’étudiant
avec les deux notations. L’appendice traite en détail les spineurs et les régles
de Feynman. La lecture de 'appendice est conseillée avant celle du texte pour
le lecteur peu familier avec le sujet. Le traitement du modéle standard avec
les spineurs de Weyl est inspiré du livre de Pierre Ramond “Journeys beyond
the standard model”, un “voyage” que je conseille a tous.

La supersymeétrie est traitée sans faire référence au formalisme des super-
champs pour d’une part garantir une continuité par rapport au traitement
du modéle standard et d’autre part a cause des limites de temps imposées
par la durée du cours.

La métrique de l'espace-temps plat utilisée dans ces notes est celle de
Minkowski :

1 0 0 0
w0 =1 0 o0

G =9 =10 0 -1 0
0 0 0 -1
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Chapitre 1

Vers le modéle standard

1.1 La théorie V — A

En 1930 Pauli postula 'existence du neutrino, pour expliquer le spectre
de I'électron dans la désintégration (3. La raison en était que l’énergie de
I’électron émis était variable et qu’une partie de I’énergie totale de la réac-
tion était “perdue” dans la désintégration. Le principe de conservation de
I’énergie ne pouvait étre respecté qu’en considérant ’existence d’une nou-
velle particule, le neutrino, suffisamment 1égére et peu interagissante avec les
autres particules pour pouvoir passer inapercue des détecteurs de ’époque.
Mais la désintégration 3 ne pourra étre comprise qu’avec la découverte d’une
autre particule: le neutron (Chadwick 1932 [1]).

Avec ces ingrédients Fermi proposa en 1934 une théorie des interactions
faibles [2], en utilisant la désintégration n — per du neutron en proton,
électron et neutrino. Pour construire le hamiltonien d’interaction Fermi uti-
lisa une analogie avec I’électromagnétisme. Le courant électromagnétique, en
notation de Dirac est

Ju(2) = e(@)ele) (1.1)

ot e(x) est le champ de I’électron (spineur de Dirac & 4 composantes), € =
efyo son conjugué de Dirac et J, se transforme comme un vecteur sous le
groupe de Lorentz. Cette analogie amena Fermi a écrire

H =g [ @z pla)yn(@)e@)(x) (1.2)

avec g une constante de couplage. Dans la désintégration 3 les nucléons p,



n peuvent se considérer non relativistes. La limite non relativiste va nous
permettre de découvrir que la théorie de Fermi est incompléte.

Pour faire la limite non relativiste il est nécessaire d’écrire sous forme
explicite le spineur u(p) de Dirac qui décrit une particule de masse m, d’im-

pulsion p et d’énergie E = /p2 + m?:

= ( ) 19

avec X le spineur a deux composantes, par exemple

X:(é). (1.4)

Dans la limite |p| < m, E les deux composantes basses sont négligeables
par rapport aux deux composantes hautes. En utilisant les propriétés des
matrices v données dans 'appendice on peut vérifier que 7, 72, 73 mélangent
les composantes hautes et basses du spineur de Dirac. Seule la partie en
PYon = p'n est importante dans la limite non relativiste.

L’interaction p'n (considérée avec des spineurs a deux composantes) change
un neutron en un proton sans changer la position, le spin, la parité et le mo-
ment cinétique orbital. On a donc des régles de sélection semblables & celles
qu’on établit en physique atomique.

En réalité certaines désintégrations 3 n’obéissent pas a ces régles de sé-
lection. On est donc amené a considérer d’autres interactions avec différentes
propriétés de transformation sous le groupe de Lorentz et la parité:

on S (scalaire) (1.5)
DYs1 P (pseudo — scalaire) (1.6)
mn V' (vecteur) (1.7)
Y s A (axial — vecteur) (1.8)
pot'n T (tenseur) (1.9)
avec .
o =S (1.10)

En 1956 T.D. Lee et C.N. Yang, a partir de ’analyse des désintégrations des
particules 7 et 6, proposérent la violation de la parité dans les interactions
faibles [3]. Cette hypothése fut confirmée par C.S. Wu et ses collaborateurs



en 1957 [4] par Panalyse des désintégrations du ®°Co. L’expérience consistait
a mesurer la corrélation entre le spin J d’un noyau de °Co polarisé et la
direction 7 de D'électron sortant. La corrélation .J - 77 mesure la violation de
la parité parce que le spin ne change pas de signe sous la parité P (il s’agit
d’un vecteur-axial) mais 77 change de signe.

L’interaction de Fermi fut modifiée par Feynman et Gell-Mann [5] et par
Marshak et Sudarshan [6] en théorie V' — A (V pour le couplage vecteur, A
pour le couplage axial-vecteur):

H = TF [ dapan o+ asnia) eap(i=awv) (11D

ou G est la constante de Fermi Gr = 1,166 - 107° GeV~2 et g,, g, sont
les couplages aux nucléons (avec ¢,/g, ~ —1.26). Beaucoup d’expériences
contribuérent & établir la nature V' — A des interactions faibles. Une des plus
intéressantes fut la détermination de I’hélicité du neutrino par Goldhaber
et ses collaborateurs [7] en 1957 a partir de la polarisation longitudinale du
noyau '°2 Sm dans la réaction de capture électronique

e~ 2 Eu™(J =0) — B2Sm*(J =1)+ .

1.12
v 152 8 ( )

Le neutrino a une hélicité gauche (impulsion anti-paralléle au spin), ce qui
permet d’établir que le courant faible est de type V — A plutét que V +
A. Seule la partie gauche du spineur de Dirac pour les fermions participe
aux interactions faibles (on peut facilement veérifier que (1 & v5)/2 sont des
projecteurs sur la partie droite/gauche du spineur de Dirac). La raison pour
un tel choix est I'observation expérimentale que dans les interactions faibles
il y a une violation maximale de la parité.

La théorie phénoménologique des interactions faibles peut s’écrire comme
une interaction de courants:

Gr
L=—=2J] 1.13
VoM (1.13)
ou J* est le courant
J)\ = Jl)e;pton + Jq)\uark (114)
avec pour le courant leptonique

3



seules deux générations de fermions sont incluses afin de garder pour I'instant
une notation simple. On sait aujourd’hui que trois générations existent.
Pour la partie hadronique on va utiliser la description moderne en termes
de quarks plutot que celle en termes de nucléons de la formule (1.11). Ceci
permet de traiter 'interaction en termes des champs fondamentaux et d’éli-
miner les parameétres g,, g,. On s’attend donc a ce que le courant pour les
quarks soit de la méme forme que celui des leptons. En réalité pour les quarks
le courant a une forme plus compliquée:
Ik = €08 0 JA g + sin 0. A g, (1.16)

quar

ol 0. ~ 13° est I'angle de Cabibbo [8]. La raison en est I'observation que
la force de l'interaction n’est pas la méme suivant qu’il y a destruction (ou
création) d’un quark s “strange” (AS = 1, par exemple dans le processus
K — pv) ou pas (AS = 0, par exemple n — pe~v). Aujourd’hui on écrit le
courant pour les quarks comme suit:

J = ay (1 —75)(dcos b, + ssinf,.) + ey (1 — v5)(—dsin b, + s cos b))

quark
~ (@ E)’y’\(l—’yg,)( cos 0. sin@c> (d) (1.17)

—sinf. cosf, S

Cette notation implique un grand pas en avant, en particulier elle “explique”
I’angle de Cabibbo en termes d’une rotation, un mélange du quark d et du
quark s (ou de fagon équivalente, du quark u et du quark c). L’autre idée
est I'introduction d’un quatriéme quark c¢ “charm”, proposé par Bjorken et
Glashow [9] en 1964 et par Glashow, Iliopoulos et Maiani [I0] en 1970 et
mis en évidence expérimentalement pour la premiére fois en 1974 avec la
découverte de la particule J/W[II], un état lié de type cc.

1.1.1 Exemple: ve — ve dans la théorie de Fermi

Le lagrangien de Fermi constitue une théorie effective. Cette théorie
n’est valable qu’a basse énergie (par rapport a I’échelle de masse des bosons
de jauge de l'interaction faible ~ 100 GeV qui seront introduits dans la suite)
et son développement perturbatif au dela du niveau de 'arbre est divergent
(la théorie est dite non renormalisable). Un autre probléme (li¢ au précédent)
est la violation de I'unitarité¢, méme au niveau de I’arbre. Pour comprendre
le probléme considérons le processus ve — ve. A partir du lagrangien ([1.13))



on obtient:

Ve e

M = —i-Z ()" (1 = 3)u(®)] [0k ) (L = 35)u(p)]

e~ Ve

(1.18)
pour 1I’élément de matrice au niveau de l'arbre. Le carré du module avec
somme sur les spins va nous permettre de calculer la section efficace qui peut
étre mesurée dans un collisionneur:

1P = 3 G (1 e [k (1~ 35
[a(E") (1 = ys)u(p)] [u(p)yp (1 — v5)u(k')] (1.19)

en utilisant les formules

> ulp.s)ulp,s) = p+m (1.20)

spin

> v(ps)o(ps) = p—m (1.21)

spin

ou p = p,y*" et m la masse de la particule. On trouve:

|M|* = GQ%TT (' +m)y (1= 35)ky" (1 = 5)]
Tr [lé'w(l —v5) (P + m)y, (1 — ’Vs)} (1.22)
en utilisant les propriétés des matrices v on peut écrire
M[P = 2GLTr [(¢f +m)y"ky" (1= %))
Tr K+ m)y (1= 35)] (1.23)

Les traces des matrices ~ sont

Tr(y*y") = 4¢" (1.24)
Tr(v*y""7) = 4g"9” — g"9" + g"7g"") (1.25)
Tr(y"y"7*775) = 4i€upo (1.26)



qui permettent d’obtenir les relations suivantes

Tr(gy"by") Tr(¢yudy,) = 32[(a-¢) (b-d)+ (a-d) (b-¢)] (1.27)
Tr(dy"by"ys) Tr(¢vudras) = 32[(a-¢) (b-d) — (a-d) (b-¢)](1.28)
Tr(dy"by") Tr(¢vudvys) = 0 (1.29)

on en déduit le résultat
|M|> =128 G% (k- p) (K - p') = 32 G% (s — m?)? (1.30)

ol m est la masse de ’électron et s une des variables de Mandelstam définies
comme suit:

4

s=k+p)? t=k-FK)? u=(k-p) s+t+u=> m;. (131)
i=1

L’avantage d’écrire le résultat en fonction des variables de Mandelstam est

que ces variables sont des invariants sous les transformations de Lorentz.

En particulier la variable s est le carré de I’énergie dans le centre de masse

de la collision. La section efficace différentielle do par rapport a I’élément

infinitésimal d’angle solide df2 s’écrit

do 1 |MP|p,,|
dQ 6472 5 P

(1.32)

comme [p/,...| = |Pem| pour une diffusion élastique (c¢’est a dire avec les mémes
particules dans I’état initial et final),

do _ Gy (s—m?)’
dQ  4n2 s '

Pour obtenir la section efficace totale il suffit d’intégrer sur les angles, ce qui
donne seulement un facteur 47 parce que do/dS) ne dépend pas des angles:

G (s =y

(e S

(1.33)

o(ve — ve) = (1.34)
Pour s > m?, ¢’est a dire pour une énergie élevée dans le centre de masse de
la collision
G2
o(ve — ve) ~ —L£ 5~ 1.75[GeV?] x 10738cm? (1.35)
T



et donc o(ve — ve) augmente de facon linéaire avec s. A basse énergie le
résultat est en accord avec les données expérimentales, mais ce comportement
a haute énergie n’est pas physique et donne une violation de I'unitarité de la
théorie. On parle de violation de I'unitarité parce que la section efficace fait
intervenir le carré du module de 'amplitude, laquelle amplitude est liée a la
matrice S de diffusion, qui est une matrice unitaire. L’unitarité de la matrice
S impose des contraintes sur le comportement de la section efficace. Un
exemple de ce genre de contraintes peut s’obtenir par un développement en
ondes partielles de la section efficace (comme somme de termes avec moment
cinétique total J défini), par exemple

16
o D(s) < (2T + 1)L (1.36)
s
pour la limite de haute énergie de la composante J d’une section efficace

élastique. Pour plus de détails voir [12] [13]

1.1.2  Exemple: La constante de Fermi et y — v, e,

La transition pu(p;) — v,(p2) e(ps) Ve(ps) est le mode de désintégration
dominant pour le muon et la comparaison entre la formule théorique et les
données donnent une mesure de la constante de Fermi Gr. Dans le modéle
standard ce processus est di & I’échange d’un boson vecteur W, mais vu que
I’énergie échangée dans la désintégration est petite par rapport a la masse du
W, la théorie de Fermi de basse énergie constitue une bonne approximation :

»CFermi = _?/gy;/ya(l - ’75)# 6’704(1 - 75)”@ (137)

ou I'on a indiqué les spineurs de Dirac avec le nom des particules correspon-
dantes. L’élément de matrice s’écrit

M = S;/gﬂ(pz, $2)Y* (1 — v5)u(p1, s1) @(ps, $3)Vall — v5)v(ps, s4)  (1.38)

les s; étant les polarisations des particules. On considére la désintégration

d’un muon dans I’état final v, e 7, sans mesurer la polarisation de spin des
“w

particules. Le module carré de I’élément de matrice est

> M =64GF (pr-paps - p3) - (1.39)

spin



La formule pour la largeur de désintégration est donnée par

1 L By,
in/ L5 — Do — P3 — M|? 1.40

spins

et I'intégration sur 1'espace de phases des neutrinos s’écrit

d3p2 d3p4 (4)

T
-2 P—py— anf — " (goBp2 4 9poph 1.41
2E2 2E4 ( D2 p4)p2p4 (g + ) ) ( )

24

avec P = p; — p3. Il ne reste ensuite que l'intégration sur I’espace de phases
de I’électron pour obtenir le résultat final

1 B G% mi

r D) = - . 1.42

La largeur I'(x — v, e 7, ) est avec trés bonne approximation la largeur totale.
Le temps de vie mesuré du muon est

7 = (2.19703 = 0.00004) x 1075 s . (1.43)
En utilisant 7 = 6.582 x 1072° GeV s comme facteur de conversion
[ =2996 x 107" GeV (1.44)

en bon accord avec la valeur qu’on peut calculer avec la formule ([1.42)) et les
valeurs numériques

m, = 0.10566 GeV ~ Gr = 1.16639 x 10° GeV > . (1.45)

En mesurant la masse et le temps de vie du muon on peut donc extraire la
valeur de la constante de Fermi Gp. Pour déterminer avec une plus grande
précision cette constante il est nécessaire de calculer les corrections de QED
et celles des effets de masse:

G2 m? a 25 m?  3m?
I = < 1—(2—>—8 e LR 1.46
19273 TTT) T e Temy, T (1.46)

La correction plus importante est celle de QED, par contre la correction due
a la masse du W est trés petite et a la limite des possibilités de détection
actuelles.



1.2 Théories de jauge

1.2.1 Invariance de jauge globale

On va étudier des symétries internes, c’est & dire des transformations qui
ne dépendent pas de I'espace-temps. Considérons des matrices de transfor-
mation unitaires U(6%) et supposons que ’on ait une théorie décrite par un

multiplet de champs ¢;(z) avec i = 1,...,n. Le multiplet se transforme avec
la matrice de transformation de dimension d:
Bi(x) = UB")ys(x) (a=12....d). (1.47)

avec une somme sur les indices répétés. On va pour l'instant se limiter au cas
ou le lagrangien est aussi invariant:

L(¢,0,0) = L(¢',0,¢") = LUS,UI,9) - (1.48)

La matrice unitaire peut s’écrire en fonction d’'une matrice Hermitienne T':
U = €T, Dans le cas d’une transformation infinitésimale

U@*) =1+1i0°T" (1.49)
la transformation du champ ¢;(x) s’écrit :
i(x) = ¢i(x) + 0 T50;(x) (1.50)

ou les 6 sont des paramétres petits et les T les générateurs du groupe de
transformations. Les matrices T forment une algébre de Lie

7%, 1%) = iceer (1.51)

les C%* sont les constantes de structure du groupe de transformations.

1.2.2  La symétrie U(1)

Comme exemple on peut considérer la symétrie Abélienne U(1), ce qui
revient & choisir des matrices 1 x 1, qui ne sont rien d’autre que des phases
complexes €. On parle de symétrie Abélienne quand le groupe de trans-
formations est commutatif. Un exemple de lagrangien invariant sous U(1)
est

L=0,6"0"¢p—m’¢"d — X (¢*¢)° (1.52)

9



comme on peut facilement le vérifier par la substitution
b — ¢ = e (1.53)
ou avec la transformation infinitésimale au premier ordre en «
¢ — ¢ =(1+ia)e. (1.54)

Le théoréme de Noether permet & partir d’'une symétrie interne continue
du lagrangien (ou plus généralement de I'action) d’obtenir un courant .Jg
conservé (0"J = 0), de la forme

a __ . 6£ a |
Je = _25(8“@)%% . (1.55)

Dans le cas du lagrangien ([1.52)) le courant conservé est

Ju = (0,676 — (0,0)67 . (1.56)

1.2.3 La symétrie SU(2)

Un autre exemple est la symétrie SU(2), avec comme matrices de SU(2)
les matrices 2 X 2 de Pauli. Le champ complexe ¢ est un doublet

b= ( f;; ) (1.57)

et un exemple de lagrangien invariant (¢' = (¢')*; t est la transposition) est

£=0,6/0% —m*slo— 2 (6'0)" (1.58)
sous la transformation infinitésimale
61— = b+ 10" 70, (1.59)
ou la transformation finie
e (160)

10



lesc® étant les matrices de Pauli. Le courant conservé qui dérive de l'inva-
riance du lagrangien en utilisant le théoréme de Noether est

a Z a a
=3 (0uolotio; — dlot0u0;) - (1.61)
Les matrices de Pauli forment une algeébre de Lie
[Ua,ab} S (1.62)

avec €% le tenseur antisymétrique.

1.2.4 Invariance de jauge locale

Jusqu’a présent on a discuté des symétries globales, avec des paramétres
0® qui ne dépendent pas des coordonnées de I'espace—temps. On va considérer
maintenant des transformations qui dépendent des coordonnées (0% = 0°(z)).
On parle dans ce cas de symétries locales ou de jauge (Weyl 1929). L’inté-
rét des symétries de jauge est qu’a partir d’une théorie libre invariante sous
transformations globales il est possible de construire une théorie invariante
sous les transformations locales (transformations de jauge) en ajoutant des
termes d’interaction et un ou plusieurs champs vectoriels (champs de jauge).
La facon d’introduire ces termes n’est pas arbitraire et a une explication
géométrique comme on le verra dans les paragraphes suivants. Imposer I'in-
variance du lagrangien sous transformation de jauge permet donc de “générer”
des interactions et d’introduire des champs vectoriels qui sont les médiateurs
des forces dans le langage de la théorie des champs.

1.2.5 Electromagnétisme

On considére comme point de départ I’équation de Dirac pour un électron
libre

»CD = w(iﬂ) (i'YMaM - m)@/)(x) (1'63)

qui est invariante sous transformation d’un élément de la symétrie U(1) glo-
bale:

(0) = ¥(@) = eh(a) (1.64)

viz) =¥ o
dla) = P(x) = ). (1.65)
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La symétrie locale correspondante est:

V() = ¥'(2) = e y(a) (1.66)
Y(z) = J'(2) = (). (1.67)

Le terme de masse du lagrangien ([1.63|) reste invariant sous la transformation
locale, mais le terme avec la dérivée ne I'est pas:

ﬁ(x)@utb(x) — 2/3(93)8“1/1(95) — iz@(m)[@ua@)]wm) ) (1.68)

Pour compenser ce terme supplémentaire on peut introduire une dérivée co-
variante possédant la propriété:

Dy(x) — e D 1p(x) (1.69)

qui permet d’obtenir un terme invariant ¢)(z) D, (z) dans le lagrangien. La
dérivée covariante est obtenue avec I'introduction d’un champ vecteur (champ
de jauge) a,(x):

D,(x) = (0, + ieay,)Y(x) (1.70)

ou le champ de jauge se transforme sous U(1) selon:
1
ay(r) — a,(v) = a,(x) + g@ua(x) . (1.71)

Le champ de jauge n’est pas pour l'instant un champ dynamique, il peut étre
éliminé en utilisant I’équation du mouvement. Pour le rendre physique il faut
ajouter un terme cinétique. Le terme invariant de jauge avec des dérivées du
champ a, et renormalisable est nécessairement du type f,.(z)f"(z) avec

fuw () = Opan () — dyay(x) . (1.72)

Avec la normalisation usuelle pour le terme cinétique, le lagrangien déduit
du lagrangien de Dirac avec la demande d’invariance locale est

/:«QED - ¢($)(W“Du - m)¢($) - lef,uu(x)fuy(x) (173)

qui est le lagrangien de I’électrodynamique quantique (QED). On peut noter
I'absence d'un terme de masse pour le champ a,. La raison en est que le
terme de masse ma,a" n’est pas invariant de jauge. Le photon est donc sans
masse.

12



La dérivation de la QED a partir du lagrangien de Dirac peut sembler ad
hoc, en particulier on peut se demander qu’elles sont 'origine et la raison pour
introduire D, a,(z) et f,.,(x). La raison est a rechercher dans I’analogie avec
la relativité générale d’Einstein et la géométrie dans un espace non Euclidien.
Le langage mathématique a utiliser est celui de la géométrie différentielle.
L’idée est qu’on peut comparer deux objets seulement s’ils sont dans le méme
systéme de coordonnées et qu’il faut d’abord les déplacer au méme point
(transport paralléle). Considérons par exemple deux vecteurs a*(x) et b*(z),
leur différence Dc* est

Dct' = oct 4 dc* (1.74)

ou dct est la différence apparente due au déplacement des vecteurs au méme
point et dct est leur différence mesurée dans le méme systéme de coordonnées.
Pour un espace Euclidien dc* = 0.

Pour comparer deux phases a des endroits différents z, et z, + dz, on
introduit un champ a,(z) et on considére les deux phases comme “paralléles”
si leur différence est a,(x)dx,. On veut garder cette différence fixe si on fait
une rotation (transformation de jauge) de 6(x). Au point z, on a:

() — ¢ (2) = e Dy(a) (1.75)
et au point x, + dx,:
V(x4 dz) — (@ + dx) = @)y (x4 dx) . (1.76)
Pour une distance infinitésimale dz, entre les deux points on peut écrire
O(x + dx) = 0(x) + 0,0(x)dx,, . (1.77)

On peut vérifier que pour pouvoir continuer a garder la méme notion de
transport paralléle entre les deux phases aprés la transformation de jauge, il
faut que le champ a, se transforme de la fagon suivante:

ay(x) — a,(r) = a,(z) + 0,0(x) (1.78)

qui est précisément la loi de transformation d’un champ de jauge. Pour un
transport fini entre deux points a et b le long du chemin I" le changement de
phase est

b
e/ a,(x)dz" . 1.79
o) (179
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Si on considére un parcours fermé

e /{;b(m)au(x)dx“ —e /:(Fl)au(x)dx’” =e f a,(x)dz! = —e/ / fuw(z)do™”

(1.80)
en utilisant le théoréme de Stokes. Le tenseur f,, est défini comme suit
fuw(x) = 0va,(x) — 0,0, () (1.81)

il est invariant sous transformation de jauge dans le cas de I’électromagné-
tisme (il s’agit de la différence de phase pour un parcours qui revient au
méme point). Dans le cas plus général la phase n’est pas forcément un nombre
complexe mais peut étre une matrice et alors I’équivalent du tenseur f,, est
covariant comme on le verra dans la suite. Le champ a,(x) est le potentiel de
jauge. En physique classique le tenseur électromagnétique est introduit sans
référence aux phases, mais en rapport avec une force par ’équation de Lo-
rentz et a,(z) est une quantité auxiliaire sans signification physique. a,(z)
a par contre un role physique dans la théorie quantique (Aharonov-Bohm
1959, Chambers 1960). Dans 1’électromagnétisme le tenseur électromagné-
tique n’est pas suffisant pour décrire complétement la physique, tandis que le
potentiel a, est redondant & cause de l'invariance de jauge (il y a en général
plusieurs, voir un nombre infini, de choix différents de potentiels a, qui dé-
crivent la méme physique). Une possibilité pour éviter d’avoir des variables
redondantes est d’utiliser le facteur de phase de Dirac:

A(T) = e eontonse (182

qui est invariant de jauge.

1.2.6 Théorie de Yang-Mills

L’électromagnétisme peut se généraliser (Yang et Mills 1954) & des rota-
tions de phase ou la phase est une matrice:

W — St (1.83)

avec S matrice spéciale unitaire, par exemple S € SU(2) et ¢ un doublet,
comme dans ([1.57)). On demande I'invariance de la physique par rapport aux
rotations locales de SU(2)

S(z) = e~ 0" @0"/2 a=123 (1.84)
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les 0% étant les matrices de Pauli. Si on considére une transformation infini-
tésimale de SU(2)

9(1 a
S(z) ~1—i (2)0 (1.85)

la transformation du champ vectoriel A, (x) est
Al (x) — A (r) — 5@9’ + kg (m)AZ(x) : (1.86)

Par rapport au cas Abélien on a un terme en €% et AL se transforme comme
un triplet de la représentation adjointe de SU(2). Donc les champs AZ sont
chargés par rapport a la charge de SU(2), tandis que pour U(1) on avait un
champ neutre (le photon) par rapport a la charge de U(1) (charge électrique).
Le tenseur F, (x):

F;l,(:z:) = 81,AL(x) — 9,A (z) + geijkA{L(x)Al]f(x) (1.87)
est un triplet sous la transformation de jauge de SU(2):
F;W(x) — F;w(x) + eijkej(x)Ffl, . (1.88)
Ce tenseur F} (r) n’est donc pas invariant de jauge. Par contre le produit
Tr (0" Fg, () (0" F" (x))] o Fj, (x)F" (x) (1.89)

qui entre dans le lagrangien est invariant. En termes d’interactions la diffé-
rence avec la théorie Abélienne est la présence de termes d’auto-interaction
pour les champs de jauge dans le terme cinétique.

La transformation sur un parcours fini ne peut pas s’écrire

¢'9 Jp Au(@)da (1.90)

parce que pour des matrices e? ef # e4+8 et il faut donc indiquer 'ordre
du produit des exposants des transformations infinitésimales. Le produit or-
donnée est indiqué par un P:

P 9 Jr An(@)dz (1.91)

et sous les transformations de jauge:

D ez‘g f;lz Ap(w)dat S(z) (7) ez’gf:f Au(ﬂﬁ)dm/‘) S_1($1) . (1.92)
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L’équivalent du facteur de phase de Dirac est
p(T') = P ¢ Jo An@ria” (1.93)

appelé la boucle de Wilson et n’est pas une quantité invariante de jauge.
Pour la rendre invariante il faut en prendre la trace.

1.2.7 Quantification d'une théorie de jauge

D’habitude on utilise le formalisme canonique pour la quantification d’un
champ classique. Les champs sont considérés comme des opérateurs et on
impose des relations de commutation entre eux. Les fonctions de Green sont
calculées en fonction de valeurs sur le vide de produits{—_f] d’opérateurs:

~

(OIT[b(x1) - .- P(an)]|0) - (1.94)

D’autres méthodes existent. En particulier pour la quantification d’une théo-
rie de jauge on considérera la méthode de I'intégrale fonctionnelle. Les champs
sont des fonctions et les fonctions de Green s’obtiennent en intégrant le pro-
duit des champs sur toutes les formes fonctionnelles possibles avec un poids
donné par 'action. I.’avantage de ce formalisme est la présence du lagrangien
classique dans l'intégrale. Ceci permet de traiter plus facilement les symétries
de jauge, qui sont des symétries du lagrangien classique. Dans le formalisme
fonctionnel les fonctions de Green sont données par

J1dglp(x1) . . d(wn) €

Gn = <O‘T[¢g($1) e Qg(ﬁn)|0> = Jdd]eis

(1.95)
avec S 'action classique .
S = / 4zl (1.96)

et [d¢] la mesure d’intégration. L’équation ([1.95)) peut s’écrire sous une forme
plus compacte en utilisant le concept de dérivée fonctionnelle par rapport a
une source externe J(x). On introduit la fonctionnelle génératrice

21J] = [ldglet ] (E+onts (1.97)

1. Le produit chronologique 7" de Dyson est défini pour deux champs par
T ¢(x)p(y) = 0(zo — yo)p(x)p(y) + 0(yo — x0)d(y)P(x) -

Pour plus de détails faire référence & un livre de théorie des champs.
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et on définit la différentiation fonctionnelle

0J(y) 0 €
Les fonctions de Green peuvent s’obtenir de la facon suivante
_A\n ny
G, = = a4t (1.99)

Z[0] §J(zy) ... 00 (z,)

Dans le cas d'une théorie de jauge le choix de la mesure d’intégration pose
un probléme. Pour lillustrer de fagon simple on se limite & 'examen de Z
pour une théorie de Yang—Mills:

Z[0] = / [dA] &S, S = / d'z (—iF;VFW) . (1.100)

Le champ de jauge A est équivalent, par une transformation de jauge, a une
infinité d’autres configurations A’ :

ToA" = U(T" A% — ;UlauU) Ut (1.101)

Sous cette transformation action S reste constante (il s’agit d’une quantité
invariante de jauge). Donc lintégrale dans la région des Al reliés par une
transformation de jauge diverge.

La solution est d’intégrer une seule fois pour chaque configuration de
jauge indépendante. Pour le faire on peut imposer une contrainte (“fixer la
jauge”)

GrAY* = B (1.102)
avec G* et B® choisis de facon appropriéeﬂ Pour introduire cette contrainte
dans l'intégrale on peut écrire

210) = [1aA] det Mo esp [i [ ata(c - ;(Gmgﬁ racgm|(1.103)

avec

o

06°(y)

2. En réalité des configurations équivalentes, qui ne sont pas reliées par une transfor-
mation de jauge infinitésimale ne sont pas éliminées par cette méthode (ambiguité de
Gribov).

5(GHAD" ()

(M (zy)]* = (1.104)
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Pour un groupe de jauge Abélien det Mg est une constante et le calcul ne
pose pas de probléme. Pour un groupe de jauge non Abélien avec un choix
de jauge covariant, det Mg dépend de Aj. Tl faut donc écrire le déterminant
sous forme exponentielle pour en tenir compte dans le lagrangien. Ceci est
possible avec introduction de nouveaux champs x*(x) dans la représentation
adjointe du groupe de jauge, appelés champs de Faddeev—Popov (“ghosts”):

det Mg = /[dX} [dX*]e—ifd4xd4y x%(@)*[Ma (2,y)]%xb (y) ' (1105)

Le terme de fixation de jauge et celui de Faddeev—Popov vont intervenir dans
le lagrangien quantique. Les “ghosts” de Faddeev—Popov sont donc a inclure
dans les calculs avec les régles de Feynman méme s’il s’agit de particules
fictives. Il faut se rappeler que leur présence est due a notre choix de jauge
covariant. On aurait pu éliminer le probléme du det Mg avec un choix de
jauge non covariant qui donne un déterminant constant. La contrepartie de
I’élimination des “ghosts” est d’avoir des régles de Feynman beaucoup plus
compliquées. Dans la suite on va utiliser une fixation de jauge covariante et
donc on aura des termes de Faddeev—Popov dans le lagrangien.

1.3 Renormalisabilité

Dans la construction de I’électrodynamique quantique donnée dans la
section [I.2.5] on a limité le nombre de termes d’interaction en s’appuyant
sur le “principe” de renormalisabilité de la théorie. On définit un terme de
lagrangien d’une théorie en 4 dimensions comme renormalisable si

A=4—d—=) ns;+1)>0 (1.106)

ou d est le nombre de dérivées, n; le nombre de champs de type i dans le
terme d’interaction et s; leur spin (pour les champs vectoriels couplés a un
courant conservé, comme le photon et les bosons de jauge de l'interaction
faible il faut prendre s; = 0). Il est facile de voir que A devient négatif si le
terme d’interaction contient un nombre trop grand de champs ou de dérivées
ou si le spin est trop élevé.

Si on se limite aux termes renormalisables la théorie perturbative sera
finie aprés renormalisation: les divergences qui peuvent apparaitre dans le
calcul des diagrammes de Feynman ne seront pas physiques, le calcul de
quantités mesurables donnera toujours des résultats finis.
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En réalité la renormalisabilité d’une théorie n’est pas un critére physique
fondamental, pour une théorie comme la QED (et aussi le Modéle Standard)
qui est en réalité une théorie effective de basse énergie. La raison du succés
de la prescription de renormalisabilité est & rechercher dans le fait que les
termes non renormalisables sont proportionnels & I'inverse d’une échelle de
masse qui est grande par rapport aux énergies du processus qu’on mesure. Un
exemple en QED est le terme de lagrangien (invariant de jauge, de Lorentz
et qui conserve la charge et la parité):

i Bl (1.107)
donnant une contribution 4e/M au moment magnétique de I’électron. A noter
que 'action doit étre adimensionnelle, donc chaque terme du lagrangien doit
avoir une dimension de masse égale a 4; l'introduction d’un coefficient de
masse M au dénominateur de est donc obligatoire pour conserver
I’adimensionalité de I'action. La mesure du moment magnétique de I'électron
permet de dire que cette contribution, si elle est présente, est petite et que
I'échelle de masse M est élevé, M > 107 GeV.

1.3.1 Masses et champs de jauge

Le lagrangien de Fermi décrit une interaction ponctuelle et la di-
mension du produit de courants est 6 en termes de masse (la constante de
Fermi a donc dimension -2 en termes de masse) et ceci implique que l'interac-
tion est non renormalisable. On a vu par un calcul explicite de section efficace
que cette théorie diverge, méme au niveau de ’arbre, a haute énergie. Les
deux aspects de non renormalisabilité et de divergence a haute énergie sont
liés. Une possibilité pour essayer de transformer l'interaction de Fermi en
théorie renormalisable consiste a introduire, en analogie avec I’électromagné-
tisme, un boson de jauge médiateur de 'interaction. Pour conserver la charge
électrique au vertex d’interaction avec le courant chargé il faut considérer un
boson vecteur chargé:

9

L= (JH @)W (@) + J, (@)W (x)) (1.108)

S

T @) = 5 (1= 20)e) (1.109)
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Le boson de jauge W¥ est le médiateur de I'interaction faible, c’est & dire
que plutot que coupler directement les deux courants, on les couple entre eux
par l'intermédiaire de I’échange d’un boson de jauge. L’avantage est qu’on a
remplacé le couplage dimensionnel G par le couplage adimensionnel g.

1.3.2 Exemple: ve — ve avec un boson de jauge massif

Pour expliquer la validité de la théorie de Fermi a basse énergie il faut
prendre un boson de jauge W massif. On va donc considérer un lagrangien
de type Yang-Mills avec un terme de masse explicite pour le W:

1
Lu = =5 (@) = QW)@ W — 0" W") +md WWH (1110)

qui donne un propagateur (en termes de 'impulsion k)

g" — kK" /miy

A (k) = — 1.111
B ==, rie (111D
La limite de basse énergie k£ < my, donne
v 9"
Ag‘ermi(k) = T (1112)

2
myy

et la comparaison avec le lagrangien de Fermi (1.13)) et le courant (.15

Ve e Ve e
:VK — >< (1.113)
e Ve e Ve

LLLL(x)W“T(x)LJV(x)TW”(x) . _gj%(x)(]y(xyﬂ - _&J#(]T
2v/2 2v2 8 mi, V2ot
(1.114)
nous donne G )
F g

La constante de Fermi Gr ~ 107° GeV 2 est donc le résultat de basse énergie
de I’échange d’un boson lourd de l'ordre de 100 GeV.
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Pour rendre cette affirmation plus précise on va calculer le méme processus
que dans la section avec I’échange d’un boson W. L’élément de matrice
est

N = %2 a0 (1 = )] [0 3 (1 = () Lo e

o 5 Tv V5 p q2 _ m%/[/ T e

(1.116)

avec ¢ = k—p’ impulsion échangé par le boson W. Le module carré en termes
de variables de Mandelstam est:

82

g
M =3 (1.117)

(u —miy)?

olt M est I'élément de matrice moyenné sur les spins. Par rapport au calcul
dans la théorie de Fermi on a ici une dépendance de 1’élément de matrice
sur les angles: u ~ —s(1 — x) (si on néglige la masse de I’électron) avec x =
(1 —cosf)/2 on O est Pangle du neutrino sortant par rapport aux particules
entrantes dans le centre de masse de la réaction (0 varie entre 0 et 7, donc z
varie entre 0 et 1). La section efficace différentielle par rapport & z est

do 1 -
— = M|? 1.118
dr 167 3| | ( )
et la section efficace intégrée est
1 do G2 s
U(V@ — 1/6) = /() d.ﬂf% = %m%m . (1119)

Pour s — 00, o ne diverge pas et se comporte comme une constante.

L’idée d’introduire un boson de jauge médiateur est un grand pas en
avant, mais les problémes posés par 'unitarité et la renormalisabilité ne sont
pas résolus. En particulier pour 'unitarité des problémes restent si on consi-
dére d’autres processus que ve — ve, par exemple ete™ — WTIW .

1.3.3 Masse et renormalisabilité

Le lagrangien (|1.110]) est non renormalisable selon la formule ([1.106)). Le

terme cinétique a pour dimension A = —2. Ce résultat n’est pourtant pas
évident. En électrodynamique, si on ajoute un terme de masse pour le pho-
ton, la théorie reste renormalisable. La raison en est que si on sépare les
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composantes longitudinales et transverses du champ de jauge, la partie lon-
gitudinale, proportionnelle a p,p,/m? qui donne lieu au comportement non
renormalisable, ne contribue pas a la matrice S, donc aux quantités physiques.
Les composantes longitudinales et transverses du champ n’interagissent pas
parce que le champ est couplé a un courant conservé.

On peut examiner le cas d’'un photon libre avec masse (lagrangien de
Stiickelberg pour 1'électrodynamique) :

L= —i(FW)Q + ;mQA“A# (1.120)

L’équation du mouvement est donnée par
0, F" +m*A” =0, (1.121)
si on la dérive par rapport a d, on obtient une contrainte
m?d,A” =0 (1.122)

qui élimine une des quatre composantes du vecteur A”. On obtient un champ
avec trois composantes physiques, la forme usuelle d’'un champ de spin 1 avec
masse. Les trois composantes de A” satisfont 1’équation de champ massive

(0 +m?) AY =0 (1.123)
qu’a pour solutions _
A = €"(p) e (1.124)

avec p? = m? et €’(p) le vecteur de polarisation. L’équation impose
p - €(p) = 0. Les solutions qui sont en accord avec cette contrainte sont les
polarisations €', €2, €3. Jusqu’ici notre analyse est purement classique. Dans la
théorie quantique on peut montrer que la composante avec polarisation € est
éliminée puisque le courant de la symétrie de jauge est conservé. L’élément de
matrice pour I’émission d’un photon peut s’interpréter comme dii au courant
J* de la symétrie:

M = M"(p) eu(p) = —ej"(p) €u(p) (1.125)

et la conservation du courant est donnée par

pu j*(p) =0. (1.126)
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Le vecteur p est du type p?> = m?, par exemple on peut prendre le repére
p=(m,0,0,0), ce qui implique que la composante de type temps est nulle:
MO = 0. On a trois composantes physiques du champ : A', A%, A3. Supposons
que le photon massif soit émis dans la direction 3. Si le photon est émis au
repos le vecteur de polarisation est ¢(p) = (0,0,0,1). Un boost de Lorentz
d’impulsion p donne le vecteur de polarisation longitudinal

pwey (P E

ip) = (£.0.0,) (1.127)
avec E? = p? + m?% Dans la limite de haute énergie, les composantes de
ce vecteur deviennent grandes et provoquent la violation de l'unitarité de
la théorie et sa non renormalisabilité. Dans le cas de I'électrodynamique les
composantes longitudinales et transverses du champ n’interagissent pas parce
que le champ est couplé a un courant conservé{—f].

Dans le cas d’une théorie non Abélienne les parties longitudinales et trans-
verses interagissent, le courant n’est pas conservé et la stratégie de Stiickel-
berg ne marche pas. Pour construire des théories de jauge non Abéliennes
avec des bosons de jauge massifs il faut faire appel a un mécanisme de brisure
spontanée de la symétrie de jauge.

1.3.4 Exercice A

Calculez la section efficace du processus ve — ve et vérifiez que si on
néglige la masse de 1’électron s > m?:

1
o(ve — ve) = 50(1/6 — ve) . (1.128)

Quelle est la raison du facteur 1/3 entre les deux sections efficaces?

3. Pour plus de détails voir [I3] chapitre 8 et section 12-5.
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1.4 Solution des exercices

Exercice A

L’élément de matrice & calculer est le suivant

. Gp _
iM = —ZTZ [O(p")7"* (1 = ys)u(k)] [@(k") (1 = 75)v(p)]
—_ 176
¢ (1.129)
et le résultat s’obtient de facon similaire a celui de v.e — r.e. La section

efficace différentielle est:

do  G% (u—m?)?

10" 12 . (1.130)

Pour obtenir la section efficace totale il suffit d’intégrer sur les angles, u ~
—5$(1 — ) comme dans la discussion avant la formule ([1.118])

o(ve — ve) = ?(s —m?) <1 — mG> : (1.131)

e

Dans la limite s > m?
G>
il

o(ve — ve) ~ (1.132)

Le facteur 1/3 est da a I'hélicité du neutrino. Supposons que 'on prenne
I'axe z selon la direction des particules incidentes (par exemple avec un signe
positif dans la direction de 'impulsion de I’électron entrant). Dans v.e — ve,
I’état initial est un état de spin J, = 0 parce que les deux particules entrantes
sont d’hélicité gauche (et d’impulsion opposée). Il n’y a pas de restriction sur
la direction des particules sortantes de la collision élastique du point de vue
de la conservation du spin total.

entrant : J,=0  sortant ( =) : J, =0
(1.133)
= = = <
e —r——1, E——— 1,

En particulier les particules entrantes peuvent revenir en arriére aprés la
collision (f# = 7). Par contre dans v.e — e anti-neutrino est une particule
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d’hélicité droite.

entrant :  J,=—1 sortant (# =7): J,=+1
(1.134)

= = _ = = _
e —r——1, E——— 1,

Le spin total du systéme initial est J, = —1; pour 6 = 7, I’état final de spin

total J, = +1, qui est interdit par la conservation du moment cinétique.
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Chapitre 2

Brisure spontanée de symeétrie

2.1 Brisure de symétrie et taille d’un systéme

En mécanique quantique une symétrie 7' exacte (non brisée) a la propriété
de transformer les états d’un systéme en eux mémes:

T:¢— ¢ (2.1)
de facon a ne pas changer les probabilités de transition
(o) " = (&' )" . (2.2)

L’opérateur U de la transformation est unitaire ou anti—unitaire et en termes
d’observables
T:A—A=UAU"'. (2.3)

Une telle transformation préserve les relations de commutation et plus géné-
ralement les relations algébriques, en particulier les équations du mouvement
de la théorie ne changent pas sous la transformation 7.

A Dlinverse on peut se poser la question de savoir si une symétrie des
équations du mouvement de la théorie implique une symétrie exacte. La
réponse est affirmative pour un systéme avec un nombre fini de degrés de
liberté.

Si le nombre de degrés de liberté de la théorie est infini (comme en théorie
des champs) la réponse est négative. La raison en est la présence de repré-
sentations non équivalentes des relations de commutation canoniques. Une
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symétrie des équations du mouvement peut ne pas donner lieu a des trans-
formations des états du systéme qui préservent les probabilités de transition.
On parle dans ce cas de symétrie brisée spontanément.

Comme exemple on va considérer un systéme non relativiste et on va faire
la limite de volume infini (qui permet d’obtenir un nombre infini de degrés
de liberté). Le lagrangien d’un champ scalaire ¢ est

26 1 06t 96
ot 2m Ox; Ox;

(2.4)

L’équation du mouvement correspondante est I’équation de Schrodinger
;99
875

Le lagrangien et I’équation du mouvement sont invariants sous la transfor-
mation U(1)

+ —Aqb (2.5)

¢ —e ol — ol (2.6)
La solution générale de I’équation de Schrodinger (2.5)) est
1 . )
Qﬁ xt) = —— akefz(e(k)tfzk-x) 2.7
8= 7 & 2.7
avec
k2 ;
E(k) = % et {ak,ak/} = 5kk’ . (28)

La formule pour €(k) est la relation de dispersion pour I’équation d’onde. Le
hamiltonien et 'opérateur nombre sont

H= Z akak N=>" al ax (2.9)
K

avec [H,N]| = 0 qui exprime la conservation du nombre de particules. L’état
fondamental a n particules (le vide de notre théorie) est

(@)
In) = |0) (2.10)
N
o a) = af_, et |0) est le vide a zéro particules a,]0) = 0. Le vide |n) est
unique, c¢’est un vecteur propre de I'opérateur N. Le vide a la symétrie U(1)
explicite.
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Maintenant on considére la limite V' — oo avec densité constante de
particules p = n/V. On verra que la symétrie U(1) est spontanément brisée
dans cette limite. Pour le prouver il suffit de considérer les états de vide pour
le systéme.

L’état fondamental |n) qu’on a considéré dans le cas du volume fini n’est
pas un vide avec les propriétés requises par la théorie des champs parce qu’il
n’a pas la propriété de “clustering” (pour des détails voir [14]). Sans entrer
dans des détails techniques on peut dire que la signification physique de cette
propriété est d’éviter des corrélations instantanées a longue distance dans le
systéme.

Un vide dans la limite de volume infini est

6) = exp(—n/2) exp(v/me"a})|0) (2.11)
et sous la symétrie U(1) il n’est pas invariant
|0) — U(a)|0) = |0 + «) (2.12)
ou opérateur unitaire de la transformation est
Ula) = eV . (2.13)

Pour se convaincre que représente un vide de la théorie il suffit de
vérifier quelques propriétés. D’abord a cause de la relation H|f) = 0 pour
n’'importe quel |0), tous ces états ont la méme énergie £ = 0. Par contre,
il ne sont pas vecteurs propres de 'opérateur /N, mais le nombre moyen de
particules correspond bien a n:

(OIN|0) = n (2.14)

tous ces états |f) sont orthogonaux et normalisés dans la limite de volume
infini (pour garder la densité p constante n doit aussi tendre a I'infini):

(a]f) = exp{nfcos(d —a) — 1 +isin(d — a)]} — dga (2.15)

quand n — oo.

La présence de vides dégénérés implique 'existence d’excitations a énergie
zéro dans le systéme, un résultat lié a la relation de dispersion: e(k) —
0 quand k£ — 0. Dans la physique d’un systéme relativiste, la relation de
dispersion est déterminé par les transformations de Poincaré

e(k) = VK2 + m? (2.16)
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et le comportement ¢(k) — 0 quand k& — 0 est possible seulement avec une
particule de masse nulle. Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de
Goldstone.

2.2 Brisure spontanée d’une symétrie discréte

On a vu qu’a la base de la brisure spontanée de la symétrie on a une
invariance de la théorie (du lagrangien) par rapport & un groupe de symétrie
et un état fondamental de la théorie (le vide) qui est dégénéré et se transforme
sous le groupe de symétrie de fagcon non invariante. Un des exemples les plus
simples est celui du lagrangien pour un champ scalaire réel ¢ invariant sous
transformation de parité:

L= 10,006~ V(&) 2.17)

avec

P: ¢— —0¢ P?=1. (2.18)
Pour le potentiel V(¢?) on va choisir la forme:
s A

V(¢®) = 50"+ S0 (2.19)
2 4

Afin d’avoir un potentiel limité inférieurement (c’est a dire une énergie mi-

nimale pour le systéme) la constante A doit étre positive. Si p? est positif le
potentiel a son minimum en ¢ = 0 et a cause du fait que le hamiltonien

1 1 ,
H = iaogba% + 56@8% +V(¢?) (2.20)
commute avec I'opérateur de parité
P|0) = |0) (2.21)

par conséquence P|0) et |0) ont la méme énergie et coincident. De plus la
valeur dans le vide du champ scalaire est nulle:

(01¢0) = (0|P~" PP~ P|0) = (0] PoP~"|0) = —(0|¢|0) (2.22)

la seule solution possible est (0]¢|0) = 0.
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Si 2 < 0 le potentiel V a deux minima pour

o=+ ey 2.23
= = v (2.23)

Si on appelle | D) |G) les deux états quantiques qui correspondent & la confi-
guration classique ¢ = +wv, la parité permet de passer de 'un a 'autre

PID) = |G) # |D) (2.24)
La valeur dans le vide droit |D) ou gauche |G) du champ scalaire:
(D|¢|D) = (D|P~'PP~'P|D) = —(G|¢|G) (2.25)

n’est plus forcément nulle. On a donc un lagrangien symétrique et deux vides
dégénérés qui ne le sont pas; la parité est spontanément brisée.

Notre systéme a un potentiel qui est celui d’'un double puits. On peut
s’étonner d’obtenir deux vides dégénérés quand en mécanique quantique on
a leffet tunnel qui élimine cette dégénérescence. La différence entre le ré-
sultat de la mécanique quantique et celui de la théorie des champs est di
au nombre infini de degrés de liberté dans le deuxiéme cas. Pour voir en
détail ce comportement on va considérer le double puits de potentiel en mé-
canique quantique et prendre la limite de volume infini. L’effet tunnel donne
une probabilité de transition non nulle entre | D) et |G). Le hamiltonien a la

forme
E ¢
(5 ) -

)\1:E—€ )\2:E+6 (227)

et les deux valeurs propres sont

correspondant aux vecteurs propres

1
1) = 7 (ID) —1G)) (2.28)

et 1
2) = —=(ID) +1G)) (2.29)

V2

respectivement. La dégénérescence est éliminée et le vide de la théorie est |1)
avec énergie ;.
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Si au temps t = 0 on est dans le minimum du puits de droite, I’évolution
au temps ¢t donnée par la mécanique quantique est

1 . )
D) = ﬁe%t (12) + e 1)) (2.30)
et la période d’oscillation entre les deux minima du potentiel est 7 = 7/e.
Pour notre potentiel scalaire la largeur de la barriére de potentiel est fixe
et vaut 2v, la distance entre les deux minima. La hauteur de la barriére est
la différence d’énergie entre le maximum du potentiel en ¢ = 0 et un des
minima en ¢ = fv:

2 47 ) ANl T 4N

(2.31)
H est le hamiltonien du champ scalaire, qu’on obtient par intégration de la
densité du hamiltonien de la formule (2.20). Dans la limite de volume infini
la hauteur du potentiel est infinie et la différence d’énergie 2¢ — 0 (on n’a
pas donné ici une preuve détaillée de ce résultat, mais il suffit de prendre le
cas plus simple d’un double puits rectangulaire en mécanique quantique et
de faire varier la hauteur de la barriére en gardant fixe sa largeur pour s’en
convaincre). La transition entre les deux états |D) et |G) est impossible dans
la limite de volume infini et ceci permet d’avoir la brisure spontanée de la
symétrie.

2 4 4
Hp=0)—H(p=0v)=— - d*x (MUQ + )\U4> H &z = L vol .

2.3 Brisure spontanée d’une symétrie continue

Dans une théorie de champs locale, covariante et avec un espace de Hilbert
avec norme positive, la brisure spontanée d’une symétrie continue donne lieu
a des particules sans masse. Le théoréme de Goldstone et ses résultats sont
a la base du mécanisme de génération des masses pour les bosons de jauge
qu’on examinera dans la section [2.5]

2.3.1 Exemple: O(3)

On va examiner ce théoréme sur un exemple, celui d’une théorie scalaire
avec une symétrie continue O(3):

1 wroa A,
14
L:—fch)ugzﬁ(? ¢——2¢ ——4¢ . (2.32)
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La notation est compacte, ¢ = (¢1, ¢o, ¢3) est un vecteur de O(3) et ¢* est
un produit scalaire ¢ - ¢, la quatriéme puissance de ¢ signifie ¢* = (¢ - ¢).
Une rotation infinitésimale d’angle 6 selon la direction du vecteur n (avec
In|? = 1) peut s’écrire
db—d+0pAn. (2.33)

Puisqu’une rotation laisse invariante la longueur d’un vecteur, pour une ro-
tation infinitésimale on peut écrire

(07 — |6+ 00" = |9 +2¢ - 5¢ + O(6¢%) (2.34)
et conclure que ¢ et d¢ sont orthogonaux
¢-00=0 (2.35)

pour garder invariante la norme du vecteur. Par définition du produit vecto-
riel de la formule (2.33]), pour une rotation autour de la direction n, d¢ doit
étre aussi orthogonal & n comme il suit en comparant les formules précédentes

dp=0pAn. (2.36)
Si par exemple n = (0,0, 1) on trouve

Le minimum du potentiel est donné par

= 12p; + Agi|p|> =0 2.38
99, M ¢i + il 9| (2.38)

avec deux solutions possibles
¢ =0, ou 9|* = v* (2.39)

avec

v= ﬁ . (2.40)

Le minimum se trouve en examinant la dérivée seconde
o*V

N 2 g
0600, 03 (1™ + AlO%) + 2Aidh; - (2.41)
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Selon le signe de p? on a les deux possibilités suivantes:

pto> 0 ¢=0 (2.42)
p? < 0 9)? = v? (2.43)

Dans le cas x2 > 0 on a un seul minimum réel ¢ = 0. Dans le cas 2 < 0 on
a un nombre infini de minima dégénérés, les points sur la sphére |¢]? = v,
En choisissant un de ces points, par exemple ¢; = d;3v on peut faire un

développement autour du minimum

1 0%V

V(Qb) = V|mzn 28¢ a¢ |mzn( /3

— (Sig ’U) (gb] — 5j3 U) (244)

et utiliser les différences (¢; — d;3v) comme nouveaux champs pour traiter la
physique autour de ce minimum. La formule précédente indique la masse des
champs aprés la brisure de la symétrie O(3):

92V 0 0 0
2 2
ij
8@8@ 0 0 —2u?

Donc les masses des champs ¢, et ¢o sont nulles, par contre la masse du
champ y = ¢3 — v est différente de zéro

mi =mj, =0, m? = —2u% . (2.46)

Le potentiel en termes des nouveaux champs montre explicitement la brisure
de la symétrie O(3):

7711 I X2/\ 9 9 9
V =— )\+ mXX+ (¢1+¢2+X)X+ (¢1+¢2+X>
(2.42)

On peut noter que le lagrangien a une symétrie résiduelle O(2), parce que V'
dépend seulement de la combinaison ¢? + ¢3 qui est invariante par rotation
autour de I'axe (0,0,v). Ce potentiel n’est pas le plus général possible avec
symétrie O(2), la brisure spontanée de la symétrie O(3) nous impose des
contraintes sur la forme du lagrangien. On a aussi montré qu’on obtient une
théorie avec deux bosons scalaires sans masse qui correspondent a la brisure
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de la symétrie selon les deux axes 1 et 2. Ceci a une correspondance en termes
des générateurs de O(3):

0 0 O 0 0 —1 0 10
Tn=—il0o 0 1|, y=—=il o0 0 |, s=—i| =1 0 0
0 -1 0 10 0 0 0 0
(2.48)
par rapport a leur action sur le vide (I’état de minimum qu’on a choisi)
0
0y=10 | . (2.49)
v

Le vide n’est pas invariant par rapport a des rotations autour des axes 1 et

2, par contre il reste une invariance O(2) par rapport aux rotations autour
de 'axe 3:

Ti0) £0  To0)#0  T30)=0. (2.50)

2.3.2 Exercice A

Obtenir les matrices (2.48)) a partir de la transformation infinitésimale de
0(3):

2.4  Théoréme de Goldstone

En général si le groupe de la symétrie interne continue G est brisé spon-
tanément & un groupe H C G qui correspond & la symétrie de I’état de vide,
le nombre de bosons de Goldstone correspond au nombre de générateury’| de
G moins le nombre de générateurs de H. Vu que la dimension d’un groupe
est donnée par le nombre de ses générateurs on peut écrire que le nombre de
bosons de Goldstone est donné par

dim(G) — dim(H) = dim(G/H) (2.52)

1.1l y a une particularité dans le cas des bosons de Goldstone dans une théorie & deux
dimensions, que ’on ne va pas examiner ici, le théoréme de Coleman—Mermin—Wagner.
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ou G/H est appelé le groupe quotient. L’origine physique de ces particules
sans masse est due au fait que les générateurs brisés permettent des transi-
tions entre les états de vide (qui ont la méme énergie) et ces transitions ne
colitent aucune énergie au systéme.

2.4.1 Brisure spontanée d’une symétrie interne

On va examiner une simple démonstration du théoréme de Goldstone pour
une symétrie continue interne. On parle de symétrie interne quand 'opération
de symétrie ne concerne pas ’'espace-temps, c’est le cas par exemple du spin.

Considérons une théorie avec des champs scalaires ¢;(x) et soit ¢g le
champ constant qui minimise le potentiel V' (¢). Par définition de minimum
on a

oV
8, =t = (2.53)
et avec un développement autour du minimum
V@%—VW)+EW—¢)(¢—¢)‘4§1; + (2.54)
— 0 2 0)2 0)j a¢la¢J . e .

Le coefficient du terme quadratique est une matrice symétrique

v,
(0@0@)% — %)

ses valeurs propres donnent les masses des champs. Pour prouver le théoréme
de Goldstone il faut montrer que chaque symétrie continue du lagrangien qui
n’est pas une symétrie de ¢y donne une valeur propre nulle a la matrice de
masse. Les générateurs T4 de la symétrie G spontanément brisée se séparent
en deux classes, un nombre dim(H) de générateurs T non brisés:

T ¢y =0 (2.56)
dans le groupe résiduel H, et un nombre dim(G) — dim(H) de générateurs

T® brisés:
T ¢g # 0 (2.57)

dans le quotient GG/H. La transformation de symétrie est donnée par

S (x) = caT Py = c, T . (2.58)
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L’indice A a les valeurs (o, a), les ¢4 = (¢4, ¢o) sont fonctions des champs.
L’invariance du potentiel sous la transformation de symétrie s’écrit

V(¢a) = V(pa + caT o) (2.59)
ou sous la forme oV
T4 —— 2.
cal™ 5 n =0 (2.60)
par différentiation par rapport a ¢p avec ¢ = ¢ on obtient
8cATA> < av) ) ( 02V )
0= — | +eaT* | 57— - 2.61
< 065 ), \ooa ), T o600, (261)

Le premier terme est nul parce que ¢g est un minimum de V. Le deuxiéme
doit donc aussi s’annuler. Pour ¢, 7 = 0 I’équation est satisfaite sans
restrictions sur la dérivée seconde de V. Pour ¢,(z)T* # 0, la dérivée seconde
de V doit étre nulle. Ceci implique des valeurs propres zéro pour la matrice
de masse en nombre égal au nombre des générateurs brisés et démontre le
théoréme de Goldstone.

Une autre possibilité pour démontrer le théoréme de Goldstone consiste a
examiner les fonctions de Green de la théorie. La transformation de symétrie
sur les champs est donnée par

$(x) — ¢ (x) = "V p(x) ea?” (2.62)

ou de maniére équivalente par

049 (z) = [iQ", 6(x)] (2.63)

Q* étant la charge conservéd? Sous la transformation de symétrie, une fonc-
tion de Green se transforme selon

Gn— G, = (0T (x1)¢5(x2) . .. ¢, (xn)|0)
= (V[T¢r(z1)d2(x2) - .- dn(2n)]0") (2.65)
2. La charge conservée n’est pas en général bien définie du point de vue mathématique en

théorie des champs, mais pour la démonstration du théoréme seulement son commutateur
avec les champs intervient

QA o(a / iz [JA(2).6(2)] 8(20 — o) (2.64)

et celui-ci est bien défini.
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ou l'on a utilisé la formule (2.62)) et
10') = e 9% o) . (2.66)

Si [0) — |0') = |0) la symétrie est aussi une symétrie du vide et 04G,, =
G!, — G, = 0. Dans le cas contraire au moins pour une des fonctions de
Green 641G, # 0 et la symétrie est spontanément brisée.

La variation 641G, est le paramétre d’ordre de la brisure de symétrie. Pour
n =1 on a un paramétre d’ordre élémentaire, si n > 2 le paramétre d’ordre
est composé. Un paramétre d’ordre composé est en général non local, avec
des champs évalués a des points différents. Dans le cas particulier x1 = x5 =
... =x, le paramétre d’ordre composé est local est s’appelle condensat. On
peut écrire

(SAGn(.fEl, c. ,.I'n)

(0/liQ™ T 1 (1) 2(w2) ... du(wn)]|0)

= (0ITHEQ", é1(21)] ¢a2(w2) - .. du(wn)]0) (2.67)
(0T (1) [iQ", d2(22)] - . $u(24)[0)

+o 4 (0T (1) B (w2) - [1Q™, b)) [0) .

Pour prouver le théoréme de Goldstone on considére la quantité

MA(g a1, ... 1) = /d4zeiqz(O]T TAb(21)a(5) . du(a)0)  (2.68)

La conservation du courant associé a la symétrie par le théoréme de Noether
8“J:‘ = 0 donne l'identité de Ward—Takahashi

lim ¢" M, = lim [ d'ze(i0){0|T J () ¢1(x1) d2(x2) - . . n(24)]0)

qu—0 qu—0
= Gy (zy,. .., 1) (2.69)
ou l'on a utilisé la formule (2.68) et
QLT ;i (2) (x) = [Jg' ¢(2)] (20 — o) - (2.70)

Si 624G, # 0 pour au moins une des fonctions de Green, le M/‘f‘ correspondant
aun pole a ¢> = 0:
q
Mf(xl,...,xn) ~ q—g(SAGn(xl,...,xn) (2.71)

I'indice de Lorentz de g, implique que cette particule sans masse a spin zéro.
Le théoréme établit une correspondance biunivoque entre les générateurs
spontanément brisés et les bosons de Goldstone.
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2.4.2 Brisure spontanée d’une symétrie de I'espace-temps

Le résultat précédent ne se généralise pas au cas de la brisure sponta-
née d’une symétrie de 'espace—temps. Un exemple est la brisure spontanée
de l'invariance conforme au groupe de Poincaré en quatre dimensions. La
symétrie conforme G a 15 générateurs, le groupe de Poincaré H en a 10.
Naivement on s’attend & dim(G) — dim(H) = 5 bosons de Goldstone. En
réalité il y a seulement un boson de Goldstone, appelé dilaton.

Un autre exemple est une théorie non invariante de Lorentz: le nombre
de bosons de Goldstone peut étre inférieur a celui prédit par le théoréme de
Goldstone méme dans le cas d’une symétrie interne.

On va se limiter au cas d’une théorie avec brisure spontanée d’une sy-
métrie de 'espace-temps. Dans ce cas il est facile d’adapter notre premiére
démonstration de la section 2.4.1] A partir de

2
caTH <av> =0 (2.72)
?

dans la formule on avait conclu que la matrice de masse avait des va-
leurs propres zéro en correspondance des générateurs brisés. Dans le cas d’une
symétrie de 'espace—temps les générateurs T4 sont fonctions des coordonnées
comme les c4 et on peut avoir des relations de dépendance linéaire

Co(x)T(x) g =0 . (2.73)

méme si les générateurs sont linéairement indépendants. Si n sont les solu-
tions non banales de I’équation , le nombre de bosons de Goldstone est
donné par

dim(G) —dim(H) —n =dim(G/H) —n . (2.74)

Les générateurs restent indépendants, mais les fluctuations qu’il générent
ne le sont pas forcement. Dans I'exemple de la symétrie conforme brisée
spontanément au groupe de Poincaré on peut examiner directement 1’algebre
conforme

[P,,D] = iP, (2.75)
[Ku, D] = iK, (2.76)
(K, P = 2i(=guwD + Juw) (2.77)
S K| = (94 Ky — gupK,,) (2.78)
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[‘]lwa Pp] = _i(guppu - guppu) (279)
[‘]aﬂ7 ‘],UV] = _i(ga,u‘]ﬂl/ - gﬁ,u‘]al/ + gauJ/,LB - ggyn],m) (280)
[Juw, D] = [Py, P)]=[Ky, K] =[D,D] =0 (2.81)

ou D est le générateur des dilatations et la brisure spontanée de la symétrie
implique pour la formule (2.77) que

[K,LU PI/] ¢0 = -2 g,uuD (b(] (282)

donc les modes pour K, (transformations conformes spéciales) peuvent étre
exprimés en termes de ceux des dilatations D.

2.4.3 Exercice B

Considérons un champ scalaire complexe ¢; dans la représentation vec-
torielle de SU(n), qui transforme de la facon suivante sous transformations
infinitésimales de SU(n)

¢ — ¢ +icld (2.83)
¢ — ¢ —ie " (2.84)

avec ¢f = ¢'. Trouver une expression invariante sous les transformations de
SU(n) et construire le potentiel scalaire renormalisable le plus général dans
une théorie a 4 dimensions.

Choisir une valeur dans le vide pour le champ scalaire de la forme

0
0

(0[¢[0) = | (2.85)
0

et se placer a ce minimum avec une translation du champ pour étudier les
propriétés des composantes du champ scalaire. Combien de bosons de Gold-
stone sans masse restent dans le spectre de la théorie? Quel est le groupe
résiduel d’invariance de la théorie?

Faire le méme exercice avec deux champs scalaires complexes ¢1; et ¢o;
dans la représentation vectorielle de SU(n), qui se transforment de la méme
facon que le ¢; précédemment utilisé. Pour construire le potentiel scalaire
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n’oubliez pas de considérer aussi les termes mixtes qui font intervenir les
deux champs.
Choisir des valeurs dans le vide

0 0
0 0
(Of1]0) = | (0g2]0) = | : (2.86)
0 Vg
U1 U3

et étudier la brisure de symétrie.

2.5 Meécanisme de Higgs

Le théoréme de Goldstone constitue un probléme plutot qu'une solution
pour la génération des masses. On a obtenu des particules sans masse dans la
brisure spontanée de la symétrie. Quand on brise spontanément une théorie
de jauge les résultats sont trés différents. La raison en est que le théoréme de
Goldstone ne s’applique pas & une symétrie de jauge parce qu’il est impossible
de quantifier une théorie de jauge en gardant en méme temps la covariance de
la théorie et un espace de Hilbert a norme positive. Dans le cas de la brisure
spontanée d'une théorie de jauge les bosons de jauge qui correspondent aux
symétries brisées ont une masse et les bosons de Goldstone correspondants
disparaissent. On appelle ce phénoméne mécanisme de Higgs.

2.5.1 Exemple: O(2)

On peut considérer 'exemple d’une théorie avec symétrie O(2)

_1 1o Ay
L= 0005 Tot (2.87)

avec ¢ un vecteur de champs réels a deux composantes. La symétrie O(2)
n’est pas une symétrie de jauge et on peut répéter 'analyse de la section
précédente. Si p? < 0 on peut choisir le vide

p=w0), wv=4l—-—7 (2.88)
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et faire une translation du champ ¢, pour se placer au minimum, ¢; = x +v,
avec potentiel

m4

1
V:—ix 2.2
161 2T

mi)\
2

(+) x+ 2 (B+0)" . (289)

Le boson de Goldstone est donc ¢, qui reste sans masse et la symétrie conti-
nue O(2) est complétement brisée (& part une symétrie discréte ¢o — —oho).
La transformation infinitésimale sous O(2) du champ ¢ est donnée par

01 = —ads, dp = gy (2.90)
et en termes des nouveaux champs
OX = —ag2, 0y = ax + aw (2.91)

donc le boson de Goldstone, en termes des nouvelles variables, se transforme
avec une rotation plus une translation. Pour avoir invariance par rapport a
la translation d’'un champ, le potentiel V' doit étre plat dans cette direction
et ceci signifie & son tour que la translation ne cotite aucune énergie et la
particule est donc sans masse.

On va maintenant analyser le méme modéle dans le cas d’une symétrie
locale (symeétrie de jauge). L’invariance sous transformations du champ du
boson de Goldstone devient

dpa(x) = ax)x(z) + a(z)v (2.92)

et puisque «(x) est une fonction arbitraire de lespace—temps on peut la
choisir de fagon a faire disparaitre ¢,. Pour le voir en détail on peut passer
en coordonnés polaires :

p=1\&+ 5, ¢ = arcsin g2 (2.93)

P

la transformation sous rotations finies étant
p—p, 0—0+a. (2.94)

Dans le cas infinitésimal les deux systémes de coordonnés coincident :

$2 P2
xX+v v

p= R+ 2+ 2oy + 0P v+ x, O~ (2.95)
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Pour rendre la théorie invariante sous les transformations locales
0(z) — 0(z) + a(z) (2.96)

et avec le choix a(z) = —0(x) on peut éliminer complétement le champ 60(x)
de la théorie.

Pour construire explicitement la théorie avec invariance locale il faut in-
troduire un champ de jauge et des dérivés covariantes. Il est plus simple de
changer encore une fois de notation et d’écrire le doublet de champs scalaires
réels en termes d’un champ complexe

1

6= J5@itio). o= €

(01 =) (2.97)

et la rotation de O(2) devient une transformation de phase pour le champ
complexe ¢

¢ — e . (2.98)
Le lagrangien du modéle (2.87) s’écrit dans les nouvelles variables
L=08,610"0 — 12616 — A(o1g)” . (2.99)

Pour rendre le lagrangien invariant sous la transformation locale il faut in-
troduire des dérivés covariantes

Ou — (D, — i9A.) 6 = Dy (2.100)

et le terme cinétique pour le champ de jauge A, on a donc
1 , :
L= = Fu P + (0, +igA,) 6 (0" = igA") 6 — 1616 — Aole)* . (2.101)

Il est difficile de lire directement les masses des particules a partir de ce
lagrangien parce qu'on a un terme de mélange A,0"0 entre le boson de
Goldstone 6 et le boson de jauge A,. On peut par une transformation de
jauge éliminer ce terme de mélange parce qu’on a vu qu’on peut éliminer
totalement le boson de Goldstone du lagrangien. En coordonnés polaires

=—pe", =—pe "’ 2.102
¢ ol ¢ ok (2.102)

La transformation de jauge qui élimine 6 est
b — pe (2.103)
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pour le champ scalaire et

1

A, — A, —=0,0 (2.104)
9

m

pour le champ de jauge. Le lagrangien devient

1 ” . , 2 A
L= _ZFWFM + (0 + igA,)p(0" —igA")p — ?pQ — Zp4 : (2.105)
Il nous reste a faire la translation pour se placer autour du minimum p = y—+wv
et on peut voir que le terme de dérivée covariante génére un terme de masse

pour le champ de jauge
1
592v2AuA“ (2.106)

donc le champ de jauge a une masse
m% = g*v* (2.107)

et le boson de Goldstone a disparu de la théorie. Le choix de jauge ou le
boson de Goldstone n’apparait pas est appelé la jauge unitaire. Il faut noter
que le nombre de degrés de liberté de la théorie n’a pas changé: au départ
on avait deux champs scalaires réels et les deux composantes d’un boson
de jauge sans masse. Apres la transformation de jauge on a un seul champ
scalaire réel et les trois composantes d’un boson de jauge avec masse.

En général, si le groupe global de la symétrie du lagrangien est G, H C G
le groupe d’invariance du vide et Gy C G le groupe des symétries de jauge
locales (avec K = H N Gy # 0), on peut séparer les générateurs brisés de
G en deux catégories: T € K sont les générateurs associés aux bosons de
jauge avec masse, les autres générateurs brisés correspondent a des bosons
de Goldstone sans masse. Les générateurs de Gy non brisés correspondent a
des bosons de jauge sans masse.

2.5.2 Exercice C

Considérer le lagrangien de la symétrie O(3) locale

1 1 2 A
L= _ZFHVF“V + §(Du>z‘j¢j(D“)ik¢k — %%@ - Z(qbi(bi)Q (2.108)
avec dérivée covariante
(Dy)ij = 6i50u — ig (To)i; Wy (2.109)
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et (1,)i; = —i€qij. Choisir la solution avec brisure spontanée de la symétrie
(u? < 0) et le vide de la théorie selon la direction 3:

et montrer que les deux champs de jauge W1 et W4' associés aux générateurs
brisés T; et Ty ont une masse g*v?. Montrer aussi que W4 a masse nulle.

2.6 Brisure dynamique de symétrie

La brisure dynamique de symétrie est une brisure spontanée avec un
parameétre d’ordre qui est donné par la valeur moyenne sur le vide d’un
opérateur composé plutot qu’élémentaire. On a utilisé dans les sections pré-
cédentes un champ scalaire comme opérateur élémentaire, mais on peut se
demander si cette option est vraiment celle utilisée par la nature pour la
brisure de la symétrie électrofaible. Pour 'instant la recherche du boson de
Higgs est en cours et on ne peut pas répondre a cette question, mais on
peut essayer de trouver d’autres mécanismes. On verra dans les extensions
du modéle standard, a des énergies plus élevées que 'échelle électrofaible,
que l'existence d’un secteur scalaire pose aussi des problémes théoriques et
n’est pas complétement satisfaisante dans le cadre du modéle standard.

On a plusieurs exemples de brisure dynamique de symétrie. Un des plus
connus est le modéle de la supraconductivité. Historiquement la premiére ex-
plication a été donnée en termes d’un champ scalaire (modéle de Ginzburg-
Landau), mais ensuite 1’étude microscopique de la théorie a montré que ce
champ scalaire était en réalité un champ composé, un état lié de deux fer-
mions (théorie BCS de la supraconductivité). De cette facon on a obtenu une
explication microscopique détaillée du phénoméne qui n’était pas possible
avec 'approximation d’un champ scalaire. D’autre exemples existent dans
le cas des interactions fortes, ou les condensats des quarks jouent le role de
paramétre d’ordre.

Dans le cas des interactions électrofaibles plusieurs modéles dynamiques
ont été proposés. Les plus simples, basés sur une dynamique de type QCD
(les modéles de technicouleur) ne sont pas en accord avec les résultats des
mesures de précision en physique électrofaible, mais d’autres dynamiques ont
été étudiées, avec des succeés partiels. La difficulté pour trouver un modéle
dynamique par rapport aux modéles avec des scalaires élémentaires est due
a la nécessité d’expliquer 'origine de la masse des particules. Dans le modéle
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standard le boson de Higgs est responsable & la fois des masses des bosons
de jauge et des masses des fermions. Mais la masse des fermions est obtenue
en choisissant des paramétres, les couplages de Yukawa. Dans un modéle
dynamique ces problémes demandent une explication plus fondamentale.

2.7 Solution des exercices

Exercice A

Il suffit de noter que
(ﬂ)jk = _iﬁijk (2111)

pour pouvoir écrire explicitement les matrices (2.48).

Exercice B

Une expression invariante sous les transformations de SU(n) est donnée
par le produit scalaire dans ’espace vectoriel complexe

00" — (¢ + i€ ¢;) (0" — el ") = ¢ig’ . (2.112)

Le potentiel invariant renormalisable peut se construire a partir de cette
combinaison invariante

. A N 2
V(9) = 1o + 3 (6:6') - (2.113)
Pour p? < 0 le minimum du potentiel est donné par
O; " = —~ =0. (2.114)

La valeur dans le vide pour le champ scalaire est choisie dans la direction n
du potentiel
(01¢4]0) = din v (2.115)

selon les indications données par I'exercice. La symétrie est brisée de la fagon
suivante

SU(n) — SU(n—1). (2.116)
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Le nombre de bosons de Goldstone est donné par le nombre de générateurs
brisés de la théorie, a son tour donné par la différence entre le nombre de
générateurs de SU(n), n*> — 1 et de SU(n — 1), [(n — 1)* — 1]

n*—1)—[n—-1)2>-1=2n-1. (2.117)

Pour étudier plus en détail la brisure de la symétrie on peut se placer au
minimum par une translation du champ

et écrire le potentiel en termes des nouveaux champs. La partie quadratique
du potentiel donne les termes de masse

. A ) 2
1 (¢19") + 2 02 (6n + ¢")? + 20%(¢¢")| = —%(d)n +om?.  (2.119)

Les champs ¢; sont complexes (deux dégrés de liberté pour chaque champ)
et ¢' = ¢F. Seulement la partie réelle de ¢, a une masse. Les autres 2n — 1
champs sont les bosons de (Goldstone sans masse.

Avec deux multiplets de champs scalaires complexes on a quatre combi-
naisons invariantes

¢1i¢1i ) ¢2i¢2i ) ¢1i¢2i ) ¢2i¢1i (2120)

pour construire le potentiel invariant. Le schéma de brisure de la symétrie
est le suivant

SU(n) — SU(n — 2) (2.121)

o (n*—1)—[n—-2)*—-1=4n —4 (2.122)

bosons de Goldstone.

Exercice C

Le terme de masse pour les champs de jauge dans le lagrangien est

1 a a,
= 5970 (Ta)is(To)is W W (2.123)
et la matrice de masse

(M) ap = —g*0*(Ta)is(Th)is - (2.124)
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En utilisant (7,);; = —i€,; on obtient

(T)is(Th)is = —€ais€ris = —(0ap — Oa3dts) (2.125)

et la forme explicite de la matrice de masse:

10
(Mii)ab = %0 (0ap — Gazdis) = g0* | 0 1 (2.126)
00

o O O

donc les deux champs W{ et W' associés aux générateurs brisés T) et Tp
ont une masse g*v? tandis que W4 a masse nulle puisqu’il est associé a la
symétrie non brisée O(2).
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Chapitre 3

Lagrangien du modele standard

Le lagrangien du modéle standard est donné par
Lsvi = Lym + Lo + Lyukawa + LHiges (3.1)

et on va examiner chaque partie du lagrangien et ses symétries.

3.1 Secteur de jauge

Le premier terme de droite de ’équation (3.1 est la partie cinétique des
champs de jauge:
1

1 1
Lyt = — 5 B B — —Wa,Wem — —

,B" — y GA gAm 3.2
4g3" 493 * 493 " 3.2

avec ¢gi, g2, g3, les couplages respectivement de 1’hypercharge, du spin isoto-
pique (isospin) faible et de la couleur. Pour les tenseurs de 1'équation précé-
dente on a

B, =90,B,—0,B, (3.3)

pour 'hypercharge, avec B, le champ du boson vecteur de U(1) d’hyper-
charge. Pour 'isospin :
Wg, =0.W; —9,W; — e“bCW3W§ (3.4)

avec W (a = 1,2,3) les bosons vecteurs de SU(2) de I'isospin faible et ¢**
la constante de structure antisymétrique de SU(2). Pour le groupe SU(3) de
couleur

Gh, = 0,A) — 0,A7 — fAPCATAY (3.5)
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AZ‘ (A = 1,...8) les champs des gluons, fAB¢ la constante de structure
antisymétrique de SU(3).

3.2 Secteur de Dirac

Le terme Lp de I'équation est la partie de Dirac pour les fermions,
qui décrit la partie libre du lagrangien fermionique plus les interactions des
fermions avec les bosons de jauge.

On a vu dans le chapitre [1| que les interactions faibles ne respectent pas la
parité. On va décrire les fermions de Dirac & quatre composantes en termes
de spineurs de Weyl a deux composantes

U= < z; ) (3.6)

pour rendre ce fait explicite. De plus cette notation sera utile ensuite pour
I’étude de la supersymétrie. Pour plus de détails faire référence a la section
[10.I] Une fagon intuitive de comprendre cette notation est en termes de
I’algebre des transformations de Lorentz. Dans le cas des transformations a
quatre dimensions de lespace temps, le groupe de Lorentz est généré par
deux facteurs SU(2), J+iK et J—iK ou J est le moment angulaire et K le
vecteur des boostq!] 1l est facile de voir que les deux SU(2) sont liés par la
conjugaison C' ou par une transformation de parité P (f—> Jet K — —[?)
Ils sont donc invariants sous une transformation de C'P. On peut exploiter
la conjugaison C' pour écrire les deux types de fermions & deux composantes
en termes d’un seul type:

Ui = ooty VR = 091 (3.7)

(09 matrice de Pauli). On a

C: Y — oy YR — o2ty (3.8)
P: Yp—yp tYr — YL (3.9)

1. La possibilité d’individuer deux facteurs SU(2) n’implique pas que le groupe de
Lorentz soit le produit (ou la somme directe dans le langage des mathématiciens) de ce
deux groupes SU(2). On peut montrer que le groupe de Lorentz SO(3,1) # SU(2)®@SU(2).
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Les quarks et leptons du modeéle standard en termes de multiplets de (SU(3).,
SU(2)y, U(1),) s’écrivent, en utilisant seulement des spineurs a deux com-

posantes de type L :
Vi
Li = < e ) ~ (1a27y1)
v/ L
€, ™~ (1717y2)

(3.10
(
o = () ~e2m (
(
(

&
—

1

w
—_

3.13
3.14

Ui, ~ (3717y4)
diL ~ (3717:95)

ot (a, b, c) référe a la notation des multiplets (SU(3)., SU(2)., U(1),), i étant
Iindice qui indique la famille. Pour 'instant les valeurs y; ...ys de 'hyper-
charge restent a déterminer. Le couplage des fermions aux champs de jauge
est fait avec des dérivées covariantes. Pour les champs de jauge on va utiliser
une notation en termes de matrices

)
)
2)
)
)

-1 -1
W, = SWirt A, = §A;‘X“ (3.15)

avec 7% les matrices de SU(2),, (matrices de Pauli) et A celles de SU(3),
(matrices de Gell-Mann). Dans la suite on va indiquer les matrices de Pauli
avec 7' quand on fait référence aux matrices de SU(2),, et avec o° pour le
spin.

Les dérivées covariantes sont définies par

D.L; = (aﬂ +iW, + z'yQIBH> L; (3.16)
D& = (a,i + yzBM> € (3.17)
D.Q: = (aﬁm W, o+ ;ygB )Q (3.18)
D, = (aﬂ — QA+ ;y4BH) i (3.19)
D,d; = (aﬂ — Ay + ;y5BM> d; . (3.20)
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La partie de Dirac du lagrangien du modéle standard est

3
Lp =" (Llo"D,L; + lo" Dye; + Qlo"D,Q; + ulo" Dyt + dl 0" D,dy)
=1

(3.21)

3.3 Secteur de Yukawa

Le lagrangien Ly, + Lp a une symétrie plus grande que le lagrangien
complet du modéle standard. Pour les multiplets M; des formules (3.1043.14)

une transformation par une matrice unitaire 3 x 3

laisse Ly + Lp invariant. Vu qu’on a 5 types de fermions dans les formules

(3.1043.14)) la symétrie globale semble étre
@) . (3.23)

En réalité on verra que la symétrie de cette partie du lagrangien est plus petite
a cause des anomalies. En tout cas la symétrie (3.23|) n’est pas respectée par
la partie restante du lagrangien du Modéle standard puisque les interactions
de Yukawa brisent explicitement cette symétrie. L’interaction d’un champ
scalaire (doublet de SU(2),,) avec les fermions est donné par

G1by = b pibar, + PVl g (3.24)

ou l'on a explicité les spineurs & 4 composantes en termes de spineurs a 2
composantes et ¢ = 1fy,. La formule montre que les interactions de
Yukawa mélangent des spineurs avec chiralité différente pour former des sin-
gulets de couleur et doublets d’isospin qui sont ensuite couplés aux scalaires.

3.3.1 Hypercharge et anomalies

Les valeurs de 'hypercharge restent a déterminer. Une facon de les dé-
terminer est de s’assurer que le choix de I’hypercharge soit en accord avec
les contraintes de renormalisabilité et de symétrie de la théorie. Les relations
de symétrie entre les fonctions de Green sont appelés identités de Ward. La
renormalisabilité d’une théorie dépend de fagon critique de la compensation
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de divergences entre secteurs différents de la théorie, donc des identités de
Ward. Les corrections quantiques ne respectent pas forcement les symétries
de départ et dans ce cas on parle d’anomalie pour les identités de Ward.

Au niveau quantique il faut s’assurer de ’absence d’anomalies pour les
identités de Ward car elles empéchent la conservation d’un courant de jauge
(la renormalisabilité de la théorie serait détruite).

Pour vérifier ’absence d’anomalies il faut calculer des diagrammes a
boucles. Par la suite on va se limiter a 'examen des diagrammes a triangle,
puisque les contributions d’ordre supérieur ou avec un nombre plus élevé
de lignes extérieures sont nulles si le diagramme triangle est nul. Il est pos-
sible de voir de fagon générale que les constantes de structure symétriques du
groupe interviennent dans le terme anormal lorsqu’on calcule les diagrammes
triangles. Ceci permet de limiter le nombre de diagrammes & considérer. Le
groupe SU(3) de couleur a des constantes de structure symétriques mais il
n’a pas d’anomalies parce que le nombre de quarks et anti—quarks gauches est
le méme et ceci garanti que chaque contribution d’un fermion dans la boucle
est effacée par la contribution de I'anti-—fermion correspondant. Le groupe
SU(2) a seulement des constantes de structure anti-symétriques, il ne donne
donc pas de contributions a 'anomalie. Le groupe U (1) de I’hypercharge peut
par contre donner lieu a des anomalies. On va donc examiner les diagrammes
avec au moins un boson Y de U(1),. On peut noter que les diagrammes qui
contiennent une seule ligne avec un boson de SU(3). ou SU(2),, sont nuls
parce que les traces sur une seule matrice de ces groupes sont nulles.

On a donc les contraintes suivantes sur 'hypercharge pour éliminer les
diagrammes triangles:

SU(3)

293 +ys +ys =0 (3.25)

SU(3)
SU(2)

SU(2)
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Y
2y +ys +3(2y5 +yi +y3) =0 (3.27)

Y

Dans la boucle fermionique du diagramme seuls les quarks peuvent cir-
culer parce que les lignes externes SU(3) du diagramme sont des gluons A;‘
(les bosons de jauge de SU(3)) et seuls les fermions colorés sont couplés aux
gluons. Le facteur 2 devant y3 est di au fait que @); est un doublet. Pour le
diagramme seuls les fermions avec une charge de SU(2) interviennent.
Le facteur 3 devant ys est du a la couleur. Dans le diagramme tous
les fermions interviennent avec leur charge par rapport a U(1),. Les hyper-
charges interviennent de facon linéaire dans les équations obtenues & partir
des diagrammes et puisque un seul champ Y est présent dans le
diagramme. Dans le cas de la formule les hypercharges interviennent
au cube a cause de la présence de trois champs Y.

Ces conditions sont nécessaires mais pas suffisantes pour déterminer les
valeurs de ’hypercharge. On pourra sélectionner les valeurs de I'hypercharge
aprés avoir examiné les interactions de Yukawa du modéle standard.

3.3.2 Interactions de Yukawa

La nécessité d’introduire des termes de Yukawa (termes de dimension 4
avec deux spineurs et un champ scalaire) est due a 'impossibilité d’écrire des
termes de masse qui sont invariants et renormalisables :

LTO'QEL y QTO'QI_LL 5 QTO-QJL (328)

qui ne sont pas invariants par rapport a l'isospin faible. Une possibilité pour
construire des termes de masse invariants est d’introduire un champ scalaire
doublet d’isospin, le champ de Higgs:

H= ( Z; ) ~ (1,2, y3) (3.29)

et de construire des termes d’interaction scalaire—fermion—fermion, les termes
de Yukawa:

EYukawa = i}/Z?LlTO—QéjLH* =+ Z'Y;?szagﬂjLTgH + ZYZ?QZTUQJJLH* + c.c. (330)
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avec Y;; des matrices complexes 3 x 3 des couplages de Yukawa. Comme
remarqué précédemment, 7; désigne les matrices de Pauli de SU(2),, et o;
les mémes matrices de Pauli pour le spin. On verra dans la section suivante
qu’aprés la brisure spontanée de la symétrie les termes de Yukawa donnent
lieu & des termes d’interaction avec le champ scalaire mais aussi a des termes
de masse.

La conservation de I’hypercharge impose les relations suivantes:

yn=11+y2=—(ys+ys) =ys +us (3.31)
et si on fixe y, = 1, un choix compatible avec les équations (3.2513.27)) est
y=-1, Y2 = +2, y3:+1/37 ?/4:—4/3» y5:2/3(332)

Les couplages de Yukawa Y;; ne sont pas tous indépendants parce que des
redéfinitions des champs sont possibles en utilisant les symétries globales de
Lym + Lp. Toute matrice complexe peut s’écrire sous la forme :

Ye =UTMeve (3.33)

avec UUT = VeVel =1 (U° et V¢ matrices unitaires) et M€ matrice réelle
diagonale. Les matrices unitaires peuvent étre absorbées par une redéfinition
des champs:

L'=U°L e, =Veep (3.34)

sans modifier Lyy + Lp. Pour les leptons cette redéfinition rend Lyuawa
diagonal :

iyS LT oye H* 4 c.c. (3.35)
avec
yin O 0
Me=1 0 w5, 0 |. (3.36)
0 0 s

Les termes de Yukawa brisent la symétrie globale U(3) xU(3) et ont seulement
une invariance U(1) de phase

Li — €L, & — e g (3.37)

les a; s’interprétant comme les trois nombres leptoniques.
Pour les quarks la redéfinition des champs de type up et down ne peut
pas étre faite de fagon indépendante parce que les deux types d’interaction
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de Yukawa des quarks contiennent toujours ;. Ecrivons comme pour les
leptons:
Y =yt My v =yt piye (3.38)

et les champs de quarks
u— V' d—Vid, (3.39)

le doublet Q); peut étre redéfini pour éliminer la matrice U restante dans un
des deux termes d’interaction de Yukawa seulement au prix de faire appa-
raitre une matrice dans l'autre couplage :

1y5QF oadi H + iy;jQ?UQVjiajTZH (3.40)

avec V = U*U%. La matrice V est unitaire et a donc 9 paramétres indé-
pendants au lieu de 18 & cause de la relation VIV = 1. Une simplification
ultérieure est possible en utilisant la décomposition d’Euler

YV =PUupr (3.41)

P, P’ étant des matrices diagonales de phase et U une matrice avec les
paramétres restants. Avec une redéfinition de phase des trois u; et des trois
d; on peut penser éliminer complétement les 6 paramétres des matrices P, P’
mais en réalité on ne peut en déterminer que 5 (en général pour des matrices
n x n on peut éliminer n? — 1 phases). On peut toujours mettre en facteur
une phase commune:

e 0 0
up=e"| 0 e 0 ur, (3.42)
0 0 e ietaz)
) 4 B0 0 )
=Pl 0 et 0 dy, (3.43)

0 0 e iB1t02)

La matrice V devient

e~ () 0 e 0 0
YV = 0 et 0 \% 0 e 0 e'®
0 0 6i(Oq +a2) 0 0 6—1‘(61 +062)

(3.44)
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donc une redéfinition des phases des champs des quarks peut éliminer les
4 phases dans les deux matrices de ’équation précédente et la combinaison
a — (3. Par contre la phase o + ( n’apparait pas. On a donc montré qu’il
reste une phase méme aprés redéfinition des champs. Cette phase plus les
trois paramétres (angles) de la matrice U sont physiques.

La seule symétrie restante dans le secteur des quarks de la symétrie globale
d’origine est une phase U(1) commune & tous les quarks

Qi — eiéQi U; — 671’61_61' CL — €7i6d7z‘ (345)

qui correspond a un nombre quantique conservé, le nombre baryonique.

3.4 Secteur de Higgs

Le secteur de Higgs du lagrangien est utilisé pour la brisure spontanée
de la symétrie électrofaible. La discussion du chapitre [2| nous indique qu’il
nous faut trois générateurs brisés pour donner une masse aux trois bosons de
jauge W/'. Le groupe de jauge SU(2),, ® U(1), a quatre générateurs, donc le
vide doit laisser un générateur non brisé qu’on fera correspondre au groupe
U(l)em C SU(2),®U (1), et qui nous donnera un boson de jauge sans masse,
le photon. On a vu dans la section précédente que la construction des termes
de Yukawa nous a suggéré d’introduire un champ scalaire complexe doublet
de SU(2),,. La partie de Higgs du lagrangien est

Litiggs = (D, H)' (D*H) =V (H) (3.46)
avec

D,H = (au +iW, + ;yhBH> H (3.47)

V(H) = —p*H'H+NH'H)?. (3.48)

Le potentiel V' est le plus général possible renormalisable et invariant sous la
symétrie SU(2),, ® U(1),. Le doublet de Higgs est donné par

H= < ?; ) ~(1,2,1) (3.49)

ou (1,2,1) se référe a la notation des multiplets (SU(3)., SU(2).,, U(1),).
L’invariance du vide est celle de U(1)em donc une des composantes de ce
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doublet doit étre un champ scalaire neutre pour la charge électrique. On
peut vérifier que notre choix de la section précédente y, = 1 est en accord
avec cette remarque. La relation entre la charge électrique, I’hypercharge et
I’isospin est

1
Qem = [3w + §y . (350)

Pour les deux composantes du doublet de Higgs on a

Qem(¢+) = ; + ;yh =1 (351)
Qem(¢°) = —; + ;yh =0 (3.52)

on trouve donc la composante ¢° avec charge électrique zéro.

3.4.1 Exercice A

Trouver la valeur de la charge électrique pour les leptons dans le doublet

QL

3.4.2 DBrisure spontanée de la symétrie électrofaible

Avec le choix des paramétres u? < 0 et A > 0 le potentiel de Higgs a ses

minima sur la surface
2 peov?

avec v> = —p%/\. On va choisir le vide

(0] 1J0) = ( 0 ) (354

V2

et paramétrer les champs autour de ce vide avec

H = exp <:}£Z(IE)O'Z) ( Hg(w) ) = U(x)H, (3.55)

V2

ot I'on a introduit les champs &(z) (i = 1,2,3) et h(z) qui s’annulent dans
le vide. La matrice unitaire de phase U(zx) est une transformation de jauge
de SU(2) qui nous donne les résultats directement dans la jauge unitaire. La
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transformation de jauge correspondante sur les champs de jauge de SU(2) se
trouve en étudiant la dérivée covariante

- j 0
D,H = (au+iwu+;Bu> U(x) ( vth(z) )

- ; 0
= U(x) (0M+ini+ ;Bu> ( vth(z) )
ou la derniére égalité s’obtient en prenant
W/i = —iU(x)TauU(x) + U(x)TWﬂU(x) . (3.57)

De cette fagon la matrice U(x) disparait complétement du lagrangien :

1 1
‘CHiggs = iauh o*h + g (BP« — W?W) (BM — W;) (U + h)2

1 , .
+ g (W = iWs,) (W + i) (v + h)*
272 5, Ay v’
+ Avh® 4+ Avh” + Zh - /\Z : (3.58)
On peut lire le terme de masse pour le boson de Higgs
1 1
M?h? = §2Av2h2 = 5mihQ (3.59)
on a donc
m; = 2\? | (3.60)

mais il est difficile de lire les termes de masse pour les bosons de jauge a cause
des termes de mélange. 11 faut définir des combinaisons linéaires appropriés
des champs pour éliminer les termes de mélange entre bosons de jauge. Avant,
on va réintroduire les constantes de couplage qui étaient cachées dans les
champs

B, — 1B, , W# — QQWH , flﬁl — 93143 . (3.61)

On peut vérifier qu’avec cette définition les termes cinétiques des champs de
jauge de I'équation (3.2]) prennent la forme usuelle

1 1
EYM = _7B,U,VBMV - 1

1
; WeWem — —Gh gAm (3.62)
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o8



Pour trouver la forme diagonale des masses on va imposer dans le secteur
chargé:

2U2 . ‘
mZ W = % (Wi — iWay) (WE +iW4) (3.63)

et on a

1
WE=
SEG)

la masse des deux bosons de jauge chargés est

(W F iWy,,) (3.64)

2,,2
m2, = % . (3.65)

Pour les bosons de jauge neutres par rapport a la charge électrique on doit
trouver une combinaison linéaire sans masse qui correspond au photon

1 02

1
§m2ZZHZ“ + 5 OA'LLA‘LL = g (ngH — QQW;)W) (ng,u — QQW;) . (366)

L’équation précédente peut s’écrire en fonction d’'une matrice de masse

1 my 0\ [ 2+ _?° 9B~ Wy
§(ZM’AM) < 0 0> (Au > - g(WSM’Bu) ( —G10o gf B

(3.67)
et le lien entre les deux descriptions se fait par une transformation orthogo-
nale .

Z* N [ cost, —sinb, W;
< AW ) - ( sin@, cosb, ) < B* ) (3.68)
avec
cos Oy = 22 sinf,, = I (3.69)

Vi + g3 Vi + g5

ou 0, est ’angle de Weinberg. La masse du photon est nulle et celle du boson
7 est égale a

2
v
T+ ) (3.70)
La comparaison entre les formules (3.65) et (3.70) donne la relation, valable

au niveau de 'arbre

my =

—2 = cos” O, . (3.71)

Les couplages des fermions aux champs de jauge sont donnés par les dé-
rivés covariantes. Pour les états de masse des quarks une matrice de mélange
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physique est présente dans l'interaction et une discussion détaillée est don-
née dans la section Dans le cas des leptons on obtient, pour les termes
trilinéaires, des interactions électromagnétiques

Leowm = —ieA, (eLoter + ehater) , (3.72)
des interactions de courants faibles chargées
Lo = @\g/% (W;ylLa“eL + W:eTLJ“VeL) , (3.73)

et des courants faibles neutres

1 1
Loy = -2 Z, {2V2LO'HV6L — §€TLUM€L +sin? 0, (eTLU“eL + 6%5’“63)

cos 6,
(3.74)
La formule précédente et la formule permettent de voir que les inter-
actions des courants chargés et neutres ont la méme force d’interaction. Dans
la section [3.4.5] on verra que cette égalité du couplage est la manifestation
d’une symétrie.

3.4.3 Exercice B

Définir les champs scalaires par rapport au vide de la facon suivante :

0 or ,
H = v + | htin =Hy+ H' . (3.75)
V2 V2

et trouver le spectre de masses des bosons de Goldstone et du champ de
Higgs physique de la théorie.

3.4.4 Couplages du boson de Higgs
Le lagrangien de Higgs s’écrit en termes des nouveaux champs
1 1
Litiges = §8Mh8“h + imQZZMZ“ + m%/VVV/fW_“
v w2 ) \2

oh b2\ /1
( 4 ) (mQZZ#Z“ 4 mivngﬂ) LV (3.76)

ce qui montre que le champ scalaire de Higgs ne se couple pas au photon et
que le couplage aux bosons de jauge massifs est proportionnel aux carrés des
masses de ces bosons.
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Les couplages aux fermions s’obtiennent dans la jauge unitaire a partir
des termes de Yukawa. Par exemple dans le cas des leptons

L seama = 15 LT 098 H + c.c. = iyS LT 096;U* (2) Hy + c.c. (3.77)

En utilisant ’hermiticité de la matrice U* = (UT)T on peut définir des nou-
veaux champs L; = UTL; et la matrice U disparait du lagrangien (on peut
vérifier que ceci est valable aussi pour la partie cinétique des fermions)

. ) v+h
LY ponen = WL 008 Hy 4 c.c. = iy, L' 5.098; <\/§> + c.c. (3.78)
En utilisant €7, = —oqe}; et les définitions
eri = (€R, R, TR) , Ly, = (e, e, Tr) (3.79)

pour les noms des leptons chargés on a
e _ i e T e 1 e T
Yukawa — E(U +h) (ylleReL + Yook piir + y33TRTL) +c.c (3.80)
On peut lire les masses des leptons chargés
v
V2

La notation de Dirac a quatre dimensions pour les spineurs permet d’écrire
les couplages de Yukawa sous la forme

Yii = (e, my, my) . (3.81)

v+ h

e =3

Yukawa

(meee + myfipt +m,77) . (3.82)
Pour les quarks de type up

%L(ukawa = Z'y;jQZTO'QVjia;TgH +c.c. = ’iy;-LjQ?UQVjiﬁjTQUHO + c.c. (383)

et avec 7T To = — T/

TQU = U*Tg = (UT)T7-2 (384)

on peut donc faire disparaitre U dans une redéfinition du champ Q' = UTQ;:

\;iy;jQ/i‘UQVjiU; (v+h)+c.c. (3.85)

u _ou T _/ .
L¥rikawa = Zyij ; 02Vjii;ToHo+c.c. =
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avec V la matrice unitaire de mélange de de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa
(CKM):

Vud Vus Vub
V=| Va Vs Vu (3.86)
Via Vis Va

Si on définit les états propres de masse
up = Vi@, o =VaQ;, trn = ViQY, (3.87)

U, = iUQUE, Uy = Z.O'QCE, ﬁg = l.O-QtE, (388)

on peut écrire les couplages de Yukawa avec la notation des spineurs de Dirac
a 4 composantes :

h _
= zi (myuu + mece + mytt) (3.89)
v

u
Yukawa

avec les masses v
Y5 7 = (M, My My) (3.90)
La matrice CKM a été éliminée des termes de masse par une redéfinition des
champs, mais elle ne peut pas étre complétement éliminée du lagrangien et
va donc intervenir dans les termes d’interaction.
Pour les quarks de type down on n’a pas la complication de la matrice V
puisqu’on I’a associée aux quarks de type up:

L iawa = W5Q' 02di H + c.c. (3.91)
En notation de Dirac & quatre composantes pour les spineurs on obtient

rd :Z_v+h

Yukawa

(mdcid + mgSs + mbBb) (392)

avec les masses
g v
Y5 ﬁ = (mg, ms, myp) . (3.93)
Le résultat de cette analyse des couplages montre que le boson de Higgs
est couplé de fagon universelle avec un couplage qui est proportionnel aux
masses.
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3.4.5 Symétrie custodiale

La partie de Higgs Lyiges du lagrangien du modéle standard a une sy-
métrie SU(2)r qui n’est pas respectée par les autres termes du lagrangien.
Néanmoins cette symétrie a des conséquences importantes. Pour mettre en
évidence cette symétrie on va écrire le doublet de champs scalaires complexes
H en termes de quatre champs réels :

(g +ihy
w= () (5.94)

et on va utiliser la méme description pour le doublet avec hypercharge oppo-
sée

= e [ —hyt+ihy
H=—inH" = ( R > . (3.95)
On peut former une matrice a partir de ces deux doublets
_ hi+ihy —hs+ihy
H‘<m+mm—m2> (3.96)
laquelle se transforme de la facon suivante:

sous des transformations Uy, du groupe de jauge SU(2), et Ur du groupe glo-
bal SU(2)g. Ces deux transformations de SU(2) sur la matrice se combinent
pour donner une symétrie SO(4) qui agit sur les quatre composantes réelles
du champ de Higgs. Il suffit de remarquer que le potentiel de Higgs contient
seulement la combinaison des champs qui est invariante sous SO(4):

1
H'H = 5Tr(?nﬁ?wt) =detH = hi+h3+h3+h]. (3.98)

Les deux colonnes de la matrice sont d’hypercharge opposée et donc
la symétrie SU(2)gr (qui s’applique aux colonnes de la matrice) n’est pas
respectée par les interactions d’hypercharge. Le modéle standard respecte la
symétrie SU(2) g seulement dans la limite ou I'on néglige 'électromagnétisme
(g1 = 0) et les interactions de Yukawa (Y¢ =0, Y* — Y4 = (). Méme si on
néglige cette brisure explicite, la brisure spontanée de la symétrie électrofaible
donne SU(2), ® SU(2)r — SU(2)+r en termes des doublets complexes de
Higgs ou SO(4) — SO(3) en termes de la notation avec les champs réels.
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Cette symétrie résiduelle est appelé custodiale puisque elle garantit 1’éga-
lité, au niveau de 'arbre, de la force d’interaction pour les courants chargés
et neutres.

On a vu que la théorie de Fermi était donnée par des interactions a
quatre fermions, qu’on peut maintenant écrire (avec la notation des spineurs
a quatre composantes de Dirac) comme une théorie effective due a I’échange
d’un boson de jauge

2

2922 (éL’}/MI/L + CZL’Y““L)(DL’YMGL + ﬂL’yudL) . (399)
w

92

— J2 gp— gt

EW— D) JWJlLW_
myy

Ce lagrangien effectif s’obtient dans la limite my,, mz — 0 qui correspond
aux interactions a des énergies beaucoup plus petites que la masse des bosons
de jauge, par le produit des courants (3.73]) :

1
Ly ~ 5 / Loc® Lo (3.100)

ot le propagateur du boson W devient dans la limite un 6 de Dirac qui élimine
I'intégrale et introduit un coefficient 1/mj,. Le modéle standard prédit aussi
I'existence des courants neutres

2
2
92 8Gr 3 3 -2
Lr;="5T0]=—+ (T° — @Qsin® 6, 3.101
Z mQZ VA \/§ (;ff)/( Q m )f) ( )
avec la constante de Fermi G )
F 92
— = . 3.102
Si on définit les courants en fonction des générateurs de SU(2),
J=3 TS (3.103)
!
avec
JHE = JI gy (3.104)
on peut écrire
Lo+ Ly =S58 (S + I+ (JE —sin? 0, J2,)?) (3.105)
V2

Dans la limite g; — 0 ou sin?f,, — 0 on voit bien la symétrie résiduelle O(3)
(ou SU(2)r4+r) qui montre aussi que les bosons de jauge W se transforment
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comme un triplet de la symétrie custodiale et ont dans cette limite la méme
masse. Si on réintroduit I'hypercharge (g; # 0) la symétrie est explicitement
brisée mais le coefficient devant les courants reste le méme

2 2
ng%v =2 5582 e (3.106)
On introduit un parameétre p
__ my

qui vaut 1 au niveau de l'arbre, mais qui est modifié par les corrections
quantiques a cause des termes d’interaction qui ne respectent pas la symétrie
custodiale. La relation est une conséquence du choix du champ de
Higgs comme doublet de SU(2),,. Si le champ de Higgs appartient & une
représentation de spin r de SU(2),, (TT* = r(r + 1)) les masses des bosons
vecteurs sont

922}2
my, = —22 [r(r +1) — T7] (3.108)
my = (91 +g5)v* Ty . (3.109)

Ce résultat peut se généraliser au cas de plusieurs multiplets. Si les champs
de Higgs sont dans des doublets de SU(2) (r = 1/2, T# = 1/4) la relation
p = 1 au niveau de 'arbre est respectée. Une mesure précise de p et le calcul
détaillé des corrections a boucles permettent d’avoir des informations sur la
représentation du secteur de Higgs.

Le plus grand effet de brisure de la symétrie custodiale est di a la diffé-
rence de masse entre les quarks ¢ et b. On peut le voir avec le terme d’inter-
action de Yukawa sous la forme

u d u d
£ed Ty, (YQY(@—LH cam) + Y - JH)) . (3.110)

Yukawa 2

Le premier terme est invariant, par contre le deuxiéme brise SU(2)g. Dans
la brisure de la symétrie électrofaible on aura des termes de masse et la
différence de masse la plus grande donnera la contribution la plus importante
a la brisure explicite de SU(2)g.
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3.5 Solution des exercices

Exercice A

En utilisant la formule

Qem = I3 + ;y : (3.111)

on trouve
()08 )20 20 (8,
(3.112)

Donc le neutrino a une charge électrique nulle et 1’électron a une charge —1.

Exercice B

On obtient

02
2
et le potentiel de Higgs devient

h? + n?

|H? = — + vh +|¢"]? 5 (3.113)

4 h2 2 h2 2\ 2
V= -k e e2reh <y¢+|2 + ;") A <y¢+|2 + ;") (3.114)

ce qui nous permet de lire les masses

m: = mgr =my =0 (3.115)
m; = 2\ = —2u° (3.116)
avec ¢~ = ¢*1. On a donc un scalaire physique h avec masse (le champ de

Higgs) et trois bosons de Goldstone sans masse qui peuvent étre éliminés par
une transformation de jauge.

3.6 Bibliographie

Cours disponibles sur Internet:

66



G. Altarelli
The Standard Electroweak Theory and Beyond
http://arxiv.org/abs/hep-ph /0011078

R. Casalbuoni
The Standard Model of Electroweak Interactions
http://arturo.fi.infn.it /casalbuoni/corso.pdf

Livres:

P. Ramond
Journeys Beyond the Standard Model
Perseus Books

67



Chapitre 4

Le modéle standard au niveau de
["arbre

Le modéle standard explique les résultats des mesures de la physique
électrofaible en termes d’un nombre limité de paramétres. Dans le secteur
de jauge on a les deux constantes de couplage g; et go, dans le potentiel
de Higgs p et A\, qu’on peut exprimer en termes des deux paramétres plus
physiques v = /—pu2/\ et my, = /—2p2. Dans le secteur de Yukawa on a
les matrices de couplages qui donnent lieu aux masses et aux paramétres de
mélange. Si on néglige la masse des neutrinos, on a 3 masses pour les leptons
chargés, 6 masses pour les quarks et 4 angles de mélange. On a au total 17
paramétres (on ne prend pas en compte ici la chromodynamique quantique
des interactions fortes).

Les masses des particules du modéle standard sont toutes mesurées a
I'exception de celle du boson de Higgs. Pour les neutrinos on sait que leur
masse n’est pas nulle puisque des phénomeénes d’oscillation on été mis en
évidence, mais la masse des neutrinos est trés petite et on va la négliger pour
Iinstant. Par contre il ne faut pas oublier I'importance de cette découverte
du point de vue théorique: c’est le premier indice d'une physique au dela du
modéle standard.

Les parameétres les plus importants pour mesurer la structure du modéle
standard sont ceux du secteur de jauge et de Higgs

g1, G2, V. (4.1)

Le choix de ces parameétres plutdot que d’autres reliés & ces derniers n’a au-
cune importance en principe. En pratique le choix est fait par rapport aux
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parameétres les mieux mesurés, qui sont utilisés pour prédire théoriquement
d’autres paramétres et les comparer aux résultats expérimentaux. Avant les
résultats de LEP les parameétres étaient exprimés en termes des para-
metres mesurés a basse énergie

e? 1
- = 4.2
“ T 4r T 137.03599976(50) (4.2)
Gr = 1.16639(1) x 107° GeV, (4.3)
sin?f, = 0.23143(15) (4.4)

avec a la constante de structure fine et sin®6,, I'angle de Weinberg effectif
(les valeurs données ici sont celles de 2002 [15]). Avec les résultats de ces
derniéres années les masses des bosons Z et W ont été mesurées avec une
trés grande précision

my = 80.423(39) GeV my = 91.1876(21) GeV (4.5)

et les trois paramétres souvent choisis comme input sont (o, Gg, myz) ou (e,
mw, myz). La grande précision des mesures implique que les effets venant
des corrections dues aux boucles du modéle standard sont aussi a prendre en
considération.

4.1 Lagrangien et régles de Feynman

On va écrire & nouveau le lagrangien du modéle standard en utilisant les
fermions de Dirac a quatre composantes dans le cas d’une seule famille de
fermions. On a vu qu’avec le choix de la jauge unitaire on peut travailler
avec seulement les particules physiques. Par contre pour traiter les effets
quantiques il vaut mieux utiliser une jauge renormalisable. Pour cette rai-
son on aura des particules non physiques dans le lagrangien et les régles de
Feynman. Le lagrangien du modéle standard est donné par

£SM = EYM + £D + EHiggs + EYukawa + £ﬁx + Lghosts . (46)

Pour les champs de jauge on a

1 1
CYM = _*BMVBMV - Z

: We s (4.7)
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et pour les fermions :

ED = &LW“DM#L + &RZ”V#D;HDR (48)
avec dérivées covariantes
. Ticxri .
D;ﬂ/)L — (8M —+ Zgggwu + ZglgBM) ¢L (49)
DuwR = (0u + ZglgBu> ¢R . (410)

La partie de Higgs s’écrit

EHgﬁzz(Duéﬁ(D“¢)+4f¢ﬁ®——2(@“@? (4.11)
B(z) = ( ﬁzg)) ) (4.12)

et la dérivée covariante

. T; 4 . y
D,® = <8u + 292§WM + 2912Bu> . (4.13)
Les interactions de Yukawa dans le cas d’une seule famille sont données par
Lvuawa = —9 (U0 lr+ rod" vy + 10"l + [e™1L)

— g4 (¢ dp + dro~up + dpd®dr + dpe™dy)  (4.14)
gu (urd*dr + dr¢~up + ugdur, + urd™ug) .

et aprés la brisure spontanée de la symétrie électrofaible, dans la jauge uni-
taire, on a

V2 oo

On va écrire les régles de Feynman en termes des champs physiques

_ mye —
Lyuiawa = =m0y — Tf@bfwfﬁbo (4.15)
ot le couplage de Yukawa gy est lié & la masse du fermion par la relation
gr _ My

(4.16)

1 .

We = sV (417
Z, = cosb, Wj’ +siné,, B, (4.18)
A, = —sin HwW/f + cos 0, B, (4.19)

¢*(x)
¢ = . 4.20
( (v+ H(@) + ix(2))/V2 (420
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au niveau de l'arbre 'angle de mélange de Weinberg est

g2 mw

cos B, = = (4.21)
Voitag Mz
et les masses de ces champs sont

1
mwy = 5gav (4.22)

1
ms = S\t dv (1.23)
my = V2pu. (4.25)

La charge électrique peut s’exprimer en fonction des couplages de jauge
9192

6= = (4.26)
Vgt + g3
ou o o
9= G2 = (4.27)

cos 0, sinf,

La limite de basse énergie du modéle standard donne la relation avec la

constante de Fermi
Gf . 62

V2 8sin®6,mi,
Pour la partie de fixation de la jauge
Lo = — b ("W, — imw&wo®) (0"W,, +imwéwe™)
fix ST u wiw s wiw
1 1
2¢,

— (02, — mzlzx)’
1
= S (F2+ Fj+2F.F.) (4.29)

(4.28)

OHA,)?
2&-2 ( /—L)

2
ol ¢F et x sont les bosons de Goldstone qu’on peut éliminer dans le cas de
la jauge unitaire, mais non avec le choix de jauge renormalisable qu’on a fait
(jauge de 't Hooft).

Pour compenser les effets non physiques introduits avec les termes de
fixation de jauge on utilise les champs des ghosts

OF®

507(2) WP (z) (4.30)

£ghosts = @()4(1,)
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ol w*, wyz, w, sont les ghosts, F' les fonctions définies dans la formule (4.29)
et 0 les transformations de jauge infinitésimales.

4.1.1 Exemple: W~ — e 1,

Un exemple de calcul au niveau de I’arbre avec le lagrangien du modéle
standard est la désintégration du boson W en électron et antineutrino élec-
tronique. A partir des régles de Feynman qui sont données dans les tables de
ce chapitre on peut calculer I'amplitude :

e (p)
W (k) M= () 390, =) v ) (43D

ve(q)

dont le module carré est

2

MP = L () 3,1 =) o(@)o(a) (1 + 37 up) ()P () . (432)

Si on ne mesure pas les spins et les polarisations on peut faire la moyenne
sur les états initiaux et la somme sur les états finals

Y v(g,s)v(gs) = ¢—my, (1.33)

S

> ulps)a(ps) = p+me (4.34)

S

S en (kM) gl A) = —(g,w—’““fﬂ) (435)

) myy

On a une trace a calculer

Ty, (1 = 95) (P + me)vp(1 = 75)d] = Tr[yp,g4(1 +75)] (4.36)

ou l'on a pris m,, = 0. La trace donne le résultat

TT[%?%Q(l + ’75)] =4 (g;u/gpa + Guo9pv — JupYov + ieuupa) p'q . (4'37)

Dans le repére ou le W est au repos
2 Lo, 2
p-k=m;+p-q, q-k=p-q, pra=glmy —me).  (4.38)
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La largeur différentielle est

2 2 2 3 3
_ gymw m, Mg\ <) d’p d°q
dl’ = 1-— 1 0k —p— . 4.39

24 (2m)? < m%v) ( * 2m%v> (k=p—aq) E. E,, (4.39)

L’intégrale sur les impulsions
d®p d3q
Ee E,,

2T
k2

6Ok —p—q) = 75 (K —m?) (4.40)

e

ce qui donne pour la largeur totale W — ev,

- B Gpm?,v m2 > m? Gpm%,
rw L) = 11— —=£ 14+ ¢ ) ~ ) 4.41
( e ) 67r\/§ < 2 Qm%[, 67T\/§ ( )

myy
Pour la désintégration du W en quarks, si on néglige les masses des fermions
dans 1’état final, il suffit de considérer le facteur de couleur et 1’élément
correspondant de la matrice de mélange CKM, par exemple

LW~ — ad) ~ 3|V T(W™ — ep,) . (4.42)

En sachant que my < my, la désintégration W~ — tb est interdite et la
largeur totale en hadrons du W est donnée par

['(W™ — hadrons) ='W~ — ud) + (W™ — ¢és) =6 (W~ — er,)
(4.43)
ou on a utilisé 'unitarité de la matrice CKM. La largeur totale du W est
donnée par (somme sur les trois désintégrations leptoniques et les deux dés-
intégrations en quarks)

Ty =90(W™ = en,) . (4.44)

En utilisant les valeurs numériques de la constante de Fermi et de la masse
du W on obtient

rw- Ve
Ty = 2.09 GeV BRW™ — ep,) = (F%”) = 11.1% . (4.45)
w
Les corrections de QCD modifient légérement ce résultat
TP =214 GeV BRACP(W~ = ep,) = 10.8% . (4.46)

On peut le comparer avec les données

ISP = 2.11840.042 GeV  BR™P(W™ — ei.) = (10.68+0.12)% . (4.47)
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4.1.2 Exemple: Z — ff

La désintégration du boson Z se calcule de fagon semblable a celle du W.
Pour Z — v on peut calculer 'amplitude :

Ve(p)

2(k) M= i(p) g (L= 79) v@ (), (449

Ve(q)
et utiliser les calculs de la section précédente pour obtenir

3
(7 — vewe) = fQF my

= 165.9 MeV (4.49)

qui est appelée la largeur invisible du Z puisqu’on ne peut pas mesurer di-
rectement la désintégration en neutrinos (on l'obtient par différence entre la
largeur totale, déterminée & partir du profil de la section efficace en fonction
de I'énergie dans le centre de masse, et les largeurs partielles de désintégra-
tion en particules visibles). Si on considére qu’on a trois types de neutri-
nos on obtient I';,, = 497.7 MeV a comparer avec la valeur expérimentale
[P = 499.0 £ 1.5 MeV. Cette mesure a permis d’obtenir une vérification

expérimentale du nombre de neutrinos légers (avec m, < myz/2):

ree
— = =2.994 4+ 0.012 4.50
I(Z — veve) (4.50)
avec inclusion des corrections radiatives et fit des données du LEP.
En général, en négligeant les masses des fermions, on a

3 GFm% fi2 fi2
(7 — ) = + 4.51
(2= 15) = 575 (gt + 193F) (451)
avec
gevzgézgﬁz—l+4si;1229w 9G=9gh=9gy=-1
9y = g% = gy, = 1 —8/3 sin” 0, ghi=94=94=1 (4.52)

¢t = g5 = ¢b = —1+4/3 sin?0,, =g =94=-1
et gi, = g4 = 1 pour tous les neutrinos. La largeur en électrons est

3071 2
D(Z — ete™) = ig% K_? + 2sin? 9w> + 4] — 848 MeV  (4.53)
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a comparer avec la valeur expérimentale
[P(Z — I]7) = 83.984 £ 0.086 MeV . (4.54)

Les largeurs en quarks, en négligeant les masses, sont :

SN [/1 4 21
IZ —un) = Gg:lji l(Q—Sstew) +4] = 295.8 MeV  (4.55)
. Grpmy N, 1 2., 1\ 1
N7 —dd) = ———Z2<|(-=+Zsin%4, —| =376.8 MeV(4.56
(Z — dd) P—s [( 5 + 3 sin > +7 376.8 MeV(4.56)

Ces formules permettent d’obtenir la largeur en hadrons
['(Z — hadrons) ~ 2I'(Z — i) + 3[(Z — dd) = 1722 MeV (4.57)
et avec les corrections de QCD
P (Z — hadrons) = 1787.8 MeV (4.58)
a comparer avec le résultat expérimental

['*P(Z — hadrons) = 1744.4 £+ 2.0 MeV . (4.59)

Les plus grandes différences entre les valeurs calculées et mesurées sont au ni-
veau des quantités hadroniques, ceci & cause principalement des corrections
électromagnétiques qui modifient la valeur de sin®#,,. Les largeurs hadro-
niques sont sensibles aux variations de sin?#,, par la partie vectorielle du
couplage (voir la formule ou les tables des diagrammes de Feynman) :

8

Vu (1 —3 sin? 9w> pour les quarks de type up (4.60)
4

Yy (—1 + 3 sin? 9w> pour les quarks de type down. (4.61)

Les leptons en dépendent aussi
Yu (=1 + 4sin0, ) (4.62)

mais sin? 0, ~ 1/4 et le couplage est moins sensible aux variations de sin®6,,.
Le couplage du neutrino ne dépend pas de sin?f,,.
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4.1.3 Exemple: v.em — v.e”

On a étudié la réaction v.e~ — v.e~ dans la théorie effective de Fermi
et avec un boson vecteur massif. Dans le cadre du modéle standard on a
deux diagrammes de Feynman qui contribuent : un diagramme avec ’échange
du courant chargé par l'intermédiaire d’un boson de jauge chargé W et un
deuxiéme diagramme avec ’échange du courant neutre dii au boson de jauge
Z
ve(q) e () e () e (p)

W Z (4.63)

e (p) ve(q') ve(q) ve(q')
Avec le choix de jauge £ = 1, amplitude est donnée par

g2

Mw = =@ 71 = 25) u(@)] [a(d') (L = 75) ulp)] ¥
—igh”
(q—p')* —miy 469
My = et g [0 3l 1+ dsin® 6) = 55] u(p)]
0) (1 =39 u(0)) oy (4.65)

On va se limiter & des énergie petites par rapport aux masses de W et Z

My =~ —i%[ﬂ(p’)%(l—%)uw)] [u(q") (1 —vs)u(p)]  (4.66)

. g _ .
—Zm[u@ ) Vul(—=1 4 4sin®0,,) — 5] u(p)] x

[a(q") (1 = s) u(q)] - (4.67)

Les transformations de Fierz permettent d’écrire 'amplitude sous une forme
plus simple. Les transformations de Fierz sont donnés par

Z fi Ti)ap(Li)ys = Z i (T)as(T)) (4.68)

My

12
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oul's=1,Tyv =7, I'a =77, I'r =¥, 't = 0, et les coefficients f sont
reliés aux coefficients f par

fs 1 4 12 —4 1 fs
fv 1 20 -2 -1 fv
fr =1 /2 0 -2 0 1/2 fr |- (4.69)
fa -1 -2 0 -2 1 fa
A 1 —4 12 4 1 fp

Une autre possibilité pour relier les deux éléments de matrice par la transfor-
mation de Fierz sans faire référence a la formule précédente consiste a utiliser
la décomposition d’une matrice 4 x 4 sur la base des matrices

M = al + asys + aoY® + a2y Ys + aopo®” (4.70)
oi
’ af 1 o, B 8.«
o 21(77—77) (4.71)
et
a= %Tr [M] OL(51 = %Tr [Ya M]
as = 7 Tr [y M] ay, = 1T [v57a M] (4.72)

aag = iTI‘ [O'O{ﬂM]

Le produit des deux spineurs u(q)u(q’) de la formule (4.64) est un produit
colonne x ligne de deux vecteurs a quatre composantes, donc une matrice
4 x 4. Avec M = u(q)u(q’) les coeflicients de la formule (4.70]) sont

@ = (i) = jald)ulo)
o5 = T bsul@ule)] = Ja(dsula)
t0 = 3T hau(@ald)) = 73 a0
a, = iTT[%%U(Q)U(q,)]:iU(Q)%%U(Q)
tas = {Trloasul@)ald)] = ud)oasu(a) (4.73)

La quantité a calculer est donc
u(p') Yu(1=75) M A" (1=75) ul(p) = w(p') vu(1—75) M (1+75)7" u(p) (4.74)
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mais
(1=75) X (1+7)=0  si X =1I150a (4.75)

seulement a, et a restent a calculer explicitement:

1 1
aaY™ + a2y = i(aa +a2)y* (1 +75) + §(aa —a2)y* (1 —7s)  (4.76)

et pour la méme raison le dernier terme a droite ne contribue pas. Le coeffi-
cient de la transformation est

1 1
5(ta +a3) = 2 a(d)7a(1 = 5)u(9)] (4.77)
oll V5Ya = —Ya75- La transformation de Fierz est

(0) (1~ 75) )] [e) ¥ (1~ 75) ()]
= 2 (a0 + @) ) (1~ 79) ¥ (14 35) (1 + 307" u(p)

= 2(aq +a) a(p') (14 75) 777" w(p) (4.78)
et en utilisant ,7*v* = —27* on obtient
= u(q')va(1 = y5)u(q) u(p’) v* (1 = v5)u(p) - (4.79)

Ces transformations permettent de combiner les deux éléments de matrice

My + My = —iig[@(p’) Yula + bys) u(p)] [u(g") (1 —vs) u(q)] . (4.80)

avec 3 1
= 2sin®0, — = b=~ . 4.81
a sin 5 5 (4.81)

Sans évaluer la section efficace on peut comparer ce résultat avec la théorie
V — A qui prédit |a| =1 et |b] = 1.
4.2 Le théoréme d’équivalence

Avec le mécanisme de Higgs on a construit des particules de spin 1 avec
masse a partir de bosons de jauge sans masse grace a la brisure spontanée de
la symétrie de jauge. On peut essayer d’analyser le mécanisme de Higgs en
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fonction des composantes du boson vectoriel. Dans la suite on va travailler
dans une jauge covariante.

Un boson vecteur est décrit par un vecteur a quatre composantes. Dans le
cas d’un boson vecteur sans masse, comme le photon en électrodynamique,
seulement deux composantes sont physiques. Ceci est possible puisque la
composante non-physique a norme négative est effacée par la contribution
opposée d’une des trois composantes a norme positive. Cette compensation
exacte des termes non-physiques de la théorie est garantie par 'invariance de
jauge. Pour une théorie non—abélienne le mécanisme est le méme, mais on a
des paires supplémentaires d’états a considérer, les ghosts de la quantification
de la théorie non—abélienne.

Pour un boson vectoriel avec masse, trois composantes sont physiques,
donc la composante a norme négative doit étre compensée par un nouveau
terme, le boson de Goldstone. De facon schématique on peut écrire la proba-
bilité d’émission d’un boson vectoriel massif en fonction de ses deux polari-
sations transverses, de sa polarisation longitudinale, de la polarisation de la
composante a norme négative (la polarisation time-like) et de la probabilité
d’émission d’un boson de Goldstone

ler1 - M| + |ers - M? +|ep - MPP — | - M + M |*. (4.82)
Le courant pour I’émission d’un boson de jauge avec masse est donné par

JH(q) = M* —igu g* Z;\j . (4.83)

La premiére contribution est ’émission directe d’un boson de jauge, la deuxiéme
est le couplage d’un boson de Goldstone au Courant[] Pour un courant spon-
tanément brisé, I'équation du mouvement 9, J* = 0 reste valable et implique

guM" + goMz =0 (4.84)

Cette équation, en sachant que la polarisation €}’ = ¢*/m avec m = gv, donne
la relation nécessaire pour éliminer ’état a norme négative

e - M|? = |[M,]?. (4.85)

1. Le courant peut créer ou détruire un boson de Goldstone sans avoir besoin de la pré-
sence d’autres particules. Il s’agit d’'une propriété caractéristique des bosons de Goldstone.
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Si maintenant on reconsidére la formule ((1.127)) pour le vecteur de polarisa-
tion longitudinale on peut voir qu’il est du type

H m

=L 10 <> . (4.86)
m q

Les composantes de ce vecteur augmentent avec 1’énergie, mais on peut aussi

remarquer que

€, M~eg - M=M,. (4.87)

Cette formule constitue le théoréme d’équivalence : a haute énergie la brisure
spontanée de la symétrie devient insignifiante et montre que les bosons avec
masse sont la combinaison d’un boson de spin 1 sans masse (partie transverse)
et d’un boson de Goldstone (partie longitudinale). Puisque & haute énergie
la partie longitudinale domine, on peut utiliser directement les bosons de
Goldstone pour faire des calculs simplifiés qui donnent le résultat a 'ordre
dominant dans un développement en énergie.

4.2.1 Exercice A

Calculer la largeur de désintégration ¢ — Wb donnée par le diagramme

de Feynman )

t (4.88)

w

en supposant que ’on prenne pas en considération la couleur et que l'on
détermine pas le spin des particules (moyenne sur les états initiaux et somme
sur les états finals) et de négliger la masse du quark b par rapport a la masse
du boson W et du quark t.

Faire ensuite le calcul en remplacant le boson W* par sa partie longitu-
dinale, le boson de Goldstone ¢*

t ~>—/ (4.89)

et vérifier que le résultat est le méme a ’ordre dominant du développement
en série en my, /my, comme prévu par le théoréme d’équivalence.
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4.2.2 Exercice B

Le lagrangien pour un doublet scalaire complexe ¢ est donné par

L= (0,0)10"9) + 1?¢'¢ — A(9¢)? (4.90)
avec
ot
¢:<¢J. (4.91)
Montrer que si on écrit les champs complexes en fonction des composantes
réelles 6 1 id
1+ 102 )
= — . . 4.92
¢ V2 <¢3 + iy ( )

le lagrangien est explicitement invariant sous transformations de O(4).
Ecrire ensuite le lagrangien en fonction de

™= ((bl? ¢27 ¢4>7 o = ¢3 (493)
et dans la brisure spontanée de symétrie
oc=v+h (4.94)

ot v* = p?/\ est la valeur dans le vide du champ o. Utiliser le lagrangien

en fonction des champs h et m pour calculer les largeurs de désintégration

h— ntr=, h — 770

T 7T
e h-mmt (1.95)
\\ 7T+ \\ ﬂ-o
ou 1
7t = E (71 F ima), 70 =7y, (4.96)

Montrer que le calcul de la largeur de désintégration du modéle standard

h— WHtW-
— W—

ho—--- (4.97)

W+
dans la limite M, > My, donne le méme résultat que le calcul précédent
pour h — 7t~ en accord avec le théoréme d’équivalence.
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4.3 Solution des exercices

Exercice A

[’élément de matrice pour la désintégration du quark top est
19 _ .
M = —=u(g)v" (1 —v5) ulp) €.(k) Vi (4.98)

ou p est I'impulsion du quark top, ¢ celle du quark b et k celle du boson W de
polarisation €*(k). Par la suite on ne va pas indiquer le mélange V};, puisque
sa valeur numérique est ~ 1. Le module carré de I’élément de matrice M
avec somme sur les états finals et moyenne sur les états initiaux donne

g2

|M* = (@' + a7 = ¢"p- @) € (k) (k) (4.99)
pol
ou bk
S k) eulk) = —guu + 5" (4.100)
pol w
Le résultat des contractions des indices est
2
_ g 2k - q k P
MP==|p-qg+—3—"]. 4.101
P = (peas 2ED) (@.101)
Dans la limite m;, = 0 les produits scalaires donnent
2¢-p = 2q-k=m}—mj, (4.102)
2k-p = mi+miy (4.103)
2,4 2 2
2 =2 (1 - ng) <1 + 2mV2V> . (4.104)
4 my, mi ™mi

La largeur de désintégration peut se calculer a 'aide des formules de I’ap-
pendice

a1 o |pi
ol (4.105)
1
’pﬂ = 2, [mtz - (mW + mb)2] [mf - (mw - mb)Q]
t
2
mt mW
~ — —— . 4.106
2 ( m? > ( )
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La largeur totale s’obtient en intégrant la largeur différentielle

2 3 2\ 2 2
r=2 20 (1 - ng) (1 + 2mV2V> . (4.107)

- 2
64T miy my

Le calcul avec la partie longitudinale ¢* donne

gmy

= —im u(q) (1 + ) u(p) (4.108)
dont le module carré est
N2 = g;”%i q-p. (4.109)
La largeur totale est .
- 547?777%, (4.110)

a comparer avec le résultat exact. On peut voir que le résultat & I'ordre
dominant du développement en série de my,/m; est le méme.

Exercice B

La formule (4.92)) permet d’écrire

DN | —

ol = S(S1+d3+d3+61) =50 0)

QPG = (0,6 0"9) (4.111)

N = DN =

ol ¢ = (1, P2, ¢3, P4) est un vecteur de O(4). Le lagrangien peut s’écrire en
fonction du produit scalaire de ce vecteur et de ses dérivées

~2 (09" (4.112)

2
L=0,0- 0"+ (6-9)

Il est donc invariant sous transformations de O(4).
Dans les nouvelles variables 7 et ¢ on a

¢-¢p=n+0 (4.113)
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et le lagrangien devient

1 2 2 1w 2 2 A, 2\2
5—5[(8;1”) +(8u0>}+?(ﬂ +0)—Z(7r —I—U) . (4.114)
Dans la brisure spontanée de symétrie o = v + h le potentiel scalaire a la
forme
2
N 2 Ao 2\2
V = —?(77 +O’)+Z(7T +0')

— ;2/\02 h* 4+ v h (nQ + h2) 42 (7?2 + h2)2 (4.115)

4

et on peut lire directement du lagrangien la masse du boson de Higgs
m; = 2\v? . (4.116)

Les trois champs 7 restent a masse nulle. Le lagrangien, en utilisant la masse
du Higgs de la formule précédente, est
1

2 2

£=3 ((0um)” + (9uh)?] — 87’; (7> + h?)
(4.117)
Les couplages du boson de Higgs & 7%, 7~ et 7° s’obtiennent en utilisant
les formules qui donnent 72 = 277~ + 7%7° et pour les couplages
au boson de Higgs hrtn~ et hn'7® on obtient im3 /v. Le calcul des largeurs

correspondantes donne

I 5.5 m% 2 2

m3GF
I'h—natr) = -2
(h=mm) 8v2m
3
D(h— 070y — TGP (4.118)

1627

L’amplitude hW W~ dans le modéle standard est
M = —igmyw (€1 - €) (4.119)

et le module carré de 'amplitude avec somme sur les polarisations des W
k.k, L KPEY
SIME = i e =y (=g + 552 ) (<4 B2

w w
92 9
—gmw(

) (4.120)




ou k et k' sont les impulsions des deux W. En utilisant mj = (k + £')?

peut calculer le produit scalaire
1
kol =g (my — 2m3y) (4.121)

et le module carré de l’amplitude est
, m, m,
|M|* = (1 — 4— + 127w ) . (4.122)
Z \/_ mj, mj,
La largeur peut se calculer en utilisant les formules de I'appendice

miGr m? m2,\ /2
T(h—Ww-) =2 1-4—2% +12- % W 1-4-—% . (4.123)
8V2m mj mj,

Ces résultat, dans la limite my, > my,, est en accord avec le résultat dans la
théorie scalaire, comme prévu par le théoréme d’équivalence.
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couleur isospin hypercharge | charge el.
SU(3)  SU(2) U(l)y U(D)em
ur, 2/3
quarks qrL. = ( dr 3 2 1/3 1/3
(spin 1/2) UR 3 1 -4/3 -2/3
dg 3 1 2/3 1/3
. vy, 0
leptons I, = ( e 1 2 -1 1
(spin 1/2) er 1 1 2 1
Higgs (spin 0) H 1 2 -1 0
bosons de jauge g 8 1 0 0
(spin 1) w23 1 3 0 0, £1
B 1 1 0 0

Tab. 4.1 — Nombres quantiques des particules dans le spectre physique du
modeéle standard. La charge électrique est définie par la relation Q., =
T gU(Q) + @y /2. Les nombres en caractére gras indiquent les multiplets, par
exemple 3 signifie triplet, 1 singulet etc. Pour les bosons de jauge, a cause de
la diagonalisation des matrices de masse, les particules observées expérimen-
talement sont des combinaisons linéaires de celles dans la table: le photon ~
et le boson Z° sont une combinaison linéaire de W3 et B, les bosons W* une
combinaison de W1 et W2. Pour le champ de Higgs, seul le boson de Higgs
dans le spectre physique est indiqué, méme s’il fait partie d’'un doublet 2 de

SU(2).
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k .
+ _ kuky
%74 W A~~~ UV W Guv + (f — 1)k2u£m‘2”}
7 MW/E/\/\/\,V —— +(€_1) ol
P i |9 ey
k —1 1 kuku
7y U AA~AAAA~AA~A~ VU m[guu‘}'(f_)]&}
. p J
fermion - Z
ﬁfmerze
k i
H  mmmmmm-- B2 —mZ, Fie
k .
:l: K3
ot memmmeme- k2—&m?, +ie
k i
X 0 mmmemem——=- k2—€Em?2 +ie
= k ...... —
w k2—&m?, +ie
k —i
Wz e k2—§m2z+7«€
k —i
Wy e Wi

Tab. 4.2 — Les propagateurs des particules du modéle standard. Les fermions,
W=, Z, v et H sont les particules physiques; ¢t et y sont les bosons de
Goldstone qui peuvent étre éliminés par un choix de jauge unitaire et qui
constituent la partie longitudinale des bosons de jauge W*, Z; les particules
w sont les ghosts qui interviennent dans les calculs a boucles avec notre choix
de jauge covariante. Les propagateurs sont simples avec le choix £ = 1 (jauge
de 't Hooft-Feynman). On peut éliminer les bosons de Goldstone avec la
jauge unitaire (£ = 00).
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vertex y—{-1 A —ie,

vertex y-—q—q A ieQq Yy

vertex Z-v-v Z T u(1 = 75)

vertex Z-1-1 A ﬁg@w%[(—l + 4sin® 0,,) — ]

o~

vertex Z—u—u Z 4657591”% [(1 — & sin’ 9w) + 75}

vertex Z-d-d Z oy [(— 1+ sin? 0,) — s

S AN A AN

Tab. 4.3 — Les couplages trilinéaires du photon et du boson Z aux fermions.
[ indique un lepton, ¢ un quark, u un quark de type up (u,c,t), d un quark
de type down (d, s,b) et v le neutrino.
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vertex W~ w- V\A~< %%(1 —5)

v
d
vertex W——u—d W- 2%%(1 —5) Vad
u
[
vertex H—I-1 H----- < ﬁ I
[
u
vertex H—-u—u H----- < Q;fgv My
u
d
vertex H-d-d H----- < Q;ifv d
d

Tab. 4.4 — Les couplages trilinéaires du boson de Higgs et du boson W# aux
fermions. La ligne du boson vecteur chargé W~ est entrante dans le vertex.
Via est I'élément de la matrice CKM pour les quarks de type u et d. Les
vertex pour les deux autres familles sont semblables. Pour le boson de Higgs
H le couplage est proportionnel a la masse de la particule avec laquelle il
interagit.
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vertex ¢~ -—v-1 G ——=== 2\/%344/ my (1 —7s)

vertex ¢~u-d ¢ === A (1 = 5) = a1+ 7))

vertex x—(-{ X -=-=-=-- < ﬁ my s

o~

vertex x—u—u X —=---- 72;{3/ My Vs

9
2myy Ma s

vertex x—d—d P p——

Tab. 4.5 — Les couplages trilinéaires des bosons de Goldstone ¢*, y aux
fermions.
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vertex W+ -~ Au(kr) W/< —ieThux
W (k2)
W5 (k3)
vertex Z-W+T-W~ Z,(ky) va< —ig cos 0y, Tyn
W (k2)
Wy Wy
vertex WH-W—W+T-W~- >< 19%S
Wj W;
A, wy
vertex y—y-W+T-W~= /\_;Xi: —i€%S
A, W,
Z, wy
vertex Z-Z-W+T-W~ }i'\/ — g% €08 04S
2, W

Tab. 4.6 — Les couplages trilinéaires et quadrilinéaires des bosons de jauge.
Les impulsions des bosons sont entrantes dans les vertex. Les structures
tensorielles sont T),n = (k1 — k2)x g + (k2 — k3), gux + (ks — k1), gy, €t
Suvrp = 2 GuwIxne = GurGve — JupYua-
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vertex H-WT-W~— H----- < LG MW G

W+

Z,
vertex H-2Z-7 4 —===- < 7coiggw Juv Mz

Zy

H w,

vertex H-H-WT-W~ :/< % Guw

+

H Wu
H Zy

vertex H-H-7Z-7 ,\/< ﬁj% G

H Z,

Tab. 4.7 — Les couplages trilinéaires et quadrilinéaires du boson de Higgs. Les
impulsions des bosons sont entrantes dans les vertex. D’autres diagrammes
existent pour les couplages des bosons de Goldstone ¢*, x et pour les cou-
plages des ghosts avec les bosons de jauge.
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Chapitre 5

Le modéle standard a une boucle

Le lagrangien du modéle standard au niveau de ’arbre contient des pa-
rameétres qui ne sont pas déterminés par la théorie. La définition de ces pa-
ramétres et leur relation avec les quantités mesurables sont déterminées par
la renormalisation. Au niveau des boucles les relations entre les paramétres
du lagrangien et les quantités mesurables sont différentes de celles au niveau
de l'arbre. Les intégrales des calculs & boucles sont en général divergentes et
il est nécessaire de trouver une méthode de régularisation, par exemple avec
un cut-off ou régularisation dimensionnelle. La conséquence de la régulari-
sation est que les relations entre les paramétres et les quantités mesurables
dépendent du cut-off. Les paramétres du lagrangien de départ (paramétres
nus ou bare) n’ont donc aucune signification physique. Pour pouvoir vérifier
les prédictions de la théorie il faut examiner les relations entre les quantités
mesurables.

Pour une étude détaillée de la renormalisation il faut introduire le groupe
de renormalisation. En théorie des champs les échelles sont couplées et on
peut écrire des équations d’évolution qui relient la renormalisation et les
transformations d’échelle. L’évolution des couplages prédite par le groupe de
renormalisation et mesurée dans les expériences de haute énergie est le signe
du non découplage de la structure a courte distance de la théorie. Dans la
suite on va se limiter au minimum indispensable pour les calculs sans entrer
dans ce sujet en détail.

Une possibilité pour travailler avec des quantités finies consiste a rem-
placer les paramétres du lagrangien (paramétres nus) par des paramétres
renormalisés. Dans la renormalisation chaque paramétre nu gy est remplacé
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par un parameétre renormalisé ¢
go=2Zy9=9g+ g (5.1)

ou la constante de renormalisation Z, différe de I'unité par des contributions a
une boucle. La décomposition est arbitraire puisque seulement la partie
divergente est déterminée par la structure a une boucle de la théorie. Quelle
partie finie reste dans g dépend du choix de la procédure de renormalisation.
Si on écrit chaque constante de renormalisation sous la forme

=1+0Z (5.2)

le lagrangien peut s’écrire comme la somme d’une partie renormalisée et
d’une partie de contre—termes:

ol ¢y, go caractérisent respectivement le champ et le couplage nus. Il est
nécessaire de redéfinir aussi les champs pour avoir des fonctions de Green
finies hors de la couche de masse. Pour le choix de la procédure de renorma-
lisation on a plusieurs possibilités qui sont utilisées dans la littérature. Dans
le cas de la QED il y a une procédure de renormalisation qui est plus utilisée
que les autres, la renormalisation on-shell puisque & basse énergie les masses
des particules donnent une échelle naturelle pour déterminer les paramétres.
Les parties finies des contre—termes sont déterminées par la contrainte que
les propagateurs des fermions aient des poles en correspondance des masses
physiques des particules et que la charge électrique soit celle mesurée a basse
énergie dans la diffusion Compton. On va utiliser une généralisation de cette
renormalisation on-shell pour la théorie électrofaible. Cette procédure n’est
pas toujours la plus efficace, par exemple la masse des quarks légers ne peut
pas étre déterminée avec grande précision puisque les quarks sont confinés et
donc on peut au mieux parler d’un parameétre effectif.

5.1 Les transformations BRS

L’invariance de jauge de la théorie classique est en partie détruite par
I'introduction des termes de fixation de jauge et des ghosts. Le lagrangien
quantique est invariant sous des transformations de jauge résiduelles, les
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transformations de Becchi-Rouet—Stora (BRS). Ces transformations de sy-
métrie donnent lieu & des identités entre les fonctions de Green (identités
de Slavnov-Taylor) qui sont nécessaires pour vérifier 'unitarité de la théo-
rie et pour formuler les conditions de renormalisation. On va examiner la
transformation BRS avec un exemple.

5.1.1 Exemple: SU(2) avec un doublet de fermions

On considére une théorie SU(2) avec un doublet de fermions

1 _. _
£ = =7 Fa,F* 4+ iy Dy — mipy (5.4)

avec
Dy = O —igAZ T (5.5)
Fo o = 9,A% — 8,A% + gt AL AC

et T = 7%/2 (a = 1,2,3). Ce lagrangien classique est invariant sous la
transformation de jauge locale

fp = —iT"0%) (5.7)
a aoc Cc 1 a
JAS = ™0A; — Eﬁ,ﬁ : (5.8)

Le lagrangien quantique est donné par le lagrangien classique (5.4) plus les
termes de fixation de jauge et les ghosts:

1
Lin = —5e(0" 40" (5.9)
Lghost = iwi@“(éabﬁu—geabcfli)wb (510)

w étant les champs de Grassmann complexes des ghosts (voir 'appendice).
En termes de champs réels o et p on a

w, = Pati% (5.11)

V2
Pa — 10,

N (5.12)

E—e—
|
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Les propriétés d’anticommutation des variables de Grassmann p? = o2 = 0,
po = —op permettent d’écrire

£ghost = _iaupa(DuO_a) (513)
D,o* = 0,0" — ge“bcabAfL . (5.14)
L’action quantique est invariante sous des transformations de jauge avec un
choix particulier du paramétre = —gco® avec ¢ une variable de Grassmann

indépendante de I'espace-temps. Cette transformation de jauge qui laisse
I’action invariante est donnée par

0AL = cDyo" (5.15)
M = dge(T%")y (5.16)
o = —gc eatot (5.17)
a C a
opt = —zg o Aj, (5.18)

avec £ comme paramétre de jauge. A partir des transformations (5.15H5.18))
on peut définir des charges @)

56 = cQo (5.19)
pour chaque champ
QA;, = D,o" (5.20)
Qv = ig(T*")y (5.21)
Qo* = —geabcabac (5.22)
Qp* = —28“/% (5.23)

5.1.2 Charges BRS et états physiques

On peut montrer que les charges BRS sont nilpotentes Q?¢ = 0 et com-
mutent avec le hamiltonien H. Ce fait a des conséquences physiques impor-
tantes. Les états propres 1)) de H peuvent étre classifiés par rapport a @) en
trois sous—espaces:

{lvn}t | QY # 0 (5.24)
{|¢2>}’Q|¢2> =0 & |¢2>:QW1> (5-25)
{[vs)} [ QlYs) = 0 & [ibs) # Qlr) (5.26)
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Si on sélectionne les états physiques par la condition

Q|1/}phys> =0 (527)
on aura en général
[Vpnys) = [12) + [13) (5.28)
mais on peut montrer facilement que
(slih2) = 0 (alip3) =0 (5.29)
donc
(Vpnys|Yonys) = (W]es) - (5.30)

Ce résultat implique que les états & norme zéro ne contribuent pas aux élé-
ments de matrice physiques méme si leur présence est nécessaire pour l'inva-
riance de jauge et de Lorentz.

5.1.3 Identités de Slavnov-Taylor

L’invariance sous les transformations BRS implique I'existence d’identités
entre les fonctions de Green. Du point de vue formel on peut regrouper les
champs du modéle standard sous le nom ®, et leur variation BRS

5B, = (AY + g*T2®,) 56° (5.31)

ou le terme non-homogéne A% est présent seulement pour les champs de
jauge, les T sont les matrices des générateurs de SU(2) ® U(1), 0% est
la transformation BRS. En termes de la variation BRS de la fonctionnelle
génératrice W on a l'identité de Slavnov—Taylor

8 P B ] -
[lF m + Jt <At + tht' @(5Jt/) ZUO"LUB‘| W{J,U,U]’u:ﬂ:(] =0 (532)

ol u, u sont les sources pour les ghosts, J les sources pour les champs ;. Les

F* sont les fonctions de fixation de jauge de la formule ([£.29). Les relations

entre les fonctions de Green s’obtiennent par dérivation par rapport aux

sources J, avant de mettre les sources a zéro: J, = 0. Ces relations sont la

généralisation des identités de Ward—Takahashi pour 1’électrodynamique.
Un exemple des relations qu’on peut en déduire est

KPEYAT, = —i (5.33)
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pour le propagateur du photon. Pour extraire des relations entre les self—
énergies X on peut séparer les parties transverses et longitudinale du propa-
gateur du champ de jauge

k.k, Kk,
AV, = (—gW+ ’];2 ) AL(K?) — 22 A7 (k?) (5.34)
en extrayant la partie libre du propagateur
AR = - (1-%7,— 5.35
FulB) = o5 (1- s (53
on obtient
Y] =0 (5.36)

qui garantit, en conséquence de l'invariance de jauge U(1)enm, que la partie
longitudinale de la self-énergie du photon est nulle comme en électrodyna-
mique.

En général ces relations réduisent le nombre de conditions de renormalisa-
tion indépendantes a considérer et garantissent I’élimination des singularités
non physiques, comme les parties longitudinales des champs de jauge et des
ghosts, dans les amplitudes physiques.

5.1.4 Exercice A
Montrer que les charges BRS (5.20/5.23) sont nilpotentes: Q?¢ = 0.

5.2 Renormalisation et contre—termes

Le traitement de la renormalisation & une boucle du modéle standard
demande aussi une analyse compléte du secteur non physique de la théorie.
Dans la suite on va se limiter aux amplitudes physiques a une boucle pour
les fermions légers et notre discussion peut se faire sans référence au secteur
non physique. La renormalisation multiplicative pour les champs est

o = ZP(Z9) g0
9 = Z1(Z") 7 gs0
v o= VZ%(vy — o)
pro= (Z%)7 (g — o)
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A= (Z%)72 2\ 5.41
9 = (Z2°)7* Zi g 5.42

@UZ NV ZE @Uio
Mé =y Z}é @Dj%o
d = VZ%d,.

Cette renormalisation multiplicative est choisie de facon a respecter 'inva-
riance de jauge avec le nombre minimal de constantes de renormalisation
pour les champs. Les fonctions de Green renormalisées et les contre—termes
sont aussi invariants de jauge. La renormalisation indépendante de la valeur
dans le vide v absorbe le terme linéaire dans le potentiel de Higgs de fagon a
respecter & une boucle la relation

(5.41)
(5.42)
(5.43)
B, = /Z8 By (5.44)
(5.45)
(5.46)
(5.47)

_ 2

T

pour les parameétres renormalisés. Une conséquence pratique de cette renor-
malisation est ’élimination de certains diagrammes (tadpoles) dans les am-
plitudes et les fonctions de Green renormalisées.

Pour calculer les amplitudes physiques & une boucle il faut écrire le lagran-
gien en termes des parameétres physiques et le séparer en une partie renor-
malisée et une partie des contre—termes. Le calcul en termes de diagrammes
de Feynman doit prendre en compte ces deux parties. Les constantes Z sont
déterminés par les conditions de renormalisation choisies. Les résultats sont
des fonctions de Green finies en termes des paramétres physiques. Pour la
renormalisation des champs et des masses il faut considérer les propagateurs
des bosons de jauge et des fermions avec les contributions des self—énergies.

(5.48)

5.2.1 Self—¢énergies des bosons de jauge

Les self-énergies X% contribuent a la partie transverse des propagateurs
D

nv

1
\%4 _ : VVi1.2
Duu(k) = 9w <k2 — m%/ - L2 _ 3 hY (/{ )7
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1

(5.50)

S
k2 —m?

ouV =~,Z,W et ou on a éliminé la partie longitudinale ~ k,k,u qui donne
des termes m%/mi, dans les amplitudes qu’on va calculer. ¥ est la somme
de tous les termes a une boucle. Pour les self-énergies renormalisées on peut
introduire des constantes de renormalisation en termes des champs physiques

6z \ [ sin?0, cos®0, oz (5.51)
§2% ] \ cos?f, sin?0, 6ZF '
et indiquer les self-énergies renormalisées avec 5

ST(KY) = (k) + 677 K (5.52)
(k) = SPA(K) — omy + 625 (K — m3) (5.53)
SWW(EE) = YW — om3, + 023 (K* — m?,) (5.54)
2 (K?) SR = 6297 K2 + (0277 — 6297 ym% . (5.55)

Les contre-termes de masse peuvent s’écrire en termes des constantes Z; en
utilisant les expressions des masses en termes des couplages et les relations
de renormalisation multiplicative (5.37H5.47])
om%  om? sin 6
LW == (30237 —202)7) (5.56)

m2  mi,  cosb,

ou .
5707 — sin 6, cos 6,
K]

(627 —627) . (5.57)

cos? 6, — sin?6,,

5.2.2  Self-énergies des fermions

La self-énergie du fermion 3/ est donnée par

Shh) =t sy 5.58
0 = o e P W (558)

En termes des fonctions scalaires
k) = kSL() + By X (K2) + mySL(k?) (5.59)

1— 1+
= F— PR (K) + bRk + m S{ k)
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ou
S, =%y -S4 Sp=Yy+34. (5.60)
Avec les contre—termes obtenus a partir des transformations (5.37H5.47)) on a

les self-énergies renormalisées

Sk = k(S0 +02L) + ks (Dh(K) +024)

5
+ my <2§(k2) — 6zl - mf) (5.61)
mpr
ou ; ;
2+ 67 2, — 67
571 — 5L‘2“5R 571 = 5L25R (5.62)

07 étant la constante de renormalisation commune aux deux membres du

doublet gauche. Pour la masse on a
) )
Oy szl %0 (5.63)
my (%

La renormalisation de la masse détermine celle de la constante de Yukawa
par la constante 627 .

5.2.3 Corrections aux vertex

Pour la renormalisation des constantes de couplage il faut examiner les
vertex d’interaction. Pour le vertex électromagnétique non renormalisé on a

I = —ieQpy, + ieA)! (5.64)
ou les Azf sont les corrections & une boucle au vertex. Pour le vertex renor-
malisé on utilise les relations (5.3715.47)

Dt = T —ieQpy (027 = 623 + 028 — 62y

2 sin 6, cos&wyu(vf a;7s) (521 0Z, ) . (5.65)

Pour les courants faibles neutres et chargés on a des expressions analogues
aux précédentes

| ¢ " — + ieA?S 5.66
K "2sin 0., cos 0y, vy = ag7s) e g ( )
ree = iie Y. (1 = 75) + ieASC 5.67
K 2\/5 sin 0, “( 5) K ( )
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et pour les vertex renormalisés

PAIT = TSy o cosg (v — ar5) (627 —27)
+ ieQp (0277 - 6237)
i251n€jcos&ﬂ“ (vf(SZ{; + adef‘)
- iww% (03025 + ago2{) (5.68)
NGRS im:meﬂ“(l — ) (14620 — 62 +62,)(5.69)

5.3 Conditions de renormalisation on—shell

Dans les sections précédentes on a introduit plus de constantes de renor-
malisation que de paramétres physiques. On peut imposer des contraintes
pour spécifier ces parameétres supplémentaires. Pour garder la méme pro-
cédure de renormalisation qu’en QED on va imposer ces contraintes sur le
propagateur du photon et des leptons chargés. On ne va pas traiter ici la
renormalisation on-shell du Higgs puisqu’on ne va pas 'utiliser dans la suite.

La condition de renormalisation on—shell est donnée par

REVW(mE) = RUYZ(m%) = RE (p=my) =0 (5.70)

et les conditions de type QED

39%(0) = 0 (5.71)
ox7(0)
1 o = 0 (5.72)
im —— S (k) u_ = .
/Lm i ST (k) u_ (k) 0 (5.73)
ek =0,p=g=m.) = iey, (5.74)

ol u_ est la fonction d’onde d’un quark ou d’un lepton chargé de type down
(I3 = —1/2). La formule est une contrainte pour les constantes de
renormalisation Z, et Z; des fermions de type gauche et droit. Z; détermine
aussi la renormalisation du champ du neutrino. Pour les quarks de type up
(I3 = +1/2) on a une constante supplémentaire 7.
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Le terme de renormalisation de la masse d’un fermion est donné par

om
mff = of (m3) + =L(m?) (5.75)

et pour les constantes 62y, pour le doublet et 6Z; pour le singulet on a
07, = =Sp(m?) —m? (S(m*) + Sh(m?) +25(m%))  (5.76)

02z = —Sa(m?) —m? (S (m?) + Sp(m?) +25(m?))  (5.77)

ot Y/ est la dérivée par rapport a k% de X.
Les équations (5.5215.55)) et (5.70) donnent les contre-termes de masse
pour les bosons de jauge W et Z

smi, = REVW(mi)) (5.78)
dm%, = RX4(m?). (5.79)

La dépendance des fonctions Z dans la formule (5.56) et (5.7115.74)) conduit
a

037(0)
Y = _II7(0) = —
07 1 (0) = RE
in 6, 74(0
5Z] = —I1(0) — sin 2( )
cosf, my
2911)_ i QQWZWZ O
§z7 = —I1(0) — 222 w0 5)
sin 6, cos 6, m%
cos? 0, —sin? 0, (dm%  om,
- sin? @ m2 m2
w A w
-2
577 — —Ir(0) — 290w = 2sin7 6y 227(0)
sin 0,, cos 0, m%
20, —sin®0,, (6m%  om?
T (mf_ mf) (5.80)
sin” 6, m¥ m2,
0, 272 (0 29, (6m%  om2
o7y = (o) -2 B o (O i)
w Z sin® 0, \ m% may,
) 7
57V — —ID(0) — 3'—281n O X7 2(O) C9S§ O 5m;Z B (5mjv |
sinf,, cosf,, m3 sin® 0, \ m% mé,
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5.3.1 Renormalisation de la charge

La renormalisation de la charge s’obtient a partir des équations (5.37]
5.37), (5.80) et de la définition de la charge électrique (4.26)) :

2 2 2 2 0
et = 2 NP (14057 - 3623) = & <1+2 e) (5.81)

e

B A
avec 5 ; 2(0)
e 3 1 sin 6, 227 (0
— =07] —=67) = =11"(0) — v .82
e L R (0) cosf, m% (582)

ou 'on a utilisé I'identité de Ward
§Z2P =677 (5.83)

entre les constantes de renormalisation du champ et du couplage de U(1)y.
La formule (5.82)) montre que la correction a la valeur de la charge électrique
est indépendante du fermion considéré.

5.3.2 Renormalisation de sin® 6,

Le contre-terme pour ’angle de Weinberg se calcule de facon semblable
a de:

2 Sm Sm2
sin’ 6, = 5 91 5 — sin? @, + cos? O, ( mQZ — mQW> = sin® 4, + d sin® 6,
91 + g3 myz myy
(5.84)
ol )
§in2f,, =1 — —W (5.85)
myz

La méme relation peut s’obtenir a partir du développement a une boucle de
la relation entre quantités nues:

2 2 2 2 2
m m m om om
. 9 Wo w w A w
sin“f,0=1-— i R ( 5 — — > ) (5.86)
m%, ms, m3 \ my miy

5.4 Régularisation dimensionnelle

Pour les calculs & une boucle on va utiliser la régularisation dimension-
nelle. Une intégrale divergente a 4 dimensions peut devenir finie si le nombre
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de dimensions de ’espace—temps est plus petit. On travaille donc & D dimen-
sions et on calcule l'intégrale convergente. Ensuite on utilise la continuation
analytique en D de I'expression obtenue. Les divergences de l'intégrale ori-
ginelle & D = 4 sont des podles dans I'expression analytique obtenue. Cette
régularisation est utilisée pour les théories de jauge parce qu’elle préserve
Iinvariance de jauge et de Lorentz. Les vecteurs sont modifiés de la fagon
suivante:

p=0%p P (5.87)
et le tenseur métrique
9 =gwg"” =D. (5.88)
L’algébre des matrices de Dirac est généraliséd’]a D dimensions
Wt = D (5.89)
VY = (2=D)v, (5.90)
VoY = 4w — (4= D)y (5.91)
VYoV = 2%+ (4 = D)vune (5.92)
Tr(vavw) = 49, {7} =0 (5.93)
et la mesure d’intégration est
d*k wp [ dPk
- : 5.94
/ omt H / (2m)D (5:94)

avec p un parameétre de masse, pour garder la dimension du couplage en
facteur de l'intégrale indépendante de la dimension D.
Pour traiter les poles & 4 dimensions de I'expression analytique on intro-
duit le paramétre €:
e=4—-D (5.95)

et on développe I'expression analytique en série de Laurent autour de € = 0.
Les formules suivantes sont utiles pour le développement en série:

I'(e) = 1 -7+ O(e) (5.96)

['(-14¢€ = —1+v—1+0@) (5.97)

1. Pour ~5 avec un nombre impair de dimensions la régularisation dimensionnelle pose
des problémes dans les théories avec anomalies. Ce probléme ne concerne pas le modéle
standard qui est une théorie sans anomalie.
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avec 7 = 0.5772157 ... la constante d’Euler, I'(x) la fonction d’Euler

['(n) = /OOO " e " da (5.98)

5.4.1 Fonctions & un et deux points

Pour les calculs des self-énergies les intégrales suivantes sont utiles

i f ZfZ’Z Iy
HJ/ de —m3) [(k+q)2—m%] - 1(32%30(‘-’2“17%) (5.100)
M/ de m%)[(l]ffu+q)2_m%] = 16;23#(612,77’61,7712) (5.101)
u/ de: — [ké/;gk:—q) o = @B#y(q%ml,mg)(amm

Les intégrales B, et B, peuvent s’exprimer en termes d’intégrales scalaires

B, = quBi(q*,my,my) (5.103)
By, = guwBaa(q?, m1, ma) + qugy Bar(¢%,ma, my) . (5.104)

Les contractions des formules (5.101) avec ¢ et (5.102)) avec ¢*q¢” et g"
donnent des intégrales qui peuvent étre écrites en termes des intégrales A et

Boi
1

Bi(¢?, mi,my) = o [A(mi) — A(ms) (5.105)
— (¢* +m? —m3)By(¢*, my, mg)}

Boy(q?,mi,my) = (15{14(777@) + 2m? By(q?, my, my) (5.106)
+ (q2+m%—mg)Bl(qz,ml,m2)+mf—|—m§—(i}

Boi (g%, my,my) = 322 [A(mg) —m3 By(q*, my, my) (5.107)

m? + m? q2
— 2Aq* + mi = md) Bilg® mu,my) - TR 4 L]
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il ne reste qu’a calculer les intégrales scalaires A et By

B pe I(=14+€/2) ,_
Am = R T

5 (2 m?
= m f—7+10g47r—logﬁ+1 + O(e) (5.109)
€

¢ (5.108)

2
Bo(q*,m1,ma) = = =7 +log4n (5.110)

1 22¢% — 2(q® + m2 —m3) +m? — ie
- / dz log q (¢ 12 5) 1
0 H
et cette intégrale peut s’écrire explicitement en termes de logarithmes et
d’arctangentes.

5.4.2 Fonctions a trois points

Pour le calcul des vertex on a des intégrales & trois points

de 1 _ 7 c
“/ ) [(k+p1)? —m3] [(k+p +pa)2—md 167 "
M/ de: kH _ i ov

2 —m?) [(k+p)? —m3) [(k+pr+p2)? —m3] 167
/ de Kk o
a D (R —md) [(k+p )2 —m3[(k+pr+p2)?—m3] 167

et en termes de structures covariantes de Lorentz

Ct = pyCi+ps Cho (5.111)
O = g" Cy + P} Car + phpy Coa + (pi'Ds + piph) Caz . (5.112)
Par contractions avec les vecteurs et tenseurs disponibles on peut écrire ces

intégrales en termes des fonctions & deux points et de Cy. Les coefficients
vectoriels sont

Cn = —mFi—ppF) (5.113)

===l

Cio = —(PiF2—pi-p2 ) (5.114)
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avec

K = p?pg —(p 'P2)2 (5.115)
1
Fl - 5 {BO(p;mlami%) - B()(pg,mg, m3)
— (p}+mi —m3) Co (5.116)
1
B, = §{Bo(p?,m1,m2) — Bo(p3, ma, m3)
+ (Pt —pi —m3 —m3) Cy) (5.117)
et p2 = (p1 + p2)?. Les coefficients tensoriels sont

1

Co = 7 | Bo(p3, ma2, ms) + K1 Ciy + Ky Cia + 2m3 Co + 1] (5.118)
1

Coyr = e (5 F5 — p1 - p2 F5) (5.119)
1

Cypy = E( 2 Fs — p1 - p2 Fi) (5.120)
1

Co = WPy —p -1 FY) (5.121)

avec
K, = pi+mi—m; (5.122)
Ky = p3—pi+m;—mj (5.123)
1

Fs = _020 - 5 [Kl CVll - Bl(p§>mlam3) - B()(p%am?am?))} (5124)
1

F4 - _5 [Kl C’12 - Bl(pg)m17m3) + B1<p§7 ma, m3>} (5125)
1

Fs = -3 [K2 Cii — Bi(pi, m1,ma) + Bl(pg,ml,mg)} (5.126)

1
Fo = —Cy — B [K2 Cia + Bl(p§7mlam3)} . (5.127)

La seule intégrale nouvelle est donc Cy qui peut s’écrire comme intégrale

double
1

1 T
C y M2 ) ) :_/d / d
0(P1, P2, M1, M2, M3) o o yax2+by2+cxy+dx+ey—l—f
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ol

a = p; (5.129)
b = p; (5.130)
¢ = pi—ps—p; (5.131)
d = mj;—mi—p; (5.132)
e = mi—mi+pi—p (5.133)
f = mj—ie. (5.134)

Pour des solutions réelles o de I'équation ba? + ca + a = 0 I'intégrale peut
s’écrire comme somme sur les dilogarithmes

Co = C+12abzi(—1)l lLiz < . > — Li ( i )] (5.135)

=1 j=1 Ty — Yy Ty — Yij
avec
2a +ca+d
= —— 5.136
o ¢+ 2ab ( )
d
= — 5.137
2 (1—a)(c+ 2ab) (5.137)
d
vy = (5.138)
a(c+ 2ab)
—ct /2 —4b(a+d+ f)
Yy = \/ 5% (5.139)
—d+/d®> —4f (a+b+c)
Yoj = Y35 = \/ 5 (5.140)
N = 2" 0 In(l—t
Liy(z) =Y = = [ dt n(l =) (5.141)

Pour plus de détails sur les dilogarimes voir par exemple
http://mathworld.wolfram.com /Dilogarithm.html

5.4.3 Exemple: self-énergie du fermion

Les intégrales calculées dans les sections précédentes permettent d’obte-
nir facilement la renormalisation & une boucle du modéle standard. Pour la
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self-énergie du fermion on peut séparer les contributions en termes de leur
structure chirale

1 _
—inf (k) = —i (S g+ Shysprms) = —i (zf Sipl =y mZS) |

(5.142)
Deux types de contributions sont possibles, celles avec un boson de jauge et
celles avec un boson scalaire :

M M
f o0 fo~f
—— (5.143)
m m

Pour la contribution d’un boson de jauge on a

. de; i
— Z2f<p2)vecteur = Gu / k—l—p 2 k2 — M2

X (v—a%)(lé—i-p%—m) “(v—ays) . (5.144)

En utilisant les formules de la section précédente on obtient

1
2 0 hectewr = g (AGD) = Alm) + (0° +m® = M) Bo(p;m. 1))
1 1
X lgz)[(v—l—a)2 275 —|—(v—a)2275
— dm(v*® — a*)By(p*,m,M) . (5.145)

Par exemple en utilisant la formule générale ([5.145)) dans le cas des corrections
de W= et Z a la self-énergie de 'électron, dans la limite m, < my, mz on
trouve

« 1 1 m?
Y9 (0) = — 1 W
£(0) 47r[281n 20, ( +log w2 >
(1 —2sin?6,,)? my
log 14
* 4 sin” 6, cos? O, + w2 } (5.146)
a sin? 6, m2
¥6(0) = ——*~ log —Z | . 5.147
#(0) 47 cos? 0, ( * w? ) ( )
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5.5 Solution des exercices

Exercice A

Il faut utiliser les propriétés d’anticommutation des variables de Grass-
mann et l'antisymétrie de la constante de structure ¢ de SU(2). Pour le
champ de jauge:

Q*A5 = Q(QA}) = Q (90" — ge™a A7)
= 0,(Q0") = ge™ (Qo")Aj, + ge™a® (QA7)  (5.148)

0, (Qo*) = 0, (—geabcabac) = —ge“bc[(ﬁﬂab)ac +0%0,0°]

2
= —ge”(9u0")0° (5.149)
aoc (& aoc g & e C
—ge™ (Qa") Ay, = ge (2eb To af> A, (5.150)
ge™eo® (QAY) = ge*eo® (6MO'C - gecefaeA/{) . (5.151)

La somme des termes des équations (5.14945.151)) donne
2
Q2AZ = %e“bcebefaeafAZ — g26“bcecefabU€A{L ) (5.152)

Le deuxiéme terme de I’équation précédente peut s’écrire, aprés changement
des noms des indices

2
92€aecEcbe,eO,bA£ — % <€abcecef . 6aecﬁcbf) O,bO_eAi
92 b f b f 92 feb _abc _f
_ ec _ac e _ eb _abc e AC
= —Gete oo Al = —5 e olo A% (5.153)
ou l'on a utilisé I'identité de Jacobi
6abcecef . Eaececbf — _ebeceacf ) (5154)

L’équation ((5.152)) peut s’écrire avec ((5.153))

Q*AL =0 (5.155)
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Pour le fermion
QY = Q(igTo"p) = igT*(Qo")¢p — igT " Qi
— igT" (—‘ge“bcabac) b — igT (igTc%)  (5.156)
et le deuxiéme terme de ’équation précédente peut s’écrire
GPTTb o ot = 922 7,7 0"ty = z'Q;Tcaaaw (5.157)
ce qui montre que Q% = 0. Pour le ghost o
Q%" = Q (_geabcabac> _ _geabc {(Qab) ¢ — o (Qo_c)}

2
— _geabc |:(_g€bef0_eo_f> o¢ — O'b <_g€cef0_eo_f):|
2 2 2
2
= gze“bcebef (aeafac — Ucaeaf) =0. (5.158)
Pour le ghost p il est nécessaire d’utiliser ’équation du mouvement pour o
0"0,0" = ge™ 0" (a" AY) (5.159)
qu’on peut obtenir & partir du lagrangien. On a
a 7/ a Z a Z a aoc C
Q" =Q <—€(‘9“AH> = —ga“(QAu) = —ga“(aﬂa — g0 A) =0

(5.160)
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Chapitre 6
Supersymeétrie

Le modéle standard constitue une description remarquable des phéno-
meénes physiques jusqu’a ’échelle de 100 GeV environ. Si on se pose la
question d’aller au dela de cette description de “basse” énergie un probléme
se pose. LLe modéle standard est bien slir consistant, mais si on essaye de
I’étendre a haute énergie, par exemple jusqu’a échelle de Planck Mp =
(8TG Newton) /2 = 2.4 x 10'® GeV ou les effets quantiques de la gravita-
tion deviennent importants, les corrections quantiques au secteur scalaire de
la théorie sont trés grandes. Vu que la masse du boson de Higgs est un para-
meétre libre dans le modéle standard le probléme peut étre résolu par un choix
trés précis de ce paramétre (“fine—tuning” en anglais). Mais un tel choix n’est
pas “naturel” et représente un aspect de la difficulté d’expliquer le probléme
de la hiérarchie entre des masses trés différentes, My, et Mp, séparées par 16
ordres de grandeur. Plusieurs solutions au probléme ont été proposées. Une
solution partielle consiste a éliminer le secteur scalaire qui pose probléme et a
le remplacer par une brisure dynamique de la symétrie électrofaible. Dans ce
cas les scalaires sont en général des états liés de fermions et & haute énergie
les corrections quantiques sont modifiées par rapport a un scalaire fondamen-
tal par des facteurs de forme. Ces modéles sont souvent & couplage fort et
une étude détaillée en théorie des perturbations n’est pas possible; de plus il
n’y a pas pour I'instant un modéle dynamique complet mais une multitude
de modéles.

Une autre option consiste a compenser les corrections dues aux boucles du
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secteur scalaire de facon systématique par la contribution d’autres particules.

La contribution de la boucle fermionique de la formule (6.1)) & la masse du
boson de Higgs, en supposant un couplage usuel du scalaire aux fermions

yfhiﬁw, est

Y
1672

Amj = (2/\2 + 6m7 log(A/my) + .. ) (6.2)
avec A un cut—off ultraviolet de 'ordre de I’échelle de la nouvelle physique
au delda du modéle standard. La contribution de la boucle avec un champ

scalaire est
As

1672
Dans les deux cas si I’échelle de la nouvelle physique n’est pas proche de
I’échelle électrofaible les corrections sont plus grandes que la masse de départ.
Par exemple si on suppose le modéle standard valable jusqu’a 1’échelle de
Planck ces corrections sont 1030 fois plus grandes que I'échelle électrofaible
qui constitue une valeur raisonnable pour la masse du boson de Higgs (m3 ~
(100GeV)?). Pour éliminer ces contributions Amj3, I'idée de base est d’utiliser
des fermions qui donnent un signe négatif aux contributions dues aux boucles.
Pour rendre systématique cette compensation on doit introduire une symétrie
qui relie les bosons et les fermions, la supersymétrie. Si chaque fermion a
deux partenaires scalaires avec g = y7 les contributions en A* & Amj, se
compensent.

Une transformation de supersymétrie transforme un boson |s) en fermion
|f) et vice versa:

Am; = (A2 —2mZlog(A/mg) + .. ) . (6.3)

Qls) = [f) QLf) =1s) - (6.4)

Les générateurs Q et QT sont des opérateurs fermioniques avec spin 1/2 et
donc les transformations de supersymétrie sont forcément des symétries de
Iespace—temps. L’algébre de la supersymétrie fera donc intervenir aussi les
générateurs de 1'algébre de Poincaré.
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En réalité le probléme de la hiérarchie entre My, et Mp va se poser en
supersymétrie sous d’autres formes. Une solution possible consiste a consi-
dérer des théories & D > 4 dimensions avec des dimensions supplémentaires
compactifiées. Mp(D) peut dans ce cas étre proche de My, méme si Mp(4)
reste séparé par 16 ordres de grandeur, mais ici aussi on n’a pas pour l'instant
une théorie complétement satisfaisante.

Dans ce chapitre on se limitera a une introduction a la supersymétrie dans
le cadre du modéle standard supersymétrique minimal (MSSM). Ce modéle
est souvent considéré comme le paradigme de la supersymétrie, mais il ne
faut pas oublier qu’il s’agit d’'un modéle possible parmi beaucoup d’autres.
L’importance de la supersymétrie est due pour l'instant & des motivations
purement théoriques puisqu’aucune particule supersymétrique a été observée.
La raison pour I'étudier en détail est que la supersymétrie a un role fonda-
mental dans la plupart des modéles de physique au dela du modéle standard
(supergravité, théorie des cordes, etc.)

6.1 L’algébre supersymétrique

En théorie des champs les symétries continues globales sont générées par
des transformations vérifiant

009 = i [Qa; @) (6.5)

ol # est un paramétre infinitésimal, (), est la charge obtenue avec le théoréme
de Noether et les générateurs forment une algébre de Lie

[Qav Qb] = icabc@c . (66)

Le théoréme de Coleman et Mandula prouve que tous les générateurs, a
I'exclusion des générateurs du groupe de Poincaré, pour une symétrie qui
forme un groupe de Lie avec paramétres réels doivent avoir spin zéro. Ce
résultat semble exclure la possibilité d’introduire dans 1’algébre de Poincaré
d’autres générateurs avec spin, comme les générateurs des transformations de
supersymeétrie, puisque le théoréme implique que les nouveaux générateurs
commutent avec le groupe de Poincaré.

Une possibilité pour construire des multiplets irréductibles avec des spins
différents est de généraliser I’algébre de Lie avec des relations d’anticommu-
tation. On parle dans ce cas d’une algébre de Lie graduée ou superalgébre.
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On introduit une charge de spin 1/2
Qa 9 a M)
Q=<Qa>, Q=(Q"Qu) (6.7)

avec Q, un spineur de Weyl (o = 1,2) et Q = Q™1°, QI = Q4. Les relations
de commutation avec les éléments de 1'algeébre de Poincaré sont

[M,ullu Qa] = _Z'(O-/ﬂ/)qﬁ Qﬁ (68)
[M,LLVJ Qa} = _i(ﬁul/)ﬂa Qﬁ (6'9)
Qo P = 0 (6.10)
Qs P =0 (6.11)
et celles d’anticommutation pour les générateurs de spin 1/2 ont la forme
[Qu Q) = 200", P, (6.12)
{Qa, Qs = 0. (6.13)

Cette superalgébre contient ’algébre de Poincaré comme sous—algébre. Si on
introduit les opérateurs de Casimir pour le groupe de Poincaré, la masse
P? = P,P" et Popérateur de spin W? = W, W* avec

1
WH = 2" P, My (6.14)

le vecteur de Pauli-Lubanski, on peut vérifier que

Qo P2 = 0 (6.15)
Qu W2 # 0 (6.16)

c’est—a—dire que les multiplets de la supersymétrie contiennent des particules
de spins différents mais de la méme masse.

Une premiére remarque importante est qu’on n’observe pas cette dégeé-
nérescence en masse entre particules de spins différents. Si la supersymétrie
est présente, elle doit étre une symétrie brisée. Une deuxiéme conséquence
des propriétés de 'algébre concerne le spectre en énergie. La formule (6.12)
implique

(") {Qa,Qy} = 4P" (6.17)

116



out 'on a utilisé la relation
tr(a*a”) = 2¢"” (6.18)
La composante v = 0 de la formule (6.17) permet d’écrire

APl = (W]Q1Qi + QiQ1 + Q2Qs + Q:Qa[v)
= WQa(@a)" + (Qa) @alt) = 0 (6.19)

avec B

e =Y, X* =KX (6.20)
L’équation (6.19) implique que dans une théorie supersymétrique I’énergie
d’un état qui n’est pas le vide est positive. La structure du vide est aussi
affecté par ce résultat. Pour un état supersymétrique invariant

Qal0) =0 Qal0) =0 (6.21)

I’énergie est
Eyige =0 (6.22)

et constitue un minimum absolu. Donc si un tel état supersymétrique existe,
il est ’état de vide. La supersymétrie est une symétrie exacte si et seulement
si Evide = 0.

Par contre si un tel état invariant n’existe pas

Qal0) #0  et/ou  Qal0) #0 (6.23)

on a
Eige >0 (624)

et la supersymétrie est spontanément brisée si et seulement si ’énergie du
vide est plus grande que zéro. Ceci implique que si un vide invariant sous su-
persymétrie existe comme minimum local, ce minimum est aussi le minimum
global.

Une valeur dans le vide non nulle pour un champ scalaire n’implique pas
forcément la brisure de la supersymétrie. Une symétrie interne est brisée par
cette condition mais si la valeur de I’énergie du vide est zéro la supersymétrie
ne peut pas étre brisée.

La formule a une autre conséquence importante, les représentations
irréductibles de l'algébre supersymétrique contiennent un nombre de degrés
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de liberté fermioniques égal & celui des degrés de liberté bosoniques. Les
charges @), changent le nombre fermionique d’une unité. On peut écrire

(=DM Qo = —Qa (=1)F (6.25)

ou Np est 'opérateur nombre fermionique. Pour une représentation R de
dimension finie de I’algébre on a

tr [(=1)™ {Qa, Qp} = tr [~ Qa (=1 Qs + (=1)"" Q5 Qo]

=tr[~-Qa (DM Qs+ Qu (=1)"" Q5] =0 (6.26)
et ’équation (6.12) implique
20" tr[(—=1)" P, =0 (6.27)
d’ou
tr(—1)"" =0 (6.28)

pour P, non nul. Puisque (—1)V% vaut —1 sur un état fermionique et +1 sur
un état bosonique, on a

ng(R) —np(R) =0 (6.29)
avec np(py(R) le nombre de bosons (fermions) dans la représentation R. On

a donc le méme nombre de degrés de liberté fermioniques et bosoniques.

6.1.1 Supermultiplets

Pour construire des théories supersymétriques il est nécessaire d’examiner
les multiplets de champs qui sont des représentations de l'algébre supersy-
métrique.

Pour des particules sans masse W? = P2 = 0 et on peut décrire les
particules en termes de I'hélicité A et de I'impulsion p* = (F,0,0, E). On
peut choisir I'état |\, p) tel que

QalA,p) =0 (a=1,2). (6.30)
Si cette relation n’est pas satisfaite on peut toujours construire I’état
N, p) = Qa | D) (6.31)
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tel que
Qal N, p) =0 (6.32)

a cause de la relation Q,Q, = 0 (sans somme sur «) qu’on peut déduire
de la formule (6.13]). La construction des état du multiplet a partir de 1’état
“maximal” |\, p) peut se faire & l'aide des charges () de maniére semblable
aux multiplets de spin avec l'opérateur de moment cinétique. Les seuls états
possibles sont

QalA, p) (@d=1,2). (6.33)
L’état Qi|\, p) n'est pas acceptable parce que sa norme est zéro. Pour le
prouver servions nous de ((6.12])

{Qaa Qﬁ}|)‘ap> = Q(Uu)a[‘;pu|)\,p> (634)
avec p = (E£,0,0,F) on a

o"p, = E(c° — ¢°) =2F ( 8 (1) > : (6.35)
La formule (6.34) implique donc
et -
Qil\p)=0. (6.37)
L’autre état qu’on peut construire est
0) = —— QslAp) = ——— Q'I\p) (6.39)
- \/E 9| D) = \/E yD) - .

Cet état est normalisé et correspond & une hélicité A — 1/2. Pour le prouver
on considére I'action du vecteur de Pauli-Lubanski (6.14))

(W, Q% = —;ewoP”(ﬁpf’)dB Q° (6.39)

sur |\, p)
_ . 1 _ .
W0, @] I\ ) = =500 (°Q)* I\ ) (6.40)
et puisque pour une particule de masse nulle

WulXp) = Apu |2, p) (6.41)
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on trouve

Wo (@) = (A= 3 ) 5o (@A) (6.42)
ce qui implique .
ViE QslA,p) =X =1/2,p) . (6.43)

On a donc seulement deux états, un fermion et un boson. Dans le cas A = 1/2
on a un fermion de Weyl et un scalaire. Pour construire une théorie invariante
de Lorentz on doit inclure aussi la représentation conjuguée de CPT, avec
un autre scalaire et un fermion de Weyl avec hélicité A = —1/2. Ces deux
représentations peuvent s’écrire sous la forme d’un spineur de Majorana et
deux scalaires. Ce supermultiplet chiral sera utilisé dans la construction du
modéle standard supersymétrique. D’autres supermultiplets qu’on va rencon-
trer dans les applications sont ceux avec A = 1 et A = 2. De fagon semblable

Particule Hélicité Hélicité CPT Supermultiplet
fermion, higgsino ~ 1/2 -1/2
chiral
sfermion, Higgs 0 0
Boson de jauge 1 -1
vecteur
gaugino 1/2 -1/2
graviton 2 -2
gravité
gravitino 3/2 -3/2

Tab. 6.1 — Les supermultiplets de la supersymétrie avec un seul générateur
fermionique (N =1) et A=1/2,1,2.

on peut construire des multiplets avec masse. Pour une particule avec masse
on ne peut plus utiliser 1’hélicité mais on doit considérer le spin et une de ses
projections.
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6.1.2 Supersymétrie étendue

On a étudié les conséquences de 'extension supersymétrique la plus simple
de I'algébre de Poincaré, avec un seul générateur fermionique (). On peut
facilement généraliser notre étude au cas de plusieurs charges supersymé-
triques Q4 avec A = 1,... N un indice d'un groupe de symétrie interne.
L’algeébre ne se modifie pas, sauf par la présence de 'indice A, au niveau des
commutateurs avec les générateurs de ’algébre de Poincaré

(M, Q] = ;m)f@g (6.44)
- 1 _—

[M;un QOQA_ = _§<5_;w)ﬁd Q? (645)

[ aA>P,u: = 0 (646)

Qi p) = 0. (6.47)

Par contre les relations d’anticommutation pour les générateurs de spin 1/2
sont modifiées

{Q4,Q5} = 20%"(0"),5 Py (6.48)
{ . Q?} = epZ"? (6.49)
olt ZAB = — 784 est une combinaison linéaire des générateurs de la symétrie

interne appelée la charge centrale puisqu’elle commute avec tous les autres
générateurs (Z4P appartient & la sous-algébre Abélienne du groupe interne
de la symétrie).

Si la charge centrale est absente, le groupe de symétrie interne est U(NV)
puisque l'algeébre est invariante par rotation avec une matrice unitaire. La
présence des charges centrales réduit cette symétrie. Dans le cas N = 1 on
ne peut pas avoir une charge centrale a cause de la propriété d’antisymétrie
ZAB — —ZBA.

La présence de plusieurs supersymétries a comme effet d’augmenter le
nombre de champs dans les multiplets, par exemple en ’absence des charges
centrales si on commence avec une particule sans masse d’hélicité A on obtient
N états d’hélicité A — 1/2 parce que Panalyse faite pour N = 1 s’applique
pour chacune de N charges. Des exemples de multiplets sans masse pour
N = 2 sont donnés dans la table. On peut remarquer que pour N = 2 (mais
ceci reste vrai en général pour N > 2) on n’a pas de multiplets chiraux,
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A Hélicité Hélicité CPT Multiplicité Supermultiplet

1/2 1/2 - 1
0 - 2 hypermultiplet

-1/2 - 1

1 1 -1 1
1/2 -1/2 2 vecteur

0 0 1

2 2 -2 1
3/2 -3/2 2 gravité

1 -1 1

Tab. 6.2 — Les supermultiplets N = 2 sans charge centrale et avec A =
1/2,1,2.

mais on a un hypermultiplet qui est son propre conjugué sous CPT, avec un
fermion de Majorana (les deux fermions de Weyl) et deux scalaires. Le fait
d’avoir dans le méme multiplet une structure invariante de Lorentz est un
désavantage du point de vue de la phénoménologie puisqu’on est obligé de
faire transformer ces champs de la méme facon par rapport a une symétrie
de jauge. Les interactions faibles ne sont par contre pas les mémes pour
les composantes gauches et droites des fermions. Pour cette raison seule la
supersymétrie N = 1 joue un role dans les modéles a basse énergie.

6.2 Le multiplet chiral

6.2.1 Lagrangien du multiplet chiral

La plus simple théorie supersymétrique qu’on peut construire consiste en
un fermion de Weyl & deux composantes et, pour avoir le méme nombre de
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degrés de liberté bosoniqueﬂ, un champ scalaire complexe

L= —ip'e"0, ) — 0,00 ¢ . (6.50)
Sous transformation de supersymétrie le scalaire devient un fermion

5 = et §¢* = eyl (6.51)

€ étant un paramétre infinitésimal, anticommutant avec deux composantes
de Weyl. Avec les transformations (6.51)), la variation de la partie scalaire du

lagrangien ((6.50) est
0Ly = —e"1p0, 0" — '0"p1,¢ . (6.52)

La transformation du champ fermionique doit permettre de compenser la
variation du lagrangien scalaire. Il nous faut une variation d¢ linéaire en ¢,
€' et la dérivée:

5o = i(0"€") 00,0, Sl = —i(ed) 400" . (6.53)
La variation correspondante du lagrangien fermionique est
§L; = Y1c" 0" 0,0,¢ — €0"5"0,10,0" (6.54)
et avec les identités pour les matrices de Pauli
(o"G” + o¥d")P = —2¢" 67 | (70" +5%o")? = —2g"7  (6.55)
on peut écrire
6Ly = €'0MpT0,¢ + €0, 0"
— 9, (60”5“1/1&,925 + e + eTz/JTﬁ“qﬁ) (6.56)

et conclure que
58 = / d*z (5L +6L) =0. (6.57)

1. Un fermion de Weyl a deux polarisations de spin et donc deux degrés de liberté sur sa
couche de masse (on-shell). En général, si on n’impose pas la condition on-shell, le fermion
de Weyl est un objet avec deux composantes complexes et donc 4 degrés de liberté.
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Il reste a vérifier que P'algebre des transformations (6.51)) et (6.53)) soit fer-
mée, c’est a dire que le commutateur de deux transformations de symétrie
appartienne a la superalgebre. Pour les scalaires :

[01,05) ¢ = i(ea0™el — €,0M€h)D, 0 (6.58)

le commutateur étant proportionnel & la dérivée et donc a l'impulsion, un
élément de l'algébre. Pour les fermions

(01, 09) Yo = i(0"€])a€20,10 — i(0"€b) w101 - (6.59)
Les identités de Fierz

Xa (1) = —€a(nX) — 1a(X€) (6.60)

avec y = otel, n = o, £ = e et x = O'“E;, n = 0,1, £ = € suivies de
I'utilisation des identités

EX = a0 = E%apXs = —X5€apE” = X5€aal” = X 5 = x€
oty = —xoteh = (x'6"6)" = —(Co"xT)* (6.61)

permettent d’écrire
01, 02) he = i(€20" €] — €0M€h) Dythe + i€10€557 0,1 — i€ra€la" Db . (6.62)

Les deux premier termes a droite sont de la forme requise par les transfor-
mations de supersymétrie, les deux termes restants sont zéro sur la couche
de masse (on-shell) & cause des équations du mouvement

0, = 0. (6.63)

La supersymétrie est donc valable seulement on—shell et la raison en est la
non correspondance off—shell entre le nombre des bosons et celui des fermions.
Pour avoir une supersymétrie valable aussi off—shell on peut introduire dans
le lagrangien un champ scalaire complexe F' sans terme cinétique (champ
auxiliaire) :

Lows = F*F (6.64)

avec des transformations de supersymétrie
§F = ie'a"0,) SF* = —id,hTate (6.65)
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qui donnent pour le lagrangien
0 Lo = i€ G0, F* — i0,p e . (6.66)

Cette variation est nulle on—shell & cause des équations du mouvement F' =
F* = 0. Off-shell on peut exploiter cette variation pour construire un lagran-
gien invariant, avec une modification des transformations sous supersymétrie
pour les fermions

5o = 1(0"€) 00, + o F Sl = —i(ed)40,0" + €L F* . (6.67)

On peut vérifier que ces transformations, pour les champs ® = ¢, ¢*, ¥, ¥T,
F, F* donnent
[01,05] @ = i(ea0™€] — €,0%€})D, @ (6.68)

sans faire référence aux équations du mouvement. L’utilisation des champs
auxiliaires sera importante dans la discussion de la brisure de la supersymé-
trie.

6.2.2 Interactions du multiplet chiral

Le supermultiplet chiral est a la base de la construction du modéle stan-
dard supersymétrique. Dans la section précédente on a écrit la partie libre du
lagrangien. En général on utilisera plusieurs de ces multiplets et on ajoutera
des termes d’interaction.

On a un lagrangien libre de la forme

Liipre = —O"¢™ 0,0 — iwiﬁua;ﬂﬂi + F*F, (6.69)

ou ¢ est un indice sur les degrés de liberté de jauge et de la saveur. Les
transformations supersymétrique qui laissent invariant ce lagrangien sont

0p; = €v; 0¢*" = el
(Vi) = i(0"€)00udi + €aFy (V) = —i(eo™) 50,0 + ELF*i (6.70)
OF; = ie' 510, SF* = —id 'ate .

On va maintenant montrer que le terme d’interaction invariant sous les trans-
formations de supersymétrie et renormalisable est de la forme

1. ... .
Lint = _§WU¢Z,¢], + WZE + c.c. (671)
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avec W% et W' des fonctions des champs bosoniques ayant respectivement
une dimension de masse et de masse au carré. La propriété &y = x& pour
les spineurs implique que W#¥ doit étre symétrique par rapport a ses indices.
Wi et W* ne sont pas fonctions des champs fermioniques afin de limiter la
dimension de masse a 4. On ne peut pas non plus introduire des termes d’in-
teraction purement bosoniques dans les champs ¢; et ¢* parce qu’il serait
impossible de compenser leur variation sous une transformation de supersy-
métrie. Le lagrangien d’interaction est le plus général possible, mais
il reste & imposer l'invariance de ce terme par rapport aux transformations
de supersymétrie. On peut analyser séparément les différentes parties de ce
lagrangien. La transformation de la partie qui contient quatre spineurs est

10w 10w
0L, = ~3 0 (evr) (Vih;) — 236 (6%“)(%%‘) + c.c. (6.72)
Pour le premier terme de droite on peut utiliser I'identité de Fierz
(i) (Wn) + (exy) (Wnahi) + (evby) (highy) = 0 (6.73)

qui implique qu’on peut avoir une variation nulle si §W% /¢y, est symétrique
dans les indices 7, j, k. Pour le deuxiéme terme de droite une identité sem-
blable n’est pas disponible et la seule possibilité pour avoir une interaction
invariante est d’éliminer complétement les champs ¢** du terme W¥, qui est
donc analytique (holomorphe) dans le champ complexe ¢y. On peut écrire

Wi = mil 4 kg, (6.74)

m¥ étant la matrice symétrique de masse et 3% les couplages de Yukawa.
La partie du lagrangien d’interaction qui contient des dérivées a une va-

riation sous les transformations de supersymeétrie telle que

6Laer = —iW90,000i0" " —iW' D, 0%’ + c.c. (6.75)
Si on définit 21 -
Wi = , Wi = 6.76
00i0; 0; (6:76)
en observant que
W499,¢; =0, (g) (6.77)
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on peut vérifier que la variation (6.75]) est une dérivée totale a condition que

oW L1
5¢Z =m JQZSJ‘ + iy ]kquqbk . (678)

Les relations (6.74) et (6.78) nous améne a définir le superpotentiel?]

Wi =

W= im”qﬁiqﬁj + 63/”k¢i¢j¢k (6.79)

qui est une fonction analytique des champs complexes ¢;. Les variations res-
tantes de L; sont linéaires en F; ou F* et s’annulent. Les équations du
mouvement pour le lagrangien avec les termes d’interaction sont

F,=—-Wr, F* = —W* . (6.80)

On peut les utiliser pour écrire le lagrangien sans employer les champs auxi-
liaires

L= —0"¢"0,p; — ih"'5"0,0; — (W”wlw] + W WTWT) —W'W; (6.81)
ou le potentiel scalaire de la théorie est donné par

1 * 7 *7
imily]"‘% OOk

1 * *k 1 *m
+ 4 ”lykmz i Fo (6.82)

Vo= W'W; = FF"=mim"¢"¢; + §mdl/}kkz¢i¢*]¢*k +

Il est toujours non négatif (carré de la valeur absolue de W*). En utilisant la
forme explicite du superpotentiel (6.79) on peut écrire le lagrangien sous la
forme

| o 1 1, oo
L = —0"9"0,0; — it " 0,; — ;M Tihnpy — §mij¢ fapIt

- V- iy”kébz’%‘l/fk - §yijk¢ WWH . (6.83)

2. Une possibilité qu’on n’a pas considéré est la présence d’un terme linéaire k¢; qui est
compatible avec la symétrie de jauge seulement si le champ est un singulet de jauge.
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6.2.3 Exercice A : Le modéle de Wess—Zumino

Considérer un spineur de Majorana

T — (jﬁg) (6.84)

et montrer 'identité

U9, U = 20510, (6.85)

en termes des spineurs de Weyl a deux composantes. Pour la démonstration
éliminer une dérivée totale et utiliser les relations

w=(p ) verr=-xo"y (6.56)

ou ¢ et x sont deux spineurs de Weyl, o* = (1, 0;) et 6" = (I, — 0;) sont les
matrices de Pauli.
Considérer ensuite le lagrangien

L= 0,0"0"¢ + "0, (6.87)

avec ¢ un champ scalaire complexe, 1) un spineur de Weyl a deux com-
posantes. Ce lagrangien est invariant sous les transformations globales de
supersymétrie sur la couche de masse

06 = V26wt (6.88)
0 = —iV20,00"Ew (6.89)

Ecrire le lagrangien (6.87) en termes d’'un champ de Majorana V¥ et de deux

champs réels A et B:
1

¢ 73
Les transformations de supersymétrie (6.8846.89) en termes des nouveaux
champs sont

(A+iB) (6.90)

§A = &V (6.91)
6B = ifys¥ (6.92)
W = —iv'o,(A+ivB)E (6.93)
ol
() 099
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est le paramétre spinoriel de la transformation. Vérifier que les nouvelles
transformations de supersymétrie (6.9146.93)) sont équivalentes a (6.8816.89)).
Les propriétés suivantes peuvent étre utilisées sans démonstration :

;(1 — %)V = (%a> ;(1 + %)V = (£a> : (6.95)

6.3 Le multiplet vecteur

6.3.1 Lagrangien du multiplet vecteur

Le supermultiplet vecteur de jauge contient un boson de jauge sans masse
A% et un fermion de Weyl, le gaugino A\*. Les transformations de jauge du
supermultiplet vecteur sont

OjaugeAS, = —0,A" + gf ™" A} A (6.96)
OjangeA” = gf" NN (6.97)

ol g est le couplage de jauge, £ les constantes de structure antisymétriques
du groupe de jauge et A® un paramétre infinitésimal de la transformation
de jauge. Sur la couche de masse on a deux polarisations pour le champ
vectoriel et deux composantes pour le spineur de Weyl. Par contre off—shell
le champ vectoriel a trois composantes et le spineur de Weyl quatre. Pour
que la supersymétrie soit respectée off—shell il faut ajouter un champ scalaire
réel D°. Le lagrangien correspondant est

1 a aurv -\ AT = a 1 a a
Liange = =3 Fo, P — A TG1 DA + ;DD (6.98)
avec
Fo, = 0,AL = 0,A% — gf* A A (6.99)
DyX* = 0\* — gf ™ AN (6.100)
Les transformations de supersymétrie pour les champs sont

a 1 T= a at =

OA = 7 (6 T+ A O’MG) (6.101)
) 1

ONE = ———(0"6Y€)oFY, + —=€nD° (6.102)

2v/2 V2

sD% — jﬁ(agupuv_pwwe). (6.103)
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Comme dans le cas du lagrangien pour le multiplet chiral, on peut montrer
que le lagrangien (6.98)) est invariant sous les transformations de supersymé-
trie et que l'algébre se ferme.

6.3.2 Interactions de jauge supersymétriques

Le premier pas pour construire un lagrangien invariant de jauge avec les
multiplets chiraux et vecteurs consiste & introduire des dérivées covariantes
pour les champs des multiplets chiraux

Dy = i+ igAl(T),; (6.104)
D,gi = 0.¢i +igAL(T"¢); (6.105)
Dud™ = 8,0 —igAl(¢ ). (6.106)

Le lagrangien complet doit aussi contenir tous les autres termes invariants
de jauge, renormalisables et compatibles avec la transformation de supersy-
métrie:

L = Linuge + Lanirat + 9(6"T°¢) D" = V29 [ (4" T V)N + A (01 T79)| (6.107)
ol les T sont les générateurs de la transformation de jauge, Lopira1 le lagran-

gien pour le multiplet chiral avec les dérivées covariantes. Les transformations
de supersymétrie sont aussi modifiés par les dérivées covariantes :

§(Vi)a = (0" oDy + €aFy (6.108)
OF, = iela"Dyab; +V2g9(T¢)ie Xt (6.109)

[’équation du mouvement pour le champ auxiliaire est
D" = —g(¢"T"¢) (6.110)

on peut l'utiliser pour éliminer le champ auxiliaire du lagrangien. Le potentiel
scalaire complet est

. 1 1
V= F'Fi+3 S DD = WiW 4 3 > gi T 9)? (6.111)

ou la somme sur a fait référence a la possibilité d’avoir différents facteurs
dans le groupe de jauge avec des couplages différents. On parle de termes
F' et D pour le potentiel scalaire. Le potentiel scalaire est complétement
déterminé par les autres interactions dans la théorie: les termes de type F
sont déterminés par les couplages de Yukawa et les termes de type D par les
interactions de jauge.
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6.4 La supersymétrie comme théorie de jauge

Dans 1’étude du modeéle standard on a décrit les données en termes d’une
théorie avec des symétries locales plutdt que globales. Pour la supersymétrie
on peut aussi se poser la question de la traiter comme symeétrie locale. La
supersymétrie a quatre dimensions contient comme sous—algebre 1’algébre de
Poincaré (ou celle de de Sitter) et la version locale de cette sous—algébre est
la théorie de la gravité d’Einstein. Pour cette raison la version locale de la
supersymeétrie est aussi une théorie de la supergravité. Pour la supersymétrie
N =1 on doit donc inclure un multiplet avec le graviton de spin 2 et son
partenaire supersymétrique, le gravitino, un fermion de spin 3/2. L’introduc-
tion d'un champ de spin 2 rend la théorie non renormalisable, on doit donc
penser ces théories comme effectives.

Un autre point important dans ’analyse d’une théorie locale de la super-
symétrie est le role du vide. On a vu que dans une théorie supersymétrique
globale le vide est une quantité positive ou nulle, mais jamais négative. En
particulier un vide invariant sous transformations de supersymeétrie a une
énergie nulle et un vide qui brise la supersymétrie, une énergie positive. Dans
le cas local ceci n’est plus vrai puisque le potentiel est modifié et le vide su-
persymétrique a une énergie négative. On n’est donc pas obligés de prendre
un vide brisé a énergie positive. Ce point est important parce que I’énergie du
vide contribue a la valeur de la constante cosmologique A dans les équations
de la relativité générale et intervient donc dans les modéles cosmologiques et
dans les mesures astrophysiques (supernovae, radiation a 3 K) par des effets
sur la géométrie et 'accélération de I'univers.

6.4.1 Supergravité globale

Avant d’étudier la théorie locale pour la supergravité, on va considérer le
lagrangien du multiplet de la supergravité globale. Pour garder une notation
compacte le spineur vectoriel de Weyl 1, de spin 3/2 sera écrit en notation
a quatre composantes avec un spineur vectoriel de Majorana

v, = ( Zg ) (6.112)
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L’action du multiplet de la supergravité globale est donné pour la partie de
spin 3/2 (action de Rarita-Schwinger) par

1 _
Sns = 5 / A2 e 57,0, 0, (6.113)

ol €#P7 est le tenseur antisymétrique de Levi-Civita avec ¢"1?3 = 1. Pour le
graviton de spin 2 on utilise un tenseur symeétrique a trace nulle g, linéarisé
G = Ny + Kl (6.114)

Nw €tant le tenseur métrique de Minkowski et
K = 871Gy (6.115)

ot Gy est la constante de Newton. Le champ bosonique h,,, a la dimension
d’une masse. L’action d’Einstein linéarisée constitue la partie bosonique de
I’action pour le supermultiplet

1 1
S = -3 / dz (RW - 2%3) B (6.116)

ol le tenseur de Ricci linéarisé est

1 0%h 0*hP 0%h* O0*h*
R,=-[- Ky v - L 6.117
K 2 ( 0xPOx,  Oxtdx, + Oxv0x, 896”8:6,,) ( )
et la courbure
R=n"R,, . (6.118)

La raison pour considérer ici la théorie d’Einstein linéarisée est due a I'in-
variance globale qu’on cherche & obtenir. En réalité la théorie d’Einstein est
locale dans sa forme standard. L’action

S = Sgrs + Sk (6.119)

est invariante sous les transformations globales de supersymétrie €@, avec ¢
paramétre spinoriel de Majorana:

i
Shy, = —Eé(w\lfl,—kvl,\ll#) (6.120)
50, = —ic"O,h,,E (6.121)

ou .
o = %W, 7. (6.122)

Ces transformations laissent ’action invariante sur la couche de masse. Comme
d’habitude I'invariance off-shell s’obtient avec des champs auxiliaires.
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6.4.2 Supergravité locale

Dans une transformation locale le paramétre spinoriel de la transforma-
tion dépend du point de 'espace—temps

e (6.123)

On ne va pas discuter les méthodes pour obtenir le lagrangien avec invariance
locale mais on se limitera aux résultats. Pour la partie bosonique de I'action
on va utiliser ’équation d’Einstein standard qui est invariante sous les trans-
formations locales. Il faut introduire la tétrade vierbein e, avec m indice
local de Lorentz et

huw =€, e, Nmn - (6.124)

L’action invariante sous les transformations locales de supersymétrie est
1 4 1 4, . VPO >
S = _Tﬁ/d x|dete|R — §/d ze"P7V 5y, DV, (6.125)

ol la dérivée covariante a une forme non minimale

?

D;L - au - Eajumnamn (6126)
i _ _
(Dumn = Wumn + 152(\Iju’7m\1/n + \I[mry,ulpn - \Ij//%m\:[jm) (6]—27)
1 1
Wymn, = 5675(3#6711/ — Oveny) + ie,;en"agemeuq — (m < n) (6.128)

Wymn €tant la connection de spin. Les transformations locales de supersymeé-
trie sont

Se" = —ikEy™V, (6.129)

)

00, = =D, (6.130)

6.4.3 Théories non renormalisables

On ne va pas discuter en détail les interactions dans une théorie locale
de la supergravité. Une théorie des champs qui contient la relativité générale
est non renormalisable. Il s’agit donc d’une théorie effective qui demande
une explication plus fondamentale. Néanmoins ces théories effectives non
renormalisables ont un role important a “basse” énergie, un peu comme la
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théorie de Fermi par rapport aux interactions faibles ou la théorie chirale
pour I’étude de la physique hadronique.

Une différence importante dans le cas d’une théorie non renormalisable
est la présence du potentiel de Kahler K(¢;, *) en plus du superpotentiel.
Il s’agit d’une fonction réelle de ¢; et ¢** avec les dimensions d’une masse
au carré. On n’a pas discuté de ce terme dans le cas renormalisable puisque
la seule possibilité était K = ¢*¢;. Dans le cas de la supergravité on a
une échelle de masse, la masse de Planck, qui entre dans la construction
du lagrangien. On peut définir une quantité sans dimension, la fonction de
Kahler

K w w*
mop mp mp
et ses dérivées
. 0G oG ; 0*G
G'=—, Gi=—, Gl = ———. 6.132
o6 89" 86705, (6:132)
avec pour la matrice Gf une matrice inverse
(GHIGE = (GGl =6k (6.133)

Ces fonctions permettent de généraliser la contribution au potentiel scalaire
du terme F'

V =mhe? (GGG, - 3) (6.134)
ou l'analogue du champ auxiliaire F' est donné par
Fy = —m%e92(G G, (6.135)

dans le cas de la supergravité. La supersymétrie est spontanément brisée
si au moins un des F; a une valeur dans le vide non nulle. Avec le terme
—3 dans le potentiel on peut comprendre pourquoi la brisure de la
supersymétrie locale peut se faire avec une valeur dans le vide qui est zéro,
positive ou négative.

6.5 Solution des exercices

Exercice A

Le terme cinétique des spineurs de Majorana peut s’écrire en fonction des
spineurs de Weyl

U0,V = o 0" 0ythe — a0 0,h = 200" 0,1 . (6.136)
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Le lagrangien en termes des nouveaux champs est
1 |
L =3 (0,A)"A+0,B0"B) + %\wa“\p . (6.137)

Les transformations de supersymétrie en fonction des deux descriptions sont
équivalentes. Pour 0 A

1 oz
= ﬁ(am&p ) =&V (6.138)

on procéde de maniére analogue pour §B. Inversement on peut montrer la
transformation de d¢ a partir de celles de 0A et 0B

0A

1 1
V2 V2

Pour montrer la transformation de 01 on peut partir de la transformation
de oW

¢ = —(SA+i6B) =

(60 - Ey50) = Ve . (6.139)

1
§U = —intd,(A+ ivsB)E = —iy”@uﬁ (¢ + " +75(d — ¢")]
= VB ot P et 1] (6.140)

En utilisant les propriétés des projecteurs données dans 1’exercice on a, par
exemple pour la composante haute du bispineur

6 = —iV/20,00" &y (6.141)

et une formule analogue pour la partie basse 8. On peut aussi partir de §1)
et 01 pour obtenir OW.
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Chapitre 7

Brisure de la supersymétrie

Pour construire un modéle phénoménologique de la supersymétrie pour la
physique électrofaible il faut inclure un mécanisme de brisure. On va analyser
des modéles de brisure spontanée de la supersymétrie. Tous ont en commun
I'extension du modéle a haute énergie. De ce point de vue il ne s’agit pas
seulement de construire une version supersymétrique du modéle standard,
mais d’aller a des échelles d’énergie beaucoup plus grandes. Une autre pos-
sibilité, moins ambitieuse, consiste a décrire de fagon effective cette brisure
seulement par l'introduction de termes de brisure explicite. Dans le cas du
modéle standard supersymétrique minimal on va se limiter a cette approche
effective.

7.1 Brisure souple

On a utilisé la supersymeétrie pour éliminer les divergences quadratiques
dans le probléme de la hiérarchie entre I’échelle électrofaible et 1’échelle de
Planck. L’introduction de termes de brisure explicite ne doit pas introduire
a nouveau ce probléme. La relation entre les couplages sans dimension qui
interviennent dans la compensation des divergences quadratiques doit étre
préservé. Ces considérations nous aménent & considérer des termes de brisure
de la supersymétrie par des termes ayant des couplages avec une dimension
de masse positive, comme par exemple des termes de masse. On parle dans
ce cas de termes de brisure souple de la supersymétrie. Cette approche effec-
tive de basse énergie est justifiée par des modéles de haute énergie avec une
brisure spontanée qui générent précisément ce type de termes. Les termes de
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brisure souple vont donner des masses différentes aux particules du modéle
standard et a leurs partenaires supersymétriques. En pratique si on ne veut
pas introduire un nouveau probléme d’échelle, la différence de masse ne peut
pas étre trop grande par rapport a la valeur de ’échelle électrofaible. Dans le
cadre d’une théorie renormalisable les termes de brisure explicite souple de
la supersymétrie sont[]

1 1. 1.
Loowple = —5MAAA" = ga”kqbiqugﬁk — Vi, + cc.

(m?);¢" s . (7.1)

La formule ([7.1)) ne contient pas des termes souples dans les champs chiraux
parce que ’on peut toujours redéfinir le superpotentiel et les constantes pour
les éliminer. On peut prouver que la brisure souple de la supersymétrie géné-
rée par garantit I'absence a tous les ordres de la théorie des perturba-
tions des divergences quadratiques pour les champs scalaires. La présence ou
I'absence d’un terme du lagrangien de brisure souple dépend des autres
symétries de la théorie. Les paramétres de masse (mQ)j» pour les champs sca-
laires sont toujours présents parce qu’il suffit de choisir les champs ¢; et ¢’*
dans deux représentations conjuguées des groupes de jauge. Les termes a™/*
et b¥ ont la méme forme que les termes y“* et m*” du superpotentiel, donc
ils sont présents si le terme correspondant du superpotentiel est permis par
les symeétries de la théorie.

7.2  Brisure spontanée de la supersymétrie

On a vu que si la supersymétrie n’est pas brisée dans I’état de vide de la
théorie, le vide a ’énergie zéro. Si par contre la supersymétrie est spontané-
ment brisée dans 1’état de vide, le vide a une énergie positive. Le potentiel
scalaire permet de briser spontanément la supersymétrie si F; ou D*
ne sont pas nuls dans I’état de vide, par exemple en ajoutant des termes au

1. On ne va pas considérer ici la possibilité d’un terme
1 ik xi
—5¢ "¢k +c.c.

qui est souple (il ne génére pas des divergences quadratiques) sous certaines conditions.
La raison pour ne pas l'inclure est que ce terme est complétement négligeable dans les
modéles de brisure spontanée de la supersymétrie qu’on va étudier.
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lagrangien qui ne permettent pas aux équations du mouvement F; = 0 et
D = 0 d’étre simultanément satisfaites.

7.2.1 Mécanisme de Fayet-Iliopoulos

La premiére possibilité est de considérer le mécanisme de Fayet—Iliopoulos.
Si la symeétrie de jauge de la théorie contient un facteur U(1), le champ auxi-
liaire du multiplet de jauge est a lui seul invariant de jauge et de supersymé-
trie:

EF—I =xrD (72)

ol k est une constante avec la dimension d’une masse au carré. Cette possi-
bilité existe seulement pour une symétrie de jauge Abélienne parce que pour
des groupes non Abéliens I’équivalent du terme de Fayet-Iliopoulos n’est pas
invariant de jauge. Dans le cas du groupe U(1) la transformation dD de la
formule est une dérivée totale. Le terme peut donner une valeur
non nulle dans le vide a cause des autres interactions du champ scalaire qui
sont chargées sous la transformation du groupe de jauge U(1). Le potentiel
prend la forme

V= ;DQ — kD + gD Z Q0™ (7.3)

ou @; sont les charges des champs ¢; sous le groupe de jauge U(1). L’équation
du mouvement pour le champ D devient

D=r-yg) Qit"¢; (7.4)

Si les champs ¢; ont une valeur dans le vide nulle, le champ auxiliaire obtient
une valeur dans le vide

(D) = & (7.5)

et la supersymétrie est spontanément brisée. Dans le cas d'une extension
supersymétrique du modéle standard l'utilisation du groupe U(1)y implique
la brisure de la couleur et de I’électromagnétisme pour certaines particules
supersymétriques, donc on ne va pas utiliser cette méthode dans la suite.
Il est possible par contre d’ajouter des nouveaux groupes U(1), mais dans
le cadre du modéle standard supersymétrique il est difficile de donner une
masse compatible avec les limites expérimentales a toutes les particules.
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7.2.2 Meécanisme de O'Raifeartaigh

Une deuxiéme possibilité est la brisure spontanée de la supersymétrie avec
un terme de type F' non nul. L’idée consiste a choisir des supermultiplets
chiraux et le superpotentiel W (modeéle de O’Raifeartaigh) de fagon a ne pas
avoir des solutions simultanées pour les équations

5‘17*
F; = t - - = .
0 e S (7.6)
Le potentiel V' sera donc
V=>|F] (7.7)

avec un minimum positif pour assurer la brisure spontanée de la supersy-
métrie. L’exemple le plus simple consiste de trois supermultiplets chiraux
®; = (¢4, 4, F;) avec un superpotentiel

W = —k®; + m®ody + %@1@3 (7.8)
qui contient un terme linéaire qui est compatible avec 'invariance de la théo-
rie seulement s’il est un singulet de jauge. Le potentiel scalaire qu’on obtient
a partir de la formule précédente est

V =R+ |Ff” + | F5? (7.9)
avec

Fi=k=367,  R=-mg,  Fhi=-mé—yoi¢; (7.10)

Le terme linéaire du superpotentiel est nécessaire dans la brisure de la su-
persymétrie parce qu’il élimine la possibilité d’avoir un vide d’énergie nulle
(qui ne brise pas la supersymétrie) avec le choix ¢; = 0. Les F; de I’équation
permettent de vérifier que les conditions I} = 0 et F5, = 0 sont incom-
patibles et donc que la supersymétrie doit étre brisée. En prenant m? > yk on
peut montrer que le minimum absolu du potentiel est donné par ¢o = ¢3 =0
avec ¢1 quelconque. On a donc toute une vallée de minima équivalents, qu’on
appelle une direction plate du potentiel. Un développement autour du mini-
mum du potentiel avec le choix ¢; = 0 donne 6 scalaires avec les masses au
niveau de 'arbre

0o, 0, m, m, \/mz—yk‘, \/m2+yk:. (7.11)
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Les trois fermions de Weyl ont les masses
0, m, m. (7.12)

Le fermion sans masse est le goldstino, la particule sans masse du théoréme de
Goldstone. Dans le cas de la supersymétrie le générateur brisé est fermionique
et on a donc un fermion de Goldstone. Les deux scalaires réels sans masse
sont les composantes du scalaire complexe ¢;. Leur masse est nulle a cause
de la direction plate du potentiel. Ce résultat est modifié par les corrections
quantiques. Un calcul de ces corrections avec le potentiel effectif & une boucle
donne

1 ym4 m2+y/€ y2k2
2 3 2, 2
m¢1?)22{<k+yk>1n<2yk +2ym i 1—m4 -1

(7.13)
L’échelle de masse de la brisure de la supersymétrie est donnée par v/k. Dans
le modéle standard supersymétrique cette échelle est beaucoup plus petite
que I’échelle de Planck pour donner les masses des particules. Pour résoudre
le probléme de générer de fagon naturelle ’échelle électrofaible a partir de
I’échelle de Planck il faut utiliser d’autres méthodes. Une possibilité est la
brisure dynamique de la supersymétrie. On peut penser & ’analogie avec la
QCD, qui génére une échelle de basse énergie A ~ e /% Mp (g3 étant la
constante de couplage du groupe SU(3) de couleur) parce que la théorie est
libre asymptotiquement et perturbative a I’échelle de Planck. Il est clair, sur
les exemples qu’on a examiné, qu'un modeéle de brisure de la supersymétrie
ne peut pas étre seulement une version supersymétrique du modéle standard,
mais doit inclure d’autres ingrédients.

7.3 Les fermions de Goldstone

On a vu que dans le cas de la supersymétrie le générateur brisé est fer-
mionique et on a un fermion de Goldstone, le goldstino. En général on peut
considérer un modéle avec des multiplets chiraux et vecteurs. Les fermions
de la théorie sont des gauginos \* et des fermions chiraux ;. Quand certains
des scalaires de la théorie prennent une valeur dans le vide non nulles, dans
la base (A%, 1);) la matrice de masse des fermions a la forme

o 0 V29a(T*(6%))!
Mfermions = ( \/§ga(Ta<¢*>)j <WU> > . (714)
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On peut vérifier que 'action de la matrice fermionique sur le vecteur
o HDY
G = ( V2 > (7.15)
(Fi)

donne zéro. Pour le prouver pour la premiére ligne de la matrice de masse
on peut utiliser I'identité

WHT")ig; =0, (7.16)
pour la deuxiéme ligne on peut utiliser la condition
oV
= 7.17
o) (7.17)

qui est valable au minimum du potentiel scalaire. Le vecteur est pro-
portionnel a la fonction d’onde du goldstino. Si au moins un des champs
auxiliaires a une valeur dans le vide non nulle, la fonction d’onde est non
banale et sa masse est zéro. On a ainsi démontré le théoréme de Goldstone
dans le cas supersymétrique.

7.4 Le supercourant

Le théoréme de Noether indique que l'invariance par rapport a une sy-
métrie implique 'existence d’un courant conservé. Dans le cas de la supersy-
métrie, la variation par rapport aux champs ® = ¢, ¢*, ¥, !, F, F* donne

0L

ou O*K, = dL. Les courants supersymétriques sont conservées
0, J" =0 9,4 =0 (7.19)
les charges correspondantes étant

Qo = \/5/ dBxJ° Ql = \/5/ R (7.20)

L’expression explicite du supercourant conservé avec des multiplets chiraux
et vecteurs s’écrit

JE = (0"5";) oDy ¢™ —i (ot ) WS ———

1 .
2\/§<0-V5-P0-#)\GT)QF5/)_\;ﬁg(b*Taqb(o-#/\aT)a .

(7.21)
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L’équation précédente permet d’obtenir d’autres propriétés importantes pour
le goldstino. Supposons que la brisure spontanée de la supersymétrie soit due
a une valeur non nulle dans le vide du champ auxiliaire F'. La conservation
du supercourant est

0=0,J" = i(F)(0"9,GN0 + ... (7.22)

ou la partie qu’on a indiquée explicitement est due au deuxiéme terme de
I'équation (7.21)) en utilisant 1'équation du mouvement F; = —W;. Pour le
goldstino on peut écrire un lagrangien effectif

. . 1 -

Lgoldstino = —iGTﬁ“c’?HG — <7>(G@Hj“ + c.c.) (7.23)
ou j* est la partie du supercourant qui concerne tous les autres supermulti-
plets:

. v i 1 _

gk = (0"5"i)00,0™" — ﬁcr”apau)\aTFfp +... (7.24)
Le goldstino interagit avec les autres particules par des vertex avec un scalaire
et un fermion ou avec un gaugino et un boson de jauge. L’équation ([7.23)
diverge en apparence dans la limite (F') — 0. En réalité la limite est zéro
a cause des deux dérivées dans ce terme qui sont proportionnelles a des
différences de masses qui sont nulles dans la limite de supersymétrie non
brisée. Ces résultats dépendent seulement de la conservation du supercourant
et sont donc valables en général indépendamment des détails du mécanisme
de transmission de la brisure de la supersymétrie au secteur visible de la
théorie.

7.5 Meécanisme de super-Higgs

Le théoréme de Goldstone s’applique dans le cas d’une symétrie globale.
Quand on considére la gravité, la supersymétrie est une symétrie locale. Les
parameétres €* de la transformation de la supersymétrie sont des fonctions de
Iespace—temps. Le multiplet qui contient le graviton (spin 2) contient aussi
une particule fermionique de spin 3/2, le gravitino. Quand la supersymétrie
n’est pas brisée, ces deux particules ont une masse nulle. Dans la brisure
spontanée de la supersymétrie on a l’analogue du mécanisme de Higgs et le
gravitino obtient une masse en absorbant les degrés de liberté du goldstino.
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Dans le cas de la supergravité et de la brisure spontanée par les termes F;
des formules (6.134)) et (6.135)) la masse du gravitino est

1 i *J

p

La valeur de mg3/, dépend en général du modeéle de brisure considéré. La
valeur du potentiel scalaire au minimum n’est pas forcément plus grande
que zéro dans le cas de la brisure de la supersymétrie locale. Souvent on
impose (V) = 0 méme s’il n’est pas clair si ce choix particulier a ou non
une importance phénoménologique et la masse du gravitino a une forme plus
simple

m3, = mp el (7.26)

7.6 Brisure avec un secteur caché

Une contrainte a considérer dans la construction d’'un modéle supersymé-
trique est 'existence de régles de somme pour les masses qui sont valables
non seulement si la supersymétrie est exacte, mais aussi si la supersymétrie
est spontanément brisée quand on néglige les corrections dues aux boucles

Tr[m?(scalaires complexes)] = Tr[m?*(fermions de Weyl)] . (7.27)

L’équation précédente est vérifiée par exemple dans le modéle de O’Raifear-
taigh avec la brisure spontanée induite par les termes F'. Du point de vue de
la phénoménologie les fermions chiraux ont des masses petites (sauf le quark
top et les higgsinos) et on aurait déja di observer des scalaires supersymé-
triques légers. Cette remarque indique que les masses doivent leur origine
plutdt aux corrections radiatives ou a des méthodes indirectes. Dans cette
deuxiéme hypothése on parle d’un secteur visible de la supersymétrie et d’un
secteur caché qui est 1a pour donner la brisure spontanée de la symétrie. La
formule ((7.27) ne s’applique pas au secteur visible mais au spectre complet
et des masses en accord avec la phénoménologie peuvent étre ainsi générées.
Des interactions entre les deux secteurs sont nécessaires pour communiquer la
brisure de la supersymétrie a la partie visible. Les interactions entre les deux
secteurs peuvent étre de différentes sortes. Les deux modéles les plus utilisés
considérent des interactions gravitationnelles ou de jauge pour communiquer
la brisure de la supersymétrie entre les deux secteurs.
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7.6.1 Meédiation par la gravité

Une possibilité pour communiquer la brisure de la supersymétrie au sec-
teur visible consiste a utiliser les interactions gravitationnelles. On va consi-
dérer une forme particuliére pour le superpotentiel et le potentiel de Kéhler,
avec une partie visible et une partie cachée

W= Wy(gi) + We(X) (7.28)
K = ¢"¢; + X*X (7.29)
avec des valeurs dans le vide
oW,

(W,) = zm3, ( 5% ) =a'mp, (X) =wmp . (7.30)

Si on impose (V) = 0 on obtient
|2+ 2w*)? = 3|a|? (7.31)

F 2

W _ oo (7.32)

Mz =

Ce calcul peut se faire comme cas particulier des formules (6.134)), (6.135) et
(7.23). A Pordre le plus bas en 1/mp et avec une redéfinition W, — W,e~#*/2

pour garder la normalisation usuelle, on obtient le potentiel
Vo= (W))i(Wo)' +m3 0™ e; (7.33)
+ el {x*(bi(Wv)i + (2 w* 4 |w|*z* — 32*)W, + c.c.} :

Le premier terme est la contribution usuelle de la supersymétrie globale, le
deuxiéme est un terme scalaire souple
2 ‘(F X > |2 2

Les termes suivants sont de la forme

Ay = —@w*, By = (F) (—w* + 1) (7.35)

mp mp x4+ w

puisque pour la partie cubique ¢;W, = 3W, et pour la partie quadratique
oW, = 2W,. A Pordre le plus bas en 1/mp, la masse du gravitino est
1

ma, = G RUD(E) (7.30)
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ou les f! sont des paramétres sans dimension pour les gauginos.

On va utiliser cet exemple simplifié pour justifier I'introduction d’un la-
grangien effectif non renormalisable de basse énergie qui n’est méme pas
supersymétrique (il faut le considérer comme une partie d’un lagrangien su-
persymétrique) :

1 ]— a\a 1 * 7.1 *7
Lnr = _mipFX§ ; fa)\ A 4+ c.c. — RFXFXkJQZﬁZQZS J (737)
(I .
- 77TPFX (69/]k¢i¢j¢k + 2#”@%‘) +c.c. (7.38)

ou F'x est le champ auxiliaire d’un supermultiplet chiral dans la partie cachée
de la théorie. Si (Fx) ~ 10 GeV le lagrangien effectif va produire des
termes souples de 'ordre de quelques centaines de GeV. Les paramétres du
lagrangien peuvent étre déterminés a partir d’'une théorie plus fondamentale.
Notre exemple pour cette théorie nous indique que des simplifications sont
possibles, notamment celles des paramétres f, = f, k; = k&; Pour les autres
couplages on peut aussi considérer la proportionnalité avec les paramétres
correspondants du superpotentiel : /% = ay* et p/ = Bu¥.
Ce choix particulier va nous permettre de traiter tous les termes souples
avec quatre parameétres
(Fx) (Fx)

Fx)|? F
m1/2:fm7P’ mO:k|<Tr‘;{2>| , AO:amP , B0:/6<m);>
P

. (7.39)

Cette réduction du nombre des paramétres a une justification principalement
phénoménologique et constitue une paramétrisation simple pour traiter le
mécanisme de brisure de la supersymétrie dont on ne connait pas les détails.

7.6.2 Meédiation par les interactions de jauge

Une alternative pour le mécanisme de brisure de la supersymétrie est don-
née par les interactions de jauge. Il faut faire appel a de nouveaux multiplets
chiraux, les messagers, qui communiquent la brisure de la supersymétrie au
secteur visible par les interactions de jauge. De cette facon les interactions de
jauge générent les termes souples de basse énergie. Un modéle simple consiste

en un ensemble de multiplets chiraux chargés sous les interactions de jauge
du modéle standard (SU(3),SU(2),U(1)):

g~ (3,1, —=1/3), G~ (3,1,1/3), £~ (1,2,1/2), [~ (1,2, —1/2).
(7.40)
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Ces nouveaux fermions (et sfermions) doivent étre de masse élevée pour ne
pas donner des effets visibles a basse énergie. On peut introduire un terme de
couplage avec un multiplet chiral singulet de jauge S dans le superpotentiel
pour leur donner une masse

Wi = yeSO+ y,Sqq (7.41)

ou S et son champ auxiliaire Fg ont une valeur dans le vide non nulle. On
suppose aussi que S participe dans un autre terme du superpotentiel a la
brisure de la supersymétrie. Comme résultat on obtient des termes de masse
pour les fermions messagers ¥y, ¥z, V¢, Vg

Ly = —ye{S)ebs — yg(S)grbg + c.c. (7.42)

et pour les scalaires messagers ¢, q, ¢, ¢

Vi = [ye(S) (1e1* + 18%) + lya ()P (la)” + II?)
— (ye{Fs)ll + yy(Fs)qq + c.c.) . (7.43)
La deuxiéme ligne de 1'équation (7.43) représente des termes souples qui

donnent une différence de masse dans le multiplet chiral. Pour les sleptons
et les squarks on a des matrices de masse

| e i (Fs) o NuS)E —y(F)
M, = ( —ye(Fs) |y (S)|? > M, = ( Yo {Fs) \yq(SHQ ) (7.44)

avec des valeurs propres

Meptons = [Ye(S)* E [WelFs)|  Miguans = [9(S)” £ |yg(Fs)| . (7.45)

sleptons squarks

pour les masses des scalaires du multiplet chiral, & comparer avec les masses
des fermions du méme multiplet

m%eptons = ‘y5<5>‘2 ) miuarks = ‘yq<s>|2 . (746)

Cette brisure de la supersymétrie, dans le spectre du multiplet messager, est

communiquée aux particules usuelles par des corrections dues aux boucles

qui font intervenir les couplages de jauge. Les masses des gauginos sont
g (Fs)

Me = I (5 (7.47)
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par contre les scalaires du secteur visible n’ont aucune correction a une boucle
et la premiére contribution aux masses est a deux boucles. Le calcul des
diagrammes a deux boucles donne le résultat suivant

m2 =2 (@)2 l(ﬁ)Q Cy + (Z‘;)z Cy + (Z‘;)Q C;?] (7.48)

Coos = (T°T*); (7.49)

ou

sont les invariants de Casimir du groupe de jauge considéré et T les généra-
teurs correspondants. e modéle minimal qu’on a considéré peut se générali-
ser au cas de plusieurs superchamps chiraux ®; avec ®; dans la représentation
complexe conjuguée :

D’autres généralisations sont possibles, mais le point fondamental pour la
phénoménologie est que la masse des squarks et des sleptons dépend unique-
ment de leurs nombres quantiques de jauge et les dégénérescences en masse
que cela implique donnent automatiquement une suppression des effets in-
désirables comme la présence de courants neutres qui changent la saveur.
Une autre implication générale de ces modéles est que les particules avec
interactions fortes (squarks, gluinos) sont plus lourdes que les particules avec
interactions faibles (sleptons, higgsinos).
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Chapitre 8

Le modeéle standard supersymétrique

L’idée d’une version supersymétrique du modéle standard a été motivée
par des considérations de “naturalité” de 1’échelle électrofaible par rapport
a ’échelle de Planck dans une théorie des champs & quatre dimensions de
I’espace-temps lors de I'introduction de la supersymétrie. ’étude de la bri-
sure spontanée de la supersymétrie montre que de nouveaux ingrédients sont
nécessaires pour une description détaillée et qu'un modéle minimal ne peut
étre qu’une description effective. Le modéle standard supersymétrique mini-
mal (MSSM) constitue cette description effective. Chaque particule du mo-
déle standard a un partenaire supersymétrique puisque I’élément fondamental
de construction du lagrangien est le supermultiplet.

Une bonne partie des ingrédients pour la construction du MSSM sont
dans le modéle standard. On a aussi des différences importantes. La pre-
miére est que les bosons de jauge de spin 1 ont des partenaires fermioniques
de spin 1/2 qui sont des spineurs de Weyl (ou de Majorana dans une notation
a quatre composantes), tandis que le modéle standard contenait seulement
des spineurs de Dirac. Une autre différence est que le contenu scalaire de la
théorie se trouve élargi non seulement & cause des partenaires scalaires des
fermions mais aussi dans sa partie de Higgs. Une analyse des anomalies par
les diagrammes triangles (comme déja vu dans le cas du modéle standard)
montre que deux doublets de Higgs (et deux doublets de higgsinos) d’hyper-
charges opposées sont nécessaires pour construire une théorie sans anomalie.
La conséquence de ce secteur de Higgs élargi est la présence dans le spectre
physique de la théorie de 5 bosons de Higgs, trois neutres et deux chargés.
Deux doublets de Higgs sont aussi nécessaires pour donner une masse aux
quarks. Dans le modéle standard le doublet de Higgs est utilisé pour donner
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une masse aux fermions chargés et aux quarks de type down. Les quarks de
type up obtiennent leur masse en utilisant le conjugué de charge du méme
doublet. Dans le cas supersymétrique le conjugué de charge ne peut pas étre
utilisé dans le superpotentiel, qui est une fonction holomorphe des super-
multiplets ®;. La solution la plus simple est donc d’introduire un deuxiéme
doublet avec hypercharge opposée.

8.1 Les particules

Les fermions du modéle standard ont la propriété que la partie gauche
et la partie droite se transforment difféeremment sous le groupe de jauge.
Seuls les multiplets chiraux ont la propriété de contenir des fermions avec
des composantes gauches et droites qui peuvent se transformer différemment
sous le groupe de jauge. Les partenaires scalaires des fermions sont les sfer-
mions (squarks, sleptons). Les parties gauches et droites des fermions sont
des spineurs de Weyl différents avec chacun un partenaire scalaire complexe.
On va les désigner avec un tilde et un indice L ou R qui indique la chiralité
de son partenaire fermionique (les sfermions sont des scalaires et il n’ont pas

d’hélicite).

Multiplet | scalaire | fermion | (SU(3),SU(2),U(1))

L (én) | (wer) (1,2, — 1/2)

é &, eh (1,1,1)

Q (ar, dr) | (ur dp) (3,2,1/6)

u it ulh, (3,1, —2/3)

d d, dt, (3,1,1/3)

H, | (H H) | (Hf H,) (1,2,1/2)

Hy | (H}Hp) | (HH7) | (1,2, -1/2)

Tab. 8.1 — Multiplets chiraux du MSSM.

Pour le secteur de Higgs on a discuté la nécessité¢ d’introduire deux dou-
blets avec leurs partenaires fermioniques, dans deux multiplets chiraux. On
va indiquer les deux doublets avec H, et Hy et les higgsinos correspondants
par qu et ﬁd.
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Pour les bosons vecteurs on utilise des multiplets vecteurs et les parte-
naires fermioniques correspondants sont les gauginos.

Particules | fermion | vecteur | (SU(3),SU(2),U(1))
gluino, gluon g g (8,1,0)

winos, W | W= W0 | WE W0 (1,3,0)

bino, B B BY (1,1,0)

Tab. 8.2 — Multiplets vecteurs du MSSM.

Les particules indiqués dans les tables (8.1]) et constituent le spectre
du MSSM mais ne sont pas les états propres de masse de la théorie. Aprés
brisure de la symétrie électrofaible et de la supersymétrie on a des mélanges
entre les gauginos et les higgsinos et entre les scalaires de Higgs et les sfer-
mions.

8.2 Le superpotentiel

Le superpotentiel du MSSM fait intervenir les multiplets chiraux
Wussm = pH,Hy — yeeLHy — yadQHy + y,uQH, . (8.1)

Les paramétres de Yukawa ., yq4, ¥, sont des matrices 3 x 3. On a éliminé
tous les indices de jauge et de famille dans I’équation précédente. Par exemple
pH, Hy signifie ju(H,)o(Hg)pe™” avec a, 3 = 1,2 indices de SU(2), d’isospin
faible; y,dQHy signifie (yq),” d.Q4%,(Hy)pe™” avec i = 1,2,3 indices de famille
et a = 1,2, 3 indices de couleur de SU(3)..

La formule ne contient pas de termes avec Hj ou H en accord avec
le fait que le superpotentiel est une fonction holomorphe des supermultiplets
®,. Des termes de Yukawa du type u@QH) qui seraient présents en général
dans un modéle non supersymétrique, sont exclus par I'invariance sous la
transformation de supersymétrie. Pour cette raison deux doublets de Higgs
sont nécessaires dans les modéles supersymétriques pour donner une masse
aux fermions.

Le paramétre i a la dimension d’une masse au carré, c’est ’équivalent
supersymétrique d’un terme de masse pour le boson de Higgs dans le modéle
standard. D’autres termes de dimension de masse deux sont donnés par les
termes de brisure souple de la supersymétrie.
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8.3 Brisure souple de la supersymétrie

Dans le MSSM on traite la brisure de la supersymétrie de facon effective
avec des termes souples. Dans le cas du MSSM on a

1 ~ ~ ~ ~
Esouple = _5 (mlBB + mQWW + m5§§> + c.c. (82)

+ (meéf/Hd + mdc?QHd — mquQHu) + c.c.

e

— miy H H, —m% H;Hy — (bH,Hy + c.c.) .

- - ~ -~ - - ~ 1‘]‘ - -
- QTmQQQ — L'm? L — ﬂm%zﬂ —dm2d — Em2é'

Les paramétres me, my, ma, mg, mi, ma, m3,

2 m? sont des matrices 3 x 3
dans ’espace des familles. Les paramétres dans les deux premiéres lignes de la
formule précédente ont une dimension de masse ~ Mgoyple, les deux derniéres
lignes contiennent des parameétres avec une dimension ~ mgouple. La masse
Msouple N€ peut pas étre beaucoup plus grande que ~ 1000 GeV. La formule
est la plus générale pour des termes souples dans le MSSM qui soit
renormalisable et compatible avec I'invariance de jauge. Cette description ef-
fective de la brisure de la supersymétrie nous oblige & introduire un nombre
élevé de nouveaux paramétres par rapport au modéle standard. Aprés redé-
finition des champs par des rotations de phase, on reste avec 105 paramétres
de masses, phases et angles de mélange. Avec un modéle plus fondamental de
la brisure spontanée de la supersymeétrie, le nombre de paramétres indépen-
dants peut se réduire énormément. Une autre possibilité consiste a utiliser
les données expérimentales disponibles pour déterminer des relations et des
hiérarchies entre les paramétres du lagrangien effectif.

Un exemple est la conservation du nombre leptonique, qui est vérifiée
expérimentalement avec une grande précision, surtout pour la premiére et la
deuxiéme famille. La désintégration pu — ey est

BR(p — ey) < 1.2 x 1071 (8.3)

et cette limite donne une contrainte sur les mélanges des sleptons qui in-
terviennent dans les diagrammes & boucles pour cette désintégration. Si les
éléments des matrices m% ou m?2 sont pris tous du méme ordre, la prédic-
tion théorique serait environ 6 ordres de grandeur plus grande que la limite
expérimentale.

Pour les quarks on a des contraintes similaires. En général on peut éli-
miner les contributions dues a la violation des nombres leptoniques et aux
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courants neutres qui modifient la saveur par un choix diagonal des matrices

2 2 2 .2 .2,
me, My, Mz, Mg, Mg :

m3 0 0
m:=| 0 m%, 0 |. (8.4)
0 0 mk

Une simplification supplémentaire s’obtient en prenant les matrices m., m,,,
myq proportionnelles aux matrices des couplages de Yukawa

Mme = AelYe , My = GuYu , mq = aqyq - (85)

De cette facon on reproduit pour les squarks et sleptons la méme hiérarchie
des couplages que pour les quarks et leptons avec des couplages grands pour
la troisiéme famille. Pour éliminer des violations de CP supplémentaires par
rapport au modeéle standard on peut choisir des phases réelles

arg(mq) = arg(msg) = arg(ms) = arg(a,) = arg(ay) = arg(a.) = 0,7 . (8.6)

Ces contraintes sont appelées brisure souple universelle. Des versions plus
ou moins fortes de ce genre de contraintes sont souvent utilisées dans les
modeles supersymétriques & une échelle d’énergie élevée et les couplages a
basse énergie sont obtenus par évolution avec le groupe de renormalisation.
A Téchelle électrofaible les relations (8.4H8.6) ne sont pas respectées a cause
de I’évolution entre ’échelle de haute énergie et I’échelle électrofaible, mais
les corrections a ces relations sont en général petites a part les couplages de
la troisiéme famille. En tout cas les contributions a la violation de CP et aux
courants faibles qui changent la saveur restent petites.

8.4 Le secteur de Higgs

Le secteur de Higgs du MSSM est constitué par deux doublets complexes
avec des couplages déterminés par la supersymétrie (modéle & deux doublets
de type II). Le potentiel scalaire classique est

Vo= (lulP+my,) ((HS?+[Hy?) + (pl® +m3,) (H? + |Hy )
1
+ b(HH; — H°HY) +c.c. + 3 g5 |H HY + HOH*|?

1 _
+ 59+ 00) (P + [HP = [Ha” = [Hg [P)” (8.7)
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Les termes proportionnels a |u|? ont leur origine dans les termes F, par
contre les termes proportionnels aux couplages de jauges g; de U(1) et go
de SU(2) proviennent des termes D. Le potentiel n’est pas complet,
il faudrait écrire aussi les contributions des sfermions, qu’on va négliger ici
puisque leur valeur dans le vide reste nulle. Une transformation de SU(2)
permet de mettre une composante & zéro sans perdre de généralité. On va
choisir H;Y = 0 au minimum: 0V/0H, = 0 ce qui entraine aussi H; = 0.
Ces conditions impliquent qu’on a un vide qui est électriquement neutre et
qui ne brise donc pas P'électromagnétisme. Avec ce choix H = H; =0, on
a

Vo= (ljuf+mj,)

1
+ 592 +90) (1HI° = [Hal*)* . (8.8)

HOP + (| +m2,) |HY)? — b (HOHS + c.c.)

Le seul terme qui peut contenir une phase est b. Cette phase peut s’éliminer
par une redéfinition des champs H, et H,. Les valeurs dans le vide des champs
de Higgs peuvent étre choisies réelles et positives et donc la symétrie CP n’est
pas brisée par le potentiel de Higgs. Pour la brisure spontanée de la symétrie
électrofaible on doit obtenir une combinaison linéaire des champs de Higgs
neutres avec une masse carrée négative. Cette condition est vérifiée si

0" > (|uf* +mig,) (|l +mi,) - (8.9)

On peut noter que quu < 0 n’est pas une condition suffisante pour la brisure

spontanée de la symétrie si || est trop grand ou si b est trop petit. 11 faut
aussi s’assurer que le potentiel est limité inférieurement puisqu’on a introduit
des termes de brisure de la supersymétrie et que les résultats de positivité
du potentiel dans le cas supersymétrique ne sont plus valables. La condition
correspondante est

2b < 2|pl|* + m3;, +my, . (8.10)

Par exemple le choix m%u = m%[d n’est pas compatible simultanément avec
les conditions et (8.10). Dans les modéles minimaux de supergravité ou
avec médiation de jauge, la condition mj; = mj;, est valable au niveau de
larbre & haute énergie mais I’évolution a I’échelle électrofaible (basse énergie)
modifie cette relation et permet de satisfaire aux deux conditions et
. L’étude de la brisure de la symétrie électrofaible dans le MSSM est

un cas particulier de I’é¢tude d’'un modéle & deux doublets de Higgs. On a
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deux valeurs dans le vide
(Hy) = v, (HY) = vq (8.11)
avec la relation suivante entre ces valeurs et la valeur v du modéle standard

v = /vl 403, (8.12)

La contribution relative des deux valeurs dans le vide est donnée en termes
d’un angle

tanf= "2,  0<pf<= . (8.13)
Va 2
On peut écrire
> +m¥, = btanf — %cosﬂﬁ (8.14)
> +m3, = beot B+ %COS26 : (8.15)

qui satisfont les conditions et (8.10). On peut noter que les parameétres
b, m¥,, mj;, ont une origine liée a I'échelle de brisure de la supersymétrie,
par contre g a son origine dans un terme qui respecte la supersymeétrie et
qui en principe peut étre d’une échelle plus grande. Par contre les équations
et indiquent des paramétres de 1'ordre de la masse du boson Z.
C’est lorigine du probléme du terme p qui, dans un modéle plus fondamental
que le MSSM, doit étre lié & I’échelle de brisure de la supersymétrie.

Les deux doublet complexes donnent 8 dégrées de liberté scalaires réels.
La brisure de la symétrie électrofaible, avec le mécanisme de Higgs en utilise
trois, G et G* pour donner une masse a Z et W*. Cing bosons de Higgs
restent dans le spectre physique du MSSM : deux bosons neutres et pairs sous
transformations de CP, h® et H®; un scalaire neutre et impair sous CP, AY;
deux scalaires chargés H*. La relation entre les états de masse et les champs
des deux doublets est donnée en termes de deux angles, un angle de mélange
pour le secteur neutre

h°® cosa —sina RHY — v,
<HO> _\/§< sina cosa ) ( RHY — vy ) (8.16)
et un angle de mélange (3 lié par ’équation (8.13)) aux valeurs dans le vide
GO\ sinf3 —cosf3 SH?
( A° > - \/§< cos3 sinf3 SHY | (8.17)
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Gt [ sinf —cosf H
( o > B ( cos(3 sinf3 ) ( %HJ* ) ) (8.18)

avec G~ = G™ et H- = H™. Un développement du lagrangien autour du
minimum donne les masses au niveau de ’arbre

1
Mo o = 5 (mio +m% F \/(mio +m%)? — dm%ym% cos? 26) (8.19)
2b
2
= 8.20
A T Ginog (8.20)
mie = mio+mi . (8.21)

L’angle de mélange « peut s’écrire au niveau de ’arbre en termes des masses
m%o, m% et de (3

2 2
My + M
tan2a = tan 28 ———2 . (8.22)
Mgo — Mz
La masse du A" est limitée supérieurement au niveau de ’arbre par
mpo < |cos28|myz ;. (8.23)

Les corrections radiatives modifient ce résultat. En particulier en supposant
que les masses des sparticules sont plus petites que 1 TeV et que les couplages
restent dans la région perturbative jusqu’a 1’échelle de 'unification (~ 10°
GeV) on obtient,

mpo < 150 GeV . (8.24)

Cette limite peut étre modifiée par des masses souples plus grandes que un
TeV, mais la variation est logarithmique, donc la prédiction d’'un boson de
Higgs léger et accessible aux collisionneurs des particules comme le TeVatron,
le LHC ou un collisionneur linéaire ete~ est un test fondamental de la su-
persymétrie a basse énergie. Les propriétés de ce boson de Higgs dépendent
du choix des paramétres du modéle et dans plusieurs cas sont semblables a
celles du boson de Higgs du modéle standard. Il faut donc dans ce cas trouver
d’autres déviations par rapport au modéle standard dans les données pour
vérifier I’hypothése d’'un modéle supersymétrique minimal.

Le paramétre tan § est un parameétre libre du MSSM, mais les recherches
directes de la supersymétrie aux collisionneurs ont exclu une partie des va-
leurs & petit tan . Les modéles d’unification avec un groupe SO(10) prédisent
une valeur de tan 3 grand et de I'ordre de my/my.
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8.5 Le spectre de masse

Un point essentiel pour I'étude du spectre de masse réside dans les hy-
pothéses a haute énergie sur les couplages et leur évolution jusqu’a I’échelle
électrofaible. L’outil pour étudier cette évolution est le groupe de renormali-
sation. Au niveau des équations d’évolution & une boucle pour les constantes

de couplag \@91, 92, g3

g = ! bi93
dt 1672
out =In(Q/Qp) on a une différence importante par rapport au modéle stan-
dard. Les coefficients b; sont bM5 = (41/10, — 19/6, — 7) pour le modéle
standard et des valeurs plus grandes dans le MSSM & cause des particules
supersymétriques dans les boucles: bM55M = (33/5,1, — 3). Avec les coeffi-
cients b; du modeéle standard les trois couplages n’ont jamais la méme valeur.
Par contre dans le MSSM ils s’unifient & une échelle de ’ordre de 2 x 10° GeV.
Ce résultat est souvent considéré comme une évidence partielle en faveur des
modéles supersymétriques d’unification.

Les masses des particules ont aussi une évolution avec I’échelle. Par exemple
dans les cas des gauginos les mémes coefficients que pour les couplages inter-
viennent dans I’évolution des masses

i1
dt 872

(8.25)

bigim; . (8.26)

8.5.1 Charginos et neutralinos

La brisure de la symétrie électrofaible mélange les higgsinos et les gaugi-
nos. Dans la partie neutre les higgsinos HO et HY et les gauginos B et W°
se combinent pour former quatre états de masse qu’on appelle les neutrali-
nos x° avec (i = 1,2,3,4). Dans le secteur chargé les higgsinos H} et H
et les gauginos W+ et W~ se combinent pour former les charginos i avec
(¢ = 1,2). D’habitude les charginos et neutralinos sont indiqués en ordre de
masse croissante avec l'indice .

Dans le MSSM on suppose 'existence d’une parité discréte R

R= (_1)3(B—L)+2s (827)

1. Cette normalisation de g; est choisie pour étre en accord avec celle des théories
d’unification
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B étant le nombre baryonique, L le nombre leptonique et s le spin. On peut
vérifier que toutes les particules du modéle standard ont la parité R = +1 et
les partenaires supersymétriques la parité R = —1. La parité R impose aux
particules supersymétriques d’étre en nombre pair dans un vertex d’interac-
tion. La premiére conséquence de cette régle est que dans les collisions des
particules “usuelles” (R = +1) les particules supersymétriques sont produites
par couples. L’autre conséquence est que la désintégration d’une particule
supersymétrique (R = —1) contient toujours un nombre impair de parti-
cules supersymétriques et donc la particule supersymétrique la plus légére
est stable.

Souvent dans le spectre des particules du MSSM le neutralino le plus léger
est la particule supersymétrique stable comme indiqué par la discussion sur la
parité R et constitue un candidat idéal pour la matiére noire non baryonique.
Le lagrangien du MSSM contient un terme de masse pour les neutralinos

1
—iNTM@N+cn (8.28)

avec N = (b, W°, HY, HY) et la matrice de masse

my 0 —cos#sinf,my sinfBsinf,my
0 Mo cos fcosB,my; —sin [ cosb,my
—cosf@sinf,mz cosfFcosb,my 0 —
sin Bsinf,myz  —sinfFcosf,myz — 0
(8.29)

La matrice de masse se diagonalise par une transformation unitaire et on peut
extraire les valeurs et vecteurs propres de masse. Les formules sont compli-
quées et pour cette raison on va considérer la limite dans laquelle les effets
de la brisure de la symétrie électrofaible donnent de petites perturbations de
la masse des neutralinos

mz < |p £ my|, |p £+ ma| . (8.30)
Dans cette limite on obtient les valeurs propres

m? sin” 0,,(m; + psin 23)

1
2 sin 2
ey~ gy — wlme+psin2f) (8.32)
X2 /“LQ _ m%
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mee = lul+ m%(1 — esin 28)(|p| + my cos? 0, + ma sin® 6,,) (3.33)
’ 2(|pl 4 ma) (il + me)
mg = Jul+ m% (1 + esin 203)(|p| — my cos? O, — my sin®6,,) (3.34)

2(|pl = ma) (| = me2)

ot on a pris p réel avec € = £1. On a aussi considéré les masses my < mg < |p|
pour mettre les neutralinos dans I’ordre de masse croissante. Cet ordre peut
étre modifié si les parameétres sont choisis différemment.

Pour les charginos le terme de masse dans le lagrangien est donné par

1
— 5CTJ\@w +c.c. (8.35)

avec C' = (W, Hf , W, H;) et la matrice de masse

T
Mii:<0 X )7 X:

m V2 sin fm
X 0 2 W) . (8.36)

< V2 cos B 7

Les valeurs propres de masse, dans la limite de 1’équation (8.30]), sont

my (mgy + psin 23) N

mee = mp— 2 . (8.37)
2 .
(] + emasin29)
mee = |ul+ 2 + ... (8.38)

ou pour lordre croissant des masses on a supposé ms < |p|.

8.5.2 Le gluino

Le gluino est un fermion octet de couleur (le gaugino de SU(3).). L’équa-
tion d’évolution pour les masses des gauginos est donnée par la formule .
Cette équation montre que le rapport m;/g? est constant et indépendant de
I'échelle (& part de petites corrections & deux boucles). Dans les modéles de
supergravité les masses m; a 'échelle de Planck Q)p sont données par my s.
On peut donc écrire

mi(Q) My
#Q)  #Qr) o
ce qui implique
mi(Q) _ ma(Q) _ ms(Q) (8.40)

) (®)

161



Avec les valeurs des couplages mesurés a I’échelle électrofaible on a la prédic-
tion
m; - mg 1 mg~1:2: 7. (8.41)

8.5.3 Sfermions

Si on néglige les couplages de Yukawa des deux premiéres familles par
rapport a la troisiéme, les squarks et sleptons des ces familles ont seulement
des interactions de jauge. Si donc on suppose des matrices de masse dia-
gonales a échelle élevée, elles vont rester diagonales aprés évolution a une
autre échelle. Les équations d’évolution pour les squarks et sleptons des deux
premiéres familles sont

d
1672 ﬂ Z 8g2C2 |mi? (8.42)

ou les m; sont les masses des gauginos et les Cf les invariants de Casimir
du groupe de jauge correspondant. On peut noter le signe dans ’équation
d’évolution qui implique que les masses augmentent quand ’échelle diminue.
Meéme si a échelle élevée les masses sont petites ou nulles, les masses sont
larges et positives a I’échelle électrofaible a cause des masses des gauginos.
Pour la troisieme famille 'effet des couplages de Yukawa ne peut pas étre
négligeé.

Pour calculer le spectre de masse il faut en principe considérer tous les
meélanges possibles entre les scalaires avec les mémes charges et parité R
si les termes souples sont complétement arbitraires. LL’hypothése des termes
souples diagonaux dans la saveur simplifie énormément cette tache, puisque
la majorité des angles de mélange sont trés petits.
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Chapitre 9

Les modeles de grande unification

9.1 Introduction

La structure des fermions du modéle standard n’est pas symétrique, en
particulier les chiralités gauches et droites ont des lois de transformations dif-
férentes sous les symétries de jauge. Dans le cadre du modéle standard cette
propriété implique ’absence des termes de masse de Dirac dans le lagran-
gien (qui ne seraient pas invariants de jauge). La masse des fermions n’est
pas donnée par des termes du lagrangien mais par le mécanisme de Higgs.
Dans le cadre d’une théorie capable d’inclure tous les interactions ceci est un
avantage, puisque ’échelle de masse des fermions est liée a celle de la brisure
de la symétrie électrofaible plutot qu’a I’échelle de I'unification ou a celle de
Planck pour la gravitation.

D’autre part cette particularité des interactions du modéle standard ne
semble pas indiquer, & premiére vue, une régularité sous-jacente. Pourtant
d’autres indices, comme la compensation des anomalies (qui est imposée par
un choix ad hoc des valeurs de ’hypercharge dans le cadre du modéle stan-
dard) ou la quantification de la charge, laissent supposer qu’une organisation
plus simple, capable de mettre en valeur les analogies entre quarks et leptons,
soit possible.

Un autre point insatisfaisant dans le modéle standard est I'existence de
trois couplages de jauge indépendants. Pour avoir une théorie unifiée il fau-
drait avoir un seul couplage a haute énergie et obtenir les forces a basse
énergie, avec leurs intensités différentes, comme conséquence de ce couplage
unique. Un couplage unique peut s’obtenir a partir d'un groupe de jauge
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simple capable d’inclure les groupes de jauge SU(3), SU(2) et U(1) du mo-
déle standard. On peut espérer d’obtenir 'unification sans inclure la gravité
si I’échelle de I'unification est beaucoup plus petite que I'échelle de Planck.
Pour avoir une idée de I'échelle de grande unification on peut considérer
I’évolution des couplages de jauge a3 et as du modéle standard a une boucle:

127 9 /22
Q) = gy R (9)
(@) = gogn 0H(@ Nb) (92

ou ng est le nombre de doublets de Higgs et on a supposé d’avoir un nombre
égal de quarks et leptons. On peut calculer la différence

1 1 11+ nH/2> ( Q? )
— = log | — 9.3
@@~ () (3 o
en utilisant la relation as(My) = ay(Myx) & Déchelle My de I'unification. A
I'échelle électrofaible ag(My) > ao(Myw) et la formule (9.3) donne

M
M—;i ~ exp (a2_1> . (9.4)
Cette dépendance exponentielle de I'échelle de grande unification donne une
valeur de I'ordre de 10** GeV pour I’échelle My. Cette estimation ne garantit
pas l'unification, il faudra vérifier en détail 'unification des trois couplages.
L’échelle calculée indique la possibilité d’obtenir une unification des forces
fortes, faibles et électromagnétiques sans inclure la gravité.

9.1.1 Le choix du groupe d’unification

Dans une théorie de jauge unifiée, le choix du groupe de jauge est contraint
par la nécessité d’avoir un seul couplage a 1’échelle d’unification. Le groupe
de jauge doit étre simple (un seul couplage) ou le produit de groupes simples
identiques (avec le méme couplage a cause d’une symétrie discréte) et com-
pactl] (pour garantir aux bosons de jauge une énergie cinétique positive).

1. D’importance particuliére pour les applications qu’on va considérer sont les groupes
de Lie. Un groupe de Lie est un groupe continu (ses éléments dépendent d’un ensemble
continu de paramétres). Si ’ensemble de ces parameétres est compact, le groupe est dit
compact. Un groupe de Lie est dit simple s’il n’a pas de sous—groupe de Lie invariant.
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Le groupe doit contenir le groupe du modéle standard comme sous—
groupe, donc son rang doit étre 4 ou plus ¢levé. Le rang est le nombre de
générateurs qui peuvent étre simultanément diagonalisés, dans le cas du mo-
déle standard on a deux générateurs diagonaux dans SU(3) de couleur et
deux dans SU(2) ® U(1), la troisiéme composante de I'isospin faible et I’hy-
percharge. Une liste compléte des groupes de Lie de rang r est donnée dans
la table. Si on se limite au choix minimal de rang 4 on a seulement deux

algébre groupe dimension | rang
A, SU(r+1) | r(r+2) r
B, SO@2r+1) | r(2r+1) r
C, Sp(2r) r(2r+1) r
D, SO(2r) r(2r—1) r
FEg FEk 78 6
Er Er 133 7
Fg FEyg 248 8
F F, 52 4
Gy Gy 14 9

Tab. 9.1 — Liste des groupes de Lie. Le premiére partie de la table est constitué
par des familles infinies. La deuxiéme partie: Eg, F7, Eg, Fy et G sont les 5
groupes de Lie exceptionnels.

groupes avec des représentations complexes: SU(5) et SU(3) ® SU(3). Les
représentations complexes sont nécessaires puisque dans le modéle standard
les fermions ne sont pas équivalents a leur conjugués complexes. Les repré-
sentations complexes permettent d’obtenir des fermions gauches et droits qui
transforment difféeremment sous le groupe de jauge.

Le groupe SU(3) ® SU(3) ne permet pas d’introduire simultanément des
fermions de charge entiére (leptons) et fractionnaire (quarks). Le choix mini-
mal est donc unique, le groupe SU(5). L’inclusion du modéle standard dans
SU(5) peut se faire avec une représentation en termes des matrices 5 X 5

diagonales a blocs:
9.5
(o 500 5:5)

On obtient ainsi les 3 x 8 = 24 générateurs de SU(5), les matrices de Gell-
Mann généralisées, qui sont par construction hermitiennes et a trace nulle
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(puisque les sous matrices de SU(3) et SU(2) qu’on utilise ont ces propriétés).

9.2 SU(5)

Pour construire un modéle de grande unification basé sur le groupe SU(5)
il faut examiner les représentations du groupe et leur faire correspondre les
multiplets des fermions. Les multiplets de SU(5) sont identifiés par 4 valeurs
entiéres non négatives: (A1, A2, A3, Ay). La dimension N de ces multiplets (le
nombre de particules qu'ils peuvent contenir) est donnée par

N = (14+A) (14 A) (1+A3) (1+X\) <1+A1‘2”2>

y <1+A2—;A3> (1+)\342r)\4> <1+/\1+>;+)\3>

<1+)\2+):\33+>\4> <1+)\1+)\21-/\3+)\4>

Une étude détaillée demande 1'utilisation des méthodes tensoriels, ici on va
se limiter & une correspondance graphique en termes des tableaux de Young.
Un tableau de Young est constitué par des lignes de carrés alignés a gauche.
Un diagramme de SU(5) a au plus 5 lignes. La premiére ligne a \; carrés de
plus que la deuxiéme. La deuxiéme ligne a Ay carrés de plus que la troisiéme
et ainsi de suite. Pour SU(5) on a la correspondance suivante pour les plus
petits multiplets:

(9.6)

(1,0,0,00=5 (0,0,0,1)=5 (0,1,0,0) =10 (0,0,1,0) =1
[] E B @
La représentation 5 est la fondamentale. Pour placer les fermions dans les

multiplets de SU(5) il faut rappeler le contenu de SU(3)®SU(2) pour chaque
multiplet

5 = (3,1)+(1,2 (9.7)
5 = (3,1)+(1,2 (9.8)
10 = 3,1)+(3,2) +(1,1) (9.9)



9.2.1 Exercice A
Le contenu SU(3) x SU(2) de la représentation 5 de SU(5)

5=(3,1)+(1,2) (9.10)

peut se comprendre facilement comme un vecteur & 5 composantes dont les
trois premiéres sont un vecteur de SU(3) et les autres deux constituent un
vecteur de SU(2). Le contenu SU(3) x SU(2) des autres représentations
de SU(5) peut se calculer & partir de la précédente par un produit comme
indiqué dans la suite.

Montrer que pour la représentation 10

10 =(3,1) + (3,2) + (1,1) (9.11)

en utilisant les identités suivantes

10 = <5><5)A
3 = (3x3)a (9.12)
= (2X2)A

ou A indique la partie antisymétrique du tenseur.

9.2.2 Fermions

Dans le modéle standard, pour une génération et en fonction des chiralités
gauches, on a:

L = (”f’)L . (1,2) & ¢ (1,1) (9.13)

Q; = (Z) : (3,2) ar - (3,1 diyp o (3,1) (9.14)

Une famille de fermions peut prendre place dans les multiplets de SU(5) de
la facon suivante

d; d;
ds dy
5 ¢ (Y)r=| ds 5: (W)= ds (9.15)
e’ e
—U, R —Ve/ |
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0 Us —Ug Uy dl
1 —Us 0 U1 Uz dy

10 . (1/}1‘3‘)[1 = —= ’ZLQ —ﬂl 0 us dg (916)
V2 —u; —uy —us 0 eT

—dl —dg —dg —€+ 0

ol les premiers 3 indices indiquent la couleur et les 2 derniers sont des indices
de SU(2). On a une famille compléte de fermions dans la représentation ré-
ductible de SU(5) dans les multiplets 5 et 10. Le choix des phases (signes)
des fermions est en accord avec le choix du modéle standard et avec la conju-
gaison complexe des antiparticules. Dans 1'unification avec le groupe SU(5)
les différentes familles de fermions sont des copies des multiplets pour la pre-
miére famille. En conséquence on ne peut pas donner une explication de la
présence de trois familles dans SU(5).

9.2.3 Quantification de la charge et angle de Weinberg

Une conséquence importante de I'unification est la quantification de la
charge (). Pour un groupe non-abélien simple les valeurs propres des géné-
rateurs sont discrets. Puisque la charge électrique est un nombre quantique
additif, elle s’obtient comme combinaison linéaire des générateurs diagonaux
de SU(5). Par conséquence ses valeurs propres sont discrets et la charge est
donc quantifiée. Dans le modéle standard le groupe de 1’électromagnétisme est
un groupe U(1) (groupe abélien) et les valeurs propres sont continus. SU(5)
a 4 générateurs diagonaux, mais 2 sont les générateurs de SU(3) de couleur
et () ne peut pas contenir ces générateurs puisque la charge électrique doit
commuter avec la couleur. La seule possibilité qui reste est une combinaison
des générateurs de SU(2) et U(1) comme dans le modéle standard :

Y
Q:T3+§:T3+CT0- (9.17)

Pour la représentation fondamentale de SU(5) (seuls les éléments diagonaux
des matrices diagonales sont indiqués, les éléments hors diagonale étant nuls)

0
T, = 2= 0 (9.18)
~1/2
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1

Ty, = 2= 7% 1 L . (9.19)

~3/2

Une comparaison avec les valeurs de ’hypercharge du multiplet 5, Y(5) =
(—2/3, —2/3, —2/3,1,1) permet de choisir le coefficient de la combinaison

linéaire (9.17)

=3 (9.20)

L’action de 'opérateur () sur le multiplet 5 donne les valeurs des charges du
multiplet
-1/3
-1/3
Q) = ~1/3 . (9.21)

0

L’aspect le plus intéressant de la quantification de la charge est la possi-
bilité d’expliquer les charges des quarks. La condition de trace nulle pour
Popérateur ) implique, pour trois couleurs

3Qu + Qe+ =0 (9.22)

donc la charge 1/3 des quarks de type down est due a la présence de trois
couleurs.

Il reste a vérifier que le choix des multiplets des fermions ne donne pas
d’anomalies. La formule pour les anomalies fait intervenir les constantes to-
talement symétriques d** de la représentation R

Tr [{T°(R), T"(R)} T*(R)| = ;A(R) o (9.23)

la quantité A(R) qui caractérise 'anomalie est indépendante des générateurs,
donc il suffit de choisir un des générateurs pour la calculer, par exemple
T*(R) = T°(R) = T°(R) = Q. On peut facilement vérifier que I’anomalie
s’annule entre les représentations fermioniques 10 et 5:

A(10) + A(B) = Tr Q*(vy;) + TrQ*(¥") = 0. (9.24)
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Une autre prédiction importante du modéle est 'angle de Weinberg a
I’échelle d’unification M. Pour le calculer il faut comparer les constantes de
couplages de SU(3) ® SU(2) ® U(1) avec le couplage unique de SU(5). On
va considérer laction de la dérivée covariante en SU(5) sur la représentation

fondamentale 5:
23 Aa

ADH::QL+¢Q5§:/%75 (9.25)
a=0
et dans SU(3) ® SU(2) ® U(1)
NN U A L 4
Du:a;ﬂLngZGu?‘ng W, ?Jrzg Bu; : (9.26)
a=0 m=1

La définition des couplages dépende de la normalisation des générateurs.
Pour les groupes non—abéliens la normalisation est fixée par les relations de
commutations non-linéaires de ’algébre de Lie:

95 =93 =02 =91 avec gz =4gs, G2=9g (9.27)
Pour le groupe Abélien U(1) la normalisation n’est pas fixée par I'algébre et
il faut comparer la normalisation de U(1) & celle de SU(5)

—igB, = . (9.28)

Ceci est équivalent a déterminer le facteur ¢ de 'équation (9.17)). Le résultat
de la formule (9.20]) se traduit ici dans la relation suivante entre les couplages

5 3
Y = —/[= A "= —y|= 9.29
ﬁ’ ’ ﬁgl (6.29)

et la prédiction pour I'angle de Weinberg a I’échelle d’unification est

) g/2 3/5 g2 3
sin® 0, = ——— = 375 22 b = g (9.30)
9% +g /5 95 + g5

Pour déterminer la prédiction de I'angle de Weinberg & basse énergie il faut
étudier I’évolution des couplages avec I’énergie. La théorie d’unification a
deux échelles trés différentes, échelle électrofaible O(my) et I'échelle d’unifi-
cation O(mx). Pour des valeurs d’énergie inférieurs a I’échelle d’unification il
suffit de considérer la théorie effective de basse énergie SU(3)@SU(2)®@U(1).
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Si on néglige la contribution des scalaires, les équations de groupe de renor-
malisation pour les couplages sont donnés par

doy __of (2 )

a —  or \3 /!

dovy aZ /22 2

T = e (G5 (9.31)
dos ol 2

s N Y

dt 27r( 3 f)

ou t = Inp avec p échelle d’énergie et Ny le nombre de saveurs des quarks.
La solution des ces équations est de la forme
1 1 bz mx

)~ on(my) T om (9.32)

oil b; est le coefficient numérique entre parenthéses dans 1’équation (9.31)). A
I’échelle d’unification on impose

ai(mx) = az(mx) = az(mx) . (9.33)
La différence entre les deux équations de type (9.32)) pour a; et ay donne

1 1 1 22
- S L (9.34)
az(p)  ai(p) 2 3w

Si on prend comme échelle i ’échelle électrofaible myy et on utilise les rela-

tions 5 200 2(,)
_ g _ g
on peut calculer la valeur de I'angle de Weinberg a 1’échelle électrofaible
: 3 55 ap(m m
sin® O, (myy) ~ 3 (1 - 211£7T w) In m:;) . (9.36)

Pour une valeur de ’échelle d’unification de 'ordre de My ~ 2.1 x 10'* GeV
(qu’on peut obtenir en utilisant les équations de groupe de renormalisation
pour oy et alphasz) et avec inclusion des contributions des scalaires on a

sin? 0, (myw) = 0.214 4+ 0.003 . (9.37)
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La valeur mesurée est
sin? 0, (myy) = 0.23161 & 0.00018 . (9.38)

en désaccord avec le modéle. Si on procéde de facon inverse a partir des don-
nées de basse énergie pour déterminer 1’échelle d’unification on peut mon-
trer que les trois couplages ne s’unifient pas dans le modéle SU(5) minimal.
D’autres ingrédients, comme la supersymétrie vont permettre d’obtenir des
modéles en accord avec les données de précision et 'unification des couplages
a haute énergie.

9.2.4 Exercice B

Calculer les valeurs des charges pour les multiplets 5 et 10 de SU(5).

9.2.5 DBosons de jauge

La représentation adjointe de SU(5) a dimension 24 et en fonction de
(SU(3).,SU(2)) sa décomposition est donnée par

24 = (8,1) + (1,3) + (1,1) + (3,2) + (3,2) (9.39)

ce qui nous va permettre d’individuer les gluons G dans (8,1), les bosons de
jauge W de SU(2) dans (1,3), le boson B de U(1) dans (1,1) et 12 bosons
de jauge X, Y de (3,2) et (3,2) chargés sous SU(2) et SU(3). En notation
matricielle 5 x 5 les bosons de jauge du modéle SU(5) sont

G+ & - @B Gy — iGy Gy —iGs X, Y,
. 8 .
Gl + ZG2 —G3 + % — \/%B GG — ZG7 XQ }/2
G4 + iG> G +iGT ~- 2G5 - @B X Ys
W3

X! X? X? W+ \/iB W+

Y y? Y3 W -+ /3B
(9.40)

Les bosons X et Y ont une charge de couleur fractionnaire, Qx = 4/3 et
Qy = 1/3. Leur présence donne lieu a des couplages entre quarks et leptons
et a la violation du nombre baryonique et leptonique. Les contraintes sur les
désintégrations de ce type indiquent que I’échelle de masse de ces bosons est
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de plusieurs ordres de grandeur plus large que I’échelle électrofaible. 11 y a
donc une hiérarchie de brisure de la symétrie

SU(5) = SUBB) @ SU((2) @ U(1) =2 SU3) @ U(1)em (9.41)

avec vp > vs.

9.2.6 Secteur de Higgs et brisure spontanée de symétrie

Le choix du secteur de Higgs doit se faire de facon a donner une brisure
spontanée de symétrie qui respecte cette hiérarchie. Pour la premiére étape
de brisure de la symétrie on utilise un multiplet de Higgs ¢ qui appartient a
la représentation irréductible 24

(9.42)

0
0
(¢) = w1 0
0

—3/2

S OO O
S OO = O
O O = OO

0
0
0
0

~3/2

et qui brise SU(5) a SU(3)®@SU(2)®U(1). La brisure a I’échelle électrofaible
est réalisé par un multiplet de Higgs 5

(p) = v (9.43)

Foococo

V2

Si on suppose v; > vy on peut traiter les deux parties du potentiel de Higgs
comme indépendantes, les minimiser séparément et déduire des valeurs rap-
prochés pour les masses des bosons de jauge

25
mi ~ mi ~ §g2vf (9.44)
2,2
my, o~ % (9.45)
2,2
2 g v
9.46
Mz 4 cos? 6, ( )



En réalité un traitement exact de la brisure est nécessaire pour mettre en
évidence les problémes de hiérarchie de jauge du modeéle. Le potentiel de
Higgs complet avec les deux multiplets est

I P SCIRE R D AN
Vo= - 0T +Za(Tr<I>> + VTt — v ¢¢+Z(go ?)
+  ap’eTrd? 4 Bp'd2yp . (9.47)

et le minimum du potentiel complet est donné par (¢) de 'équation (9.43)
et par

10 0 0 0
0 1 0 0 0
(@ =v|0 0 1 0 0 (9.48)
00 0 —3/2—¢/2 0
00 0 0 —3/2—¢/2
avec 3 y 9
2
=557 (is) (949

si on se limite au premier ordre en (vq/v1)%

9.2.7 Désintégration du proton

Une conséquence phénoménologique importante des modéles de grande
unification est la désintégration du proton, due a la non—conservation du
nombre baryonique. En particulier le modéle minimal SU(5), mais aussi
d’autres modéles de grande unification, sont exclus a cause d'une désinté-
gration du proton trop rapide et incompatible avec les limites sur le temps
de vie du proton.

La partie du Lagrangien du modéle qui est responsable de la désinté-
gration du proton est celle qui contient les interactions des bosons lourds
X et Y avec les fermions. Ces interactions sont contenues dans les dérivées
covariantes des fermions

. . .. 1 B -
_i X affd = ab (= “_—l_ B e 950
+ \/§ e € Us” qBa + € daby" € b Ay, + ... ( . )

ou A est la matrice (9.40) des bosons de jauge, g est le couplage de SU(5),
a,b des indices de SU(2), a3d des indices de SU(3). Par exemple le doublet
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de SU(2) X = (X,,Y,). Dans la formule (9.50) nous avons considéré une
seule famille de fermions. Le traitement complet des trois familles demande
aussi une analyse des angles de mélange et de la violation de C'P. Les masses

q° q

Tab. 9.2 — Exemples d’interactions qui changent le nombre baryonique et
participent a la désintégration du proton au niveau de ’arbre

des bosons X et Y sont trés grandes par rapport a celles des fermions et
aux énergies dans la désintégration du proton. A basse énergie il est possible
d’écrire une lagrangien effectif d’interaction & quatre fermions

2
L= 29]\4)2(6“55 (" qpa) €™ (dg%lb + éfyuqab) : (9.51)
Ce lagrangien conserve la différence du nombre baryonique et leptonique
B — L. Une désintégration qui conserve B — L est p — e™n%. Pour obtenir le
temps de vie du proton il faut d’abord déterminer le corrections de QCD et
faibles au lagrangien dans 'évolution entre 1’échelle d'unification My
et I’échelle de basse énergie ~ 1 GeV du proton. Ensuite il faut passer de la
description en fonction des champs des quarks aux mésons et baryons. Les
calculs détaillés donnent

7, ~ 10%® —10* ans (9.52)
a comparer avec le résultat expérimental
7, > 6.1 x 10* ans . (9.53)

Le modéle SU(5) minimal est donc exclu. Dans la formule et
nous avons négligé 'interaction du secteur de Higgs avec les fermions, qui
donne des termes effectifs & quatre fermions qui interviennent aussi dans la
désintégration du proton. Si le secteur de Higgs est étendu on peut modifier
la durée de vie du proton et obtenir un résultat compatible avec les limites
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expérimentales. L’introduction d’un secteur de Higgs étendu a la conséquence
d’affecter d’autres mesures, en particulier le nombre de triplets de Higgs mo-
difient les moments dipolaires des fermions. Une solution réaliste au probléme
de la désintégration trop rapide du proton demande l'introduction de la su-
persymétrie et/ou des modéles non—-minimaux de la grande unification.

9.3 Solution des exercices

Exercice A

On peut utiliser la représentation 5 de SU(5)

5=(3,1)+(1,2) (9.54)
pour construire le produit
5x5 = [(3,1)+(1,2)] x [(3,1) + (1,2)]
= (3x3,1)+(3,2)+ (1,2 x2). (9.55)

La partie antisymétrique de ce produit nous donne le résultat
10 = (5 X 5),4
= (3,1)+(3,2)+(1,1) (9.56)

Exercice B

L’hypercharge des leptons et quarks de chiralité gauche est donnée par
Y(l) = -1, Y(q) =1/3, (9.57)
la troisiéme composante de l'isospin faible par
T3(ur) = Ts(vy) = 1/2 T3(dy) =Ts(ep) =—1/2. (9.58)

Pour les antiparticules le signe de I’hypercharge est opposé et celui de la
troisiéme composante de I'isospin faible aussi, par exemple:

(€”>L—>(e:)L . (9.59)
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La charge électrique est donnée par la relation ((9.17)

Y
Q:T3+§
Pour le multiplet 5,
1/2
1/2
—1/2
1/2
—1/3
—1/3
Y(5) = -1/3
-1
-1
et les charges du multiplet sont
1/3
) 1/3
Q(5) = 1/3
—1
0
Pour le multiplet 10,
0 -1/2 -1/2 1/2 -1)2
—1/2 0 -1/2 1/2 -1/2
T3(10) = —1/2 —-1/2 0 1/2 —1/2

12 1/2 12 0 1/2
~1/2 —1/2 -1/2 1/2 0
0 -1/3 -1/3 1/3 1/3
~1/3 0 —1/3 1/3 1/3
Y(10) = | -1/3 —-1/3 0 1/3 1/3
/3 1/3 1/3 0 1
/3 1/3 1/3 1 0
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et les charges du multiplet sont

0 —2/3 —2/3 2/3 -1/3

—2/3 0 -2/3 2/3 —1/3
Q1o)=|-2/3 —2/3 0 2/3 —1/3 (9.66)

2/3 2/3 2/3 0 1

~1/3 —1/3 -1/3 1 0

en accord avec les charges des quarks et leptons du modéle standard.
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Chapitre 10

Appendice

10.1 Spin 1/2

10.1.1  Weyl

Pour les champs de spin 1/2 on a deux représentation non équivalentes

de SL(2,C):
€€ (1/2,0) a=12 € e(0,1/2) a=12 (10.1)
Une représentation du groupe SL(2,C) est donnée par les matrices
( f; g ) € SL(2,C) ad—pBy=1 (10.2)
avec o, 3, v, 6 € C (les nombres complexes). Si &', €2 sont les deux com-

posantes d’un spineur (1/2,0) et &l €2 les deux composante d’un spineur
(0,1/2), les transformations sous SL(2,C) sont données par

5/1 _ Oégl +652 gli _ Oé*gi +5*§2
5/2 _ 7514‘552 512 :'7*514’6*52
avec o complexe conjugué de a. On peut donc définir
Vo = (Ya)” X = () (10.3)

1. La barre sur les spineurs (0,1/2) n’est pas en principe nécessaire, puisque le point
sur l'indice du spineur permet déja de distinguer les deux types de spineurs. Néanmoins
en supersymétrie les indices des spineurs ne sont souvent pas explicitement indiqués et la
barre reste le seul moyen de distinguer les deux types de spineurs.
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La matrice

s = ( Oy ) (10.4)

avec €5 = €5 et B = 4P = —€q3, Telie les spineurs covariants &, et
contravariants £ par les formules

(e7

Xo = €apX’ X" =exs (10.5)
Pr = Ed’g% %:Eagl/}ﬁ (10.6)

L’équation de Dirac avec masse m en fonction des spineurs 7, € (0,1/2)
et £* € (1/2,0) est dans la représentation des impulsions

p“bﬁb = m&° (10.7)
P&t = mn, (10.8)

avec

= (- &+ po - 09)™ Pig = (=0 T+ po - 00)i, (10.9)

ab
p
ou & = (01,02,03) les matrices de Pauli:
0
01 1

1 0 —i 1 0 10
(1o) ==(0) ==(0h) =0 )
(10.10)
Si m = 0 les deux équations (10.7) et (10.8) se découplent. A T'aide des

matrices de Pauli on peut définir des vecteurs de matrices

ot = (09,01,02,03) (10.11)
o' = (00, — 01, — 09, —03) =0, (10.12)
et des tenseurs
o = 111 (ota” — o¥a") (10.13)
o = le (cto” —a"c") . (10.14)

Ces matrices sont liées aux transformations de Lorentz des spineurs et on
peut montrer qu’elles ont des indices de SL(2, C'):

(0")aa (") aa (@) (@)% (10.15)
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Les champs des spineurs anti-commutent entre eux (variables de Grass-
mann) et on peut par exemple vérifier que

Xa = X" =9"xa (10.16)
Xa?" = —9Y%"Xa = aX” . (10.17)

Souvent en supersymeétrie les indices sommeés des spineurs ne sont pas indi-
qués et la définition utilisée est la suivante :

XY = XTa =X (10.18)
XV Xa¥® =YX - (10.19)

Une conséquence de I'anti—-commutation est que les polynémes complexes
d’une variable de Grassmann 7 sont limités, puisque 7> = 7> = 0 et nj =

—nm:
P(n,7) = ag + a1 + azij + agnij (10.20)

ol a; sont des coefficients complexes.

10.1.2 Dirac

En utilisant les matrices de Dirac, par exemple en représentation de
Weyl?:

0 o 0% 0
"o 01,2 3
7—<5u 0) 75—27777—< 0 00) (10.21)
et le spineur de Dirac & quatre composantes
| %a
Y = )ZB € (1/2,0) ® (0,1/2) (10.22)

de SL(2,C) c’est a dire en utilisant une représentation réductible, on peut
écrire les équations de Dirac comme

(Y'pp —m)p = 0. (10.23)

2. Les matrices de Dirac peuvent s’écrire sous différentes formes. La représentation de
Weyl qu’on utilise ici va étre utile pour mettre en évidence les propriétés de chiralité des
spineurs.
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L’équation (|10.23) peut s’obtenir comme équation du mouvement a partir
du lagrangien

L = iy — mip (10.24)
avec ¢ = ¥!y,. Le lagrangien est invariant sous les transformations de U(1):
¥ — e P — e ) (10.25)

Le courant conservé qui correspond & cette invariance est
"(z) = d(a)y" () (10.26)

qui implique la conservation du nombre fermionique. Seulement dans la repré-
sentation réductible 1 il est possible d’écrire un terme de masse qui conserve
le nombre fermionique. Si on renonce a la conservation du nombre fermio-
nique il est possible d’écrire le terme de masse de Majorana:

mé&*E, + h.c. (10.27)

invariant sous SL(2,C).
Les spineurs de Dirac peuvent s’écrire en fonction des spineurs avec chi-
ralité définie gauche L et droite R

Yp =YL + g (10.28)

ou
v = ! _275%3 (10.29)
n = - z% Yp - (10.30)

Dans la représentation de Weyl des matrices de Dirac, les deux composantes
supérieures du spineur de Dirac ont la chiralité gauche et les deux compo-
santes inférieures ont la chiralité droite. On peut donc écrire

by = ( e ) Y= ( ! ) (10.31)

Les spineurs de chiralité définie interviennent dans la construction du mo-
déle standard. On peut facilement vérifier que la conjugaison complexe et la
matrice oy de Pauli permettent d’écrire une chiralité en termes de 'autre :

Y1, ~ 02 VR ~ o917 (10.32)
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Cette propriété est utilisée dans les chapitres précédents pour écrire les spi-
neurs droits en termes des spineurs gauches.

Avec les spineurs de Dirac on peut construire de formes bilinéaires cova-
riantes. Ces formes bilinéaires peuvent s’écrire aussi en fonction de spineurs
de Weyl. On va utiliser les deux spineurs de Dirac

\11:<¥g> cp:(?g). (10.33)

Les bilinéaires sont :
Ve = i+ xo = (PV)
Uy ® = i — x¢ = — (D3 0)f
Uy'd = xo'p+ 1ot = (Oy*)!
Uy ® = xo'f —vote = (P W) .
10.1.3 Majorana
La conjugaison de charge pour un spineur de Dirac est donnée par
g =0 . (10.38)

La forme de la matrice de conjugaison de charge C dépend de la représenta-
tion. En fonction des spineurs de Weyl on a

Yp = ( ;ﬁg ) e, = ( Eg ) . (10.39)

Un spineur de Majorana est défini comme le spineur a quatre composantes
qui est égal a son conjugué de charge

Um =Py - (10.40)

Ceci est possible seulement si

Ya = Xa Pt =x". (10.41)

On peut construire un spineur de Majorana & partir d’'un spineur de Weyl

Uy = ( gg ) | (10.42)



Avec les spineurs de Majorana

Uy = ( gg ) Byy = ( zg ) (10.43)

on peut construire des formes bilinéaires et les exprimer en termes des spi-
neurs de Weyl:

U@y = 9o+ =0V = (U Pa)
‘IJM’YE)‘I)M = ?Eé — Yo = éM%‘I’M = —(‘I’M%CI)M)T
Uy Oy = oo+ vato = =Dy Uy = —(Uyy Oy)
‘I’MW%@M = ?/JU“GB - ?/_15“¢ = (I)M’VH’%\I/M = (\I/M’VM’VSCDM)T

10.46
10.47

N TN N N

)
)
)
)

10.2 Equation de Dirac

L’équation de Dirac s’obtient en généralisant ’équation de Schrodinger
dans le cas relativiste en imposant a ’équation d’étre linéaire dans les dérivées

Z%fz—i&-V@b%—ﬁm@D (10.48)
ou (en termes de I'impulsion)
HY=(a-p+6m)y (10.49)
de satisfaire & la relation relativiste entre ’énergie et I'impulsion:
H*)p = (p*+m*)¢ . (10.50)
On a
H*p = (api+Bm) (ap; +Bm)y (10.51)
= (a2p? + (o + ajoy) pip; + (auB + Bai)p; m + 3*m?) 1 .

(10.52)

Les contraintes sur les «; et (§ ne sont pas compatibles avec des nombres qui
commutent et la solution la plus simple consiste & prendre des matrices 4 X 4.
Une représentation possible est

=05 e ) e

avec I la matrice identité 2 x 2 et o = (0!, 0%, 0%) les matrices 2 x 2 de Pauli.
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10.2.1 Matrices de Dirac

En multipliant 1’équation (10.48) par § a gauche on peut écrire ’équation
de Dirac sous forme covariante :

(iv*0, —m)p =0 (10.54)

ou v* est un vecteur de Lorentz a 4 composantes avec comme éléments les
matrices de Dirac:

V= (B, Bat, Ba?, Ba’) . (10.55)

L’équation de Dirac (10.54) est écrite en une notation compacte. Il s’agit
en réalité de 4 équations différentielles couplées pour les 4 composantes du
spineur :

24: (Zi(v“)jkau - m5jk> P =0. (10.56)

Une représentation des matrices v* de Dirac est la suivante

S R A N

avec v = (71,92,73). Pour simplifier la notation on introduit aussi la matrice
v = 0y (10.58)
Les matrices de Dirac anticommutent
{77} = 29" {7} =0 (10.59)
Les propriétés des matrices de Dirac sont les suivantes

70T _ 70' (70)2 —7
wfz —yt ()2 = =T (10.60)
Y5 = s 7§ =

ou l'indice 1 = 1,2,3. Les propriétés par rapport a la conjugaison Hermitienne
peuvent se résumer

it O N (10.61)
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Souvent dans le calcul de diagrammes de Feynman il est nécessaire d’évaluer
des traces de produits de matrices de Dirac:

Tr(l) = 4
Tr(y*y") = 4g"
Tr(v"9"7"7) = 4(¢"9" — g"°g"" + "7 g"")
Tr(ys) = 0
Tr(v"7"7) = 0
Tr(y#y ' vPy7vs) = 4dietP? (10.62)

et la trace d'un nombre impair de matrices v est toujours zéro. Les contrac-
tions entre matrices de Dirac sont aussi souvent utiles

Yy = 4
P = =29
7 Myt = 4gh
VA = =2
VAV = 200 T+ P)
Yot = 0
Vo yPyn = 29°0H (10.63)

[’équation pour le spineur adjoint ¢) = ¢)T70 est
10,07 +myp =0 (10.64)
Pour une particule libre les solutions de I’équation de Dirac sont de la forme
Y =u(p,s)e P 1 =uv(p,s)e?” (10.65)

avec v(p,s) = u(—p,s) pour décrire les antiparticules. En introduisant ces
solutions dans I’équation de Dirac on obtient

(Y'py —m)u(p,s) =0 (v*p, +m)v(p,s) =0, (10.66)
souvent la notation abrégée p = y¥p, est utilisée

p—m)u=0 (p+m)v=0. (10.67)
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On donne sans démonstration les résultats suivants
u(p,s)u(p,s’) =2mdss  0(p,s)v(p,s’) = —2mds ¢ (10.68)

ot i = u'y°, © = v14? et s vaut 1 ou 2 (indice de spin). La somme sur les
spins est

;2%@,3) g(p,s) = (P+m)ag (10.69)
;2%(1%8) Ug(p.s) = (P—m)as . (10.70)

10.2.2  Solutions de I’équation de Dirac

Les vecteurs propres de I’équation de Dirac sont plus faciles a trouver a
partir de I'équation (|10.49))

Hu(p,s) = (a-p+ Bm)u(p,s) = Eu(p,s) (10.71)

et en utilisant la forme explicite des matrices

Hou(ps) < m a-p) <ua(p,s)> B (ﬁgﬁ) (10.72)

o-p —-m up(p,s)

ot le spineur & 4 composantes u est écrit sous la forme u = (uq,up) en termes
de spineurs & deux composantes. On a

o-pup(p,s) = (E —m)ug(p,s) (10.73)
o-pus(p,s) = (E+m)uy(p,s) (10.74)

Pour les deux solutions & énergie positive on peut choisir u,(p,s) = x**) avec

= <(1)> 2 = (?) _ (10.75)

up peut se déterminer & partir de (10.74)) :

g - p s
up(p,s) = X

= 10.
E+m (1076)

Pour les deux solutions & énergie négative on peut choisir uy(p,s) = ) et
déterminer wu,(p,s) avec (10.73)) .
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10.2.3 Hélicité

Pour une impulsion et une énergie données 1’'équation de Dirac a une
dégénérescence de degré deux. Il reste donc a trouver un opérateur pour
distinguer ces deux solutions.

L’équation (10.72) montre aussi qu’il y a une autre observable qui com-
mute avec H et p

. 0 o- p)
Y-p= 10.77
b=, 7 (10.77)
avec p = p/|p| le vecteur unité dans la direction de p. o - p est la composante
du spin dans la direction de p et s’appelle hélicité. Les valeurs propres de
lopérateur o - p sont A = £1:

A=+1 A=—1
(10.78)
= =
p— p—
10.2.4 Particules de masse nulle

Dans le cas d’une particule de masse nulle, ’équation de Dirac (10.49))
s’écrit

Hy=a-py (10.79)

et la seule contrainte pour les coefficients «; est

;05 + a0 = 252] s oy = Oé]-L . (1080)

7

Dans ce cas particulier la solution la plus simple est donnée par des matrices
2 x 2, les matrices de Pauli, avec a; = Fo; et I’équation de Dirac peut s’écrire
en termes de spineurs & deux composantes

Ex = —o0-px (10.81)
E¢p = 4o-po. (10.82)

Dans le cas de masse nulle la relation énergie-impulsion est £? = p?. La
solution & énergie positive a F = |p| et donc ((10.81]) devient

o-DPx = —YX (10.83)
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et x décrit une particule d’hélicité A = —1 (particule lévogyre ou “left”).
L’équation admet aussi une solution a énergie négative —FE et impul-
sion —p:

o (=P)x =x (10.84)

qui peut s’interpréter comme une anti-particule d’hélicité A\ = +1 (anti-
particule dextrogyre ou “right”). Pour on peut montrer que I’équation
décrit une particule d’hélicité A = +1 et une anti—particule d’hélicité A = —1.
En termes du formalisme des spineurs & 4 composantes on peut écrire

u= (;) (10.85)

10.3 Regles de Feynman et amplitudes de transition

Le calcul des amplitudes de transition en théorie des perturbations peut
se faire & l'aide des diagrammes de Feynman qui permettent d’avoir une
aide visuelle pour les calculs des termes du développement perturbatif. Il
est possible de déduire les régles de Feynman a partir de ’action pour une
théorie donnée. On va voir en détail le cas de ’électrodynamique quantique
(QED). Un diagramme est constitué de lignes et de vertex d’interaction.
Les lignes externes d’un diagramme sont les particules initiales et finales qui
interviennent dans la réaction. Dans le cas des fermions (spin 1/2) a chaque
ligne externe correspond un spineur, pour les champs vectoriels (spin 1) un
vecteur de polarisation comme indiqué dans la table:

10.3.1 QED
Le lagrangien de QED est

1 1 _
Lopp = =7 Fu " = i(aﬂAﬂ)Q + 9 [iv"(0, +iQeA,) —m] ¥ (10.86)
avec FM = gFAY — 9V AH, ) le fermion de charge (e et masse m, £ le pa-
rameétre de jauge. Les régles de Feynman pour I’électrodynamique quantique

sont données dans la table:
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fermion sortant @—b— D u(p,s)
anti-fermion sortant @—4— D v(p,s)
fermion entrant D —»@ u(p,s)
anti-fermion entrant D —4—@ o(p,s)
vecteur sortant @m P’ ek (k)
vecteur entrant P’ W@ el (k)

10.3.2 Exemple: ete™ — putpu~

Pour comprendre comment utiliser les régles de Feynman on va considérer
lexemple de ete™ — ptpu~.

e~ (p) = (p')

= M= )0 asal) 50 (st ()

e*(q) nt(q) (10.87)

ol les indices af Ao étiquettent les éléments de matrices et les vecteurs. Sou-
vent ces indices ne sont pas indiqués dans les calculs, mais ils sont nécessaires
pour les comprendre en détail. Dans la formule on a déja utilisé le g"
du propagateur pour faire la contraction des deux matrices . Pour simpli-
fier ultérieurement la formule on a choisi le paramétre de jauge £ = 1. Dans
les dénominateurs des propagateurs la prescription de calcul i€ n’a pas été
indiquée. Il est entendu qu’il faut l'utiliser pour les intégrales dans le plan
complexe.

Pour obtenir une section efficace de diffusion, il faut calculer le module
carré de M. Le conjugué complexe d’un spineur de Dirac peut s’exprimer
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propagateur du photon L AAAAANAA ilg"™ — (1 — &) k kY /K] /K>
: p : :
propagateur du fermion f—»— if/(p—m+i€)as
a
vertex fermion—photon H —1Qe(Yu)ap
B

boucle fermion-photon —>—£:2—>— (2m)™ [ d'k

boucle fermion Q —(2m)~ [d'p

comme conjugué de Dirac en utilisant les propriétés de la matrice 7o, par
exemple (se rappeler que pour des matrices (AB)! = BTAT avec AT le com-
plexe conjugué transposé de A):

5(g)y"u(p) = v (@) v ulp) = ul (p)y"14 to(g) (10.88)
et en utilisant 7° = 7°f, 4949 =1 on obtient
ul (p)7°7° 17 (q) = a(p)y"v*T7 v(q) = u(p)v*v(q) - (10.89)

On peut faire la méme chose pour tous les termes et on a

—1

M* = g (p)(1") grarvar (4) 73 0o (4) (V)i (1) (10.90)
ensuite on construit |[M|?> = M M* et on place les termes avec les mémes

indices les uns a coté des autres

64

MP = 50a(0)(V)agus(p)is (D) (V) yarvar (9)

Uy (p )(IVM)AUUU (q/)@a/ (q,) (V) oty (p,) (10.91)
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une séquence d’indices du type aaB36'5'a’a’ constitue une trace Tr sur le
produit de matrices concerné. On peut donc écrire

4
|M|* = %TT[ﬂ(q)v“u(p)ﬂ(p)v”v(q)] Tria(p)v.o(d)o(d ) wu)] . (10.92)
Il faut remarquer la propriété de cyclicité de la trace Tr[abed] = T'r[beda] =
Trledab] = Tr[dabc] et que notre notation pour les spineurs est incompléte
u(p) signifie en réalité u(p,s) avec s indice de spin. Si on ne mesure pas ’orien-
tation du spin des particules finales et si on utilise au départ des particules
non polarisées, il faut prendre la moyenne sur les spins initiaux et la somme
des spin finals (la moyenne s’obtient en faisant la somme sur le spin et en
divisant par 2 pour chaque particule avec spin dans ’état initial a cause des
deux orientations possibles du spin). Donc dans notre notation abrégée :

u(p)u(p) — ;QU(p,s)ﬂ(p,s) =p+m (10.93)
et
v(Q)olg) — Y v(g,s)o(qs) = ¢ —m (10.94)

s=1,2

ou l'on a utilisé les formules ((10.69) et (10.70). Pour notre exemple on va
supposer les masses de I’¢électron et du muon nulles. Cette approximation est
valable dans la limite de diffusion a trés haute énergie. On a donc

_ 1 64 / /
M2 = LTl ) Trip g w) (10.95)

ou M indique qu’on moyenne sur les spins finals. Il ne reste qu’a calculer les

traces a 'aide des formules ((10.62)):

v 1 64 o, IT o v vV _« av
4(guagur - guugar + gw’gau)

864 ! / /
= adr-atppa-q). (10.96)

On peut ensuite exprimer les produits scalaires des impulsions dans un ré-
férentiel particulier, par exemple celui du laboratoire, ou essayer de les ex-
primer en termes de quantités invariantes de Lorentz, comme les variables
de Mandelstam (voir 'appendice sur le calcul de la section efficace). Cette
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deuxiéme possibilité est particuliérement simple dans notre cas, puisqu’on
est dans 'approximation de masse nulle:

s = p+9*=0+d) =kF=2p-q=2¢ (10.97)
= (=0 =@—d¢V==2p-p=-2¢-¢ (10.98)
u = p-¢P=G-r)P=-20d=-2"7 (10.99)
on a donc
(2 2¢? 2, 42
M = = + 1) (10.100)

la section efficace différentielle est

do 1 |M?

= 10.101
dt  647s [prem|? ( )

avec Piem = 1/8/2 dans la limite de masse nulle.
La section efficace différentielle dans la variable de Mandelstam ¢ s’intégre
entre les bornes t{ = —s et tg =0:

et u? + t? et et 47ra2
= d / dt 2st + 2t? =
77 & st Snst (s 25t + 2%) = 5 = =2
(10.102)

ou a = e%/(4r) est la constante de structure fine. Dans le calcul de la formule
(10.102)) on a exprimé une des variables de Mandelstam en fonction des autres
u = —s — t. Ceci est nécessaire pour obtenir un résultat correct puisque les
trois variables ne sont pas indépendantes & cause de la relation s+t +u =0
valable dans la limite de masse nulle.

10.3.3 Exemple: ey~ — e pu~

De fagon semblable on peut calculer la diffusion e"p~™ — e~

e (k) e (k)
y — ./\/l:—62ﬂ(k’)7“u(/€)qlgﬁ(p’)’yﬂu(p). (10.103)
1 (p) n(p')
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Le résultat pour le module carré de I’élément de matrice est

64

|MJ? = &=y B umak)y u(K)a@ )y yaue)uenu(r) - (10.104)

si on calcule les traces et la somme sur les spins comme dans le cas précédent :

8et

P =

kep k' -p'+k p k-p'—m2p - p—m’k-K +2m?m’) (10.105)
ou 'on a gardé aussi les termes qui contiennent la masse de 1’électron et celle
du muon. A haute énergie on peut négliger les termes de masse et obtenir en
fonction des variables de Mandelstam

M = 2—64(13 + 5%) (10.106)
= ,

on peut remarquer que la formule précédente peut s’obtenir & partir de la
formule par échange de s avec t (symétrie de croisement ou “cros-
sing”).

Pour le calcul de la section efficace on va choisir le repére dans lequel le
muon initial est au repos

p=(m,0), k=(EXk), kK=(EFE)X) qgq=k—-K=(q) (10.107)
en négligeant la masse de 1'électron (k* = k"* = 0):

8 et
=

4 4
- ;[—qQ(k-p—k’-p)Mk-p K p+mi¢] . (10.108)

|IM]*? = k-p k'-p+K-p k~p'—mik~k’)

Il ne reste qu’a calculer les produits scalaires en utilisant ’angle 6 entre la
direction de k et celle de k£’ comme indiqué dans la figure

0
¢* =2k -k = —2EF'(1 — cosf) = —4EE'sin’ 3 (10.109)
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16 e*

|MJ* = 7

0 2 0
m2E'E | cos®? = — 4 sin? —
z 2" 2m2" 2

p
(10.110)
A partir de la formule (10.135]) on obtient la section efficace différentielle
1 |M|2 E’ d3p/
do = dF'dQ——5" —p 10.111
“ dm,E An? 2 2p; (p+a-) ( )

apres avoir utilisé les propriétés de la distribution § de Dirac et intégré par
rapport a E’ on obtient la formule pour la section efficace différentielle dans
le repére du muon initial au repos:

do o? E 5 0 ¢ .50
dQ  4FE%sin*(§/2) E ‘

Le passage de la formule (10.111)) & la formule (10.112)) utilise les proprié-

tés de la distribution ¢ de Dirac:

(10.112)

Slaz) = ﬁ”5($)
S — ) = 2|1| 600 — ©) + 3(5 + €)] (10.113)

ou p? = pZ — p”. En utilisant les relations cinématiques (10.109) et les
suivantes

q2

2 _9p.0=—29%uM =F-F =-—-“*_ 10.114
q D q v v Y ( )
on a aussi
5«p+@2—ﬁﬂ):N%%q+f)=giﬁ vt L (10.115)
2M oM | - ’
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Les propriétés ((10.113)) nous permettent d’obtenir I'identité:

/dpi) 2p 0(pp) 0(p"™ — M*) =1 (10.116)

ot §(z) est la fonction de Heavyside égale a 1 si 2 > 0 et zéro autrement. En
utilisant ces résultats on arrive a la formule:

dgp/ / / / / / /
/Qp, D prq—p) = [dPdp, 8D p+q—p) 0h) 5p? — M)
0

BN (P i (10.117)
— o \" o) '
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10.4 Largeur de désintégration

Une particule de masse M au repos qui se désintégre est caractérisée par
un temps de vie moyenne 7 = 1/I", ou I est appelée largeur de désintégration.

Dans le systéme d’unités 7 = ¢ = 1 on exprime 7 en secondes et ' en
MeV (1 MeV = 10° electronVolts) en utilisant i = 6.582 x 1072 MeV s
comme facteur de conversion. Par exemple les méson 7 et 7~ ont une vie
moyenne de 2.6 x 1078 s. La largeur est I' = 2.53 x 1074 MeV.

10.4.1 Désintégration a deux corps

La largeur d’une particule est calculée a partir d’un élément de matrice
M invariant de Lorentz. Pour la désintégration d’une particule au repos,
de masse M, en deux particules d'impulsion p; = (mq,p1) et pa = (ma,p2)
(désintégration a deux corps) on a:

D2
P (10.118)
P
il = 92l = 57 y/IV2 — Gy — oIV — G )] (10.119)
et la formule pour la largeur est:
dl = —— | M2 |p1|dQ (10.120)

322

avec dS) = d¢yd cos 01 I'angle solide de la particule 1. Si I’élément de matrice
M est indépendant des angles la largeur différentielle (10.120)) peut s’intégrer
sur les angles sans connaitre la forme explicite de M:

’Pl‘

= M

(10.121)

10.5 Section efficace de diffusion a deux corps

Deux particules d’impulsion p; et ps et masses m; et mo interagissent
et donnent lieu & deux particules d’'impulsion p3 et ps et masses mg et my
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comme indiqué dans la figure :

D2 P4
(10.122)

P D3

On utilise des quantités invariantes sous les transformations de Lorentz, les
variables de Mandelstam :

s = (p1+p2)’ = (p3s+ps)? =mi+2E E> — 2p; - pa +mj (10.123)
= (p1—p3)® = (p2 — pa)? = m} — 2B, B3 + 2py - p3 + m3 (10.124)
u = (p1—ps)® = (p2—ps)* = mi —2E1Ey + 2py - ps + m3 (10.125)

m
m
m

Ces variables ne sont pas indépendantes, il existe une relation entre elles
s+t+u=mi+ms+m;+mj. (10.126)

La section efficace différentielle dans le centre de masse de la réaction est

donnée par
do 1 |MP?

— = 10.127
dt  647s |p1em|? ( )
par rapport a la variable de Mandelstam ¢ et par
d 1 eml?
7 _ Psom|” 2 (10.128)

Ao 64725 |Prem|?

par rapport & I'angle solide df) de la particule 3 par rapport & la direction de
la particule 1 dans le centre de masse.
Dans le référentiel du centre de masse, la variable ¢ est

t= (Elcm - EScm)2 - (plcm - p30*rn)2 - 4plcm P3em Sin2(90m/2) (10]—29)

ou 0., est angle entre la particule 1 et la particule 3. Ici pien = |Piem| €t
P3em = |Psem|. Les valeurs des bornes pour Uintégrale dans la variable ¢ sont
tl ((gcm = 7T) et to (Hcm = O)

. m2 —m3 — m3 + m?
1 =
2,/s
2 2 2 2
ty = (ml—mQ—m3+m4

2y/s
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) - (plcm + p3cm>2 (10130)

2
) - (plcm - pSCm)2 (10131)



avec

Piem = \| Efey, — M5 (10.132)
et
s+m2—m3 s+m2—m?
Elcm = W E20m = # (10133)
2 2 2 2
Eg = S X M3 " SH T My (10.134)

2y/s 2y/s '
Plus généralement, sans référence & un repére particulier, la section efficace
de diffusion différentielle, s’écrit
L |Mp
N 4E1E2’V1| (277')2

& &
5D (ps + 1 — p1 — p2) s s (10.135)

do 2E; 2F,

ou V], = pl/El-
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