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���n*������n����*#���"&,�	�������'�^[ �n()*�&����	 �!��k[ �,*��|�	*��#!������\���"�����"� 2 @ny

A#� z gk&���!#�,�����)*"��� �$�|t����������'�r�#�N���'�)����(7� ���	��*��Cb !�*#�r�z[ �#!��	�'���)*
��!A[ ��*#��!��'� �����"�������"�����"�������"�������"�����"�����"� 2 @)z

y�� �#��!#���  �!��n*����	 �!���� �����"�������"�����"�������"�������"�����"�����"� 2 @)6
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vr� �,�)!��'�"�,�'�"���)*��������'&)u !#*�� �#��&��'��*7� �n���	�)* (�&�*�&,�������.���.�xb ��*��������n�,�����)* ��*7�����
�	��[ �n���z\��'� �����	� ���x�)�)*�*��k[.��*���&����������'�^[ �n()*�&,���	 �!��n� vr�%tn�n�'���E�#�^[ �n�	*��>*��%�o��!#�
�,���o�,*�����*7���������,���'�"�����n����&�����*#�9��� ���������	�a��&����n*��9!#* �,�)!��'�9���>�,�,����� � }
����*��'�	�)* �
/�*\�,�" �!#� ���)*��,���'*��>�	�����x�)�)*�*��k[ �,*���wo*��)!#�?*#�)!����'���'�����,�	*����'�)*������'���,*����������	�k[ �,*��
u%�$� �	!A[.�z\��'���#!T�'�o���,������t
������m��	�nw#�	* � �������)!#()�9�,��[ �����'� ,

��*����n� -��)!��k*�������������������*��
�#�)*��������k�������l`��,��� ���,�$�n����t��	� ���,�k��*���!��a���|�����k�$�%�	!A[.�z\��'����!�� �	� [ �n���o\,����� l �7[ � ,���o\,���?*������,���%�����i�������a��&��?*���*+����!��i���n*��i����!��|�'���|��&,�����	���jd#�)*U��!#���o�)���,���E �!eb �����	�
�,�)*�� ���a��!��9!�*U� �
� �J\k[ � � �)�H[ &����'����*7�������	���@[.��*7�i���9*���t)����!
}R�#�	���,�������im��	�,*U��&,�����'&���w
���"&,t)��*7��!��,�	���@[.��*7�>�Cb !�* �,�)*7���	*�!�!A[ � -���!��"�xb �,*�()�	��mo������*����������'�)!��,� ��� �'�o[.���	�

,�,����&E���)!����	� [ �n�@4,�n���^[.��4n�e[ ���	�9�	��������&,*��^[�\�*#���"��&,�����a�����kb �n�������	 �!����'�)*����o��!��
�xb �����'��*7���	�,�1��! �������eb !�*���[.�)��&���!#�	�nw ���	!#�������.���	���@[.�,*��3uU!�* �����	�	�#� - m���*����,� 89�)!
!#*T�#�$���H[ �
w#m��	�,*  �!���mo����!��,�)!��T��������&,*��^[�\�*��,� ��&��,�������k�	�,�����@[.��!#����*7�x�
+9*[�����o�,�	���"�n!������ ����!#t)��*7��������� � b�d"!ib�`$# � � � b�d �,�>���f[ �n�	*����#�>�	�E���������� �!���w

�����r�$��[ � ���o\,���nw��)!R�$�"�	!A[.�z\��'��w���!U�����r����!
}�w#���)*7�i����������&����i��!R*��at)�x��!R�����i����&�*#�
,[�\,*���� [.�	�,���)�'���)�#�	 �!����,� vr�,� ����&,*��^[�\�*��,� ����*�� *��^[ m��'��!
}���� ����!#t)��*7�{�,�^[ �#�	��}
�,���

~ � � ��!#�"�	�������f[.�,*�����uT���,�>����&�*#�^[ \,*��,� &,�	&@[.��*7� �������,������������� �n�������x}
�o[ �n������*��
�������,���7���o�����A\,���,���'�o[.����� )����n���'�����,��� +9* �,* t)�,�����R�	�,�9�#�	!��?�o[.�o�)� � ��*7����������*��9�	�
�#���@[.�z\���� ����� �����%�#�E�,�E���)!#����� +�* ��&,���'�	���R����*����$�R���,!
}
�o\k[ �%����� ����� !�* �,���'�����	*
*#�^[ m����E�eb �����#�	���x�n���	��*������"�eb �	�	��!#�'�����n���a�)*����#����[.&,���������,���	*���������!#�����,��w� �!��1*��)!��
�o�,�_[.�,�'������*��"�eb ��}
�����	 �!��,�"���,�>���#&�*��^[�\�*#���>��*���&����,������*�����w �,�>�#� ��&��,�������.�����"��}

,�o&,������*��,��� ��&,���,*����,���
l b ���#���� �!#�. �!���*����	 �!��.��� �>!�* tn��� ��� ���f[ �n�	*��nw  �!��1*��.���,���T&�t��	���k[ [.��*7�������

�������a��&"�	�,� ����*��9�)* ��*���&�()�����	� ��&n��/�* ���n�'������!��������,wo*��)!#��*eb ��mo�)�'�����'�)*��9�����9����*#�����
�,�)!��'� �����|��! �'����� ��!��atn��*7���,w  �!�� ���,����*��k�����n����&,�|����*#� �eb ��!#�����,� ����!����k��!T
9/�: d
,
�xb �l`��,�k�����$�%��!A[.�z\����9�'!��k�$� �o�)���a���	��*U������� ���^[.����%

,
�����k�����o�,�,���  �!���*7���� �!#��� ���o&,��� )� �!����� �!�� �������n�����������,*��k��!��k�$� �	!A[.�z\��'�&%

,
�xb ���#���� �!���*��)*

,
���	*�&������'�&%

,
�����|�$���'���'���

+9* �����)!
t)�����)u.�	� )�*T���"�,�"�o�)�a�
�,�)����&�!�*��"���	�'�����eb �)!#t�����()���� �!�� �o���_[.�,�'���,*��
�Cb �n������� � �)*������|�	�,�k�'! �'�,���k�����n����&,�|����*#� �,���,�)!����,�
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vr�^[�[ �,*��R�	� [ � ���o\,���T�,�U�$� �	!A[.�z\��'�\��*����,����(��	�'����*7�
,
���	���,��� vjb �,�'� !#*��  �!����

,���	��*\ �!��>�	�,�?�#��������������*��?���>����*��9�o����&��?������!#�	�����_\��?���)*�(����@[.����� ~ �����)*��?�,�)*�� � �n��&
 �!������,�'� �n�	*��|���)�'���k&,� �n�	�,*��|������*����������,*����,w �Cb ��!
�����,� �,�)�	����&��,w� �!#�����,�'� �n�	*��k��m��'�)�

,m����	�,*��r�$���	!A[.�z\��'��w��eb ��!#���'���i�	�"��&���&�� �����������	�,*��|�'�����)*R���,�|�H\�(��	���rm#�	�,*R����&,���������,w#�)!
�	�>���z`�!����n�	�,*��i����*��i���)!#���,�|�	�,�|�������,�,���	�)*��,� l �,��[.&�����*����_[.���i�����,�,��������*��������n�,���	�)*
[ !#����� � ���H[.�r�)*��1&���&k���)*�(����@[.���_�	*��,�)*�*�!���w)�,� �,�^[�[ �r����! �'�)!��'����*.�������'�	 �!��nw��)*.�
� ���,��� ��&0u��x�������,��&��������,�{�	�,� ����&,*��^[�\�*��,�_�)m��'���'t)&,�����n� �����{ �!���*�������&��_���,���,���'�	m������au
�xb ��}
�o&�������*#����w��,�^[�[ �|�xb ��*��������i��� �'& � �����,���	�)*

n (ω)
-
ω
d � ��&, �!���*��,����� �$�9�	!A[.�z\��'�58�w

���k�,��� �.������*7�r�eb ��m��'�)���
���	��*
α (ω)

�)! �	���'�������	��* � �.�x�n������� ��� ` !��'�	�)*
σ (ω)

��+9* �
�,�)*�� � �n��&i �!���w�����*��_�����;[.�	�a����!�}"�'�o[.���	�,� �,�^[�[ �N�����;[.�	�a����!�}"�����	!#&���w �,���_ �!���*�������&��
�#��&��'��*7� ������*7�i!�*R�����������J\,��� � �)� ���@[.�,*��������! # #o`$# �1��!#���)!��N�#� � ��&, �!���*��,���|������������& ,�'�	� ���	 �!��,�

ωi
�5t)�,������� �	����()�,!����|������&,���)*��n*����,�

γi
� l �E�'��� �����'� �#�>�������,���#�)*�*�&,����w

��! ���o�,�,�����)�'���)������w#��&,��&?!#*��?&�� �n�����z[ �o�)� � ��*7���|����*��N�	�k��&�m��'�)!��'�������	�$�n()�k��! ���#&
,*#�^[�\�*��n� l �,�1���7�����	�,�	�,*��1�)*7� �����)���{�	*���������!#���_���,� �������'��� �#���1����&,*��^[.&�*��)���)()�� �!����

�#���,�,�'������*��������n�,�����)*U�o�)!��|����*#���������^[.�#�����������,� ���)*�*�&,���,�

"�# �%$'& �
	)(+*,$ 	)$$� ���+$����.-
:Y�	� )�* �#!

XIX ème
���o\,������w��	� *�� ��!��'� &������,�����^[ ��(�*�&,���	 �!��>�#�%�	� �	!A[.�z\������,�

�	� � ����!#�,��!#��� ���)�'��!��'��!��	���	�'� ��� �$�+� ������()� &,�	�������'�	 �!�� ����*��>����*�*�!��,��� l b � }#���'���,*��,�
�#� � ��&� �!��,*����,�%�#� �'&��'�)*���*#�����

ωi
�o�)!#�"�	�,�>� ���^[.���,w ��*������)()!#����u ���,!
} �eb !�* �)�

,�,�	���	�n����!�� ���n�_[.�)*��� �!#��wN�,�)*���!��a�U���	�)�'� l �)�'��*��_] u �	*7���'����!��	�'�T�	��[.���A\����\���a�R���
4��cb &������,�����)* &��	���'���	 �!��k[ �,*������	&�4nw m�����&E��!���!�* �,�^[.�o�)�'���@[.��*���&,t��	�#�@[�[ �,*����,�$���

,�'�	 �!��������cb &�������������*+����*��k����� ���+[ �+�����cb �)*�����&������������f[ �n()*�&,���	 �!��n�

50/z5 1 �pDONP:(�A:j8;DOBl:JM��323Uz<lDOQRL
l ��� ���f[ �+&������������� �!�����()��������*��k�'!��k�cb �n���^[.�9�,�'� �������|�����$� � ���_[.� d

−→
E = −→ε Ecos (ωt− ϕ)



����� �
� �����3���	��
 �
���

������&�������&�����"�������
� �

��� −→ε �,�'�+���Tt)��������!#�+�o�)�	���������n������* ���[�cb �)*����n� l b &� �!�� ���	��* ��!�[ ��!#t)�@[.��*7�U���
�xb &��	�,�,�����)*�w#���3[ ���'���

m
w������ ������(�� - *�&,(7�n���at)�58

q
w ���'���o[.�	�a&!uE!�* �)�'�����	�	�n����!��i���n�

,[.�)*#�	 �!������ � ��&, �!���*��,�"�����������
ω0

w��@b &����'���

m
d2−→r
dt2

= −mω2
0
−→r + qE−→ε cos (ωt− ϕ)

l b � ���^[.� ��� l �)���,*��_]U��� �.�,���'��*7���	�,�	���@[.��*7�%!�* c � ��� ^	d���^a` ��� � � b�d w ���P[.�^[ �,*��
�#�	�o�)�	�����'� −→

D = q−→r
w����)*7� �cb &� �!�� ���	��*+�eb &,t)���	!#���	�)*+�kb &,���'��� ����*��7d

d2

dt2
−→
D = −ω2

0

−→
D +

q2E

m
−→ε cos (ωt− ϕ)

+9* � �#����� ��� ���'����*7�������	���@[.��*7�[�	���  b! �d � d # �#"  � � � ��!H�����|{)�	� �'�)!��[�cb �k`��,�[��!
� ���+[ ���	*��,�	���,*�� �)�'�����	�	��*�� ��� ��!������n���	�)*

ω
w ��� �	�1�'&�()�z[ �_������*����a�����	���{t)����� �,�N�'&�()�z[ �

� �����,&��2+9* &,�����a�k���)*�� −→
D
�'�)!��k�$� � ���_[.�

−→
D(t) = Re

[
D̃ (t) e−iωt−→ε

]

D̃ (t)
�,�'�{�cb d #� �d�^  � � d ^	d # � d � d # �  ` � � `�$�^	d ��!>�����|{)�	�1�)�'�����	�	��*7�xwx �!����������?�,�)*�� � ��*7���

����*����	�i�����1�#!�[.�)!#t)�k[ �,*�� � �)���,&�� +9*.�9� �#�)�	�'���eb !#�����	�����,�{!�*��|*���� � ���	��*%�,�^[.���	� }
�
���

e−iωt
-���� *��)*

eiωt
8_�'�����'&��'��*������cb �)�'���	���	� ���a�)* ��� � ��&� �!��,*����

ω
� +9* ������*����n!����'�

�	�%*#��� �n���	�)*U�,�^[.���	� }#����!#��tn��*7�����o�)!��|�	��� ���f[.�T�n�������	 �!�& d

Ẽ = Eeiϕ

l b &� �!�� ���	��* �eb &,t)�)��!#�����)*+���
D̃
�@b &��,�������n�	�)�'�!d

−ω2D̃ − 2iωdD̃
dt

+
d2D̃

dt2
= −ω2

0D̃ +
q2Ẽ

m
+9* tn�[��!��#�������,�E �!#�+�xb �,*�t)�,�	�)�#�o�

D̃ (t)
&�t)�)��!��+�xt)���U!�*��R���)*�� � ��*7���U��� ���@[.���

���)*�(�!��\����tn��*7�U�$� �o&��'�	�����
2π/ω0

��! � ���f[.� �����#�	�	 �!�&n�
d2D̃
dt2

�o��!#�U����*�� �������
*#&�()���	()&9�#�,tn��*7�

ω dD̃
dt

� ~ � �'��� ����d

d

dt
D̃ = i

(
ω2 − ω2

0

2ω

)
D̃ + i

q2Ẽ

2mω
��� �)* �,�'� ������� ����������&��'�)*���*#����w

ω u ω0

w����)*��

ω2 − ω2
0

2ω
= (ω − ω0)

ω + ω0

2ω
≈ ω − ω0
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� ���

l b
&, �!��n�����)*R�eb &,t)�)��!#�����)* ��!U�����|{)�	� ��� l �)���,*��_]9�@b &��,�����i���)*#� )�*��n�	�@[.��*7�xw�����*��r�	�
�����k �!������

,
�'&�����*�*���*7��d

d

dt
D̃ = i (ω − ω0) D̃ + i

q2

2mω
Ẽ

l �%���)��!#�����)*54,� � �n���	�)*�*����	�'��4 w#�+b �,�'� ,
u
,
�#�	��� � ������&,��w���������������&� �!�� ���	��* �@b &��,���a��d

D̃ =
q2Ẽ

2mω(ω0 − ω)
vr�)*��'�	��&,���)*#�P[ ����*����,*���*7� �cb ���'�o���,�R&�*#����(�&,���� �!�� �#�[�cb �	*7���,�����������)* �n���f[ �T���

l ������*7�J] ,
� ���f[.��� l �J��!���������*����2[ �5�)��*�*#� ������*�� � &��'&�� ��� �cb �n���^[.� ��! � ���+[ � �

�o��!��k� }#�#�����'���	�)* d

P = −−→E.
−→
dD

dt��� �$� m����'�����'!��o&��'�	�,!�������*����	 �!���!#*���[.� �)�,*�*������k[ �o���������	�n� +9*T�E�#�)*��7d

P = −
[
ReẼ cosωt+ ImẼ sinωt

] [
− ωReD̃ sinωt+ ωImD̃ cosωt

]

= −ω
2

(
ReẼImD̃ − ImẼReD̃

)

= −ω
2
Im
(
D̃Ẽ∗

)

< �)���)*#�
D̃ = εα̃Ẽ���

α̃ = α̃ (ω) = α′ + iα�,�'� �$� �o�)�$�n��������m����a�a��&9�#��*��+[ �� �!#�����f[ ������}
�������cb �n���^[.�n� +9*T�.�n�	�)�'�!d

P = −ω
2
α′
∣∣∣Ẽ
∣∣∣
2

� d �%� ���#`$#���d � c�� � # d � � � d � d "  # ��� ` � ^	� � # � d ��� � c � ` � � dic�d
α′
w �fb ���'�

,
u
,
���	�'�N�#� ^a` � ` ��


� � d ��� −→
D

� b �  !� � � ^ ^	d>d # � b�`7c � ` � b � d"`� �d � −→
E.


9��*#�k�	�9�����k�#��&��'��*7�xw��	�9�,��� �.������*7�
�'�����$��*7�

D̃
u
Ẽ
���'����&,��� w ����*��

P = 0
�e~ �{*eb � �R���)*��%���n���eb &,� ����*�()�E�eb &�*#����(��	�Pd

��������&,����*7� [.���A\,�	��*����o��!#������� ���,*������"�,�^[.�#�����Cb �l` �������eb �nm����)�'�#�����)*T��!T�eb �+[
,�#�	� )��x�n�����)* ��! ���x�)�)*�*��k[ �,*��xw ����!#�	�k[ �,*��>�Cb �l` �����>���'�)����(7� ��� � �,�9~ �1*�� �o���_[.���>���

��������!������| �!����cb �	*������,���#���'& � �����,���	�)*+�#!$[.�������,!��
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50/ h /10 :!� �Y:jQ�i :JM �TUzBlDOMAM|:=NP:=M��06YBl:JQ > 
A>3�rUrDOM
l � [.���A\,�	�����'&��,&����,*��k*eb &,�������r���n�i��&������	�'����w��x���r������mo�)!
���	�'�����a�r�o��!��r!�*��9� }
��� ,���n�����)* �'&�����*�*���*7���U-

ω = ω0

8�u.!�*��"�)���,�	���$� ���a�)*+�eb �+[ �#�	�a��!��#������t)�,��()�,*����"�o�)!�� �	�
�#�	�|{)����wAu%�x��!��'�������cb ��m��'��*��,���eb �f[.�)�'���	���'�@[.��*7�x��/�* � ���a�!d
, l
b �n���^[.��*eb ���'�������k�	�����	&�wY[ ���	�|��! [ ��������!U�eb !�*T(�����*#� *��^[ m��'���eb ��!#�����,��d����

� �>�#���i�,�)�	����������*���w��#���i� ���f[.���r�,��&�&,�i�����N�	���N� ������(����r�)!R�����r�#�	�|{)�����1t)�)�	�'�	*��,w��	���
���o�)���'�	m����	�a��&i���k���)!#���$�n()� �n!
}%t��	m����n�����)*��_��!.��&��'�x��! ���n*�� ���|�x���1�eb !�* �,���	� � �����a���Ad
l b &�*#����(��	���eb �)�'���	���$� ���a�)*U�,�'� ���	�'���	�o&,������*#� ���![ �������,!U��}���&,���	�,!���w���� �+��� d�^a`
2�` ���  # �
,
u �k[ ���������	&�w��xb � ���^[.�9���'��*�&,���,�����������k[ �,*������)!��#�	&���!T���5�)�)*#*��@[.��*7��d��cb &��	�,�

,�����)*��)���,�	�	�	��*7� ���5�)�)*�*#� �,� �o���'�"���1�cb &�*��,��()����� vr�,�$� ��mo�)!
����� uk!�*�� � ���	�������)*��k`��������at)�
�'!��1���0[.�)!#t)�@[.�,*��1��!.�����|{)�	��- ��&����,���	�)*%���k���x�)�)*�*#�@[.��*7� 8�� l b &, �!��n�����)*E��!.�����I{��	�
�kb &,���'���������)��� d

dD̃

dt
= i(ω − ω0)D̃ − γdD̃ + i

q2Ẽ

2mω���R�	�"�,�)*�� � ��*7���9�Cb �f[.�)� ���������k[ �,*��
γd
��� �|�	�"�'�^[�[ � �eb !�*R����!
} �eb �f[ ���'�������'�@[.��*7�

�������	�n��� �
γrayt

�,� �eb !#*R�+[ ���'�������'�@[.��*7�1���)���	��������*�*��,�
γcollision

� l � �����	�,!������ �	����!���� ,����*��,�?�����������o&�� ����� �	�k���x�)�)*�*��k[ �,*��r�#�	�o�)�	�����'�k��� �cb &������,�����)*43�576|[ �)*7���'�  �!��
γrayt�%�o�)!��|��}
�����,�������)* d

γrayt =
q2

12πε0mc3
ω3
0

�
�i��*J�����'�%���
D̃ = 0

u[�cb �	*�� � ��*7�%&, �!��n�����)*
t = 0

w_�)* � !�*#�+&,t)���	!#���	�)* [ �
,*#������*�� �#�

D̃
- t)�)�	� )�(�!����U- 2)�a2 8'8�wo �!�� ����*�� ��!�}T���@[.���?�	��*�()� t)���'��!�*#� ���)��!#�����)*

� � �n���	�)*#*���������w
 �!#� �,�'� �$� ���)��!#�����)* � �)���,&��7d

D̃ =
q2

2mω

Ẽ

ω0 − ω − iγd



����� �
� �����3���	��
 �
���

������&�������&�����"�������
� ���

+9*T�%���)*#��!#*���*���!#t)�����	��� }#�#�����'���	�)*T�#���	�%�o�)�	���'�	����m������ ��& d

α̃ =
q2

2mε0ω

ω0 − ω + iγd
(ω0 − ω)2 + γ2d+9* �$[ ���	*7����*���*��

α′ 6= 0
w ���)*��

P 6= 0
d l �T���,�$� }#�n���	�)* �o���H[ ���>�	���"&,� ����*�()�,�

�Cb &,*����'()�	���n���^[.�
,
� ���f[.����
�b ��!
���������n�'�

α′ > 0
w �#�)*��

P < 0
� ~ � *����o��!#� �+�5t)�)���

 �!eb ��m#���)���
���	��*��#�1�xb &,*����'()�	�_��!�� ���f[ � wx�,� ���)*#�1����� �eb �f[.���	� )����n������*9�o�)���'�	m���� - �����
�#�"�	�����,��� 8 � l b &�*#����(��	���#!\� ���f[.�T*#�"�o�,!#�� �!Cb �������"������&�t)���'���	m#�	�k[ �,*��|�����n*�� � &,��&���u
�xb ��*�t������)*�*#�@[.��*7�9���%�xb �n���^[.�n��/�*3)�* ��*[t)�)�a�9 �!��

D̃
���'�����'�)�o�)�'���	�)*#*���� u

Ẽ
d �	�

�'&��o�)*#���%��� �xb � ���^[.�>�n! � ���f[.�[���'� ^ � # � ` � � d �|~ � *eb �[�R�����9��� ���n��!����n�����)*�wo�,�% �!��
�,�'� *��n��!����,� �o�)!��k!#*T�)�'�����	�	�n����!��i�����_[.�)*��� �!����	�#&x���0�

/�* �,�^[.�������n*��>�n!
} ��&,��!��a� �n���"� }#�o&,���z[ �,*�� �n!
}�w ��* ����*��'���n���  �!�� ��� [.���A\����
4�*���� � 4 - �)*[�������� �!�� �xb &,�	�������'�)*\*eb ��� �����n�9���	&���![*��5�7��![������!�*#� � �������"&��$�n�'���� �!���w
[ ����� ���)!#�	�^[ m�����*#*��58 ���)*�*��r���,�_��&,��!��a� �n��� ��* mo�)*%�����,�)���%�5t)�,�i�����;[.���'!����,�k- �o�)!#�
�xb ��m��������#�����)*�w��cb �	*#��������w��$�"��� ` !#���	��* ���9�$�"��!A[.�o\,���x8�� l b ���,���)�'�U���'�0[ �@[.� ���_\,�imo�)*
 �!��n*������ � ����t)�k[ �,*��|���wd
,
��* ���'��*�� �o��!��

ω0

!#*�� � ��&, �!���*��,�T���+��&��'�)*���*#���$[.�,��!���&,� ��}
�o&,���o[.��*7� ����� ,[.�,*��x�
,
��* [ !��a���������a�U�$� �o�)�$�n��������m����a�a��&U�����E!�* � �n�,���,!�� � �'!��'����m��	�

fi
�n���o����&�� � �)�'���

�Cb ���������	�	�n���,!�����w5�,�_�)* �'�^[�[ � �	��� ��}
���'�����'�	�)*��_���
α̃
���)�'���,���o�)*�����*��1�n!
}>��� ` &,����*7���,�

� �'&� �!��,*����,�
ωi
���>��&,���)*���*����>���>�xb �n���^[.���2+9*[� ���	�)�'� !�*��>� }
�����,�������)* ���#&�*��^[.&

,*#�)�	��()�	 �!��9�����$� �o�)�	����������m#����� ��& d

α̃ =
∑

i

fi
q2

2mε0ωi

ωi − ω + iγdi
(ωi − ω)2 + γ2di

�,* ���_\,� mo�)*T�n���,�)���T�5t)�,���	�,��[.���'!����,���

	 # �%$'& �
	)(+*,$ 	!& � � ��
 ��$�� �
/�* 2 v#2Ts#w#�	�%*#�������)*U�������������)* �,�'� ����*�*�!��nw �#�3[ �k[ �9 �!#���xb �n���^[.�9����qN�)����w

�xt)���\���,�R*���t��x��!
} �'� � �����)*�*��������,� �Cb &,*����'()�	�
Ei

-
i = a, b, ...

8�� +�* �����a�  �!��\���,�
������*#�������	�)*#���o��!#t)�,*�� �,���'� ��*���!#�����,����*7����� �,���>*��at)�x��!
} ������!�* ���x�)�)*�*��k[ �,*��>���
� �'&� �!��,*����

ν = (Ea − Eb) /h
�ou\���	�k�)* *������	�'�o�)��������� �eb !�*�������&,�)���������)��&,���,*����

�#�.�cb ��*#���@[ m����E���E���,�"����&,*��^[�\�*��,��w  �!#�1*��Et��	�,*������+ �!��.����*����$�U��&,����*#*��	�.��!��
,t ��*�����wi�5t)�,� �cb �5t^\,*��@[.��*7�U���[�$� uT&�����*��	 �!�� =9!��n*����� �!����i< �)!��R���,*������[���^[.�#���

�#! ���5�)��*�*��@[.��*7� u �cb &� �!��	����m���� �����,�_[.�	 �!��U�,�.�#���.&,� ����*�()�,� �Cb &,*����'()�	� �xt)���+�	�,�
� ���^[.���,w�/��	*�� ������* ��*���������!��a�|!�*T��!
�����![ ���A\,�	�9����&,*��^[.&�*��)���)()�� �!����
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h /z5 / WAX^>3�xURDOM �;i L �ODOQ X �rUrDTM �A:=< ?wD�?aXfQq>3�xURDOMA<
+9* ���.���,�'��������*����	�,�1��! �x����� � �cb �n���^[ � *eb �  �!��.����!
} *��at)�x��!�}

|a〉 , |b〉
w *��)*

�#&�()&,*�&��'&����o�)!��9���o[.����� )��,���
|a〉

&,����*������ *���t)����! � �)*����+[ �,*������ w���� |b〉 !�* *��at)�x��!� }
���a��&�� l � � ��&� �!��,*��,������qr�)���r�o�)!��r�$��������*����a�����)* |a〉 → |b〉 �>�o�)!��i� }
�����,�������)* d

ω0 =
Eb − Ea

~
l b &,���n�"��� �cb �n���^[.�E�,�'�>�x�n��������&��'�	�'& ����������� �  � b
^a` � �  # �

Na

���
Nb

w  �!�� �'�)*��"�	�,�
�#���)m��nm��	���a��&,� �eb �
�,��!#���n�����)*R�#���i*��at)�x�n!
}

|a〉
�,�
|b〉
�3+�*R�>����*��

Na+Nb = 1
�'���	�

� ���'�J\k[ ���,�'� � ���_[.&��
l �1� ���f[.���,�'� ��!��#�o�)��& 4,��*����)�#&����,*��!4 - �����@b ��()�a� ���1�'��*��#���1���^[.�#�������,� ���'�)������& ,��&��k��! ���x�)�)*�*#�@[.��*7�k�����,�_[.�	 �!��x8�w����)*#��!�*��	 �!��k[.��*��k�x�������,��&��'�	��&������|���E���,*����a��&

�'�o���������n�	���eb &�*��,��()���7d

u (ν) =
dU

dν���
U
��� ���xb &,*����'()�	�?t)�)�	!Y[ �� �!�����! � ���f[.���

l ���k&� �!��n���	�)*��k�#��&�*#�^[ &,*��)���)()�� �!#���|�o�)��&,��� �����k/1��*��'������* �kb &,�����at)��*7��d

dNb

dt
= −dNa

dt
= −ANb +BNau

(
ν =

ω0

2π

)
−BNbu

(
ν =

ω0

2π

)

,
258 l �����'�@[.�	���i�����H[ ���#�����������"&, �!��n�����)* �eb &,t)���	!#���	�)*+������������&,���	�'���xb &k[.�	���'�	��*

�'�o�)*�����*�&,� ��! *#��t)����! ��!��o&,������!��,wi����*��U�)* ���)*�� � �n��� � }#�o&,���z[ �,*�� �n�	�k[ �,*��R �!eb �	�
�o�,!#� �����#&���� }
����������[ �@[.�����

u = 0
�2+9* �o��!
�?�n!������ &��,�������

A = γp
���

γp
��� �|��� � �n!
} �#�?��&��'��}
�������n�����)* �����r�o�)��!��	�n�����)*��,w� �!������'��w
���^[�[.����� � �n!
}

γd��*���������!��a�N����*��r�$�������'���	���#��&��,&��#��*�����w��$�����f[ [.���eb !�*��?�����'���	� �������	�n���at)�
γ
′

rad

���	&��
uR�$� ��!��������'���,*����.���%�cb �n���f[ �nw� �!��_&@[.����!�* � ���f[.� ����*��9���)!#�������	�,���#�	���,�,���	�)*��,w
�����eb !�*��.���n�'�����%�����	�	���'���)*�*#�������

γ
′

col

w  �!��_��������!��a�����������'�����,����!#�>���E��&,��� }#���a� �n���	��*
*#�)*R�������	�n��� � ��w7���n�N��}
�@[.���	���,��!
}  �!#�����)*7�|���'�����'��&,�i�����N�	�,� t
��m���� ���	��*�� ��!R�'&�������!
�,�����'� �n�	����*%����*�� ���k�x��� �Cb !�* ���)���	�#����-��������1 �!Cb ���������)���

γp
���
γd
���)*7�N���,�N �!���*�������&��

�#�������� �!�������� `�&����,*��������
,
@�8 l ���#��!
}
�z\@[.�������H[ �nw����'�)�o�)� ���	��*�*��,�9u

Na

w����,*��T�,�^[ �
�����#���xb �nm����)�'�#�����)*
�#� ���5�)��*�*��@[.��*7� �������cb �n���f[ �nw� �!��������'��� ��!.*��at)�x��! � �)*����f[.��*7� ���#����*��1���|*���t)����!
� }
���a��&����)!��k�cb �k`��,�k��! ���x�)�)*�*��k[ �,*�� ��*���������*7�x�
,
A)8 l �T�#����*#�	���E�����_[.��w1�#���)�o�)� �����)*�*��,��u

Nb

w1��&,�����a� �	�+����&�*#�^[�\�*��T�eb &@[.�	�
,�'�	��* �'���o[ !���&���wo�)! ��*���!��a���nw���� ���x�)�)*�*��k[ �,*��������9�xb �n���^[.�nwo �!#�_�����'���%��! *���t)����!
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����
� 
��������
(���	�	������ 	 � ���
����	 ��
����
� �"� 	 � ��
 ��
 ����&���
�� �"���"$�	��)&'�
��(�� ���
�*�!��+�	���� ��� ���"$�
������

� }
���a��&E��! *��at)�x��! � ��*����f[.��*7� ���{�'�)!����cb �k`��,����! ���5�)��*�*��@[.�,*����	*��,�	���,*�����+9* �����a�
 �!��E���%���,�_[.��we[.�)�	*��9��*���!������ � uU�	*7���'����!��	�'� ����&,*��^[.&�*#�)�	�)(��	 �!��k[ �,*��xw��U��� �������
� �'�)!
��&?�����i/��	*#�'���,�	*R�o�)!#�i�)m
����*#�	�N�$� � �)�_[ !#�	� ����<��$��*#�&%.��!U���5�)��*�*��@[.��*7�i������� ,[.�� �!#�k�	������ �!��k�	���1�o�)��!#�$�n���	�)*#������� *���t)����!
}

|a〉
�,�
|b〉

�'�)*�� ���)*�*�&,��wFu��xb &, �!#�	���	m#���
�������H[ �� �!���w������|�$� � �)�H[%!#�	�9�#�"qN�)���_]@[ ��*�*��
�
� �)* �'&��'�)!#�����������%&, �!��n�����)*[�eb &,t)�)��!#�����)*[�,* ��!����o������*7�� �!ebyu

t = 0
�xb � ���^[.�

�,�'� *���* ��}
�,����& -
Na = 1

w
Nb = 0

8 w��)* ��m#������*��|�$� �,�)!���mo�������	� )�()!��'� - 2�� @)8-d��	���
�%&,t)���	!#���	�)*P[ ��*�������*��9t)�,��� !�* &,���n�
)�*���� � � ��m��������������,��&�������&����n�

(Nb)stat =
B

γP + 2Bu
u

,
���
u
���'� � ���	m#�	��-

u << γP/B
8�w
(Nb)stat

��� �_�����)�o���'�����)*�*��,�Fu
u
�O~ ���>� ��&��o��*����

���	*#&x�����'�9�����cb �n���f[ �9��! � ���f[.� ��*���������*7�x�
,
�������1� ���f[.����� � ���H\�� ��*����,*�����-

u >> γP/B
8 w
(Nb)stat

w ��� �#�)*��N�n!����'�
(Na)stat

w
����*�� t)�,���

1
2

�+~ �
�>��� ` � b � ` ���  # ���i�$���'&��o�)*��'��u����H\�� � �)� ���r�	*7���,*����a��&���+�* ���k[ �n�� �!��
 �!eb ��� *eb �.�i���f[ ���������n*��N�,�-[.���A\,�	�i�����n*�� � �,�'� ���n� �����#! � �
� �J\k[ ����� �cb &�� �n� |a〉 t)�,����xb &,� � �

|b〉
�
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l ��� ���f[ � &������������f[ ��(�*�&,���	 �!����n�����	�� �!�&��"!#*��?&,*��,��()���� �!��o���o[.��*�!��nw7�)!R��!#( ,[.�,*����nw������$�% �!��n*����a��&

~ω0

� ���� �!�� � �)���| �!eb �����+�.!#*���������*����a�����)*U��� |b〉 t)�,��� |a〉�#!�� ��!
} �#�������,����!#�E@)8��)! A78 � l � �������,���'��!��R2 8 w  �!���*�� u �	!��0w �n!�(^[.��*7���.�cb &�*��,� ,(��	����!T� ���f[.�T���5�)��*�*�&�����*#� ���)!#����� �����k���	�'�������	��*���� l �.�#!��	�'����*��,��������*�� � &��'&��"��!
� ���+[ �+�@b &����'��� �#�)*��7d

P = −~ω0

(
dNb

dt

)

2),3)

= ~ω0B (Nb −Na)u
(ω0

2π

)
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+9* t)�����  �!��
P < 0

�'�
Na > Nb

w����" �!�� ��� �?�	���������������	!#� ����!�����*7�xw
|a〉

&�� ��*7���	�
*#��t)����! � �)*����+[ �,*�� �n� � l b ��m��'�)���#���	�)*[���f[ ��*��>����*��9���%������w �,����� �[�U� ����&,*�!�� ���	��*
�#! � ���	�'������! ���������	 �!�&n�1<{���E�,�)*�������w

P > 0
���
Na < Nb

� l b &k[ ���������)*J�'���o[ !���&��
�#�^[.�	*��nw �,�%�	� � �[����*��+�f[.����� )��x� ������* ��!J� ���f[.�J���������	 �!�& ����*#�%�	� �x��� �eb !#*��
��*�t)�,���'�	�)*+�����o�)��!#�$�n���	�)*��

/�*U���)*��,�	!#���	��*�w
�,� [ ���A\,�	������&,*��^[.&�*#�)�	�)(��	 �!����@b �5t^\,��� �������?�	!�����!��'��� !�*R���_\��
mo��* [.���A\����
d ~ � �#�)*�*�� m�����* �	�.���5�)�)*#*��@[.��*7�"�����,�_[.�	 �!��nw ����!��"���� �!��,� �	�1� &,��&
�#&,t)�,�	�)���o&nwA[ �����N�����'��*��+�n!����'���,�^[.�#���?���j[ ��*#�o\,���� �!���*7�������n���at)����! � �)*��������)*�*�� ,[.�,*��i���9�	�>����!����n�'�i�#���|�	���'�����,w#�'� �cb �)* �	*7��������!#���N�	�,�i�,�)*�� � ��*7�����

A
�,�
B
u>����� ���	�

�#��� �'&���!#��� � ���k�#��[.���'!����n�
+9* �,�)*�� � �n��� ���,�o��*����n*��� �!�� ��� [.���A\,�	�"�,�'���	*#���^[.�����,�xw ����� � ^�# d �3� ` � � d � ` �

c�d � � �#` � d � c�d �� !� � � ^ ^a` ���  # � c�b ���#` ��� d � c�b c � ��� ^	d ` �, � � � b d wn �!����	*7���,�'t��	�,*�*���*7�
*#&��,�������n�	���k[.��*�������*�� �	���#���)m��z\@[.��w���!�� ���)!
�� �!���*��\��* t)��!#����&��,��������!�*T� �
� �J\k[ �
�n!����'��������&��'��*��1 �!eb !�*E�$�n�����,�)vr�|��& � �n!#����!7[.���A\,�	�N�eb /���*��'�����	*%�,�'������� � ���	�{�,�^[ m���&
�����N�cb �����o�����A\��'�9�'!�������&@[.��*7� ������� �	*���������!#�����k����*#�r�	�-[.���A\,�	�  �!��?�	� � ���f[ � &k[ ���
�����|&@[.�	�'�����)*U�'���o[ !���&��9�,�'� �,* �������'�"�xt)�����	�9� ���f[.�+�	*��,�	���,*���� +9*U���'�)!#t)�3[ �@[.�
����*��r�,��� � ����*��N�)!#t����n()���r�xb � � �H[ � ������*. �!��?�	� 4,�����n���)* &k[ ��� �����N&k[ �����'�	�)*.�'���z[ !
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 �!��>���"� ���o� �eb ���'����� �����)*�w� �!�� [ �,�	�������)�#���	&���&,�?�)*���!#�$�n���)�	�'�������,�)�'��!����,!��$�n�	���"��!
���5�)��*�*��@[.��*7�xw *Cb �U�n!���!�* ���,*�������&,��������/�*3)�* w����>�	����*[�5t)�,�%�	��[ ���Y\��	�"���'&���&,����*7�
*Cb �,�'�|�����r&,����m���� w����i�)* *��?�����a�r�����r���? �!������?�����'���9����*#�r�	�������r�eb !#*U� ���f[.� *��)*
�'&��'�)*�*��n*��?�xt)�����$�>�����n*����a���	��*+�n���f[ �� �!��.-

ω 6= ω0

8��

� # ��� 
�������� � *������
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} [.���A\������ ����&�*#�^[ &,*��)���)()�� �!#����w+u?m��	�,* �����_&�(7�n�����
���_\,� ���^[.���	&k[ �,*����������,��w�*���!����.�o�,�_[.�	�|�eb �	*���������!#�	���������k�������f[�\,���'���k�o[.�o�)�'����*7���
�o��!��k�xb ��*����,�����������)*�[ � ���o\,���9���x�)�)*�*#�@[.��*���d
, l
�����	�|{��	���n���f[ �� �!�� −→

D
%

, l
���k������!��	�n�����)*��

Na, Nb

�
+9* �T�n!����'�1t�! ���E�_{)���E�,�����,*����	���1�����"�'���	� }#�n�����)*��

γd, γp
����*����	�+�#��*��+[ �� �!#�

�#! �#���)m��z\@[.��wo����!��9�)m#����*����?!�*�� &,t)�)��!#�����)* [.�)*��n���)*��"���%�xb � ���^[.��t)�,����!�* &,� � �
� � �n���	�)*#*���������w#���	*��'�� �!����o�)!��|�	�,�k&�� ���n*�()��� &�*#����(�&,���	 �!����,�
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�����	 �!����N�,*R����� ���	�,!��	���,�1�$��� ���'!��,��!����9�n���f[ �� �!�����< ��!��
�#&��,���	�'�9����*#�|���?���������9���9�,�,�'���9����&������	�?�xb �	*����������,���	��* ���9�xb � ���^[.�?�xt)���9!�*U� ���f[.�
&,�	�,�,�����^[ ��()*�&����� �!#�1�o[.�o�)�'&1��� �cb ��}���&,������!��,w !#*��N�#���@[.�o\,��� ���#������� ��� ���)*��'�	� ���Ku ���

,�'��!#���,�N����*��r�xb ���f[ ��� ����*����,* �����cb �n���^[.�k�	�,� �����H[ �,�r�,�)���'���'�o�)*�����*7��u"�xb ��*����������,���	��*
�xt)����!�* � ���+[ �+&������,�����^[ ��(�*�&,���	 �!����,�$���'���	 �!��n�
+9* *�� � �n��������*������������ �������'��� �#�. �!��.�$��[ �������a& ��! �����xtn�����k- �eb ��� ���)* *��^[ w

[ ����� �	� � �n!������n�������	!
�J{�� �������������eb �����#����� ��� 4,���k[ � ,
 �!���*7���� �!���4x8 w��#!��	�' �!#�1�	�_� ���f[.�

*Cb �,�'�|�����N����������&��#� [ ��*#�o\��'�� �!��n*����� �!���� ~ �o�@b �5t^\,���?���)!#��� � ���	�N �!��?���,�'���9�������'��� �#�
�#�)*�*���!�*������,���,���	�
���	��*Rtn���	��m��	�?�#���k�#��&�*��f[ \,*����k���n*���v7z��3�#���k�����|�,�k�,*�()���)mo��w
�,�^[�[ �9*��)!�� �����	��*��i�	�9t)���	��w#�	�,�k���,!
}T�n��������� ���,���#��&��,&��#��*��������

"�# / � � & $ � 
$� * �
+9*Ttn� ����*��?!#*[���'�@[.�	�,�k���@[.����*�&,()�	��()���|���)!#���"��*��������n�,�����)* ���>�xb � ���^[.���5t)�,�

�xb ��}���&,���	�,!��k��!#���'�� �!eb �5t)�,�"�	��� ���f[.�T�n�������	 �!�&��

50/z5 � >4N UzQ �pDTMAUR:JM �ai UzM�� :=B=>VE"�xURDOM	�oB=>k?A?a:=Qz<�

+9* ���'�)!#t)�����T����*��"�$�+��& � &����,*��,� - 258�w �,�>����*��"!�*�� [ �)��*����'��[.�,��!����[-0@)8�w !�*

� }
�o�)��&���&�� �����	��&|�'!�� �	�,� ���+[ ���a����*����,*�����!����,���#���	m������ ��� ��&��,������� �xb ��*����,�����������)*%��*7�����
!#*R� ���^[.�k �!���*7���� �!������N!�* � ���f[ �.���	�����'�	 �!���� -��)!��N�����	��*����	�,�������#���,�	�,�  �!��,�	 �!��,�
�'&��'!������n���| �!#� *���!��k�����'�)*�� !#���	�	�,�|���n�k�	�%�'!��������

/�*J���'&����,*��,� �Cb !�* � ���f[ � &������,�����^[ ��()*#&,���� �!�� �,�$���'���	 �!��R�#&����'��� �����>�	���>�o�
,����*7�������	�?t)���,����!�� −→

A (−→r , t)
�,���'�x���	���	�'�

U (−→r , t)
w�!�* ���+[ ���a����*����,* �o�)���'�	m����%�o�)!��

�xb &��	�,�,�����)*+�kb &,���'����d

Ĥ =
1

2m

(−̂→p − q−→A
(−̂→r , t

))2
+ qU

(−̂→r , t
)

vN�?���f[.�	�a���)*��a��*.�,�'�r�,�)���'�����r�o�)!��1����!#�N� ���)� }.���_����!�()�n� ~ � ���,���)*�*����xb &, �!��n�����)*.���
l ������*7�J]?���?�	� � �)�'���-[ �5�)��*�*��n� ~ � � ��!
�i�#����*#�����9()�������� �!���w
����*��r�,�,���������#������� ����w
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�	� t
�a���,�����%���%�cb &������,�����)*[��* ����&,���,*����.��� −→
A
*eb ���'�����	!#� −→v = −→p /m

wC[ �n�	� −→v =(−→p − q−→A
)
/m

�
�
� ��* �������$���,���,*�� `�b ��d"c�d.]  b
^  � $ d

div
−→
A = 0

����*��i�$�n �!#���	�����	���o�����,*��������ot)�,�,���,!�� −→
A
�,�'�|��&,��!����0u>��� 4,�����'���	� �����n*��'t)�,������4.- ���	!#�

�#��&��,�	�'&@[.��*7�������n*��'t)�,�����.����*����xb �,�������,�E���.~��)!��'�	����8 −→
A⊥

w��	�%� ���+[ � ���E���x�)�)*�*��
,[.�,*��k���'� ��&,�����a� �, � `�^	d � d # �r���n�k����*T�o�n����*7������� t)��������!#� −→

A⊥
w������|�	�,� � �)�H[ !��	�,�

−→
E = −

−−→
∂A⊥
∂t

,
−→
B =

−→
rot
−→
A⊥

qU
��� � ���	�)�'�T!�*��� �!#�@[.��*7� ��� ���,�_[.� �eb &�*��,��()��� �,�)!����^[ m�����*�*�� &,�	�,�,���'�)�'���n���� �!��

V (r̂)
����&,&������|�	���,����!��k�����cb �n���^[.����
�b � �2d

Ĥ =
1

2m

(−̂→p − q−→A⊥
)2
+ V

(−̂→r
)
= Ĥat −

q

m
−̂→p .−→A⊥ +

q2

2m

−→
A2
⊥

+9*T�%��* �k`��,� −̂→p .−→A⊥ = −→A⊥.−̂→p
d

[
p̂i, Âi

]
=

~

i
∂iÂi ⇒ −̂→p .−→A⊥ −−→A⊥.−̂→p =

~

i
div
−→
A⊥ = 0

v-b �,�'� �cb ���f[.���a���)*#����* ��&,*��^[�[ &
”
−→
A.−→p ”

��-��������� �!eb−→
A⊥

*Cb �,�'� !�*E�)�o&,���n����!��� �!��n*
,���	 �!��? �!��9���n�����? �!eb ��*+�>���@[.���	����&����n*��i����*U��}
���'���'���	�)*U�$��tn���'�$��m������#�9�o�)�'�������)*

−→r
����� �xb ���o&���� ����!#� −̂→r � Ĥat

�,�'� �xb ���+[ ��� ����*����,*��n���^[.�	 �!��nwx���)*7� �	�,� tn�n�	��!#��� �����������,�
�'�)*7�������|&�*��,��()�����k�����cb �n���^[.�9����*�������&��'&��


9��*������i�������eb !�*E���5�)�)*#*��@[.��*7��t��	�'�	m�����w4~pg�w���!7[.�	�,���
,
�)*#����w �)*%�o��!#�����)!#t)�,*��

� �n�	�'��!�*��1���z[ ����� )����n���a�)*��'!�������&@[.��*7� �������0d5�+b �,�'� �xb ` � ���� 2 � � ` � �  #%c � �  ^a` � � d  b%c�d �
� � `$#oc�d � ^  #���b�d�b ��� c��  #oc�d ��/�*[�l`��,�xw ����*����,�"�x������*[� 〈 λÀ 〈−→r 〉 w ���?�)*T�o��!#��#�)*��k���@[.���	�����,� −→

A⊥

(−̂→r
) ����� −→

A⊥(
−→
0 )

- −→
0
�,�'�N�	���o�)�'�����	�)*%��!.*�� �7�n! ���k�cb �n���f[ �nw

�'!����o�)�'&?���n*�� ���)!#� �����,�)!��'�N�z[ [.��m����a�58�� l � �����'*��	�,�1���,�_[.�
)�(�!�����*7�N����*#�
Ĥ
w� �!��

�,�'� ��! ���,���)*��T�)�'�������,* −→
A⊥

w��,�'�?�n�	�)�'�|!#*����'�o[.���	�?���)*�� � ��*7���n� ~ � �'���'����d

Ĥ ′ = Ĥat −
q

m

−→
A⊥

(−→
0
)
.−̂→p

< ���i� ����*#()�@[.��*7�|��� ����!�(���w
�)*U�o�,!#�k���	�����N���9���f[.��*��,� u !#* �n!#���'�9���f[.���a����*�����*$d

Ĥ ′′ = Ĥat − q−̂→r .−→E
(−→
0 , t
)
= Ĥat − −̂→D.−→E

(−→
0 , t
)
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��� −̂→
D
��� �N�xb ���o&���� ����!#�����	�o���$�����'�r&��	�,�,�����	 �!��nw −̂→

D = q−̂→r
��vjb ��� �N�cb ���f[.���a���)*#����*%�#�	�o�

,�	������� &,�	�,�,���'�	 �!��nwn�)!
”
−→
E .
−→
D”

wn �!��r*��)!��{!#�����	�a�����'�)*�� �,���'��*7���	�,�	���@[.��*7�_����*��{�$� ��!��a���n�
~ �w[ �)*7���'�E �!#� �cb �	*7���������,���	��* [ �n���z\����%���5�)�)*#*��@[.��*7�>�'� � ���a��u ��������� �������'�5}
�o[ � ,���	��*%�����_�xb ��*����,�_[.&��#�$�n���'�r�#!.�#�	�|{)���r&������,������ �!#����-������)*����,*3)�*. �!��|���|���f[.�	�a���)*��a��*
*Cb �,�'� t ���$�nm��	�i �!�� �'���)*.*�&,()�	��()�i�������k`��,���1�	�	&,����!.���#�	*.�#� �xb &,�	�,�,�����)*��V�
�	*#�)*E�	� � ��!#�
��� �'�)!#���,�|!�*+�����H[ ���eb &�*��,��()���3[ �n()*�&����	 �!����,*

− q
m
Ŝ.
−→
B
(−→
0 , t
) �

�
�9�cb �������'�5}
�o[ � ���a�)* �����+()����*#�����+���)*�()!��,!����U�eb �)*���� *eb ��� �T���n�Utn���	��m��	�nwr���
*#�)!#t)����!
}%�����H[ �,���@b �	*���������!#�	���,*���w)����!����$�n*����eb �n!#���'���1()����*����,!����1�������n�,��&,�����'���� �!����
�#�"�cb �n���f[ ����!
} ��&��'��t)&,���?�'!����,��������t����9������� ���f[ �#��&������������� �!��������j[ �n()*�&����	 �!��,��d
�+b ���'����� 4,��&�t)���	�����o�@[.��*7�-[ !#�������o�)�����a����4%- t)�)�	�i��� � - 2 8�8 �

50/ h 1 ?Y?CBlD 
YUzN�>��xURDOM � X�< �Y<7���JN : �7h MAU �O:l> X�


Ĥat

�|�o�)!�� &,���n��� ���'�)���'��� �	��� &,���n��� �������,���,���
|a〉 , |b〉 , ...,

w5�Cb &,*����'()�	�,�
Ea, Eb, ...

w
��� �	���,�)*����	*�!�!A[

|E〉
� l b &,� � ���n���f[ �� �!�����������!��k()&,*�&,����� �kb &,�����a� ���)*#��d

|Ψ〉 =
∑

i=a,b,...

ci(t)e
−iEit/~ |i〉+

∫
c (E) (t)e−iEt/~ |E〉 dE

l �,�{�,��� �.������*7���{���N�	� �#&����f[ �o�)�'�����	�)*��'�)*�� &����'����� ����!��{�	� � ���_[.�
ci(t)e

−iEit/~
�o��!��

 �!����	�9����� �.���	�,*��
ci(t)

�'�)���|����*��'����*�� �,* �cb ��m��'��*��,���Cb ��*����,�����������)*+�5t)�,������� ���f[.�
�n�������	 �!�&.- 4,�'�����'&����,*����n�����)* �eb �	*����������,���	�)* 4�8�� l b �,�����n���"����t����	mo��� �k���,� &,���n��� �n��� ,[.�� �!#���r��� �|���9���z[.��*��'�	�)* ��*3)�*�����w����|�#� �.�����	�-u [ �n*��	��!#�	�,��� l �?�����)m#�o\@[.�����9�'�o[ ,�#�	� )��k���o��* �'!����o�)�'�?�	� � ���f[.� �����#�	�	 �!�& −→

E = E−→ε cos (ωt− ϕ)
 �!������

,
�'&�����*�*���*7�

�'!�� �$�k�'��!���� �����n*����a���	��*
|a〉 → |b〉

- ��� � ��&, �!���*��,�i���rqr�����
ω0

8�� l � � �)*������	��*"�eb �)*��#�
�'�R��&��,�^[.�o�)���U�n�	�)�'�"!�*��� �!#�@[.��*7�%�'!�� �����>���,!
} *���t��x��!
}

|a〉
�,�
|b〉
w �,�>���)!��>�	�,�

�n!#���'���k*���t)����!
}+�o�,!#t)��*7������������()*��)�'&��!d

|Ψ〉 ≈ ca (t) e
−iEat/~ |a〉+ cb (t) e

−iEbt/~ |b〉
+9* �'�%���+[ \,*��%�����)���juR!�* ���'�������%��� ���o[.��*#���	��* @
w�� � �xb ���f[ ��� ����*����,* � ���^[.�	 �!��
�kb &,���'��� �'�)!�� �	� � ���_[.���eb !�*���[ �n���������

2× 2
d

Ĥat =

[
Ea 0
0 Eb

]
=

[ 4 4
4

~ω0

]

�#��[ �@[.�� �!����xb �)�o&����n���,!��|���	�o�)�	�����'�9&,�	�������'�	 �!��

−̂→
D =

[ −→
daa

−→
dab−→

d∗ab
−→
dbb

]
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?��*��r!�*U� ���^[.�
〈i| −̂→D |i〉 = −→0

w��x�n�r��� *eb � �"�����N���?�#�	���,�,���	�)* ���'��t��	��&�(���&��"- ����� �
�
,�_\@[.�1��� �{��*�t �����	��*�� ����� �'��� �n���	�)*�8��!+9*"�'!����o�)�'����� ��� ����!�� −→

dab
��&,�����o�)!#� �'�o[.���	� )����,�

+9*T�E�����)��� d

Ĥ =

[ 4 4
4

~ω0

]
−
[ 4 �
� 4

]
E cos (ωt− ϕ)

�xt)���
d =
−→
dab.−→ε
?��*��1�	�9��!��a���nw)�)*E��!#���o�)���,�����#�k����!��� �!��
|a〉

��� � �cb &,���n� � �)*����f[.��*������#���|�cb �n���f[ �n�

50/ � � �ODOQ X3�xUrDTM �|X7<��Y<����=NP:
l b &, �!��n�����)* �#� ��� ���������	*#()���|�@b &��,�������n�	�)�'�!d

i~
d

dt
|Ψ(t)〉 = Ĥ |Ψ(t)〉

+9*%��*%��&���!#�����	�,�_&� �!��n���	�)*#���,�)!�����&��,���eb &�t)�)�	!
���	��*%�#��������� � �,�	�,*����
ca(t)

���
cb(t)

d

i~
dca
dt

= −dEe
−iφ

2
ei(ω−ω0)tca −

dEeiφ

2
e−i(ω+ω0)tcb

i~
dcb
dt

= −dEe
iφ

2
e−i(ω−ω0)tca −

dEe−iφ

2
ei(ω+ω0)tcb

vN� � �
� �J\k[ � �'�+���o[.����� )�� ���)*#���	�#&����nm��	�k[ �,*��E�'�|�cb �)* � ����� ^	� ` � ���� 2 � � ` � �  # �!� ��b 

^ ` � � d w tn���	��m����7u+�x�n!����.���.�$�U �!��n��� ,

��&,���)*���*����.�,*����'�.�$� � �'&� �!���*#��� �#! � ���f[.� �,�
�,�����	�?�����xb � ���^[.���
/��	���?����*������'���3u *#&�()���	()�,�r�xb �l` ���|���,�|�����_[.���i��!U� ���o�

e±i(ω+ω0)t
w

�����,�	�	�	��*7� �����������@[.��*7�+�xt)��� ����� � �'&� �!��,*����,�T�)�
���	 �!��,��wi���
u *#� ()�������,�U �!�� �	�,�
�����H[ �,�|�)�'�����	�	��*7�r�	�,*����k[ �,*���- �)!U�'���n���� �!�����u �'&��'�)*���*��,��� }��n�,���x8�w������o�,�	&��r���,�_[.���
�'&��,!��$�n�	���,��wn��! � ���o�

e±i(ω−ω0)t
��/�*E�l` �,�,��!���*������i���	!��{�	�r� ���n*�()�@[.�,*������rtn���'�$��m#�	�

- 4,���n������(�������*��k�	���'& � &,����*7������������!���*��n*��"4�8jd

ca(t) = c̃a(t)e
i δt
2

cb(t) = c̃b(t)e
−i δt

2

���
δ = ω−ω0

w)�)*E�)m
���	�,*��1���	�����_!�*E�'���'�_\@[.� �eb &� �!��n���	��*��1����!����	&,��� u��,��� �.������*7���
�,�)*�� � ��*7����d

i
dc̃a
dt

=
δ

2
c̃a +

ΩRe
−iφ

2
c̃b

i
dc̃b
dt

=
ΩRe

iφ

2
c̃a −

δ

2
c̃b
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�$��� ��� � �

���
ΩR = −dE/~�,�'�?�	� � b�^ � ` ���  # c�d�hi`�$ � ��vr���'���'�J\k[ �>�.�o�)!�� �#!��	���n�����)*��k���'�)�����,���	�,�  �!���*�������&��

±Ω
w��5t)���7d

Ω =
√
Ω2
R + δ2

+9*+���'�)!#t)�����	�����k�n�	��&k[.��*��k �!������E�����	!#���	�)*U()&,*�&����������@b &��,���a��d

c̃a(t) =

(
cos

Ωt

2
− i δ

Ω
sin

Ωt

2

)
ca(t = 0)− i

ΩR

Ω
e−iφ sin

Ωt

2
cb(t = 0)

c̃b (t) = −iΩR

Ω
eiφ sin

Ωt

2
ca(t = 0) +

(
cos

Ωt

2
+ i

δ

Ω
sin

Ωt

2

)
cb(t = 0)

�
� �cb �)* �����,*��\���^[�[.�����)*��#�������)*��k��*������	���a���
ca(t = 0) = 1

w
cb(t = 0) = 0

w �)*
��m#������*7���	�,��t ���	�,!������'!���t ��*��������������o�)��!��	�n�����)*��

Nb(t) = |cb|2
���
Na = |ca|2

w��,�
�#!T�#�	�|{)�����n���^[.�� �!#� 〈−→

D (t)
〉
= Re (2dcac

∗
b)
d

Nb = 1−Na =
Ω2
R

Ω2
sin2

Ωt

2

ReD̃ = d
δΩR

Ω2
R + δ2

(1− cosΩt)

ImD̃ = d
ΩR

Ω
sinΩt

+9* �U�����#��&��'��*7��& ��!����$�<)�()!����T- @���2 8?�cb &,t��)�	!#���	��*[���@[.�o�)�'���	��� ���
Nb

���
ImD̃���)�'�� �!��"�	��� �
� �J\k[ �>��� �9����*#�?�xb &�� �n� � ��*����f[.��*7� ��� |a〉 u.�cb �	*�� � ��*7� t = 0

��+9*\t��)���
 �!�� ���>� ���'�J\k[ � ����&,���,*����%!#* ���f[ �o�)� ���k[ �,*��?�)�'���	���$�n*���do��� �'�)*��9�	�,�� !� � � ^ ^a` ���  # �
c�dih|`�$ � �f~ ��*eb �E�����n� �#� �'&�()�z[ �i� � �n���	�)*#*����	�'�i�)! � �)���,& �n��������*��x�^gk�@[ ���� �!��)*#�1 �!��
ImD̃

w  �!�� �,�'�?�������o�)�'���	�)*�*#��� w����?���"�'�	()*��������o�)��&nwIu.�$�E��!��������n*����������n*�� � &,��&,�>���
�xb �n���^[.�.�n! � ���f[.��w � ����*�()� ��� ����()*��E���)!
�����"���������@[.�	�,�"�o&,���	���#���"���)g ��m���d �	�
������*#� � ��� �k&�*��,��()&����� �!#����� � �n���|���������'*��n���at)�@[.��*7�i����� � ���^[.���rt)���'� ���9� ���f[.�+�,�k��!
� ���+[ �Ut)����� �����k�n���f[ �,���

:J��&��'�)*��n*���� ��}#���,����w �)*"�
ca(tm) = 0

�o�)!#�
tm = (2m+ 1) π

ΩR

w5�,�
cb(tm′) = 0�o��!��

tm′ = 2m′ π
ΩR

- �5t)���
m
���
m′ �,*��������'� 8�d
��� � � u>�,���i�	*#�'� ��*7��� �3� `$# � " d � � �, � `�^

�#!T� ���'�J\k[ ��t)�,��� �cb &�� �n�
|b〉
w���!��	�|����*��)!
t)�x��!T���n*�� �xb &,� � �

|a〉
�
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 � � ���(� � ���*���
�$��� ��� �)�

��� � � ��� ����� ���
	���
����
� ��� 	 � ���
����	 ��
����
�
Nb

��
 ��� �������
	�� ��
��
���� !�"� ��� 	 � ���"$����"& � ���
(���	 � �"��
����
�

	 # ��� $�� 	)$�*f& $���� � ��� ��� $+& $ ���	� ��
 � ����� ����
 	 $
� *��

��

~ � � ��!
����������!#�����_���,*��	���,�^[ �
���%���.�xb ��*�t������)*�*#�@[.��*7��d��cb �n���^[ � � ������*#&����,�����n� ,�'�@[.��*7�%�����'���	� �eb !�*J�'���'�_\@[.�+����!�� ()�'�)��wau[����!����U���U�'�)*J�,�)!����	��()�R��!
} ��!#�������
� ���^[.���|������! � ���f[.� �������5�)�)*#*��@[.��*7�x�

h /z5 � >3�rB_UrEk:(�A:=MA<HU � L
�
���xb �)*"�kb ��*���&,���,����� u��cb &,t)�)��!#�����)*����N�cb �n���^[ ������!#�	�@[.��*7�xw �)*>�������  �!eb �)* *��N�o��!#�

�#�	!����	�i��&��,���	�'�k�,*.�����_[.������� � �)*������	��*E�eb �)*����n� ~ � � ��!#�1!#���	�������,�_�$� [ � ���������i���,*����a��&
ρ
��
9�n*��N�	� �����N�#��&��'��*7�i� � �)* *����kb ��*���&����,�����? �!ebyu"!�* �'���'�J\k[.� u>@�*��at)�x��!
}�w

ρ
��� �

!#*���[ �n�����	�,�
2× 2

d
[
ρaa ρ∗ba
ρba ρbb

]

�xt)���
ρaa+ ρbb = 1

� +9*U&,���������
ρaa = Na

w
ρbb = Nb

d#�,�9���)*7�|�	�,� �� � b�^a` � �  # �����,�
�#��!
}+*��at)�x��!�} w� �!#��*#�)!�� �xt)�)*��k���,*�����*�����&��,� ����*��k���![.���A\����9�eb /1��*��'������*��

ρba
��� �

�	��� �  � ��� d # � d � w
 �!�� ���'� ���	�'�������@[.�,*�� �'�����	&���! �����|{)�	� d
〈
−̂→
D

〉
= Trρ

−̂→
D = Re

(
2
−→
d ρba

)
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�$��� ��� � �

2
−→
d ρba

��� �.���R���)*��U�	� ���	�|{)��� ���^[.������}
��w{�,�
2
−→
d ρbae

iωt
�,�'�E�cb ��*7t)�����)���o�

D̃
�	��*
,���@[.��*7�?tn���'�$��m����"�#� ���>���	�|{)���"��*���������!��a����u ���'�)�o�)�?��! [.���A\����"��� l ������*7�J]n��+9*

t��)���?���)*��> �!#�%���n�_[.� �����?���n���f[�\,�������? �!��{��&,���'��t)�,*����cb &,���n�9�#� �cb �n���f[ �nw l ������*7�J]
*#�"�@b ��� �9��*\ �!��,�	 �!��"���)� ���"��*���&����,���'&> �!eb ��!
}T������&��'��*��,���9�,�?/��	*�� ���,�	*T �!eb ��!
}T�o�

,�#!��$� ���	��*���� l �?�#��&��'��*7�0[ ���Y\��	�ktn�>*#�)!��r�o���H[ ���������?�#�9�#&,���,�_[.�	*#���N�cb &,t)���	!#���	��* ���
�xb ��*��'�@[ m��	���#���,��� ���n���f[�\,�������,�

/�*T�xb ��m#����*#�����#���'���	� }#�n�����)*�w
ρ
&�t)�)�	!����'�����)* �xb &, �!��n�����)* d

i~
d

dt
ρ =

[
Ĥ, ρ

]

����w��,�^[�[ �9*��)!��k�cb �xt)�)*��it
! ���	!#�k����!
�xw

Ĥ = ~ω0

[
0 0
0 1

]
− dE cos (ωt− ϕ)

[
0 1
1 0

]

/�*+�x�n�	��!#�$��*7�i��}
�����	���a���k[ �,*��i�	�,�|�,�^[�[ !#� �n����!��'��w
�)*U���'�)!#t)�������i&� �!��n���	�)*��i�eb &�t)�
,��!#�����)*U�#�

ρbb
�,�
ρba

-{���,�	�������
ρaa

�kb �,*T��&��#!����k�����
ρaa = 1− ρbb

8jd

i~
d

dt
ρbb = −(ρab − ρba)dE cos (ωt− ϕ)

i~
d

dt
ρba = ~ω0ρba + (ρbb − ρaa)dE cos (ωt− ϕ)

+9*[t��)���? �!#�%�cb &,t)���	!#���	�)*T�����9�o�)��!��	�n�����)*����,�'���	�	&,� uR�	� t ���	�,!��?��� �$� ���)�#&����,*����nw
���9�cb &,t)�)��!#�����)*T�#� �	� ������&��'��*��,�%�	�	&,� u �$� �#�z`�&����,*����>�����9�o����!��$� ���	��*���d��cb �	*7���,�����

,���	��* [ �n���o\,���
,
���x�)�)*�*��k[.��*��1��� �r���)*�� ���'����*7���������	�@[.��*7�N!#* ����!����	��()��[%!
��!��,� ��*7�����

�#�	�|{)���9�,� �o�)��!#�$�n���	�)*#����< �)�'�)*��������)��� d

ρba = ρ̃bae
−iωt

�#�R�'�)�'���  �!#�
2dρ̃ba = D̃

�{vjb �,�'�%�o�)!��>�	�$[ �n�����	�,�.����*#������&R��� 4,�����'����(��R���n*��>�	�
�'& � &,���,*������������)!��'*���*7�"4_ �!��1*��)!�� �xt��	�)*�� �l` �,�,��!�& ��!�� �	��� �,��� �.������*7��� �����$� � �)*��������)*
�Cb ��*���������*��k�$� �����'���	�9����&,��&��#��*������ +9*T�.�n�	�)�'�!d

d

dt
ρbb = i

dE

2~

(
eiωt + e−iωt

) (
ρ̃∗bae

iωt − ρ̃bae−iωt
)

d

dt
ρ̃ba = −i (ω0 − ω) ρ̃ba +

dE

2i~

(
eiωt + e−iωt

)
(ρbb − ρaa) eiωt

+9* � ���a�N�	�,� �n!����'� ^	� ` � ���� 2 � � ` � �  # �!� ��b�^a` � � d �,�)*��'�	�'����*��0u"*�&�(��	��()��� �	�,�N���,�_[.���r�,*
e±2iωt
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d

dt
ρbb = i

d

2~

(
Ẽρ̃∗ba − Ẽ∗ρ̃ba

)

d

dt
ρ̃ba = −i (ω0 − ω) ρ̃ba − i

dẼ

2~
(ρbb − ρaa)��! ��*#���)�'�

d

dt
ρbb = −ΩRImρ̃ba

d

dt
ρ̃ba = −i (ω0 − ω) ρ̃ba + i

ΩR

2
(ρbb − ρaa)

���
ΩR
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A>3�xURDOM
l �r�'���'�_\@[.�|�n���f[ �769��*�t������)*#*��@[.��*7�{��� �_�	�����	&�w �#�)*��r���+[ ���a����*����,*�� l �-[ � ���������

�#��*��'����&
ρtot

 �!�� ������&,�����a� ��mo&�����u%�cb &� �!�� ���	��* d

i~
d

dt
ρtot =

[
ĤA + ĤR + ĤAR, ρtot

]

ĤA

���'� �xb ���f[ ��� ���)*����,*������cb �n���f[ �{�,*��	*7���������,���	�)*��5t)�,�1�	�_� ���+[ ��w� �!��1*��)!�� t)�,*��)*��
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ĤR
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ĤAR
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ρA =
TrRρtot
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ρA

�'��[.�,�
�'�)!��k�$� � �)�_[.� d

d

dt
ρA =

1

i~

[
ĤA, ρA

]
+ LR (ρA)���

LR
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ρA
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��� �
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��&,��������� d

d

dt
ρbb =

1

i~

([
ĤA, ρA

])
bb
− γpρbb

d

dt
ρba =

1

i~

([
ĤA, ρA

])
ba
− γdρba
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ρaa = 1− ρbb
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γp
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γd
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γp =
1

T1
γd =

1

T2

T1
�,�'� �$� ��!��'&�������t��	�������$� �o�)��!��	�n�����)*�w

T2
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γp = Γsp γd =
Γsp
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Γsp
��� �N�	�i� �n!
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γd À γp
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l ���'���'�_\@[.���eb &, �!��n�����)*��k �!���*���!��kt)�,*��)*#���eb &,����m����	� d

d

dt
ρbb = −γpρbb + i

d

2~

(
Ẽρ̃∗ba − Ẽ∗ρ̃ba

)

d

dt
ρ̃ba = −γdρ̃ba − i (ω0 − ω) ρ̃ba − i

dẼ

2~
(ρbb − ρaa)
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Na

w
Nb

���E���+�#�	�|{)���R�,�^[.���	� }
�
D̃ = 2dρ̃ba

d

d

dt
Nb = −γpNb +

1

2~
ImD̃Ẽ∗

d

dt
D̃ = − [γd + i (ω0 − ω)] D̃ − i

d2Ẽ

~
(Nb −Na)
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Na ≈ 1
w ���

Nb − Na ≈ −1
� +9* �
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d

dt
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q2

2mω
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f =
2mωd2
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d
dt
D̃
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γdD̃

��*����,�'t��	�,*�*��,*��k�n!P[ �@[.�
*#��t)����!��r
9�n*��R���\�'&�()�z[.�T�#� � �)� �R�f[.�)�'���	�'���k[ �,*��xw1�)* t � *#&�()���	()�,� d

dt
D̃
����tn��*7�

γdD̃
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D̃
��!%�	����! �eb !�*��|&� �!�� ���	��*

�#�z`�&��'��*����	�,�	����w
 �!�� ���,�_[.�,�k�����x������!������|�	� t ���	�,!���u%����!#� ��*��'����*7� �#�
D̃(t)

d

D̃(t) =
i

γd − i (ω − ω0)

d2Ẽ

~
(Na(t)−Nb(t))

vN�,�����>��}
���'���'���	�)*[�,�'��tn���	��m������'�
D̃(t)

�#�)*�*�&"����� ���������>&� �!�� ���	��*�w �,�?����*��>��!��'���
�xb �	*�t)�,���'�	�)*����1�o�)��!��	�n���	�)*

Na−Nb

w5&�t)�)��!���*7� ����*7���k[ �,*�� ��!�� !�*#� &,� ���,�	���1�������@[.���
(γd)

−1 � � `  ` � � `�$�^	d�� � d�^a`
2�` ���  # � ` ��� c�d - �����#�	�|{)���58�� b � � c  # ��`7c � `�$ ` ��� � b�d � d # �
^ � �   ^ b � �  # � d ���  � d�^ ^	dkc�di^a`  ` � � `�$�^	d�� � d�^a`
2�` � �  # ^	d # � d - �	�,�{�o�)��!��	�n�����)*�� 8 �+�
�
�)*
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D̃
����*����cb &� �!�� �����)* ���

Nb
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Na

�,�
Nb

� +9* �����+ �!Cb �)* �
� � ^ � � � # � `7c � `�$ ` � � � b d � d # � ^a`  ` � � `�$�^	d � ` ��� c�d � � +9* �)m#���	�,*�� �����)��� d

d

dt
Nb = −γpNb +

d2E2

2~2
(Na −Nb)

γd
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,
u
,
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�#!T� ���+[ ��w
E2
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U =
1

2
ε0E

2
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[.�)*���� �����f[ �n���� �!���w��xt)���������|�	���,*���� )��x� �����)*�� d

A = γp Bu (ν) =
d2

~2

γd
(ω0 − ω)2 + γ2d

U

~ � � ��!#� m�����*T�#�	�'���	*�(�!����|�	�,� ������ �!��n*����a��&,�kt)�)�	�'�	*��,��[ �����|���	� ���	*#�,���,��d��$�% �!���*�������&
u(ν)
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U
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a
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b
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Λa
�,�
Λb
w �����	�,�

����!
} �#�E��&,����� ��t)�,�����	�,����!#�����,��*��at)�x��!�},d
γb
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d

dt
ρbb = Λb − γbρbb − γpρbb + i

d

2~

(
Ẽρ̃∗ba − Ẽ∗ρ̃ba

)

d

dt
ρaa = Λa − γaρaa + γpρbb − i

d

2~

(
Ẽρ̃∗ba − Ẽ∗ρ̃ba

)

d

dt
ρ̃ba = −γdρ̃ba − i (ω0 − ω) ρ̃ba − i

dẼ

2~
(ρbb − ρaa)

~ � � ��!
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E = Re
[
Ẽ(t)e−iωt

]
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ω
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Ẽ(t)
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Ẽ(t)Ẽ∗(t′) = ΓE(t− t′)
���"�$�km������'� ������!�&��N��!"�#�����'!��{���

Ẽ(t)Ẽ∗(t′)
�	*#���	 �!��1!�*�� [ �5�)��*�*#�N��!#� �xb �,*����k[ m��	�
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ΓE(τ)
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τ = 0
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w �n���o����& � d ��� � c�d �  ����� ^a` 
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S(ω) =
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ρ
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d

dt
ρbb =

id

2~

(
Ẽ(t)ρ̃∗ba − Ẽ∗(t)ρ̃ba

)

d

dt
ρ̃ba = −i (ω0 − ω) ρ̃ba − i

d

2~
Ẽ(t) (ρbb − ρaa)

�xt)���7d
ρba = ρ̃bae

−iωt

/�*+�k`��,�xw��xb !#���	���a���n�����)* �����xb �n�������x}
�o[ �n������*R��&,��!��	���	�'��*Cb �,�'� ���n�k�'���'�����,�	*������n!+�x���
�Cb !�* � ���+[ �[� �������,���@[.��*��j[ ��*���� �#���^[ �n���a �!����|~ � �'!��E�� �!Cb �)* ��!#�	���'� �cb �����#�	�� �!����
�o��!��r���)!#���,�i�	���r���f[ �o�)����*������i���o�,�,�����������|�#�9�$�"���)!��'���n� +9*U��&,���)!#� � �)�H[ �,�	�a�@[.��*7�
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ρba(0) = 0

d

ρ̃ba(t) = −
id

2~

∫ t

0

Ẽ(t′) (ρbb − ρaa) (t′)e−i(ω0−ω)(t−t
′)dt′

+9* �'���o�)� ��� �,*���!��a��� ������������}
���'���'���	�)* �#�
ρ̃ba(t)

����*#�N�	�����'�@[.�o\,���k&, �!��n�����)* ���N�)*
�l`����,��!����$� [ �5�)��*�*#���'!��k�cb ��*��'�@[ m��	��� � �n���	� ���	 �!��n� +9* �)m#������*7� ���	����� d

d

dt
ρbb = − d2

4~2

[∫ t

0

dt′Ẽ(t)E∗(t′)ei(ω0−ω)(t−t
′) (ρbb − ρaa) (t′) + c.c.

]

= − d2

4~2

[∫ t

0

dt′ei(ω0−ω)(t−t
′)ΓE” (t− t′) (ρbb − ρaa) (t′) + c.c.

]

l b �	*7��&,()����*#�R�@b ��*�*�!#�	�9�o��!��r���)!#���,�i�	�,�rt ���	�,!����i�#�
t′
���,�	�����r �!��

|t− t′| À Tc
� +9*

�'!����o�)�'��[ ����*����,*���*7�!d
2 8r �!#�

ρbb − ρaa
 ` � � d�^	d # � d � d # � � b � ^	� � ����d�^ ^	d"c�d � d ��� �

Tc
�2+9*T�o�,!#�?�n�	�)�'�

�'�@[.���	�����,�
(ρbb − ρaa) (t′)

�����
(ρbb − ρaa) (t)

wo �!#� ���)� �?���>�xb ��*���&�()������� - ��� � ��!������
t�&���� )����i!��a��&,���	�,!����k[.��*��r�����������7���o�����A\,���x8��ovr�,�$�>�o[.������ �!�����*+�����'���	��!#�	�����  �!#���	�,�
���@[.��� �����'���	� }#�n�����)*E�����xb �n���^[.�|���)*7�N���_\�� ()����*#���N�#�,tn�n*��

Tc
�
vr�,�'���?�������'�5}
�o[ �

,���	��* ��� �� �!������*)�&,� �eb �n�������x}
�o[ �n������*[��� [ &k[ ���	�'�>�,�)!��'����w��)! �n�������x}
�o[ �n������*[���
uT��� %��5to�

@)8| �!#�
t À Tc

� l b ��*���&�()����*��T��� �������)��� �#���n���	 �!��@[.�,*���*�!�� ��*7���'�
t
�,�
+∞

wo�,�
��* �o��!
��&�����*#�������$� mo�)��*#�������cb �	*���&�()�������1�'!��� �!ebyu

+∞
����*��k� ����*�()�,� ���%tn������!��,�

/�*T!#���	��������*7�|�,��� ���,!
}T���#�����x}#�z[ � ������*���w#��� �$� �����	�n���	�)*
[∫ +∞

0

dτΓE(τ)e
−iωτ + c.c

]
=

∫ +∞

−∞
dτΓE(τ)e

−iωτ

�����
ΓE(τ)

��� ����������w#�	��t��	�,*���d

d

dt
ρbb(t) = −

d2

4~2
S|E|2 (ω − ω0) (ρbb − ρaa) (t)

+9*R�)m
���	�,*�� u"*��)!#t)����!U!�*��9&, �!��n���	�)*R�o��!��r�	�,�r�'��!������i�o�)��!#�$�n���	�)*#��w����f[ [.���,���	���
��*���������!��a���N�����_/1��*��'������* - �	� � ��!#�_&�t��	���k[ [.��*7��� �'�)!#���,�{�	�N�����_[.�r�eb &@[.�	���'�	��* ���o��* ,����*�&,��w� �!�� ���������"����&,�)�����>*��>�o��!
�������?�������'�)!#t)�,� 8�w� �!�� � �n�����	*7���,�'t)��*#�	�

S|E|2 (ω)
w

������*#� � �)�H[ &,���#�"~���!��������i�����$� � �)*��,���	�)*U�������)�'��&��	�n���	�)*U�#�
Ẽ(t)

S|E|2 (ω) =

∫ +∞

−∞
dτΓE(τ)e

−iωτ
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S|E|2(ω)

��� �9���	!����#��&��,�
,�'&@[.��*7���#���)�o�)� �����)*�*��,�9uE�	� c�d # � � �,� ��� d � � � `�^	d"c�� � # d � � � d   ^ b � � � b d

u(ν)
d

S|E|2 (ω − ω0) =
1

πε0
u

(
ν =

ω

2π

)

+9* ���������)!
t)�9����*���� ���n*��r��� �x���N�eb !�*��?�'�)!����,�?�$�n��()�k�cb ��}
���'�����'�	�)* ��}#�������?�o�)�'&��
����� /���*��'�����	* - ���)! �'�)!#���k����*��k�cb �@[.�	�'���	��*U�'�o�)*�����*�&��x8

d

dt
ρbb(t) = −Bu (ν) (ρbb − ρaa) (t)

�xt)�����$�>tn������!��|��!��atn��*7�����o�)!��|�	���,��� �.������*�� �eb /��	*�� ������*
B
d

B =
d2

4πε0~2

�
�1�$�U���)!��'��� � !�*#� ����*#������& �'���,�,��������� ��� � �)�H[ � l �)�'��*7�J]�����*�*#� ���.�$���'()��!��3u
[.������!#���,!��

2∆ω
d

d

dt
ρbb = −

d2E2
0

2~2

∆ω

(∆ω)2 + (ω0 − ω)2
(ρbb − ρaa)

��� �#�)*���!#*�� � �)*#�,�����)*U�����,�)���'���	�n�����)*
ΓE

��* �
−∆ω|τ |

w���*+�)m#������*7�k!�*#����}
�����,�������)*
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,
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t ���	�,!��|��! � ���+[ � ���������	 �!�&x8�� +9*+�����)!#t)�������)���i�$� � �)�H[%!#�	� d

D̃ =

[∑

i

fi
q2

2mωi

ωi − ω + iγdi
(ωi − ω)2 + γ2di

]
Ẽ

 �!��o�,�'�rm��	�,* �cb ��}
���'���'���	��*R�#��&�*��f[ &,*��)���)()�	 �!��k�	*7�������#!�������u"�	� )�* ��! ���n����()���������
- 2)�a2)� @)8�� l � 4 � �������9�Cb �)�'�����	�	�n���,!��!4

fi
�#�)*�*����,*:)�*U�����,�^[.�#���9�xb �z[.�o�)� � �n*����������	�

,����t)������*��k������&��'!������n� )�*����������$� ���)*7���'�	m�!#���	�)*U��!
ième

�)���,�	���$� ���,!����
vr�,�'�����	*������'����&�� �n���	�)*.�,�'�r����������m�����&,������� �	� � �����1 �!#�?�,�,�����? �!��n*����a��& ��� �r������� ,����t)�9�,�k �!#���$� ���f[ [.�9���,� � �������,�k�eb �)�'���	���$� ����!#�i�o��!��i���)!
�����|�	�,�i�����n*����a���	��*��rt ��!#�

27d
∑

i

fi = 1


?�)*�*#�)*�� �	�i��&k[ ��*��'�����n���	�)*9������������� � �)�_[ !�����w��������_��� �
���^[ ���

,
g �,�	� ���

,
p�!���*��

fi
��� ������*�*�&������!d

fi =
2mωid

2

q2~
=
2m

~2
(Ei − Ea) |〈i|x |a〉|2

�'� �)* �'!����o�)�'�
E
�o���$���'�	�'&��'�����)* +�}�� 
?�)*#�

∑

i

fi =
2m

~2

∑

i

(Ei 〈a|x |i〉 〈i| x |a〉 − Ea 〈a|x |i〉 〈i|x |a〉)

=
2m

~2

(
〈a|xHatx |a〉 −

1

2
〈a|Hatx

2 |a〉 − 1
2
〈a|x2Hat |a〉

)

= −m
~2
〈a| [x, [x,Hat]] |a〉

+9* �o�,!#� �x������!������i�����#�)!�m������,�^[�[%!
� �n����!�� d

[x,Hat] = i~
∂Hat

∂px
= i~

px
m

[x, [x,Hat]] = i~
∂

∂px

(
i~
px
m

)
=
(i~)2

m
vN�� �!�� �o���_[.�,�k������&@[.�)*7�����,�k�	� � �)�H[ !��	�?� �#����� ��&,���
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���	*7��!�* mo�)* �����,�)��� �,*������E�	�,�����)*�*#&��,�
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1

T
=
∂S

∂E
⇒ 1

T
=
ds

du
���

s
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u
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T
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1

T
= − u

βν
ln

u

αν3
=
ds

du
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s = − u

βν

(
ln

u

αν3
− 1
)
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s(0) = 0
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E = uV
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S = − E

βν
(ln

E

αν3V
− 1)
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S − S0 =
E

βν
ln
V

V0
v-b �,�'� �	� [ �k[ �\���)�����\tn���'�$�n���	�)*  �!�� �o�)!��R�xb �,*������)�����\�eb !�* �7`�� � ` � " ` � � c�d��
� ` � � � ��b
^	d ��d

S − S0 = kBN ln
V

V0
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� ���+[ ���k&,�	�,�,�����^[ ��()*�&����� �!#�����
l �?�o�n����*7������� t����,����!�� −→

A (−→r , t)
w u"�����'���	�1��!� �!������)* �o�,!#�i�x�n�	�,!��	�,�N��!����'��m�����*
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t
w  �!�� �o���H[ ���>���
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(−→r , t)
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−→
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[−→
A
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]∗
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A
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−→
A

(+)
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∑

`

A`(t)−→ε` ei
−→
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−→r
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∫∫∫
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∑
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−→
A

(+)
(−→r , t) =

∑

`

αl(t)−→u` (−→r )
l �%m����'�����,��[.�
�#��� −→u` (−→r )

�,�'� �����|��& )�*#�������)*U�)�'���#�)*��)�H[ &,���,� �,�^[.���o\���� d
∫∫∫

V

d3r−→u ` (−→r ) .−→u ∗`′(−→r ) = δ``′
∑

`

−→u ∗`
(−→r ′

)
.−→u` (−→r ) = δ

(−→r −−→r ′
)
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�a��&nw �	�,� [ �����,�
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−→u` (−→r ) = L−3/2−→ε` ei
−→
k `.
−→r
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∫ ∫ ∫

V

d3r ~F (~r) . ~G∗ (~r) = L3
∑

`

F`G∗`
���
F`

�,�
G`
���)*7���	�,�k���^[.�o�)���n*����,� �����	�%��&��,�^[ �o���������	�)*U��*T��&,���������"~���!��������|���

F (~r)
�,�
G (~r)

-
~F =

∑
`F`−→ε` ei

~k`.~r
w �a��� 89�

+9* �����a�k �!����xb &,*����'()�	�9��! � ���f[ �+&������������^[ ��(�*�&,���	 �!����%�o�)!��k� }
�����,�������)* d

H =
ε0
2

∫∫∫

V

d3r
(−→
E2 (~r, t) + c2

−→
B2 (~r, t)

)

+9* �,*T�#&���!��a�xw������H\�� !#*T��������!������n*�� ����� �,!��a��& d

H = 2ε0L
3
∑

`

ω2
` |A`|2
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−→
P = ε0

∫ ∫ ∫
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d3r
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E (~r, t)×−→B (~r, t)

l �%���,�$�n���	�)*R����<{�����'�,tn�n� ,
<��	��*�� �����'��� ����*�*������	�����!d

−→
P = 2ε0L

3
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`

ω` |A`|2−→kl
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−→
kl
�f~ ���kb �n()���_�eb !�*E�k`��,�1��� ��� d ��� �  #Rc�d � `7c � ` ���  # ��}
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�o��!��k�	�%m��n�����#��[.���������,� �)*����,� ���	��*��,�k������()���,�����at)���,�
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� /z5 �w?aL=B=>��p:TXfB_<
â`
naB�:=Q >��xURDOMA< �A:3E@DTN NPX �c>3�xURDTM
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x(t)
�,�|�z[ �#!��	�'���)*

px(t)�#��� �)�o&,���n����!��'� ���,�_[.�����	�,*��|�o���������	�)*U��� �o[.��!���������* d

x(t)→ x̂ px(t)→ p̂x
�xt)�����$� �_\�(��	���������f[ [ !#���n������* d

[x̂, p̂x] = i~


��E�$�)[ �k[ � [ ��*#�o\��'��w ��!
} � ���f[.����&������������f[ �n()*�&,���	 �!��,���,�$���'���	 �!��,����&,�o��*�����*��
�#! ���k[ �#��w��)*U�n�������,�	�������� � ��� ` � d�b ��� ���#` ��� �?��*���&,�o��*�����*��i��! ���@[.���,� s *�� � �)���
�l`����,��!�&��i�	� ��&��,�^[ �o���������	�)*����,�_� ���f[.��� ��* [.�������,w �	�,� t �����	��m������ �#��*��f[.�	 �!��,�{��!
�#���)m��z\@[.�?���)*7�k�����i �!���*7���a��&��i���f[ ������}
���

A`(t)
w���!
}
 �!������	�,�|*��)!#�k���	���)*#�i���'�����������

�#��� �)�o&,���n����!��'� *���* �����H[ �a������*��
â`
d

A`(t)→ â`

√
~

2ε0ω`L3

l � ���)*#�'� ��*7�����#�����'�)�o�)�'���	��*�*������a��&?�	*7���'�
�#!�������w#�����������k[ [.��*7�|���f[ �����	 �!�&,��w#�'�o[ ,�#�	� )����,�)*��'�	��&,����m����@[.��*7�k�	�,�k���,�$�n���	��*��i�������^[�[ !#� � �����)* w# �!�� �@b &��,���at)��*���d
[
â`, â

+
`′

]
= δ`,`′

[â`, â`′ ] = 0[
â+` , â

+
`′

]
= 0

l � �������,&���!#�������� �!���*����*)����n�����)*�w
*��)*+��&�� �����	��&,�9�����0w [ �)*7���'�9��* �l`��,�k �!#� ���#` � b d
�  c�d c�b ���#` ��� d � �#"  � � d�^$^	d � d # ����� b �  `)^�d # � � b #  !� � � ^ ^a` � d�b � �#` ���  # � � b d
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â`
 �!��\*��)!�� t)�,*��)*��

�Cb ��*���������!������U�,�'� �n*������)()!�� u �cb �)�o&����n���,!��E �!��n*����� �!�� *���* �#���_[.�����	�,*
â
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â`
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âlâl
+
 �!��

âl
+âl

w  �!����'�)*�� �o�)!�� � ��*7� ���,!
}  �!���*�������&�� ���z`�&��'��*������,� l � �_\,()�	� ���
 �!��n*����*)����n�����)*+�,�)*������'�����,* � �n����uE�#����*#������d

|αl|2 →
1

2

(
âlâl

+ + âl
+âl
)
= âl

+âl +
1
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+âl:W����� �����T�����[��}
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~ωl

(
N̂l +

1

2
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~
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1
2
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√
~
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∑
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√
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√
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+9*T�%���)*#��d

Ĥ
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� ���+[ �+&��	�,�,�����^[ ��()*#&,���� �!����@b &��,���a� ���)*��7d
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∞∑

n2=0

...
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|n1 = 0, ..., nl = 0, ...〉
- �)!�� ��� *��������'�)*��

|0〉
�o�)!��+���z[ ����� )��,��� +9* �cb �����o�,�	���  � c�d - ��� ���������)*���8�� +9*
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=
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â, f(â+)
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â+
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∑
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,
+9*[�o�,!#���#&��,�^[ �o������������!#�?&,� � �9�'!��?�	�,�?&�� �n���?���)�#&����,*�������+9* � ��*[�k`��,�9�	�

�'���	�n�����)*U�#� � �,�_[.�,��!����7d

1

π

∫∫
|α〉 〈α| d( hkd α)d( �

�
α) = 1



� ��� �
�����$� �1������� ��� � �3����� ���
	 ����
�� �#� ����� � �����&��� ����� ��������� � � ����� � �

 �!�� �o�,�_[.�,� �Cb &,���������7d

|Ψ〉 =
∫
f(α) |α〉 d2α

[ �������,�,�'��� ��&,���^[.�o�)�'�������)* *eb �,�'� ���n�>!�*��� �!���d �cb ��*��'�@[ m���� ���,�>&,� � ���"���)��&,���,*����
�,�'� 4,��!#�

,
�,�^[.���	���"4n�

, l
���k&,� � ���k���)�#&����,*�����*����'�)*�� ���n�k�)�'���#�)()�)*���!
}U�,*����'���,!
}2d

〈α| α′〉 = exp
(
−|α|

2

2
− |α

′|2
2
− α′α+∗

)

����d
|〈α′| α〉|2 = e−|α−α

′|2

~ ���|���)*7� �����o�,*����n*��?�#���n���	 �!��@[.�,*��k�)�'�����)()��*���!
}U�Y\��  �!��
|α− α′|〉 > 2� d ��� � ` � � �  � ��� d # � � �! # � ^	d � � � ` � � ^	d � � ^ b � " ` � � ^	d � � ���� c�b � � d%d 2 � ��� � � d # � ` 


^�d � d # ���

, l
��� ���)!��'���,� �,�$���'���	 �!��,� �������5�)�)*#*��@[.��*7� &��	�,�,�����^[ ��()*#&,���� �!��k-0�n*����,*�*��nw5�'�)!����,�

[.�������
,
��*�����w �a��� 8i���'����!�������*7� ����� ���o���eb &�� �n� %

, l
� �#�	!����n�'�.�#��� �	�����,����w��	������ �!eb �	��� � �)*��������)*�*��,*��E���_\,� ��! ���,����!#� ��! ���,!��	�0w

�#������!������,*�� �,��� ���o���eb &,� � �
%

, �
��!#���,���	���9���)!#�����,�����nm�����!������	�,�E- �$�f[.�o���������,�_[.�	 �!�������!2uU��&,� ������()�x89���'�

,�#!��	�'��*7������� � ���f[.���k �!Cb �)*T�o�,!#������*�������&��'��� ���f[ [.������� � b � d � �  !� � � �  # � � � ` � � ��

� � � b�d � c�� � � ` � � �  � ��� d # � � %

, s
*+&,� � �k�	!A[.��*���!�}R �!���������*� �!������H\�� � �)�'���@[.��*��k�n�'��&,*�!�&��������n��������� �����eb !#*

&�� � � ������&��'��*����

�
�c>3��EkDOGILJBl:=M2� NPXfQ �rUzNPD �A: 6 l �,�U&�� �n���U�,�)��&,���,*���� |Ψcoh〉
���)*7�+�����)��� ��& )�*��	�
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∣∣∣∣
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∑
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∑
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∑
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∫ ∫ ∫
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∑
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∑
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−̂→pi
*eb �n()���> �!��U��!�� �cb �n���f[ �nw �,�% �!��U�	�,� �)�o&,���n����!��'�

â+l âl
*Cb �n()�	�'����*7�% �!#�U��!�� �	�

� ���+[ ��w������)���i �!��

−̂→
A (−̂→ri ) =

∑

l

√
~

2ε0ωlL3
−→εl âlei

−→
kl .−̂→ri + herm.conj

�n()���r�'!��i�	���r����!
}R����� ���	�,�i�#���xb �,�����n�����#�3t �	��m��,�'���Y�
� �)*U��&�t)�����)���o���xb � }
�����,�������)*�w
��*+���'�)!#t)�()�*������@[.��*7�3d

Ĥ = Ĥat + Ĥray + Ĥint

Ĥat =
∑

i

p2i
2mi

+ Vcoulomb Ĥray =
∑

l

~ωl

(
â+l âl +

1

2

)

Ĥint = Ĥi1 + Ĥi2

Ĥi1 = −
∑

i

qi
mi

−̂→pi .−→A (−̂→ri ) Ĥi2 =
∑

i

q2i
2mi

−̂→
A (−̂→ri )2

50/ / � >4N UzQ �pDTMAUR:JM � U ?aDOQq>+UzB�: LJQr:@E!�xBHUrWYXF:
: �$�.���o[.� �������,�9(�����*��#���?�	��*�()!��,!������eb �)*��#��w�� �

λ
�,�'�?���_\��?(�����*��\�#�,tn��*7�9�	�,�

�#�o[.��*��'�	�)*#� ���U�cb �n���^[.��w −→r electron ≈ −→R noyau

� +9*J�o��!
� �n�	�)�'� � ������� !�*��R������*�� ,� ���_[ �n������* !#*��������	�'� �'!�� �cb ���f[.���a���)*#����* �o�)!�� �)m#���,*��	�.�	� ���f[.�	�a���)*��a��* �#�	�o�)�	�����'�
&,�	�,�,�����	 �!��nw� �!�� �@b &��,������d

Ĥ = Ĥ ′
at + Ĥray + Ĥ ′

int

Ĥ ′
int = −−̂→D.−̂→E (−̂→R noyau)

Ĥ ′
at = Ĥat + Edip



� ��� �3� ��� � � ������� ���3����� �����&� � � ����
�� �#� � � � �3��������� � �

Edip

&�� ��*7�{!#*"���,�_[.� �eb &,*��,��()���N���'�)����� ���)*#�'� �n*��xw  �!����o��!#� �����'�N�������	�'& ��� �cb &�*��,��()���
����� �n�	�n�I�
� �)*\*��"�@b �	*7��&��'�����'� �����?��!�[.�)!#t)�@[.�,*��?()���)m���� ���"�cb �n���f[ �nw −→

R noyau

��� �
)
}#���,� ���'�	�|�o�)!��|�)����()��*��9���,� �����)�'���)*�*#&��,��� ~ � ���,�'�������	����� d

Ĥ ′
int = −

−̂→
D.
−̂→
E (−→r = −→0 )

l � � ���f[.� &������������� �!�� ��� �E���	�����"!�* �)�o&����n���,!��>*eb �n()�	�'����*7�  �!��R��!#� �����>&,���n���>��!
� ���+[ ���0�
�9��* ���,t ��*�� ��� �xb �n���^[.�\*eb ���'� ���n�+�z[ [.��m����a��w −̂→

E (
−̂→
R noyau)

��()�a�U��!����'�
�'!��9�	�,�?t �����	��m������?� }������'*���� d ��� �o�,!#�9�[�xt)�)�	�-[ ��!#t)�@[.��*7�9()�	�)m���� ��� u �cb �	*7���,�����

,���	��*2[ � ���o\,���
,
���x�)�)*�*#�@[.��*7� - ��������*7���	�'���@[.�,*��xw���� � �'�)�	�#�	���'�@[.��*7� 8�w� �!��1�������T&���!�����&

�,*T�,�)!��'� �eb �)�#���	�)*U��! ����!
}
�z\@[.�����@[.�,�'���'���

50/ � � DOMA<HU �ALJB=>3�rUrDOMY<0S L=MILJB=>+QR:=<

,
: �	� �#�z`�&����,*��,�\���T�xb ���#������� ��� ��! � ���n���������\@
w1�cb �n���^[ �U*eb ��� �R����� �'��!��-u

&�t)�)��!����,w5�,*�����&,���,*���� �eb !�*�� ���f[ ���n�������	 �!�&_���1�xb � }
��&��'�	��!#� �,�  �!��7*eb ��� � ����� �4` �,�,��&
�����E�cb �	*7���������������)*�d��	���E���,!
} �'���'�_\@[.��� ���)*7� �+`�������&,� �����E�xb ��*��������n�,�����)* ��� ����*��
�'!����,���#���	m������ �eb &�t)�)�	!��,���
, l
��������!
}T���f[.�	�a���)*��a��*��k �!��>*��)!#��t)�,*��)*��?�eb �	*7�������#!��	�'���'�)*�� � #oc ��� d #oc7`$# � �

c�b � d ��� � � � b � � � b � � ^ � c � � � �  �d # � b�# � � � � � � d � �! ^ ���F~ �o�R�>�qu"!#*��?���_\,�i�o[.�o�)�'����*����
�#�z`�&��'��*��,� ���������n���o�)�'��u �xb ���f[ ��� ����*����,* ���@[.�

,
���	�����'�	 �!��%�,�"�cb ���f[.��� ����*�����* �'�@[.�

, �!��n*����	 �!���w� �!#�k��&��o�,*���������*7� ���	*�!������ ���n�	�@[.��*7�E��!J���@[.���,� l �+�'���'�_\@[.�\�n���^[.� ,� ���+[ � �o�)�'�_\��#�.���)*��%����� � # d � � � d ������ ��� d �
Eλ

�,������� � � ` � � ���� ��� d � |Ψλ〉
w� �!��

�kb &,���'��t)�,*���d
|Ψλ〉 =

∑
Ci;n1,...,nl,... |i;n1, ..., nl,...〉s *+����� t)��������!#��*����o��!
���,*T()&,*�&������ �����k�'� � �������)�'�	�'���!d

|Ψλ〉 6= |Ψat〉 ⊗ |Ψrayt〉~ �?���)*7������*��U���)*�� ��� �3� � � "  +� � d � �  ����� ^a` � �  # � � b#`$# � � � b d � ��*������ �xb �n���^[.�\���+�	�
� ���+[ ���Y�
����*R���9�#�$���,�?��!R�o�)��*��r�#�?t�!��9���?�xb �n���^[.��w���*R���	���" �!��9�xb �n���^[.� ��� �|�,*
 �!��,�	 �!����'�)�'��� 4,����m����	��&�4������i�	�9� ���f[.�+ �!�� �xb �,*����)!����9�,� �xt)�������� �!�������� �	*7���,����()�a�x�
Eλ

�,�'�����	�����i�cb &�*��,��()���������cb �n���f[ �?����m����	��&n�
,
�|b ���o� �>�#���i������*���w
���o*�� � ��!
�i�����r�)!�m#�	�	�,�N�#�9��� �'�)!#�����N�	��� �����H[ �,�i�Cb ��*����,����� ,���	��*+���������,���o�)*�����*�����d

∑

i

gi
µB
~

−→
Si
−̂→
B (
−→
R noyau)

���
gi
�,�'�r��� � ��������!#� (������^[ ��()*#&,���� �!��"- @��o�)!��1�cb &������,�����)*�8�w)�,� −→

Si
�cb �)�o&����n���,!��1������*

�#���xb &,�	�,�,�����)*��
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h /z5 � DO<HU �xURDOM �|X�?CBlD #+Q �JN :
+9*%�'!����o�)�'�k �!ebyu9�cb �	*#�'� �n*��

t = 0
�	��*eb � �?�����{���i����!����$�n()�r�,*����'�i�cb �n���f[ � �,�_�	�

� ���+[ ��� l ���{&,���n���{� � �n���	�)*�*����	�'��� ��! �'���'�_\@[.�i���)*7�����	����� �	��� &,���n��� d |i;n1, ...nl, ...〉
�

+9* 4,m�����*�� ����4>��*��'!������ �xb ��*����,�����������)* w �,�9�)*[� �����'� �#�7u ���xt)�)�	������*#�9 �!����{&�� �n�9�'�
�����)!
t)�R�	� �'��� �J\@[.�+��! mo�)!#�%�Cb !�* ���,�'�����	* ���k[ �#�

T
�_vr�^[�[ � �)* *#�Rt)�,!#� � �n�	���

 �!eb !�*��\� }#�#�	�)���n�����)*  �!����	�a� �n���at)�+����� �#�z`�&����,*���� �#�������,���'!��R�o�)���'�	m�������w1�)* ���#�)�
,�������%������!�*����n��������� �����o�,�'��!���m�� ����t)�nw#�,�|�)*U��*�t�������()�,��� ��!��,���,������t)�k[ �,*�� �	�,�i����!�}

�#���@[.�������|�)�'�����,� �#!T�#&,t)�����)���o�k[ �,*�� �o���'��!���m��n��� � �
,
:?!.�����k[ �������)�'�����k�#� �$�?����&,�)�����k�#��� �o��� ��!��'m��n�����)*��,w7�	��������m���m����	�a��&i���|�����n*

,�'�����	�)*R�����cb &,���n�k�n���^[.�	 �!��
i
t)���'� �xb &�� �n�

f
w
Pi→f

��� � ���'�)�o�)� ���	��*�*�������� u%�xb &,�	&k[ �,*��
�#��[ �n��������� ∣∣∣〈i| Ĥint |f〉

∣∣∣
2 w��5t)�,���$� ����*��������	*7��� d

|Ei − Ef | <
2π~

T
�����N�cb ���f[.���a���)*��a��* �,�'�i�	*��#&��o��*#����*7�|�#! ���@[.���-d
����� ������*����a�����)*�� �'� � �)*7� u"&�*��,��()���
�Cb �n!#� ��*7� ����!��k�,�)*�� � ��*7���� �!����	�9���k[ �#�k�eb ��*����������,���	�)*U��� ��()����*�� �
,
:�! ����!
}
�z\@[.� �)�'����� ��� �$� ���#&��)�'�	�[�����+�o��� ��!��'m��n�����)*��,wi�$� ���'�)m���m#�	���a��&\���

������*#�������	�)*
Pi→f

�,�'� �����)�o���'�����)*�*��,�	��� u d

∣∣∣∣∣
∑

r

〈i|Hint |r〉
1

Ei − Er

〈r|Hint |f〉
∣∣∣∣∣

2

���
|r〉

�,�'� !�*�*���t)����! 4,�'���$�n�	�74  �!��������)*� �!��1�����cb �n���^[.��w����)! �'�)!#��� �xt)�����$�r���)*7�����n�	*����
�#�9 �!����'�

,
���)*��'��� tn�n���	�)*R�#�9�cb &,*����'()�	��d

|Ei − Ef | < 2π~
T

�3- ������*��r �!#�9�	���������,���'��!��
�,�'� �eb ��!#� �n*�� �#�	!��|� �.�x�n���� �!#�

Er ≈ Ei = Ef

�

h / h �wBlDFE@:J<_<@Xf< � X�?IBl:=N�Ur:JBjDOB&� Bl:
+9*>tn�?!
���	�������,� �	�,���cb ���f[.���a���)*#����* −→

E .
−→
D
wn�'�)���

Ĥ ′
int = −−→E (−→0 ).−̂→D

w �,�{���r���$���,���
����*�� ��� ����� ���z[ �#�	�.�eb !#*J�n���^[.�)u\!�* &,�	�,�,���'�)*�w ��!#���o�)��&U�z[ [E�)m����a� u\�cb �)����()�a*��
�#��� �,���)������*�*�&,��� �,� ���3[ �����'���	*3)�*#�	�n� +9*T�.�n�	�)�'�

Ĥ ′
int = −i

∑

l

El−̂→D.−→ε l(âl − â+l )



� ��� �3� ��� � � ������� ���3����� �����&� � � ����
�� �#� � � � �3��������� ���

�,* ��!��#�o�)����*7� −→ε l

��&,��� � g����#�o���	��*��U �!#��w|����*��+!#* �n���f[ �nwi�����U���,!����+&��	&k[ �,*����
�#� [ �n���'�	�,�E�#! �����|{)�	�%&�t)��*���!������	�k[ �,*��"*���* *�!��	�����)*7�"�	����&���&@[.��*�����*��)* ���	��()�

,*���!
}
〈a| −̂→D.−→εl |b〉

� l b &�� � � |a;n1..., nl, ...〉
��� � ���)*�� ����*�*�������& u ���)!��.�����.&�� �n���

|b;n1, ...nl ± 1, ...〉
�o�)!#�|���)!
�����k�	�,�|t ���	�,!����k�#�

l
�5t)�,���$� ����*��������	*7���

Ea +
∑

l′

nl~ωl = Eb +
∑

l′

nl′~ωl′ ± ~ωl

,

9�n*��"�	�E�x���"�#! ����()*���[.�)�	*#��w �)* �

Eb = Ea + ~ωl
� ~ ��� � d 2!� � � ` � �  # ���

�xb �n���^[.��w��5t)�,����*�*#�	�����$� �����)*.�eb !�*U���#�����)* ����*��r�	�-[.�����
l
� l b &,�	&@[.�,*��r���j[ � ���������

�,�)�'�����'�o�)*�����*7�N��� � √
nl 〈b| −̂→D.−→εl |a〉

� l ���#���)m��nm��	���a��&r��!.�������,�����'!��N���'� ���)*#� ���'� ,�o���'�����)*�*��,�	��� u
nl
w �+b �,�'�

,
u
,
���	�'� u+�cb &�*#����(��	�E��! � ���f[.� d �	�_�@b ��()�a����! �������,���'��!��

�Cb `�$ �! � ��� �  # w� �!�� �)mo&��a� ����*����9u%�cb &� �!��n���	�)*U�eb /1��*��'������* ��! � �������a�����%2)�
,

9��*�� ���+�x���.��! ���	(�*�� ����!���w��)* �

Eb = Ea − ~ωl
� ~ �|� � c ��� d 2!� � � ` � �  #

�#�"�xb � ���^[.��w��5t)�,�"���'&x�n���	�)* �eb !�*\�#��������*T����*�� �	�3[.�����
l
� l b &,�	&k[ �,*�� ����[ � ���������

�,�)�'�����'�o�)*�����*7� �,�'� √
nl + 1 〈b| −̂→D.−→εl |a〉

� l �%�#���)m��nm��	���a��&?��!+���'�������'��!�� �,�'�k���)*��
�#���)�o�)� �����)*�*��,�	��� u

nl + 1
� �
�

nl + 1
�,�'� ()����*���w��	� �����)m���m��	���a��&9�����������'�������'��!��

�Cb � � � ��� �  # � � � � b
^ � d ��� ����!#����� �������o�)�'���	�)*�*#���	����u �xb &,*����'()�	����![� ���f[ � w����9�)mo&��a�
�n!����'��u �xb &, �!��n�����)* �eb /��	*�� ���,�	*J��!J� �������a�����[2)��u\�����%�,�+���'�������'��!��.�,�'�.�o�)�'����m��	�
[ �k[ �E�'�

nl = 0
w ����*��.����*����	�%t��	���
d �	���kb �n()�������	�)�'����! �������,���'��!��>�eb � � � ��� �  #

� �� # � `$# � d w# �!���*���!�� &���!��#�	���'�)*��k����!��k�,*T�#&,� �n�	�����n*��k�	����������()������������!��atn��*7�x�
l �T�����)m���m��	���a��&.��� ������*#�������	�)* �o�)!��"���,� ���z`�&��'��*7���>���'�����,����!#�%���'�%��!#�����N���'� ,�o���'�����)*�*��,�	���Pu �xb &,�	&k[ �,*��%���
[ �n�����	�,�+� ���^[.�� �!#� ∣∣∣∣〈b|

−̂→
D.−→εl |a〉

∣∣∣∣
2 w� �!��k�o�,!#� �������

*�!��o�,*����'������� � ����*��N*#��t)�x�n!
} �n���^[.�	 �!��,��� ~ � *eb � �������N�#� ������*#�������	��*.�o�)���'�	m���� ����*��
�,� �����9��![���'�@[.�	�,���)�'�����>�#� �o�,�'��!#��m��n���	��*��|~ � �\� ���)*��>���,� � � ��^	d � c�d �!� ^	d � ���  # w
�#&��o��*#����*7� �����	�>�o�)�$���'�	���n���a�)* ��!+� ���+[ � −→εl

w# �!�� ���)*7�k����� [ �k[ �,�i �!eb ��*+����&��)�'�	�
�'�@[.�

,
���	�����'�	 �!���w#�,�k �!#��*��)!��k���n���o�����)*��k�����ad

,
�������#�%�$� �����$���'�	���n���a�)*

π
- ���	*#&x�����'�"�������n�	�z\���� uR�xb � }
�

Oz
���% �!��n*���� )����n�����)*

�#��� �'�)!��
,
*���t)����!
} � ���k[ �n* 8

∆m = 0 ∆l = ±1 ∆J = 0± 1

,
�x�n� �����	�%�o�)�	��������� ������*

σ+
- ��������!#�$�������?���	�'������������*#� �������$�n*

xOy
8

∆m = 1 ∆l = ±1 ∆J = 0± 1

,
�x�n� �����	�%�o�)�	��������� ������*

σ−
- ��������!#�$�������?�	*7t)�����'�����n*�� �������	��*

xOy
8

∆m = −1 ∆l = ±1 ∆J = 0± 1
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 U �JN :3DTB � B�:
l �+���,�_[.� �eb �	*7���,���������	��* −→

E .
−→
D

� �����E�������'��� ��� �cb &�� �n� |a;n1...nl, ...〉
u �cb &,���n�

��*������H[ &,���$���a���
|b;n1...nl ± 1, ...〉

w_�#!��	�7u �xb &�� � � )�*����
|c;n1...nl ± 1, nl′ ± 1, ...〉

w
��! m�����*$u%�cb &,���n�

|c;n1..., nl
 b

nl ± 2, ...〉
w �xt)�����	�%�,�)*���������*���� d

Ea = Ec ± ~ ∗ ωl ± ~ωl′

- �5t)�,��&�t)��*7��!��,�	�	�k[ �,*��
l = l′

8i��� �$� ����*��������	�)* d

〈a| −̂→D.−→εl |b〉 〈b| −̂→D.−→εl′ |c〉 6= 0
gk�k[ ���' �!��)*��9 �!eb ��* �o�,!#�3[ ���	*7���,*���*��9�5t)���	�

c = a
�C~ � �[�R���)*�� ����!
}[� ���o�������

�#�������,���'!���d
, l
�,�?���'�
�,���'��!�� � ^a` � ��� � b�d ��w � � |c〉 = |a〉 �|~ � �T� �,�)*����,�'tn� ���	��*[���"�cb &,���n�?�n��� ,[.�� �!#��w���� *�&��,�������n�	�'�@[.��*��

ωl = ωl′
� l �i������*��'�������)*9�kb �l` �,�,��!�� �����cb &,���n� |a;n1..., nl, ...〉u��xb &�� �n�

|a;n1..., nl − 1, ..., nl′ + 1, ...〉
� s *.���������)*E���	�'������� �	��w�!#* ��!#�����k�������n�������

�#��[ �@[.�%&,*����'()�	�nw9[ ���	�9��� −→
kl
���z`�&��'��*7�x�9~ �_�@b ��()�a���eb !�* ���'�����,����!#�>�#� c � � b � �  #

� ^ ` � ��� � b�d � l �����'�)m���m����	�a��&i���|������*��'�������)*%�,�'�N�#���)�o�)� �����)*�*��,�	���0u
nl(nl′+1)

�^~ � � ��!
�
�#�)*���*#&����,�����������k[ �,*��� �!eb �	���+���a�k����� �����n���)*��k����*�� �xb &,� � � ��*������	��� wY[ ���	�i�)* �o��!#�
�xt)�)���

nl′ = 0
�o��!��%����[ ���#�U�#! �#��������*J&@[.�	�,�;~ �r�@b ��()�a�E�����)���>�eb !�*�� c � � b � �  #

� �� # � `$# � d � 
9��*�� �	� �x�n�
nl′ 6= 0

w �$�\�#�z`�!������)*�w ������� � ��� � b�^ � d w ���'�%&,t��	�#�@[�[ �,*��
mo����!��,�)!��T����!��k� �.�x���,���
, l
���k�������,�����'!�� � # � ^a` � ��� � b�d ��w���� |c〉 6= |a〉 -0�5t���� Ec 6= Ea

8��
, l

�)�'�� �!��
Ea = Ec ± 2~ωl

w��	�r�J� � � `$# � � ���  # � c�d�b!2 � �  �  # ��w_�'�)���E�,*
�nm��������#�����)*�w7�'�)���1��* &k[ �����'�	�)*�� l ���#���)m��nm��	���a��&i�����,���N���,!
} ���'�������'��!��r��� �r���,���o�,� ,����t)�k[ �,*��1�������o�)�'�����)*�*#���	���0u

nl(nl−1)
�,�
(nl+1)(nl+2)

��<{�n�1!�* �����	�'�)*�*��k[ �,*��
�n*������)()!��?��!
}R���'&��,&����,*�����w��)*Rt)�)�a�i �!Cb �����R�>�o�)���'�	m����	�a��&��eb � � � ��� �  # ���  # � `$# � d �
c�d�b!2 � �  �, # ��w����)���' �!#�������|�_\�(��	�,�k�����'&����������	��* �	*7���,����������*7� �xb &k[.�	���'�	��*U���o�)*7� ��*#&��
u�!#* ���������)*
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2S1Á2
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∆l = 0,±2
�
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�)�'�� �!��

Ea = Ec± (~ωl + ~ωl′)
w
�	� � �>������*#�������	�)*)u>����!�}U�#��������*��|�5t����

�#��!
}R�����n���)*��(4,�	*#&�(7��!�}�4 w
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, l
�)���' �!#�

Ea = Ec+(~ωl−~ωl′)
w��$�N�����n*����a���	��*9��� � �����������xb &�� �n� |a;n1..., nl...〉u[�cb &,� � �

|c;n1..., nl + 1, ..., nl′ − 1〉
�_/�*����)�'�+!�*�� � ���	��w !�* �#��������* ���������������%!�*

�n!#���'�>���������n�������xw [ �n�	� �#� � ��&, �!#��*��,�%��� ` &,����*7��� do�	� w��kb ��(����-[ ���	*7����*���*�� ��� c � � b 

� �  # � # � ^a` � � � � b d �)! c � � b � �  #Thi` � `$# � vr�����	� ,

�����o�,!#� �,�������'�o�)*�����*�&,��w ���
nl = 0

w
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ν
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�#vr���i��&����,�,���,!����,w� �!������*)�&��N���?�#&,���,�,����!��'� 4,&,*����'()&,���	 �!��,�!4nw [ �,��!��'��*7�|�xb ��m����,�
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Ĥ
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���)*�(�!���!��'�k�eb �)*��#�
∆λ

�
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 b ��!#������� ������������&,�����,����!��'�r����*��Nm�����&,�N��!�� !�*��k������*��'�����	�)*%�eb !#* &�� �n� ���	�'���'�,�

t������%!�* �,�)*����	*�!�!A[ ���)!�� �cb �k`��,� ��! � ���f[.� ��*���������*7�x�{
9�n*��%�����>���������^[ !������������
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�'��*��'�	m������ l �,��&,�	�,�,���'�)*�������*���� ���	mo&��'&��?�'�)*����,*���!��a��� [ !������������a&��������?!�* �������,���'��!��
�Cb �xtn���	��*�� ����� 
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} ���@[.�

,
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?��*��.�	�,�E����!�} ������w��	�U���)!#����*7� �#������!��a�xw
〈i〉
w��,�'� �,* tn������!��7[.� �)�,*�*��+�����)�o���

,���	��*�*���� u �	�[�����)m���m��	���a��&R��! �#�������,���'!�� �����%!�*��a��&U���U���@[.����w_ �!�� �xb �)* �)m#���	�,*��
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�#�������������	*7���,���������	��*�� �
� �	�����x�)�)*�*��k[ �,*����'�������)!
t)������*�� �xb &�� �n�

|φR〉
w ��* �����)!#t)�

- t)�)���|��& � &����,*��,� 2 8jd

〈i〉 = α

∫

Sdetecteur

d2r 〈φR|
(
Ê(+)(−→r , t)

)+ (
Ê+(−→r , t)

)
|φR〉

α
&�� ��*7�%!#*��U�,�)*�� � ��*7���U�#�R�����)�o���'�����)*�*��n�	� ��&n�{vr�������R��}
���'�����'�	�)*J�,�'�%�cb ��*������)(�!��

 �!��n*����	 �!��������cb ��}
�����,���'�	�)* ���	�����'�	 �!��7d

i = α

∫

Sdetecteur

d2r
∣∣E(+)(r, t)

∣∣2
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Ê(+)(−→r , t)

)+ (
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|Ψ〉 = cos θ
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|a〉+ e−iω0t−iφ sin

θ

2
|b〉
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u+ iv =
1
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sin θe−iφ

w = −1
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cos θ

l �r�o�)�	*7�{�����#��&��'��*7� �n��� � < ��!%�����_��!#�_��� ����!��{�$�����#�A\��'�|���i���x�)�)* 1
2

w��n�	�)�'�  �!Cb ���
��� �
uE�xb ��*���&,������!#�|�����,�,�����"�'���A\��'�"����*�� �����x�n��(�&�*�&,�����0� l ������*�(��	���

φ
���
θ
��*���������!��a���

����*�� �cb ��}
���'�����'�	�)* ��� �	� � ��*��,���	�)*E�eb ��*������'�)*�� ���)*�� ����� �,���)���#�)*�*�&,���N�o�)�	���	�'������!
�o���	*7��< � <��	!#������&,������&@[.��*7�xw ���f[ [.�%�xb &�t)�)�	!
���	��* ���o��*�� �n*�&��.���E�cb &,���n���,�'�

ρba =
ρba (0) e

−iω0t
w
�,�,�����9&,t)���	!#���	�)* �>&���&9�,*��	��t)&��9���n�r�	� � �n�,���,!��

eiω0t
w
�#�9�'�)�'���? �!#�9�	�

�o���	*7��< �,�'� )#}
� �	�)�'����� �cb &,t��)�	!#���	��*\���	m��'�"��![�'���'�_\@[.����+�* �����o�,�	���<4,��& � &����,*����	�,�
���)!��'*���*7�"49!�* ����� �'& � &,����*7�������0�

50/ h � DOGILJBl:JMIE@:�WYXV>+M2�xURWYXF:�� �pWfn�#+U �x< �K:"� � W^nrBl:_SVUo<��xBl:J< �
l �)���' �!#�

u
��!

v
�,�'�?*#�)*\*�!��0w

ρba
�,�'�9�n!����'� *��)*T*�!�� d ����� �.���"�	�E�,�)��&��'��*��,�

 �!��n*����	 �!�������*��|���9�'���'�_\@[.���n���^[ �� �!��n� l b �n���f[ �?��� � ���n*��|!�*�����!��o�,���o�)�'�����	�)*U���
�xb &,� � ����* � &��'�	�,!��?������� �cb &,� � �9��!��o&,���	�,!��� �!��{*eb �,�'�������9!�*��%�'�o[.���	�"��!#�o�����o���������	�)*
� � �n���	� ���	 �!��n� ~ � �kb ��(����k�eb !�*T��m
�'���  �!���*����	 �!�����*���&����,������*���w !�* �o��!T����� �,�	���3u%�o[ �

,(��	*��,��w� �!����o�)���H\����9!�*R�#�	�o�)����[.� �)�,*�w#�n�	�)�'�  �!#�9*��
|a〉
w�*��
|b〉

*eb ��*R�)*����3+9*R�o�,!#�
�kb �,* � ������� !#*��E�	��&,�7uU�cb ���	�#� �eb !�* ��!#�����%������m��o\k[ � ���%���o[.��*#���	��* @
w��,����!��_���E�	�
�o���$���'�	���n���a�)*[���E�	�R�	!A[.�z\��'��� l b ��*����	��()!�� ��! t����,����!����#�.qr�	��� � �,�'���	� ��� � � � dEc�d
	  � # ��` ��� do!�*\&,���n�?��!������������,���o�)*#� u !#*��>�o�)�	���������n������* ����� � �n�����@[.��*�� ��&����,�_[.� ,*#&���- �������,!��$�����'�N�o�)!��{!�*%�o�)�	*7�_�'�����'&����,*����n��� � �'!��_�cb � }
� +!]nw����,�,���	���	(�*��N�@b �	�
�,�'������*��
�������	��*

xOy
8�w�!�*T�x�n��*#�)*T��!��-uE!�*����o�)�	��������� ������*+���a��� 4,�����'���	�,�	����4n� l �.��!A[ �z\,���

*��n��!��'�����	�nw�*��)*E�o�)�	��������&,��w��,�'� �'�����'&����,*���&����������cb �)�'�	(���*��r���,�1�����)�'���)*�*�&,���,� l b ��}
�	� ,����*��,�>�Cb !�*#�"���)��&,���,*����>���������,���o�)*#� u.�xb � }#���'����*��,�"�eb !�*��"���,�'� �n�	*����#���)�o�)� �����)* ���
�o���$���'�	���n���a�)*U�'�������	���	(�*��9���n*�� �xb &,� � �k�����$� �	!A[.�z\��'���

s * �'��� �J\@[.�����	�����'�	 �!���u%����!�} &,���n���
a b
w����^[�[ �9���,�	!����eb !�*���[.&@[.�)�����?�eb ���

,�#�	*�� ����!#�U- !�* m�����w �)! 4,�
,
m����!4x8�w �'� �����)!#t��R�'�)���>�,*

a
- m��a� 4)8�w ���)�a�>��*

b
- m���� 2 8��

l b �	* � �)�_[ �n���� �!�� ���,��!������	� �,�'�Em�����&,�U��!�� �$��[ ��*#�	��!��	� ���a�)* ��� � � 
,� d � � � �3� d � � w � �)� ,[.&,�9�eb !�* ���_\,��(�����*��[*��^[ m��'�>��� �
,
m�������w��,�^[ [.�"�����?��}
�@[.�����

(0, 0, 1, 1, 0, 1..)
w

��� ����*�*�������&,�������|����� ���o&���� ���	��*��|�	�)(��	 �!��,�|���z[ �������i�,� �'&� �!��,*����������	�����



� ��� �3� ��� � � ������� � � � ���$� � ���
� ������� �3� �
� 	�� � � ���
� �����&� ��� �
����	�� ����������� ����� � �

s * �'��� �J\@[.�? �!���*����	 �!��ju"���,!
} &�� �n���i��mo�x��!#���)!��R����!��N�#�?�o��������m��	���a��&,�  �!eb !�*
� ���'�J\k[ �.�,�$���'���	 �!���uU����!�} &,���n���,� ~ �_�o��!#�

,
�,����� 4@uU�$� � ���	�!4>����*����	�,�����,!
} &�� �n����w

���)�'�� �!eb ���?��� �����)!#t)� ����*��+!�*#� ��!��o�,���o�)���a�����)*
|Ψbit〉 = α |0〉 + β |1〉

� ~ ���kb �n()���
�Cb !�* � � 
 $ � � � w7�#�)*��N�xb &�t)�)�	!
���	��*E�)mo&,���N��!
}.�H\�()����� �#���	�3[.&��x�n*��	 �!��  �!��n*����� �!���� l �
t ������&,��&9�,�'�|�,*����)�'���#�	!��r()���n*����?�	�)�'�� �!eb �)*U�,�)*��'�	�A\,���9�	�,�
� � 
,� d � � � � � d � � � �)�H[ &,�r���
-  

,
m��a����w{���E�$�\�o�)�'����m��	���a��& ���P[ ��*#�	��!#�	�,�>���,�E���f[ m��	*��n�	�'�)*��>�	��*�&x�n�	�'���>���R� ���o�

|Ψreg〉 =
∑
αi |0, 0, 1, 1, 0, 1..〉

wi� � �$� �'�^[ [.�[�@b &,����*�� �'!��U���)!��U�	���R*��^[ m����,�
m#�	*��n�	���,�|�,�^[ [.�

001101
tn�����	��*7�k��*7���'�"4%�,�

2N
�

l � [ ��*�����!��	�n������* �eb !�*T���_\,��()����*#�\*��f[%m#�������" ,
m��a��� �,���	��� �)�o&����n�����)*�� �'!��

,�,���
���	m#�	������� ���������)*#*����������,w � �)*7�"�cb �)m��'�,�"�Cb !�* ���f[ ����*��E�,* �#&,t)�,�	�)���o�k[ �,*��>��� ,�#�	��� u �cb ����!#��� �n�,��!#�����	��w{���,�	!#�|��!J�������a���k[ �,*��% �!���*7���� �!#�+���+�cb �	* � ���_[.�n������*�w �)!
4��	* � ���_[ �n���� �!��  �!���*7���� �!���4 -  �!���*���!A[ �,�^[.��!#����*�(�8 ��+9*R�"��!�[.�)*7�����,�N �!��?�,�,�����
*#�)!#t)�,�	�	����* � �)�_[ �n���� �!����5t �����k!�*\(�����*�� �	*���&����,� ����*�� �	�,� ������m��o\k[ �,� �#�<4,� ���)� }14nw
���T�	� � ��!#� � ��������!�*T()����*#�T*��^[ m��'���Cb �,�����n�	�?�n!T�����������T�o�)!��|������!#t)��� �$�%���)��!#�����)*
- ���'�)!#t)��� !�*\&��	&k[.��*��������'���	�,!��	�����|����*#�?!#*��"�	�	� ���nw � ���,���)���������k!�*\()���n*��\*#�^[ m����x8��
/�* �	* � �)�_[ �n���� �!��.���	�����'�	 �!��nw �)* ���������	� �'!����,��������t��@[.��*�� ����!#���,� ������tn������!��'�>�o�)� ,�'�	m��������o�)!#�"!�* �

,
���,()�	� ���'�.���@- �

,
m��a����� /1* ��* � �)�_[ �n���� �!��E �!���*7���	 �!��nw �)* �,�������	�

�#��� ��!��o�,���o�)���a�����)*��1���  
,
�'��()���'���'���,w����)*#� �eb &,� � ���  �!���*����	 �!��,�N��!.� ���o�

|Ψreg〉
w� �!��

�,�)*7���	�,*�*��,*�� 4@u\�$� � �)���!4.���)!
����� �	���>tn�n�	�,!���� �o�)���'�	m������ �����%���,()�	� �����,�%�,�$�n������ �!#�����
+9* � [.�)*�����&R����&,�)���� �!#�@[.��*7�  �!eb �)* � ���,� �#������&,��!��'��� ����!��E�����#�	���,�.�5t)��� ���,�
 
,
����(��	� �����,�k �!eb �xt)��������� �

,
�'��()���'���'���,w��	������ �!�� - ��� � ���H\��k()���n*����

u\�����"�	� ��&����	�����n�����)* �����n���� �!�� �eb !�* ���,� ���	�'�o�)���a��� � �'� ����!#�'����u !�* ���'�)m��z\@[.�
[ � �'��!��adx�	��� �,�)��&��'��*��,���  �!���*7���� �!#��� �'�)*�� �eb �n!#� ��*7� �#�	!�� � ���n()�	���,�� �!#� - ���'� ()����*����
/����	�,�k�'���	� }
��*7�k���_\,�kt�������t)�,����4#w��,� �	�,�k 

,
�'��()���'���'���k�'��[ !���*7�������)���i��*T�'!��o���'�o�)���

,���	��*��N�'���n�����'���� �!���� 4,�)�'���	*����	�'��� 4 ���?�
,
�'��()���'���'���,� l �?� ���k[ ��* ��� �|�#�)*��?�,*����)�'�?���_\��

���)*�(% �!��9[ \,*���uE�xb �)������*��n����!��i �!��n*����� �!��"�xt)��� -H()���n*����

	 # � � 
 	 $ 	 $ � � ��� � $�� � � 	)$�* ��� ��� $ 	 � � � $ 	)$ � � $
:H�x�n!����������xb � }#���'����*��,����!+������*+��!+*��5�7��!�w��	�9*#��t)����! � �)*����+[ �,*�� �n� ����mo�x��! ,�,�)!�� �eb �n���f[ �,� ���'&��'��*���� !�*#� � � � b � � b � d � � � d ��� # d w �#�[�xb �������'�T��!#}�t�]��rvjb �,�'�

���.�x�n�>�,* ���n�'������!�����������! *#��t)����! � �)*����f[ �,*������
1S 1

2

�#� �xb �7�������)(f\�*��nw  �!#�N�'� ��&
,�,�^[.�o�)��� ��* ���,!
} ���)!��

,
*��at)�x��!�} ��� [.�^[ �,*��9�,�	*#&,���� �!�� ����� �n�

F = 0
�,�
F = 1

w
�#�	�'����*7���R���

ν = 1 420GHz
wr�)! ��! *#��t)����! � �)*����+[ �,*�� �n�
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δ

Ω
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Ωt
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)

w = −1
2
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δ2

Ω2
+
Ω2
R

Ω2
cosΩt
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�xt)���7d

δ = ω − ω0 ΩR = −
dE

~
Ω2 = Ω2
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2
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2
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2
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|Ψ〉 = 1√
2
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)
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2
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E(t)
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�"$ π
2
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������"$
T
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ρba = 0
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t2 = 2t1
-
ΩRt2 = π

8�w �fb ��� �
,
u
,
������� �'�r�)* �o[.�o�)��� ��!

� ���'�J\k[ ��!�*#�@4,�z[.��!���������*
π
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|Ψ〉 = −i |b〉 e−iω0t2+iφ
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|Ψ〉 = − |a〉 e−iωt3
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D̃ =
ω0 − ω + iγd

γ2d + (ω0 − ω)2
d2E

~
(Na −Nb)
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Pabs
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ωE
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ImD̃ =

ωd2E2
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(Na −Nb)

γd

(ω0 − ω)2 + γ2d

Pabs
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R
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Ĥat = Eb |b〉 〈b|+ Ea |a〉 〈a|
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â+l âl +
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√
n |b;n− 1〉
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〈âl〉 = Tr (σâl) = 〈a; 1| σ |a; 0〉 = e(t)
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〈|a〉 〈b|〉 = Tr (σ |a〉 〈b|) = 〈b; 0| σ |a; 0〉 = d(t)
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1,1 == aa mJ0,1 == aa mJ1,1 −== aa mJ

1,1 −== bb mJ 0,1 == bb mJ 1,1 == bb mJ
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w �����)���E�	�i� � � ����*�(��@[.��*7�R�#�\�'�	()*#��w1�,� �	� � ���'�J\k[ �\�'�
�'�,�����)!#t)� ����*#�+�xb &�� �n�

|Ψ− (t0)〉 = |Ψ+〉
� ~ �?��� � ����*�� u *���!#t)�x��! ���)!��#�	& u �	�

��!A[.�z\����nw �,�%*eb ��� �E���)*��R���	!#� *��)����� s *��U��*����a�����R����!�� ��&�� �����	��&,� �#!J���#&�*��^[�\,*��
[.�)*7���'�. �!eb �,* � �������	�_� � �,�)*���!#�����,*���� ��*7����� ���.�o�^[.����()�%t)���'�>�	�.*#��t)����! ���z\�()�
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�#��� ���,!
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|Ψ+〉
�,�
|Ψ−〉
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� # " � � *�� 
 $0& $�� � 
�* � & � � $ � �
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} �eb &�*#����(��	� d��fb ��� �"�	�%�#��&�*��f[ \,*��.�#� c ��� ^a` � d � d # � ^ b � � # d�b!2 - �)! 4��	��()���
�'��� � �!4x8�w
��*����z[.�k[ �,*��r�	��&9��!U����&,��&,����*7�x�2+�*U�o��!#� ��!#����� t)�)���i���9�	��()���r�'��� � �i���^[�[.�
�xb ��}����,*������)*2uU!#* � ���+[ � *��)* *�!��_��! l �f[ m ���#� � ����� ��! ���)!#���$��(��%�5t)�,�E�	�>t������
�#�����5�)��*�*��@[.��*7�x�

< �)!��3[.�,�'���'�E�,* &�t
������*#���.�����"�l` ���xw �)* t � �'�.���	���,��������*����$�R���)*�)�()!����n�����)*
�'�o[.�����T��� �	� )�()!#���J- 6
� z)8�wN���a��� 4,�,�)*3)�()!#���n���	�)* �,* &,� ���,�	����4n� +9* ���������	 �!��\!�*
� ���+[ �.�	*7���,*����nw��)! � ���+[ �.�o�^[.�o��w7��� � �'&� �!��,*���� )
}#�

ω
w7��!�� �	�9������*#�������	��*

|a〉 →
|b〉
wi�xt)���

ω − ω0 = δ
� ����m�����w �,�U!�* � ���+[ � � �n�	m�����w �)! � ���f[.� ����*�����wi�'!��U�	�

������*#�������	�)*
|c〉 → |a〉

w����)*�� ��*�m��n�$�����{�$� � �'&� �!��,*����
ω′
�o�)!������'�)!#t)�,� ����� ��&,���)*���*����,�

�#!T� ���'�J\k[ �n��+�* �'!����o�)�'�"�,*T�)!
������ �!����	��� � ��&, �!#��*��,���?�#�"qN�)���
ωba

���
ωac

����*��
���_\,� ��� ` &,���,*������ �xb !#*����#���xb �n!#���'���
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� �J\k[ �

- �n���f[ � 6;� ���f[.� �o�^[.�o��6;� ���f[.� �'�)*����x8|�'�)*���d
, |c;n, n′〉

w � �
n
��� �%�	� *��f[%m#��� �#�R�����n���)*��>����*#� �	� [.�����

p
�#! � ���f[.�

�o�f[ �o�nw��,�
n′
�	�i*#�^[ m����i���|�#��������*�������*������ [.�����

s
��!E� ���f[.�E�'�)*����nw7�'!����o�)�'&��

���)!��k���,!
} �#&��,��������w��o�)!#�k���z[ ����� )��,�i�	�,�k�����	�,!��	�,w����n�k���,� &,���n���k*��^[ m#������%

, |Ψ±n, n′〉
w_���

|Ψ±n〉
�'�)*��E�����%&�� �n���E���nm��	����&��>��&��'!�������*��%���+�xb ��*����������,���	��*

 �!��n���
,
��&,���)*#*���*����E�,*������E��� � ���+[ � �o�^[ �o� �,��������&�� �n�����n���^[.�� �!#���

|a〉
�,�
|b〉
��:

�xb �)�����'�0]�&��'�"���k�o��� ��!��'m��n�����)*�w)���k� ���+[ �.�'�)*���� *#� �o��� ��!��'mo� &,t��	���k[�[ �,*��1�����1�	�,�
*#��t)����!
} �xt)���������� �!��,�	�k������*����,����(����x�

: �cb �)�'����� 2 �����"�������o�)� � �n! � ���f[.� ���)*#����w ���E���,�_[.� ��� �o��� ��!��'m��n�����)*�w  �!��
�kb &,���'����d

iDac

(
−âs |a〉 〈c|+ |c〉 〈a| â+s

)
�o��!������J��*���!������[���,�+������*��'�������)*��R�,*������ &,� � ���+�,�)!�����&��+���n�+�,�,�'��� �o�,�'��!���m�� ���	��*�w
�+b ���'�

,
u
,
���	�'�[��*7���'�

|c;n, n′〉
�,�
|Ψ±n, n′ − 1〉

- �x���
|c〉

�,�'�+��* ���,������!�� ���
|a〉
8 �

vN�,������������*����a�����)*U��� � ���a��uE&�*#����(��	���,�)*�� � ��*7����w����)*��7d

Ec + n~ω + n′~ω′ = n~ω + ~

(
−δ
2
± 1
2

√
nΩ2

v + δ2
)
+ (n′ − 1) ~ω′ + Ea

l �.���'�)m���m#�	�	� ��&����"���,��������*��'�������)*��,w����)*����cb �	*�����*��'����&����������������,w ���,��� ���'�)�o�)�'���	�)* ,*#�����	���n!
}+�x�n����&,� �#��� &,�	&@[.��*7���|���3[ �n���������9���������,���o�)*#����*�����w ���)�a�
∣∣∣〈c| −→D |a〉

∣∣∣
2

|〈an| Ψ±n〉|2

l b �	*7���,*����a��&������$� ������*����a�����)*+�'�����.����*��������)�o���'�����)*�*��,�	���!u
cos2 θn

�o�)!�� !�*#� � �'& , �!��,*��,�����k� ���+[ �E���)*#���
ω′ = ωac− δ

2
+ 1

2

√
nΩ2

v + δ2
w)�,�Ku

sin2 θn
�o�)!��1!#*�� � �'& , �!��,*��,�|�#�r� ���f[.�>�'�)*����

ω′ = ωac− δ
2
− 1

2

√
nΩ2

v + δ2
�+g �����o�����)*��  �!#�

nΩ2
v = Ω

2
R*Cb �,�'� ��!#�����9 �!����	�>��!������n���	�)* ���!g��nm�� ��m#���,*�!������n*��|�xb �n��������� ���9�'�@[.�

,
���	�����'�	 �!����

l ���,�)*3)�(�!����n���	�)*% �!��k*��)!���t)�,*��)*�� �Cb &���!����������o���_[.�,�1����*��k��� � �n�	���i�#�	���,�,���@[.��*7�
�	�%�'�o�������������������	�����,� *��at)�x��!
}U�����cb �n���^[.�9����m����	��&��

vr�)*��'�	��&,���)*#����������� ����� ���	�,!����	�,�i���o[.���������T����� ���f[.� �o�^[.�����,�'���'&�����*�*���*7��d
δ = 0

w����)*��
θn =

π
4

�1+�* �R���	�����?�#��!
}[������*#�������	�)*#�?�#� [ �@[.�>�	*7���,*����a��&nw �'����!�&��,�
�,*

ω′ = ωac ± 1
2
ΩR

� vjb �,�'���	� c  b
$�^	d � f?b � ^	d � 
��� �� # d ��wA[ ��*�� � ���'���n������*U���	�'�����������
4��cb ����m���������()��4_�#�N�xb � ���^[.�����n� ���1� ���f[.�"�o��� ��!��'m��n���,!����+�
��()*������)*��  �!eb �)*>��!����n��� ��!
�n!����'���x�n�	��!#�	���{�	�?�o�)�'�����	�)*>���i���������,!
}%���n�	���{��*%��&��'�)��t ��*��_�	���{&� �!��n���	�)*#�����|qr����� �
�o��!��{���N�'���'�_\@[.��u ���'�)�	� *���t)����!
}�wn��*>������������*��;u ����!��{�	�,�{�)�'�����,�_�xb ��*��������n�,������*>�5t)�,�
����� ���f[.� �o�^[.�o��w��,���n! �����k[.�	���i�)���#�����xb ��*����,�����������)*U�5t)�,���	��� ���+[ �+���)*��#���
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a) b)
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�� (������
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~ω��� 	 � ����
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,
*��)!#� [ ����*�����*���*7�?����*��9���>�����

ΩR ¿ δ
��:?���)���

θn ≈ −ΩR
2δ
¿ 1

���	�,�
�#��!
}J���������%���)*7� ���	����� ���_\,�.�������'�F[.&,������ �!#���
d l � ���n�	�U�,�)���'���'����*�����*7� ��! �'�	()*��
�#�	!����.�o�)!�� �o�)������2)w ���?�	�.�����	���,�)���'�����o��*�����*7���n!\�'�	()*���[.�)��*�� �.!�*��"��*����,*����a��&
�'���	�n���at)� Ω2R

4δ2

w7���)*��k���H\�� � ���	m#�	����+9* *eb �)m����,�'t)�?�#�)*�� ����� ���	 �!��k[ �,*��  �!eb !�*�����������w)�,�
*#�)* ���	!#�k!�* ����!�m��	���xw���� � ��&, �!���*��,� d

~ω′ =

(
Ea +

~Ω2
R

4δ

)
− Ec

�
�)!
�U�'�[�������'� �,�^[�[ �T�'�?���\*#��t)�x�n!

|a〉
&,������� �#&����	����&\����!��R�cb �k`��,�R�#! � ���f[.�

- *��)*U���n��!#����*7�xw#�#�)*�� � ����m��	� �)! � �)� ���@[.��*7�i*��)* ,
��&,���)*#*���*�� 8N�	*7��������()�������n*��i�5t)�,���	�

������*#�������	�)*
|a〉 → |b〉

� vr��*#��t)�x�n!T�E����*�����!�m�� �	���#&����	�����k[ �,*�� ��!A[.��*���!
} d

∆Ea =
~Ω2

R

4 (ω − ω0)
=

d2abE
2

4 (ω − ω0)

l �k����()*��|���k�,� �#&����	�����k[ �,*��1�o��!#� �,�����k��&����,�_[.�	*�&|�,* � �n�	����*����	�i��� ��&@[ �����k�	�
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Eb−~ω
4,�'���o�)!��'����4

���)! �'��!����k����*��at)�x��!
|a〉
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} �,�����.� ���f[.�������.�	�
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|a〉
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|c〉

�'�)*��
�#��!
} *���t)����!
} �#����� �����,w �,�>���.*���t)����!

|b〉
��� � mo����!��,�)!�� ����!��"� }
���a��&�� l � � ���f[.�

��*�����*��'����� �?�'!�� �$� ������*��'�������)*
|a〉 → |b〉

w ��������� ���f[.�T�'�)*���� � ����m��	�9�o��!��#�	������*�� ,t��x��!
|b〉
u������ ���	�1��! � ��*����f[.��*7� ��� |c〉 � l b ���f[.�	�a���)*��a��*.�eb �	*7���,���������	��* �kb &,�����a�r����*#��,�������3d

Hint = −dE cosωt (|a >< b|+ |b >< a|)− d′E ′ cosω′t (|c >< b|+ |b >< c|)
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|a >−→ |b >

w �,�� �!��.���%� ���+[ �
E ′
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ω′
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|c >−→ |b >
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3× 3
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ρcc
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