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ƒ vr�f[ [.�E�����>&,���n�"*eb ��� �>�•����!�* &�� �n�������)�#���

�#! � �
� �J\@[.�nw
���•&,t)���	!�� ����*����•�n*��N���|���@[.���,w7���)!#� ��* �'��� � ��*7�r�•�n*��N�	�3[ !������������a���a��&
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M 1 = fj b; 0i ; ja; 1ig
ƒY~ � �kb &,���'���|����!��i���'&��,�	�'&@[.��*��|�'!��i�$�>m������9�����i&,� � ���i�����������,�

�#!T� ���'�J\k[ ��d

jª(0) i =
1

i
p

2
(jª +1 i + i jª ¡ 1i )

+9* �,*T�#&���!��a� �'�)* ��}
�����,�������)*�u%���)!#�k�	*�� � ��*7�3d

jª( t)i =
e¡ i! 0 t

i
p

2

³
e¡ i ­ v

t
2 jª +1 i + iei ­ v

t
2 jª ¡ 1i

´

= e¡ i! 0 t

µ
cos

­ vt
2

jb; 0i ¡ sin
­ vt
2

ja; 1i
¶

�,*��'�,t)�,*•��*�� ui�$�im•�n��� 4�*•�n��!#�������	��4

ji ; ni
ƒ"+9*��)m#���	�,*�� !�*����^[.�o�)� ���@[.��*7� ��*•�n�	�)()!#�

u+�cb �)�'���	���	� ���a�)* ��� g���m#�1�'�@[.�

,

���	�����'�	 �!���we[ ���	���,*������.�	����&,���n���

ja; 1i
���

jb; 0i
w ���

*#�)* �•���"�	���"&,���n���>�#!����k[ �,*��%�n���^[.�	 �!��,�

jai
�,�

jbi
ƒ

l

�\�#���)m•�nm��	���a��&E��� ���'�)!#t)�,�

�xb �n���^[.�9�,*Tm+t ��!#��d

Pb(t) =
X

n

hb; n jª( t)i hª( t)j b; ni = cos2
­ vt
2

+9* ������!#t)�| �!#�

� d

� �

d

���� 

$ `�$

�

^

� �,�

`"b # �

 ���  � �

d

�

d #

�  !�

�

�

^ ^ ` #

� �,��*��)*E�•�n����}
�o�

,

*#��*7���	�,�…���f[ [.�9����*��|�cb �������������	��m���� d��	� ���5t�����& 4,�'��*7t)�)�	��49���9���������)*+��!#�k�xb �n���^[.�

 �!�� �	�k��&���m�������mo� - �+b �,�'�r!�*����'�)�'������� 4,�� �!•�n���U�n���^[.�	 �!���4x8�ƒ +9*R�"�n�	*��'� �#���N�)���,�	�

,

�	�n���	��*��i����g��nm��9uE!�* �����n���)*…w•�����o�,�	&,��� �'�)!#t)�,*����)���,�	���$� ���a�)*��i����g ��m��…��!+t��	���nƒ

•
� �	�%���5t�����&�*eb ��� ���•���k�'&�����*�*•��*7���nw �)*+���'�)!#t)�7d

Pb(t) = 1 ¡
­ 2

v

­ 2
v + ±2

sin2

µ p
±2 + ­ 2

v
t
2

¶

Pb

���,�'�����#����� �����#�E2 d��xb �n���^[.�?���,�'�������'����*7���������	�@[.��*7�i���)!
�k���?���@[.���|����*��|�cb &,� � �

� }
���a��&�w•�����E!�*������'�)m•��m����	�a��&

€

�n�	m����9�����������������)!
t)���k�•��*��k�cb &,���n�

€

��*��•�f[.��*7� ���0ƒ

+9* t)�)�a� ����*��T �!��\�xb &k[ �����'�	�)*J���o��*�� �n*�&��\�,�'� ���H\�� �����

€

�)*���&k[ �,*�� [.�
�#�*)•&,�

���)�'�� �!eb ��* [.�,�%�cb �n���^[ � �,* ����&,���,*����T�Cb !�*#� ���5t�����&�w_ �!eb �����	�U�'�)���%�'&�����*�*•��*7���+�)!

*#�)*

,

��&��'�)*�*•�n*����nƒ

l

b &@[.�	���'�	�)*E���o�)*7� ��*#&��?���������������1���)*�� *��)* �•��� �,�^[ [.�k!#* ���'�

,

�#���	&���&_�	*7������*��_\, �!��������cb �n���^[.��wk[ ����� ���^[�[.�_���,�	���_�����cb ��*#���@[ m#�	���n���^[ �

,

�,*�t��	�'�)*�*��k[ �,*���ƒ

/

/ � � �ODOQ X3�xUrDTM <lD Xf<�Q�i :�0 :!� �;i XfM L"�c>3�wMIDTN #+Bl:

+9* t � [ ���	*7���,*•��*��"&,t ���	!��,� �	�$[ ��*��o\,��� �#�)*�� �)* �o��!#� ��}
���a�����>�cb �n���f[ �.��*��

,

���$�n�	�k[.��*��r�•��*��|�'�)*+&,���n�

€

��*��•�f[.��*7� ���‚���)!#�k�xb �l` ���|�eb !#* � �•�f[.�+�#��&��'��*7� �•��*��|�	�
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���5t��a��&�ƒ�-��)!�������������������*����eb ��mo�)���[�	�"�����9� �[���"� �•�+[ �[�,�'����*������	���a�@[.�,*����•�n*��9!�*

&�� � � *��^[ m��'�

jni
ƒ

l

b &,���n� ��*������	���‚��! � �
� �J\k[ ����� �?�n�	�)�'�!d

jª(0) i = ja; ni

l

�r�'���'�_\@[.�itn�9���	����� &,t)���	!��,�_�,*����'�i�	�,�{&,� � ���

ja; ni
�,�

jb; n ¡ 1i
���i�	�-[%!#�������#�����,�a��&

M n¡ 1

ƒ

s

* �x�n�	�,!�� ������*7���� �!�����!+����&,��&,����*7�?���)*#*����o�)!#�

jª( t)i
d

jª( t)i = e¡ in! 0 t

µ
cos

p
n­ vt
2

ja; ni + sin
p

n­ vt
2

jb; n ¡ 1i
¶

+9*T� [ ���	*7����*���*��!d

Pb(t) = cos2
p

n­ v

2
t

+9*+�'�,�����)!#t)��m��	�,*+�xb ���������	���n������*R���3g ��m�� �o�)!��i�cb �n���^[.�nw#�5t������	� [ �@[.�

€

�'&� �!���*#���

�Cb ���������	�	�n���a�)*…w)���f[ [.� *��)!#�r�cb �5t)��*��K[.�)*�����&���! ��&,m�!#�i�#�?�,�,�����?�����������)*…ƒ3+9* �o��!#�

�����7��!#�����

€

���	�'����!�m#�	� �n!��'���'�_\@[.�N!�*#� �o[.��!���������*

¼
2

- ¡p
n­ vt ¼

2
= ¼

2

¢ƒ"+�*"�n�'���,�	*������

�n�	�)�'�|�xb &�� �n�!d

¯
¯ª

¡
t ¼

2

¢®
=

1
p

2
e¡ in! 0 t ¼

2 (ja; ni + jb; n ¡ 1i )
v-b �,�'� !�* &�� �n�U��*����'�	 �!�&T���H\��U��� ` &,���,*��U��� �,����!��9�n�����,�	*7�R�•��*��U���[��&,()�o[.�\�'�@[.�

,

�,�$�n������ �!��

jª at i = 1p
2

(jai + jbi )
ƒ +9* �o��!#�Rt)�)��� �,* �•���'���	�,!��	���,�  �!��[�•��*��R�,�,�

&�� � �

D
bE

E
= 0

���

¿
c¡!D

À
= 0

w �n�	�)�'�� �!��

¿
ª at

¯
¯
¯
¯
c¡!D

¯
¯
¯
¯ ª at

À
6= 0

�•��*���!�* � �•�f[.�

�,�$�n������ �!��

E cos! t
ƒ‚vr���?&,���n�����'&��'��*����>���

€

���'���,� ���)�'��&,�$�n���	�)*��k�n���^[.�

,

� �•�+[ � d �'�

�xb �n���^[.���,�'�;[.���'!���& �•��*�� �cb &,���n�

jai
w �n�	�)�'� �)*"�,�'�{� ���  �!��N���1� ���f[ �����'� �•��*�� �cb &,���n�

jni
ƒ •��_�cb �n���^[.�>�,�'��[.���'!���&%�•��*#���cb &,���n�

jbi
w…�)* ���'�������� �!��E�	� � �•�f[.� ��� ���•��*#�

�xb &,� � �

jn ¡ 1i
ƒ

l

���|&,���n���|��!+� �•�+[ �+�n��������*����i����*��|�	�,�|�#��!
}U�x�n�k�'�)*��|����!
}U&,���n���

���'���#�)()�)*���!
}‚w
���)*��?���_\,�|�#�z`‚&����,*���� [ �@[.�?�o�)!��

n
���_\,�|(�����*�� ƒ�vr�,�������,�)���'&��$� �����)*

�,�'�N*���* �����x�����!d7�)*.�o�,!#�K[.����!#�����1�cb &,� � �1��� �cb �n���^[.�|m�����* ���#�_\��  �!eb �	�•�����_�����xt)���'��&

�	�%���5t��a��&�w��,� �,*T��&,��!������ 4@u%�����'� �n*�����4��cb &,���n�k��! � �•�f[.� ����*��k���,�'�����x�5t��a��&�ƒ
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l

����������������&,��&,�����E�,�)���'&��	�n�����)*��9 �!•��*7���� �!#�����,�)*�� � �n��&,�����•�n*����	�%�•�n����()���������

�#��&��,&��#��*�� �'�)*��E�	��&��,� u �$�[*��n��!��'�U���_\,� 4,*���*

,

�,�$���'���� �!#��4R�#�+�xb &�� �n�%*��f[ m����nƒ +9*

�'!����o�)�'�2[ ����*�����*•��*7�R �!�� ���[� �•�f[.� �,�'�+�•��*��U!�* &�� �n�U���	!#�54,����m��a��!��,�$4nw ���	!#�

�#��&��,�	�'&@[.��*7��d

jª (0)i = jai ­ j®i
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���( � � ��
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 ��
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® = 4

�xt)���7d

j®i =
X

n

cn jni cn = e¡ j ®j 2

2
®n

p
n!

+9* �R���)*��

jª (0)i =
P

n cn ja; ni
w…�eb � � �xb �)*[��&���!#�����xb &�� �n�9��! �'���'�_\@[.� u ���)!
�

��*��'����*7�xw��•���|�	��*�&x�n���a��&?�����cb &� �!•�n���	�)*U����•
� ��� ������*�()�,�3d

jª (t)i =
X

n

cne¡ in! 0 t

·
cos

p
n­ vt
2

ja; ni + sin
p

n­ vt
2

jb; n ¡ 1i
¸

vN�,� &,���n�1*��)!#�1�o���H[ ��� �#�k�x�n�	�,!��	�,���	�9���'�)m•��m����	� ��&r���|�����)!
t)���1�xb � ���^[.�r�•��*����cb &,� � �

��*��a���	�n�

jai
d

Pa (t) =
X

n

jcn j2 cos2
p

n­ vt
2

vr�,�'���

€

�)*��������)* ��� �1���,����&,����*7��&,� ��!��_�$� )�()!�����-xs
ƒ�254)8�ƒ

Pa (t)
�,�'�

€

���_[.&r�•���_!#*��

�'!��o���'�o�)���a�����)*+�Cb ���������	�	�n���a�)*#�r����g ��m�� ���

€

�'&� �!��,*����,����� ` &,����*7���,��w� �!�� �#&@[ �����'��*7�

���)!#����� ��*T���•�n���nƒ

l

��� ��� ` &,����*7���,�����������	�	�n������*��|����m��'�)!��	�����,*���uE���,����*��'� �n*���� !��a��&

,

�'�	�,!����,w����

Pa (t)
�����������#����� �����#����� tn������!#�0[.� �)�,*�*��

1
2

�n!+mo�)!#�|�eb !#*+���@[.���|���

�xb �)�����'�>�#�

­ ¡ 1
v

ƒ…vr�,�‚�,*��•�n*��xw…�,�^[�[ �"���>*��f[ m����>�#� ����*�!��'� � ���,�9 �!��{�,�)*������	m#!���*7�

�,�'� )•*�� wx����� ���������	�	�n������*�� )•*��������,*���w �����H\�� !#*����@[.��� ���1��&��,!����'��*��,��w �•�n� ���1���@[.�������'�

�n�������x}
�o[ �n���at��@[.��*����,* ���������nw �,�

Pa (t)
�����#����*#� �#����tn�n�	�,!��������'��� ���,�����+2 ��!

mo��!#� �Cb !�* ���k[ �#�>��� �xb �)�'�����.���

j®j ­ ¡ 1
v

d �+b �,�'�%��� ����&,*��^[�\�*#�R�����

d #o`

� ���

`$# � d
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�,�$�n������ �!���wn� &,��& [.�	� �,* &,t�������*#���r��}
�o&��'�o[.��*7� �����@[.��*7�xƒ

l

�
)•()!��'�9-xs#ƒa2)2 8…���)*�*#�r!�*

� }
�@[.���	���#���'&���!#��� � �k� }
�‚&,���z[ �,*������…�)m
����*�!T�xt)������� ` &,���,*����,�|tn�n�	��!#���|���

®
w���*7���'�

4 �,�%2)w A ��!��9!�* �n���^[.�>�#�7g|����mo���'(+�	*7���,����()��������*��9�5t)�,�%!�*�� �x�xt�����& [ �����'�

,

��*����

�'!�����������*���!������������ - u ƒ qr��!#*���������� w�<������,ƒIgk�,toƒ

l

�,�'�����'��� �…w 2

Z

4)4 - 2 v^v^s78'8�ƒ
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� �ODOQ X3�xUrDTM <lD Xf<�Q�i :�0 :!� �;i XfM L"�c>3� EkDOGILJBl:=M2� UoM2�p:JMA<l:

•
�

j®j À 1
w �cb &�� �n� ������&��'��*��_�,�'�_���r�#�	!�� �,* ���	!#� ���$�n������ �!��r����� ���,� �•!#�,��!��n�����)*��

 �!•�n*����	 �!����"����t��	��*#*���*7� *�&,()���	()����m���������* tn���	�,!����'���	�n���at)�T-

¢ E ¿ hEi
w �)! m�����*

¢ N = j®j ¿ n = j®j2
8 ƒ2+9* �o�,!#�?�n�	�)�'�|&,���������� �!#��d

p
n ¼

p
n + (n ¡ n)

1

2
p

n
����*7�T �!��

(n ¡ n) h¢ n =
p

n
ƒ +9* ��* ���)*#����!#�T �!�� p

n
�'��� ��� ���H\��+t)�)�	�'�	* -xu

 �!��,�	 �!��,�E!�*#����&,� ���_\,� 8"��� p
n

�•�n*�� ���)!#���R�$�$]��)*#�U� � �	���>����� �.���	�,*����

jcn j2
*��

�'�)*7� �•���|*�&�(��	�	(��x��m����,��ƒAg �����o�,�	�)*��|�,*3)•*  �!�� p
n­ v = ­ R

w� �!�� �,�'� �$�

€

�'&� �!���*#���

�#��g ��m��|�•�n*�� ���+� �•�f[.� ���	�����'�	 �!�� ���
[ �@[.�Utn�n�	��!#��[.� �)�,*�*��nƒ +9* �,* ��&,��!��a�

�xb ��}
�����,�������)*T�������'��� �#&�����!#��tn�n*��������

jª (t)i
d

jª (t)i ¼
¡
cne¡ in! 0 t jni

¢
­ jai cos

­ R t
2

+
¡
cne¡ in! 0 t jn ¡ 1i

¢
­ jbi sin

­ R t
2

+9�|�)*T�Pd

cn

cn¡ 1
=

®
p

n
=

®
j®j

= eiÁ

����*��?����!#���>�$� ]���*�� � �

jcn j2 6= 0
ƒ

Á
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®
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âl

ƒ)/��,���at)�)*��_�cb �•�f[.���a���)*��a��* b~H J C
�#� �7�x��*����

,

vr!A[�[.�	*�(��_�,*E�'�����'&��'��*����n�����)*%�eb �	*7���������,���	�)*"t��	�au?t��	�{��!%�•�f[.�	�a���)*��a��*

�#�����x�)�)*�*#�@[.��*��|�	��m����

bH r ay

w#�fb ��� �

,

u

,

�������?��*+�,*��	��tn��*7�

bH r ay

���k�,*+���k[ �#�$� ����*��

âl
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âle¡ i! t
d

b~H J C = ~! 0 jbi hbj + i
~­ v

2

£
jai hbj ba+

l ei! t ¡ jbi haj bale¡ i! t
¤

: ����!��'� ���[�$� ���'�)������&,��&[���,�+&�� �n���U������&��'��*7���+ �!�� *��)!�� t)��*��)*#�+��� �'�	()*����	�,��w

!#* &�� �n�U��*��a���	�n�

€

�����������	�'&\��! � ���o�

jÁat > ­j ® >
�xt)���

j®j À 1
�,�'�Ut)�,�,����!��

�#���)���'�E�#�E�$� �•���'���	� ���x�)�)*�*#�@[.��*������E�,�E�•�f[.�	� ���)*#����* ƒ

l

�U�•�n�'����� ���x�)�)*�*��k[ �,*��

�#! t)�,�,���,!�� �eb &�� �n�Etn� ���)*#� �'���'�����.�•�n*��.� � �n���	�)*�*����	�'�U��! ����!����.�#� �xb &�t)�)�	!
���	��*

�'�)!�� �cb �k`‚�,� �����xb �•�+[ ��� ����*����,*+��� �)�5��*��,�

,

vr!A[ [.�	*#()�3d•�cb &,� � �kt �.����� ���,�

€

�������)�'�	�'&�w

�#! � ���o�

jÁat (t) > ­j ® >
w…�,�����+�•�n�'�����E� ���^[.�	 �!��>tn�U&,t)�)��!��������)!����cb �k`‚�,���Cb !�*

���f[.�	�a���)*��a��*U��!��'�@[.��*���� ���^[.�	 �!��nw

bHJ C;at

 �!�� �@b &��,���a��d

bHJ C;at = ~! 0 jbi hbj + i
~­ v

2

£
jai hbj ®¤ei! t ¡ jbi haj ®e¡ i! t

¤

vN�,�?�•�f[.�	�a���)*��a��* *eb ��� ����!
������ �!��>�xb �•�+[ ��� ����*����,* ���@[.�

,

���	�����'�	 �!���u.�cb �������'�5}
�o[ �

,

���	��*+��&,��!��	���	�'�� �!#��*��)!�� �xt)�)*��k&,��!#���	&�����*��k�	��� �•���#�����'�"@�ƒ

+9* t��	�,*�� �#�)*�� ��� ���'�)!#t)�,�+�$�

�

 

# c

� � �  

# c�d  `�^

�

c

� �,�

c�d[^	� `

� ���� 

���•d

�

d

� � 


��^ `

��� � �

b d

d7�������	�

,

�,�•�#�)*�*�� �xb &�t)�)�	!#���	��*.� ���^[.�	 �!��|� }#���,�����•��*#� �	�k����� � �.�	�|� �•�f[.�

�n�������	 �!�&i��� � ������&��'��*�� ���1�	*�����*��'��ƒ�vjb �,�'�N��!��'���•�	�9����*����a���	��*%���itn�����	���a��&r�����1&, �!•�

,

���	��*��N����qr����� �…w� �!#� ��&,�����at)��*7�|���	�����'�	 �!��k[ �,*��i�����r� �•�f[.���i�����#�	�	 �!�&,�r���i���	�,*�*���*7�

�,�^[.�#���i���k�xb &k[ ���������)* �'�o�)*�����*�&,��w7����&,*��^[�\�*��k��!#���@[.��*7�  �!•�n*����	 �!���w)�•�����xb ��*������

,

[.&,���$�����'�9�������,�_[.���k�������,�$� }#�n���	�)* ƒ

<���&��,�	�'�)*��% �!#�+�'��!������%�	���

 `�^	d�b

� �  

�7d # # d

�U�����% �!•��*�������&��E�n���^[.�	 �!��,� ����*��

�#&��,��������� �•�n� �����>&, �!��n�����)*�� �#�Uqr�	��� �…ƒ

l

�,� �•!�����!•�n���	�)*#� ���,� t �����	��m������"�	*��#!��������

����� �cb &@[.�	�'���	��*.�'�o�)*�����*�&,�?�,�r����� �•!�����!•� ���	��*��N �!•��*7���� �!����r�#���r� �•�+[ ���N���������	 �!�&��

*#�r�'�)*��{&,t������@[�[.��*�� �•�n�{���'�	�'��� ��* �,�^[.�#���N����*�� �����{&, �!��n�����)*���ƒ

l

�,�)�•!�����!•�n���	��*��



�

���

�3� ��� � � ������� � � � ���$�

�

���
� ������� �3� �
� 	�� � � ���
� �����&� ��� �
����	�� ����������� �����

���

�

�#!�����uR�xb &k[ �����'�	�)*\���o�)*7� ��*#&��?„'��!���*7����* �•�n�'������!���������!�* �_{)���>�o[.�o�)�'����*��?�•��*#���	�

�#���)m��z\@[.�+��! �'�

€

�'�)�	�������'�@[.��*7� �#��� �n���f[ �,�.�•�n�.���5�)��*�*��k[ �,*�� �$���'��� �n���o����& ���

,

€

�'�)�����	�'���@[.�,*�� 4�
?�)�#���	�,�!4nƒ�
?�j[ �k[ �nw��o�)!#�r�#&,���,�_[.�	*��,�N�cb &,t)���	!#���	�)*�[.� �)�,*�*��?��!

� �•�+[ �…w#�)*+�o��!#�k!#�����	���'���r�	���|&, �!•�n���	�)*��|����u\� } �r�,�	� �5t)�,�������|�'�)!����,��� �n���^[.�� �!#���

�#�)*�*�&,���N�����1�$���'�)�	!
���	��*E�#��� &� �!•�n���	�)*#� ��� qr����� �…ƒ�u\�����1��* *#� �o�)!��'�����•�n� ��&����,�

,

[.��*����?�•��*#���,�E���������%�����9t �����	��*��,�������,��� ���f[ �#��w…�•�n�����	!��9 �!��E�	�,���,�)���'&��	�n�����)*��

 �!•�n*����	 �!����"���E����!����)�����'��� - ��*7���'� � �•�f[.����w �,*������ ���E� �•�+[ � ���"�cb �n���f[ �x8�w…�o��!��

�����' �!������	���|�$�>����&,�)������ �!���*����	 �!������ � ���n� �����@[.��*7�|*�&��,���������	�'��ƒ

� #

/ � � & $ 	 	)$ � � ��� � $���� � � ����$�� ��� � 
 
 � � � � � $ 
 � � & �
	 $ � � �




� $ 	��


�� � & � $�� ���

�


0$���
 $ 	)$ � $0* ��� � �������

l

�j[ ���A\,�	� ��� �)�x��*����

,

vr!A[�[.�	*�()�N��&,�����a�i�,*

€

���a�N!�*��?������!•�n���	�)*.���_\��r�	��&������	� ���

��� �	�E�'��� �J\@[.� �n���^[.�

,

[.�����%��� �"���n� �����@[.��*7�������)��&�ƒ vr�,�'��� ���a��!•� ���	��* ���)�'�����'�o�)*��

�n�����k]+m�����*J��! �����%�eb !�* �n���^[ � ��� g|�
�#mo����(#w_ �!��|�[!�*#�R���H\��%���)*�()!�� ��!��'&��U���

t�����w•�,�)!�����&�uE!#*����x�xt�����&��������_\,� ()����*����()•*#�����'��ƒ|~ � �@b �����#�	�	 �!��![ ���	*��|��! �x�n� ���

�xb �n���^[.�>���.vr&�����!A[ w…���%���)!#�'���%��!��'&��E��� t
����w…����*���!#*��E�x�xt�����& ���%� ���o�.~o�nm��'�

,

< �����n�xƒ|~ �

€

��!#���#�)*�������*���� ���f[ �#��������� 4

€

!��a�����74���!\� ���'�J\k[ �>�n���^[.�

,

[.�����

l
t)�,���

�Cb �n!#�����,�.&�� � ����w_�fb ���'�

,

u

,

���	�'�U���+�	�[�����	� }#�n�����)*…ƒ -���!��.���	���)*#� ���)*��U� ���,��� ���,� ���,�

&, �!•�n���	�)*��|��!U� ���o�����,�k&� �!•�n���	�)*#�|����qr����� � wA[ ����� [ ����*�����*•��*7�i�o�)!��|�	�9� �
� �J\k[ �

� ���^[.�

,

[ �����

l
��&��,�����k��*+���,�_[.���k���3[ �n���'�	�,�9����*��'����&�ƒ

� /z5 � WAX^>3�xURDOMA< ?aDFX+B�Qr:�< �Y<7���JN :!>3� DONP:�n El> �TU �pL-> �T:@E ?a:JB7�p:J<

l

���k�o���'����� ��! �'��� �J\@[.�����)*7� ��������!�}+� �
�o�,��d

,

l

b �n���^[ �?�,�'�k�,�)!�����&!u �eb ��!#���'���0[.�������i �!������ [.�����

l
�����	�>�x�xt�����& d# �!•�n*��

���o�,�'�i�•��*��r�cb &,���n�r� }#�,����&�w
�cb &@[.�	�'�����)* �'�o�)*�����*�&,����������!����	�?��!��'���eu����)!#�r�	���r��!#�������

[.�����,� ����[ �@[.�

€

��&, �!���*��,��wI[ ���	�|�������	�'�������	��*��k�,�����"�o���$���'�	���n������*��|���z`‚&��'��*7���,�

�#�����,�	!#� ��!$[.�����

l
ƒovr�,�-[.�������k&�� ��*7� ��*T*��f[%m#������*3)•*��0w�*#�)!�� �'!����o�)�'���'�)*���wo�,�

 �!��|�,�'�.()&�*#&����n�	�k[ �,*��E�	�R�x���,w� �!�� ���R� ��!�}J�eb &@[.�	�'�����)*J�'�o�)*�����*�&Ut)���'�E���)!#�E�	�,�

[.�����,� �n!#���'���k �!��

l
��� � �o��! ���z`‚&��'��*7�k��!+� �n!
}R��������� �eb &k[ �����'�	�)*U���o��*�����*�&��•��*��

�xb �������������	��m����

¡ sp

ƒ

,

l

� �x�xt
�a��&r���#���{�o��� ���,� d �xb &�*��,��()��� &��	�,�,�����^[ ��()*#&,���� �!�� �•��*�� �$� ���5t��a��&N��&,���'� �	�

�,*

e¡ ·t
ƒ•< ��!��|���)*�*#���|!�*+�)�����'������()���n*����,!���w��	� )•*#�����'� - �������|���9*��^[ m��'�![.�5�)��*

�Cb �n�	�	�,���

,

�������)!#���  �!��

€

���a� �$�|��!A[.�o\,�����5t ��*�� �#� �����'������w�&�(7�n����!����n���o�)�'� ���1�cb �	*7����� tn���

�'�o���������n�k���	m��'�

c=L
u �$�[�$�n��()�,!��

·
�eb !�*��+��&��'�)*•��*#��� ���+�	�[�x�xt
�a��&x8 �#���.���5t��a��&��

���#���� �!���� �	�,� ����!�� ��&,���)*#*•��*7�����  �!#� �cb �)*����n� ��� �'&x�����	�'��� �n�,��!#���	���@[.��*7� �,�'� �������k[ �,*��



�

���

�3� ��� � � ������� � � � ���$�

�

���
� ������� �3� �
� 	�� � � ���
� �����&� ��� �
����	�� ����������� �����

���

�

�'!��o&��'�	�,!�����u

105
ƒ


9��*��r�	���x���r���9�xb � }
�o&�������*��,�9��!��r�	�9vr&��'�	!A[ [.��*����	�)*#*�&�������&,��&,���@[�[ �,*���w

¡ sp
t ��!#� �,*�t��	�'�)*

6 £ 107s¡ 1
w•���

·
t ��!#�

2 £ 107s¡ 1
ƒ

l

�E����&������	��()&�*�&,�������������$�%���,�$� }#�n���	��* [ ��*����'�� �!����cb &� �!•�n���	�)* 4,�����	������4?�����	�

[ �n���������9����*#������&

¾
��! �'���'�_\@[.�"�n���^[.�

,

[.�����

l
�@b &��,������d

d
dt

¾=
1
i~

h
bHJ C ; ¾

i
¡

¡ sp

2
(¾jbi hbj + jbi hbj ¾) + ¡ sp jai hbj ¾jbi haj

¡
·
2

¡
¾ba+

l bal + ba+
l bal¾

¢
+ · ba¾ba+

l

� ���'�@[.�o\,���T�	��()*�� ���[��������� &, �!•�n�����)* ��� �U�	���,*����	 �!�� u ���,�	���\�#�[�cb �n���^[ � �'��!��0ƒ

+9!
�����E��� ���,�_[.�E�•�+[ ���a����*����,*…w �����	�>��������!��a���xb �l` �������E�xb &k[ ���������)*[���o�)*7� ��*�&,��w  �!��

�,�)!��#�	�%�xb &�� �n��� }#�,����&E���%�cb �n���f[ � �n!
} [.�������

l "
��! � �•�+[ � ������!�* �•�f[.�	�a���)*#����*

�#! � ���o� P
l " gl "

¡
jai hbj ba+

l" + jbi haj bal "
¢ - �����n*����a�����)* ���U�xb �n���^[.� ���.�nm����)�'�#�����)*

��! &k[ ���������)*\�eb !�* �����n���)*[��! [.�����

l "
8�ƒ

l

� ���,!
}
�o\@[.� ���	(�*�����������!��a�?�cb �k`‚�,�9�#���

�o�,�'�����"��� �	�+�x�xt
�a��&nw  �!�� �,�)!������.�	�7[ ���#�

l
���.�$�+���5t�����& ��!
} ��!
�����,��[.����������!

[.�)*#���i��}���&,������!����•�n�_!�*E�•�f[.���a����*�����*>��!%� �
�o�!d P
l0 gl0

¡
balba+

l0 + balba+
l0

¢ - ��� ` !��'�	�)*

�����_�	�,�_�o���'�������eb !�*E���������)*%��!7[.�����

l
���i�$�?���5t�����&i��*E!�*%���������)*E����*���!�*E��!#���'�

[.�����

l0
w{�,�E�#�������,���'!��.�	*7t)���'���58 ƒ�/1*J�,�^[ ��������*7�%����� ���,!
} �����H[ �,�%���U�,�)!����	��()�

�'���'�o�)*����nm��	�,����� �$� �����	� }#�n���	�)*…wo��* ���)*#�'� �n���%�xb ��*����	��()�a�

€

�)�_[.�������"��*7���'�%�	�,�9����!�}

���o&���� ����!#���E���U���,�$� }#�n���	�)* �•�n*��E�xb &, �!•�n�����)* �����	������ƒ_vr�������+&, �!•�n���	�)*J*Cb � �•���%���

�'�)��!#�����)* ���o[.�����\�•��*��U�	�[�����+(�&�*�&,�����0wr�,�+�	�

€

��!������

€

�������\����� �n�������x}
�o[ �n������*��

�'!�������&@[.��*7� �������,� �o�)!�� �	� ��&��'�)!����'��ƒi< �)!#�R���\�����R���,�U�n���f[ �,� ��� gk����mo�,��( �,*

���5t��a��&

¡ sp

�,�'� *�&,()�	��()�x�nm��	�nwK[ �n�	�R��* �o�,!#� �	*7��������!#�	���\�	�[����!�}#�z\@[.� �����_[.� ���

�'���	� }#�n�����)*U�o�)!��i���,*��	�|�,�^[ �
��������� �o�,�'���,� �����$� �x�xt
�a��&nƒ

� / h �!L_SVUzN :J< �A:3E@D X ?CQ >OSY: �cDOB7� :"� �A:3E@D X ?CQ >OSY: �r>+U$#4Qr:

+9*E����*������A\��'�k�	�9���'�)m��z\@[.�i� �

b�#

�

d�b�^o`

�, �

d9d 2!�

� �,�|���i������!#t)�|�•��*����$�?���5t�����&

�'&��'�)*�*•�n*����nw �'!����o�)�'&�� �	*��a���	�n���k[.��*����•��*#�"�	�%t
������ƒ ~ ��� �T�n�	�)�'��!�* ���,!�� ���������)*

�n!�[ � }
�z[ !A[ �•��*#�i�	�-[.�����

l
�#�9�$���x�5t��a��&�ƒ

l

�?�'���'�_\@[.���'�9��&��,�^[.�o�)�����n�	�)�'�N��!��

�����9�����)���9���,!��	��&�� �n���7d

jb; 0i
w

ja; 1i
���

ja; 0i
ƒ

l

�P[ �n�����	�,� �#��*��'����&

¾
��! �'��� �J\@[.�

�,�'� !�*��3[ � ���������

3 £ 3
ƒ•< �)���)*#��d

hbal i = Tr (¾bal ) = ha; 1j ¾ja; 0i = e(t)
v-b �,�'�xwCu.!�*��"�,�)*��'����*���� [ !��a�������a�����n��� t)�����_\,��w‚����� �•�f[.�T&��	�,�,�����	 �!������^[.������}
����&

,

(�*•��*7� �•�n*�� �	�%���5t�����&�ƒ

hjai hbji = Tr (¾jai hbj) = hb; 0j ¾ja; 0i = d(t)



�

���

�3� ��� � � ������� � � � ���$�

�

���
� ������� �3� �
� 	�� � � ���
� �����&� ��� �
����	�� ����������� �����

���

�

Im l Re l

Wv

w0
(k+Gsp)/4

(Wv)cr

k/2

Gsp/2

��� �

�

�

� ������� ��(�
���� $ (�� ��	�	�� $ ��
 ��� � � ��� ����(�� $ ��� $ �
��	�����(�$ ��(��
��(�� $ ��� � �
�"&�
����
� ��� & �
����	 � ���

­ v
�"���"$%	�� &'�
$ ���

· > ¡ sp

v-b �,�'�xw;u !�*�� ���)*#�'� ��*7��� [%!#�������#�������n��� t)�E���_\,��w ���.�����I{��	�.�n���^[ �� �!��E���^[.������}
��ƒ :

�����'���	� ���?�cb &� �!•� ���	��* �����	������w7�)*R��&,���at)�

€

�������	�@[.�,*��N�����N&� �!•�n���	��*��r�eb &,t)�)��!#�����)* ���,�

 �!•�n*�������&,�

d
�,�

e
d

d
dt

e =
³

¡ i! l ¡
·
2

´
e+

­ v

2
d

d
dt

d =
µ

¡ i! 0 ¡
¡ sp

2

¶
d ¡

­ v

2
e

���

­ v

�,�'�|�	�

€

��&� �!��,*��������!g ��m��o��!Rt��	�#��w
��& „_u ��*����'����!��a�����#�	!��r�•�n!#�xƒ +9* ���^[ mo�

�'!�� �#��!
} &, �!��n�����)*�� ���)*7�R�	� �'����!�����!��'�[�,�'�

€

�f[.�	�a� \���� d �	�|�@b �n()��� �#�\�cb &� �!•� ���	��*

�Cb &�t)�)�	!
���	��* ���"�#��!
}  !�

�

�

^ ^a`

�

d�b

���

��^a`

��� � �

b•d

�

�

 

b

�

^

���

d

�

`

�  � � � ��w•���

€

�'&� �!��,*����,�

�#���)���'���

! l

���

! 0

ƒ •��o��* �������	���,� �o�)!�� �'�o[.���	� )•��������*��N���k�x��� ��&��'�)*�*•�n*��

! 0 = ! l

w

����� � }
�o�)����*7���U������������&,���	� ���� �!#���

¸ 1

���

¸ 2

�#! �'���'�_\@[.� �,�)!�����&\���)*7�U��������*���� ���

�xb &� �!•�n���	�)* d

¸ 2 +
µ

2i! 0 +
· + ¡ sp

2

¶
¸ +

µ
¡ sp

2
+ i! 0

¶ ³ ·
2

+ i! 0

´
+

­ 2
v

4
= 0


���!
} �����k�����#��&��'��*7����*7�?���,�	��* �$�>tn������!��|��! ���������'�o[.��*•��*7�

¢ =
³

¡ sp ¡ ·
2

´ 2
¡ ­ 2

v

�

DFX ?CQq>4SY: �cDOB7�

vjb ���'� �	�+�����.� �

­ v > (­ v)cr = j· ¡ ¡ sp j
2

w� �!�� �,�)�'�����'�o�)*�� u !�*#�

€

����m��	�R���

,

�	� }#�n���	�)*H- �)!#u ���,!
} �'���	� }#�n�����)*�� �	�#��*����	 �!��,� 8 �•�n�U�������o�)� � �n! ����!����$�n()��ƒ

l

�,�



�

���

�3� ��� � � ������� � � � ���$�

�

���
� ������� �3� �
� 	�� � � ���
� �����&� ��� �
����	�� ����������� �����

���

�

Pb(t)

0
0

t

1

��� �

�

�

� �

�

����(���� ������	���
��%��� 
�(��
������( 	�� $

�

$�
�+��*� �"���"$ 	

�

��
 ��
 ����&���
�� ��� (�� � ���*� ��� & �
����	 � ���

� �
(�


� }
�o�)����*7���ktn������*7�������)��� d

¸ 1;2 = ¡ i! 0 §
i
2

s

­ 2
v ¡

j· ¡ ¡ spj
2

4
¡

· + ¡ sp

4
l

b &,t)���	!#���	�)*T��![�'���'�_\@[.� &,����*��?��*
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