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Ces notes illustrent le cours donné au D. E. A. de Physique des Solides en 1997-1998.
Elles sont concues comme un cadre destiné a guider la réflexion et le travail personnels des
étudiants. Elles ne prétendent pas étre originales, mais se justifient par le fait qu'il existe assez peu
d'ouvrages a ce niveau intermédiaire. Les étudiants trouveront sans doute plus facile de commencer
a étudier ces notes avant de consulter des ouvrages plus élaborés.

Au début de chaque volume, sont données des références d'ouvrages généraux. Le lecteur
est fortement incité a retourner fréquemment a ces sources originales. 1l y trouvera, en particulier,
les références plus spécialisées indispensables qui, en général, ne sont pas données directement dans
le polycopié. Celui-ci ne doit donc pas constituer une limitation aux recherches personnelles des
étudiants.

Ce cours commence par un rappel des bases de la mécanique statistique élémentaire . Bien
entendu, de nombreuses facons différentes d’ exposer les concepts de base sont possibles. Celle
rappeléeici est particulierement concise, mais ne prétend pas étre la plus pédagogique. Ce chapitre
N’ est en fait pastraité en cours. Il est congu comme unerévision trés rapide nécessitée par le degré
variable d'assimilation au sortir des maitrises ou des écoles. Il ne se congoit qu'abondamment
illustré d'exemples traités en exercices, destinés a expliciter le contenu physique du formalisme.

Le chapitre suivant est consacré a I'éude du modéle d'lsing a une et a deux dimensions. A
partir de la solution exacte de ce probléme, sont introduits des concepts importants dans I'éude des
transitions de phase : fonctions de corrélation, ordre a courte & a grande distance, symétries
brisées, etc.

Cesidées sont discutées de fagon plus générale dans le troisieme chapitre. On y présente
les aspects généraux des transitions de phase, en insistant sur l'importance des propriétés de
symétrie. Puis, on présente la théorie de Landau des transitions de phase et les diverses formes de
I'approximation de champ moyen. Le chapitre V est consacré a un apercu sur les phénomenes
critiques des transitions de phase et une introduction succincte a un traitement au-dela du champ
moyen.

Aprés le premier volume consacré a la théorie générale des transitions de phase, les
volumes suivants exposent une éude plus déaillée de systeémes particuliers, essentiellement dans
I'approximation du champ moyen. S |'on commence par un apercu sur les cristaux liquides, les
polyméres, la percolation, le reste du cours sera consacré aux transitions de phase éectroniques. Ce
choix sejustifie par I'importance historique et conceptuelle du sujet : on n'imagine pas un cours de
physique des solides qui ignorerait le magnétisme des métaux ou la supraconductivité. Toutefois,
méme s les recherches actuelles en ces domaines restent vivantes et importantes, la physique des
solides "traditionnelle" Sest beaucoup diversifiée et enrichie d'activités nouvelles, orientées, par
exemple, vers |'éude de systémes désordonnés ou de ce qu'il est convenu d'appeler la "matiére
molle". On trouvera dans d'autres cours du DEA (Structure atomique de la matiére condensée,
Physique de la matiére molle, Physique de la matiére désordonnée) bien d’ autres exemples d’ études
de transitions de phase que ceux abordés dans les trois volumes de ce cours.
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CHAPITRE |

MECANIQUE STATISTIQUE ELEMENTAIRE

La matiére condensée se définit par la propriété qu'un trés grand
nombre de particules interagissent entre elles fortement. Il n'est pas possible
d'ignorer ces interactions ou de les considérer comme une petite
perturbation, comme on pourrait le faire dans les milieux dilués. Pour définir
des quantités macroscopiques, comme I'énergie libre, I'entropie ou la chaleur
spécifique, il faut, bien sar, faire appel a la mécanique statistique, mais ceci
n'est pas spécifique de la matiére condensée. Ce qui est spécifique, c'est
gu'un nombre macroscopique de degrés de liberté sont fortement couplés.
C'est ce qu'on appelle le probleme a N corps. Nous verrons, dans tout ce
cours, que l'approximation la plus simple de ce probléme consiste a négliger
les corrélations entre particules et a les traiter comme indépendantes. Nous
verrons que ces méthodes de champ moyen ne sont pas aussi brutales et
grossiéres qu'on pourrait le supposer a priori, mais qu'elles s'averent,
souvent, un outil simple et efficace. Notre premier objectif, dans ce chapitre,
sera d'exposer (ou de rappeler) les méthodes de la mécanique statistique
élémentaire. En fait, il existe de nombreuses facons d'introduire la mécanique
statistique. Celle qui est choisie ici n'est certainement pas la plus parlante ni
la plus physique. Elle a le mérite de la concision, mais doit évidemment étre
explicitée par de nombreux exemples d'applications concretes. Ceux-ci ne
seront pas exposés dans le cadre de ce cours, concu comme un rappel.

|- L'OPERATEUR DENSITE.
Un état parfaitement connu est caractérisé en Mécanique

Classique par la donnée des positions et des impulsions des N particules
(dj, pj), en Mécanique Quantique par un vecteur de I'espace de Hilbert ny>.

En Mécanique Statistique, les états sont imparfaitement connus, d'ou la
nécessité d'un nouveau formalisme.

a) - Systemes Quantiques.

En Mécaniqgue Quantique, a chaque systeme physique est
associé un espace de Hilbert. Un état pur, ou "complétement préparé”, de ce
systeme est caractérisé par un vecteur de cet espace de Hilbert.



Dans la pratique, il arrive fréquemment que la préparation ne soit
pas compléte: on ne mesure pas simultanément un ensemble complet de
variables dynamiques compatibles. Dans ce cas, la fonction d'onde du
systeme n'est pas completement déterminée : I'état du systéme est un

mélange.
Soit 1y) > les divers états possibles.

Soit p), la probabilit¢ d'étre dans I'état 1y)>.Nous devons normer

cette probabilité:

2 p, =1 Ou, pour un spectre continu dr P, = 1
A

Soit A une observable:
Ay)>= a) ly)>
Dans le cas d'un mélange, la valeur moyenne de A est donnée par :

<A> = Z p,a = 2 P, <wx|AIWx>
A A

On définit l'opérateur densité du systeme p par :

P=2 P, Y, ><y,)

Cet opérateur présente les propriétés suivantes :
* Trp=1
* <A>S=TrpA
Pour les démontrer, commencgons par constater que

(wa><wal)? = lva><wal
ce qui découle simplement de l'orthonormalité des kets |y)> . Donc,

l'opérateur |y)><y)| estun projecteur. Ses valeurs propres sont 0 ou 1. En
effet lwa><walw> =)0 1wp>

On en déduit : Trp=1 car Triy)><y)l =1, dapres la

relation de fermeture.
Calculons :

TrpA=Tr 2 P, |\|fk><wx|A = Z P, Tr(|\|1x><1|/x|A)
A A
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TrpA= Zp Tr |\|;><1|;|A:zp Tr g ><y 1Ay, ><y |
A AT o AT T T

= %pk <Wx'A'Wx>:<A>

L'opérateur densité permet de calculer la valeur moyenne de toute
observable. Toute I'information sur I'état d'un systéme est contenue dans
p.
Voyons quelques propriétés caractéristiques des opérateurs
densité
p est hermitique d'apres sa définition, compte tenu du fait que les
pj, sont réels.
* V \q>> <¢|p|¢>20
p est semi-défini positif car :

2
Xp, <o <y |e=2 p l<oly>|
A A

* ['inégalité de Schwarz implique :
<0 lwp> 12 < <0l o><yp [y
donc <¢\p|¢>£<¢|¢>
* Un état pur peut aussi étre représenté par l'opérateur densité :
p=ly<y|
Le formalisme de 'opérateur densité traite sur le méme pied les états purs et
les mélanges. D'autre part, il élimine le facteur de phase arbitraire de la
fonction d'onde
p= eld |w><\|;|e'i9 = |\|1><\p|

Evolution dans le temps de p.

Soit U(t,tg) l'opérateur unitaire d'évolution, défini par :
lwty> = U(tto) [wito)>

L'équation de Schrodinger dépendant du temps permet d'écrire une équation
pour U(t,tp) : ihoU/t =HU

dont l'intégration donne, en supposant H indépendant de t :
U= e-iH(t-to)/h

Ceci permet d'écrire I'équation d'évolution de l'opérateur densité :



Jp
ih—=[H,
- [H, p]

Démonstration :
p(t) = % v, > p, <y, )|

= 2U(tt) v, t)> p, <w, t) [U(Lt,)
A

= Up(tg) Ut siles p), sont indépendants de t.

d'ou :
+

in2 p(t) =ih (a_u p(t,) U" + U p(t,) il
ot ot ot
=HUp(to) UT - U p(to) Ut H
Remarque :
Les |Wk> n'ont été introduits que comme intermédiaires de calcul
permettant de présenter la théorie.
A tout systeme est associé un espace de Hilbert. Un état de ce

systéme est représenté par un opérateur densité p linéaire, semi défini
positif, de trace unité.

Adoptant une démarche réciproque de celle utilisée au début de
ce paragraphe, écrivons la décomposition spectrale d' un opérateur p ,
possédant, par hypothése, ces propriétés :

p= > ims> P, <mi
m

ou 1Im> est fonction propre de p et pm la valeur propre positive associée. Les
propriétés de p permettent de déduire que : p, =2 0 et X p,, = 1 . Nous
pouvons donc interpréter les p,, comme les probabilités des kets 1m>.

b) - Systemes classiques.

Soit un systeme de N points matériels, dont la position et
I'impulsion sont (qgj, pj)-

On appelle espace des phases l'espace a 6N dimensions
permettant de représenter par 1 point I'état du systéme a l'instant t.

Ce point se déplace au cours du temps, selon les équations
d'Hamilton :



oH oH
- D =-—

ap, aq;
Au ket de la mécanique quantique, correspond ici le point de l'espace des
phases.
A la sommation sur les kets, correspond l'intégration sur un volume
de l'espace des phase. L'élément de volume doit étre écrit :
N 43 3
1 d'g,dp,

[1

NP 3

q;

dt

Le facteur 1/N! h3N est un facteur de normalisation qu'on obtient par le
principe de correspondance en étudiant le passage de la mécanique
guantique a la mécanique classique.

En mécanique classique, au lieu de prendre la trace sur les états
propres comme en mécanigue quantique, on integre sur l'espace des phases

TrA= 2 <miAim> — | dt A(p,q)

m

Pour décrire un état classique mal connu, on introduit maintenant I'opérateur
p(q,p)défini de la fagon suivante :

La probabilité pour que I'état du systeme soit représenté par un
point a l'intérieur de I'élément de volume dt autour du point (g,p) est p(q,p)
dt. On a évidemment :

<A>= | & p(@,p) A(Q.p)

La condition de normalisation s'écrit :
1= dtp@.p)

Remarque : on s'est affranchi grace a I'opérateur p des moyennes
temporelles qu'on ne sait pas calculer. L'équivalence entre moyenne
temporelle et moyenne spatiale est un probleme délicat. Elle repose, en
réalité sur I'nypothése ergodique.
Hypothése ergodique :

Le point représentatif de I'état du systeme décrit une courbe qui ne
repasse jamais par le méme point. Si on attend suffisamment longtemps la
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courbe remplit tout I'espace. Plus précisément, soit " le volume de l'espace
des phases accessible au systeme compte tenu des contraintes qui lui sont
imposées. Apres un intervalle de temps suffisamment long, le point
représentatif du systéme passera infiniment prés de tout point arbitraire
choisi dans T'. Discrétisons la courbe de fagcon a définir un nuage de points
de densité p. On admet intuitivement que :

T

1
= f(t) dt et <f>={ dt p(g,p) f(p,q)

ont la méme valeur. Les régions ou le point reste plus longtemps sont
représentées par une densité plus élevée. Pour plus de précisions sur
I'nypothése ergodique, voir , par exemple, Toda, Kubo et Saito, Statistical
Physics.

Etudions I'évolution dans le temps de p. Etablissons d'abord le
théoreme de Liouville :

"Le volume d'une région de l'espace des phases reste constant
lorsqu'on suit cette région dans le temps".

Entre les instants t et t+dt, les coordonnées de position et
d'impulsion se transforment selon :

dqj
q - qj(t) + at dt

dpj
P; - pj(t) + at dt

Pour démontrer le théoréeme, il suffit de montrer que le jacobien J de cette
transformation est égal a 1.

Au premier ordre en dt, nous pouvons écrire :
J=det (I +Kdt) ,oulestlamatrice unité

o dg; o dp,
—1+TrKdt—1+(2l,a—qla+a—pja

ou la somme sur j est identiguement nulle, a cause des équations d'Hamilton.

=1

Le volume de l'espace des phases est conservé par la
dynamique hamiltonnienne.
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Ce volume joue le rbéle du nombre d'états en mécanique
guantique.

L'opérateur d'évolution transformant n états orthonormés en n états
orthonormés, on obtient, en mécanique quantique, un théoréeme analogue au
théoréme de Liouville.

On peut, maintenant, déduire une forme équivalente du théoréme
de Liouville :

si la densité p(p,q,t) est connue, on cherche la probabilité que le
systeme occupe un volume Q de I'espace des phases :

P, = pdpdg
Q
A l'instant t', cette probabilité s'écrit :

P,t)=] p'dpdg =] Jp dpdg

Q'
Comme le Jacobien de la transformation vaut 1, on en déduit que :
. dp
p=p , SOt : T 0

ce qui peut encore s'écrire :

dp

—+{p.,H}=0

ot

ou {...... } désigne les crochets de Poisson.

ll- ELEMENTS DE THEORIE DE L'INFORMATION.

L'information que l'on posséde sur un systéme est plus ou moins
compléte. Elle est plus grande dans le cas d'un état pur que dans le cas d'un
mélange.

La théorie de linformation a pour but de chiffrer la quantité
d'information manquante.

L'information manquante est liée au désordre.
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a) - Exemple simple.

Une boule a été cachée dans une boite parmi n identiques. Quelle
est l'information qui nous manque pour savoir ou se trouve la boule ?

Soit I (n) cette information.
La fonction I (n) doit, de toute évidence, vérifier les propriétés suivantes:

-I(@»)=0

-sing>no , I(ng)>1(ny)

- additivité : T (npnp)=1(nq)+1(ny)
Ces propriétés imposent la forme fonctionnelle :

I=k Logn

Une page imprimée comporte N signes. Chaque signe est choisi parmi 100.
Le nombre de possibilités est donc 100N. L'information qu'apporte la page est
donc k N Log 100, soit k Log 100 par signe ; on a supposé que tous les
signes étaient équiprobables . Il faut, si on veut tenir compte de la non
équiprobabilité, généraliser I'expression du manque d'information.

b)- Cas général.

Soient n événements incompatibles de probabilités pq .. pp.

L'information manquante ou l'information qu'apporte la réalisation d'un de ces
événements est une fonction I,(p1 ... pj -.- Pn) . Ou les probabilités pj doivent

étre normalisées: Xpj=1

Pour que la fonction I (n) puisse représenter valablement le
manque d'information, on exige les propriétés suivantes :

- La continuité de I, en fonction des pj
- La symétrie par rapport aux pj

- La croissance de la fonction f(m) = I,y (1/m, ... 1/m)

- L'additivité :
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Soit Aj I'événement de probabilité¢  p; et considérons les
événements B1 et By :

k
B,=U A de probabilité g,
1

n
B, = U A de probabilité g,
k+1

ou I'on a poseé :
q1=p1+ .-+ Pk 42 =Pk+1* - Pn

Si on ne s'intéresse qu'aux événements B1 et Bo le manque d'information est
I2(g1, 92), mais une fois que un de ces événements s'est réalisé le manque

d'information est soit Ik(p1/91,....pk/d1) ; soit I — k(Pk+1/92,-.-.Pn/d2) . les
probabilités pj/qgj étant des probabilités conditionnelles. On exige la propriété

d'additivite :

pk+1 an

_ P1 Py
[Py - Pp) =1,(A,9y) +ay I, q—l q—l +, I, a3,

Cette égalité traduit la propriété que l'information acquise en plusieurs étapes
s'ajoute.

L'ensemble de ces 4 propriétés détermine la forme de Ip.

On peut montrer (nous admettrons ce résultat) qu'alors :
1o, .-p)=-k2pLogp.
J

Remarques :

ce résultat vérifie les propriétés suivantes :
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1-Zpj=1; les probabilités sont normalisées.

3 - a Iy est minimum pour un cas pur.
Eneffet, sipj=1 et pygj=0 , In=0

b) I, est maximum si, ‘v’j . Pj = 1/n . Ce cas correspond a

I'information minimum. Ceci se démontre en utilisant un multiplicateur de
Lagrange. Il faut maximiser I, ,compte tenu de la contrainte de normalisation:

0
0O=—(-AZp)
apj n :

Ces propriétés montrent que I est bien une mesure du désordre. Elle est
minimale en l'absence de désordre et maximale si le désordre est total.

CAS QUANTIQUE.

Si on introduit I'opérateur p dont les valeurs propres sont les pj, on
I:-kz ijogpj:-kTrpLogp
j

I=-kTrpLogp

Dans le cadre de la mécanique statistique on choisit k = 1.38 1023 M K S
pour retrouver les unités de la Thermodynamique.
I s'appelle I'entropie statistique.
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- DISTRIBUTION DE BOLTZMANN-GIBBS

Le probleme a résoudre est celui du choix de p. Un postulat de
nature statistique va nous étre nécessaire.

1 - CHOIX DE p.

Pour choisir convenablement p, il faut tenir compte des
renseignements que I'on a sur le systeme.

- Si on sait que le systéme est dans un des états [m)> ou A est un

entier appartenant a [1,W], ou W est la dimension de I'espace de Hilbert, et si
on ne sait rien de plus, on choisit p tel que :

1
p= z}:, Im, > W <m, |

En effet, on doit admettre que tous les états sont équiprobables car privilégier
certains états c'est attribuer au systtme des propriétés que les
renseignements qu'on possede ne permettent pas de lui attribuer. Dans ce
cas, S=kLogW et le désordre est le plus grand possible.

Souvent on possede sur le systeme des renseignements dont il
faut tenir compte. Les renseignements doivent se classer en 2 familles :

* Renseignements certains :

Par exemple, ce peut étre la donnée du Volume, du Nombre de
particules. Ces renseignements sont pris en compte dans I'hamiltonien et
dans la définition de I'espace de Hilbert du systéeme.

Dans un systeme classique les gj sont limités au volume du

systeme.
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* Renseignements statistiques:

Certaines observables sont connues seulement en moyenne. La
valeur moyenne de constantes du mouvement est fixée (énergie,
aimantation, ...).

Si Xj est une telle grandeur, on doit satisfaire I'équation de

contrainte :

Tr p Xj = <X>

Suivant les cas, certaines grandeurs peuvent étre connues
exactement ou seulement en moyenne. Par exemple, le nombre de particules
peut étre, soit fixé si le systéme est isolé, soit connu en moyenne si le
systeme est en contact avec un réservoir de particules. Ces deux types de
situations doivent étre bien distinguées.

Sachant que certaines contraintes sont imposées a p on ne sait
pas encore déterminer celui-ci. Il faut un principe supplémentaire. Nous
admettrons le postulat suivant :

Parmi toutes les distributions statistiques compatibles avec les
données, on doit décrire le systéeme par celle qui maximise I'entropie.

Ce principe équivaut a dire que le systeme est dans I'état le plus
désordonné possible compatible avec les contraintes.

On peut dire que p ne doit pas contenir plus d'information qu'on en
posséde réellement.

Au cours du temps, un systéme qui n'est pas dans cet état de
désordre maximum (état d'équilibre) évoluera de facon a [l'atteindre.
L'évolution se fait dans le sens d'une entropie croissante.

L'évolution est due a des parties petites et aléatoires du
Hamiltonien du systéme. Ces parties font perdre l'information.
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Réversibilité microscopique et irréversibilité macroscopique :

'y a ici un paradoxe : la contradiction apparente entre la
réversibilité microscopique de ['évolution d'un systeme et l'irréversibilité
macroscopique. A I'échelle microscopique, les phénoménes sont invariants
par renversement du temps. Cela signifie qu'a la suite d'états par lesquels
passe un systéme microscopique w(tj-1), w(tj), w(tji+1) aux instants tj.1 < tj <
ti+1, correspond une suite inversée, y(-tj+j), w(-tj), w(-tji-1) aux instant -tj+q < -
tj < -ti.1' et que cette suite inversée est aussi une solution de I'équation
d'évolution du systeme. Cette propriété d'invariance résulte de la nature des
forces qui régissent [I'évolution des systéemes microscopiques.
Quantiguement, si y(t) est solution de I'équation de Schrodinger :  ih d/dt y(t)

=HO w(t) , V(1) = y*(1) satisfait &;
9 .
ih= w(t) = H*(-0) v ()

Il y a invariance par renversement du temps si:
H*(-t) = H(t)

Cette symétrie de renversement du sens du temps est bien vérifiée a I'échelle
microscopique, quelle que soit la nature de l'interaction entre particules (a
I'exception de [linteraction dite super faible intervenant dans des
phénoménes tres rares).

Classiqguement, si q(t) = {q1(t), d2(t), ... an(t)} est solution des

équations de Newton :

2
dg _d
md—tz- =F{g,q, ttavecq iy

La suite inversée q’(t) = q(-t) satisfait a :
dzqg

m_2 :Fi{q, !'q, "t}
dt
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Il y a invariance par renversement du temps si :
Fi(@. a.t) =Fi(@,-qa, .-t

Il en est ainsi pour les forces qui ne dépendent ni du temps, ni de la vitesse. A
I'échelle microscopique, cette propriété est vérifiée, méme pour la force de
Lorentz F = q v A B, car le renversement du temps change le signe de v,
mais aussi de B car le courant qui lui donne naissance change aussi de
signe.

A I'échelle macroscopique, la symétrie de renversement du sens
du temps semble brisée. L'évolution de la quasitotalité des systemes
macroscopiques n'est pas réversible.

Pour expliquer ce paradoxe, considérons un systeme d'énergie E a
I'équilibre thermique. L'état d'équilibre initial est représenté par une densité
de probabilité uniforme dans un hypervolume €I'1de l'espace des phases
défini par les contraintes imposées au systeme.

Puis on relache une de ces contraintes : par exemple on retire une

paroi entre un volume de gaz et une enceinte vide (détente de Joule).
L'hypervolume TI'q1 va alors se déformer, se ramifier en projetant ses

ramifications dans tout I'nypervolume I'o de l'espace des phases défini par
les nouvelles contraintes. Dans cette déformation le volume de I'1 reste
constant, conformément au théoreme de Liouville. Cependant, cet
hypervolume final I’ ressemble grossierement a une densité uniforme dans
I'nypervolume T'» qui correspond a l'état d'équilibre en l'absence de la

contrainte (sans la paroi).

L'état final apparait donc pratiguement identique a cet état
d'équilibre , si on ne s'attache pas au détail . Par renversement du
temps , on pourrait retourner a I'hypervolume initial , mais cette évolution
est hautement improbable pour un systeme macroscopique.

L'évolution inverse n'est donc pas impossible, elle est seulement
trées improbable. Elle constitue une fluctuation qui, statistiguement n'est
jamais observée.
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En pratique, I'évolution du systeme n'est jamais complétement
adiabatique. Il existe de petites interactions avec l'extérieur qui augmentent

encore la complexité de I'nypervolume final et tendent a le confondre avec
I'>. Elles contribuent a rapprocher I'état final de I'état d'équilibre.
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Le remplacement de I'état final complexe par I'état d'équilibre est
équivalent a I'nypothése de l'existence d'une interaction aléatoire qui déplace
au hasard les points de I'hypervolume T”1 dans I's. L'entropie d'un systeme
isolé est constante, mais en pratique, on doit considérer qu'elle augmente.
L'entropie initiale est S| = k Log I'1. Le théoréme de Liouville implique que
I'état final a méme entropie : S1 =k Log I'"1 =k Log I'1. Il y a conservation de
I'information. Cependant, I'état final n'étant pas différentiable en pratique de
I'état d'équilibre, on doit considérer que I'entropie finale est plutdét So = k Log
I'> et So > Sq. En négligeant les détails qui différencient I'état d'équilibre, on
a perdu de l'information et I'entropie a augmenté. Les petites interactions
avec l'extérieur en ont fait perdre aussi.

L'augmentation apparente de l'entropie peut étre expliquée par le
modéle suivant, a l'aide d'une hypothése stochastique. L'hamiltonien H est
séparé en deux parties :

H=Hg+V

La partie Hg est responsable de ['évolution lente du systeme, et V de

I'évolution rapide et complexe. Les interactions avec l'extérieur figurent dans
V. Cette partie V est supposée étre équivalente a une petite perturbation
ayant un caractere aléatoire. Elle est remplacée par un ensemble statistique

de perturbations :
V1, Vo, ... V...

avec les probabilités pq, p2, ... pj ---

L'évolution n'est plus prévisible. C'est un processus stochastique.
L'opérateur densité a l'instant t est :

p(t) = 2. p p®)

ou _ _
- hL(HO+Vi)t FI(H0+Vi)t
p)= e p0) e

est I'évolution de p correspond a I'hamiltonien Hq + Vj et donnant I'entropie :
S [p®1=S [p(0)]
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La concavité de I'entropie implique :
Slp®1>S[p0)]

Dans ce modele, lI'augmentation de I'entropie résulte de l'introduction d'un
hasard dans I'évolution du systéme. Ce hasard a pour but de mimer la
complexité de son évolution réelle (hypothese stochastique).

2 - DISTRIBUTIONS D’EQUILIBRE.

Pour construire explicitement la forme de p compte tenu des contraintes, il
faut maximiser —k Tr p Log p compte tenu des conditions :

Trp=1 Tr p Xj = <X>

Il nous faut utiliser la technique des multiplicateurs de Lagrange.
Soit :
T=5 —xoTrp-Zi A TrpX,

Remarques.
df(p) = f'(p) dp si p est une matrice. Mais la présence de Tr simplifie
le probleme car
d Tr(f(p)) = Tr f(p) dp
Ainsi : dTrpn=nTrpn-ldp
Dérivons T comme fonction de p et imposons dT/dp = 0

Tr{Logp+2 AX+A +1}1=0
i
p=exp { —Z AXi-h, )
|

ce qui peut s'écrire :
exp - T A X
p=—F— ou Z=Trexp-ZAX
On a cherché une condition de stationnarité pour S. Montrons que S est
maximum

Soient 2 fonctions p et p' satisfaisant aux mémes contraintes :
Trp Xj=Trp"' X et Trp=Trp'=1
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S(p)=—kTrpLog p=kTrp(Log Z + Z Aj Xj) =k Tr p'(Log Z + X Aj X;)
Donc, S(p) =-k Trp'Log p
Donc, S(p') £S(p) , car quels que soient les opérateurs densité p et p'
—kTrp'Logp=—kTrp'Logp'
Nous avons introduit une fonction Z(Aj) qui joue un r6le tres

important. C'est la fonction de partition du systeme. On peut exprimer les
<Xj> en fonction de Z

1 _Z%Xi
X>=TrpX=>TrXe '
d Log Z
<Xi>=_ 09
N

Nous verrons plus loin l'unicité de la solution.

Pour déterminer les multiplicateurs de Lagrange, il suffit d'inverser
les équations précédentes. En pratique, il n'est pas intéressant de le faire :
On préfere travailler avec la fonction Z(;) ou Log Z(j) pour caractériser les
propriétés du systeme (plutot que <X;>).

Connaissant Z(%j) on peut calculer de nombreuses grandeurs

physiques :

2
JZ -2 A X
=Trx;X;e

onan

Donc :

2

d LogZ 0<%>

AN

Ces grandeurs représentent les corrélations des constantes du mouvement
et leurs fluctuations.

<Xi Xj> — <Xi> <Xj> =

Remarque 1: La matrice d'élément <X; Xj> — <Xj> <Xj> est définie positive.
en effetici Zci ¢ (<X X>—<X><X>)

ij
2
i i
La fonction Log Z(2j) est donc une fonction convexe des variables A, ce qui

montre que la solution des équations :
dlLogZz

oA

= - <X;> est unique.
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Remarque 2 : A I'équilibre, on peut calculer S
S=-kTrplLogp
=k Trp (Log Z + £ Aj Xj)

olLogZ

S:kLogZ—kZ A
i ,

|

Cette formule, jointe a celle donnant <Xj>, permet de trouver un résultat tres

intéressant qui est a la base de toute la formulation statistique de la

Thermodynamique.

Considérons un déplacement de ['équilibre, c'est-a-dire une
variation infinitésimale d <Xj>etdoncd A j:

dS = k(d Log Z + Z Aj d <Xj> + X <Xj> dAj)
Il vient finalement, puisque :
dlogZ=-2 <X>dX
i

dsS =k XA d<X>
i

Ce résultat montre que les variables naturelles de S sont les <Xj> et que les

Aj sont les dérivées partielles de S/k par rapport aux <X;>:
0S

d<x>

Cette formule nous permet de comprendre le sens physique des
multiplicateurs de Lagrange Aj.

On a aussi :

0S
klogZ=S - ZI, XTos

Cette formule montre que k Log Z est la transformée de Legendre de S.

Cette transformation ne fait perdre aucune information.
Enfin :

2
9S oA
=k !
J<X>d<X>  9<X>
S, en tant que fonction des <Xj> est une fonction concave. La matrice

2
J0S
0 <Xi> 0 <Xj>

est définie négative.

3 - ENSEMBLES CANONIQUES.
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On peut expliciter les résultats généraux dans des cas particuliers
rencontrés fréquemment, et particulierement utiles pour I'étude des systemes
physiques.Considérons les trois constantes du mouvement :

H  énergie

N  nombre de particules

V  volume du systeme.

1) Si H, N, V sont fixés exactement, on dit que l'opérateur p caractérise un
ensemble microcanonique. Etant donné que les états d'énergie dans le cas
d'un grand systeme sont discrets et trés proches les uns des autres, on ne
peut en fait fixer H que dans l'intervalle [U, U+ A U]. On a donc :

o1
= m>—<m
p= 2 Im>z<m|
ou la somme est prise sur l'intervalle U <Ep<U+AU
S=kLogW

W dépend de U, N, V, mais cette dépendance n'est pas explicite.
S 0S 0S

o ' N ' v
définissent les variables conjuguées de U, N, V relativement a S. Ces
variables n‘apparaissent pas dans la distribution d'équilibre microcanonique.

2) Si N et V sont fixés exactement et H en moyenne, la distribution est
canonique

TrpH=U
donc :
1 _H
P—Z—Ce
avec Zc=TreBH Zc=2Zc (B)
dLog Z,
B
S(U)=kLogZc+BkU
0S
3~ kP

L'énergie étant fixée en moyenne, on peut calculer les fluctuations de
I'énergie autour de la valeur moyenne:
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2
, dlLogZ, k
<H-U)>= —
o 9IS
ou?

3) Si V est fixé exactement et que H et N ne sont fixés qu'en

moyenne, la distribution est grand-canonique:
— BH-AyN
e

p=——F—"
ZG

_ -AgN - AN - BE(N)
Zs=Tre BHe N:Ze N Ze PEm

N m
olLogZ d0lLogZ
—————G:—U —————G:_N
B d Ay
1 os 1 ds
S=kLogZg+kBU+kA N B:?a_u xNz?a_

4) Si N est fixé et H et V connus en moyenne, la distribution est
iIsotherme-isobare:

— BH-MV
e

PET7
WY _
Z:J dv e v Tre PH

C'est la transformée de Laplace de la fonction de partition canonique.
Nous n'avons pas encore reconnu les grandeurs physiques que
représentent les multiplicateurs de Lagrange. Nous montrerons que :

ou T est la température, u le potentiel chimique et p la pression.
Tout ce qui a été dit dans le langage quantique est valable en
Mécanique Classique :
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Prenons I'exemple du Gaz parfait : les particules sont sans interactions.

2
_y P
H—Zj [5+ V() ]

Y
1{vVv B
_ 3 2m
Z—m h_3 dpe
. W (an)SN/Z
hNNEL B
d'ou
3 -3/2 2
_h¥2mm Bp
PEVIS ) P om

C'est la distribution de Maxwell. Cette distribution permet d'obtenir les
propriétés du gaz parfait et d'identifier par la suite température thermodynamique et

température du gaz parfait.

IV - GRANDEURS THERMODYNAMIQUES:

a)-Travail et Chaleur:

Pour qu'un systeme échange travail et chaleur avec le milieu extérieur, il faut
qu'il ne soit pas isolé. Dans ce cas, son énergie interne U = Tr pH varie.

La variation de U est la somme de deux termes
dU = Tr(dp) H + Tr p(dH)
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Si on choisit la base des états propres de H :
Him>=Empim>
p commutant avec H, on peut écrire :
du =Y, (dp,) E, + 2 p,, dE,
m

Le contact avec le milieu extérieur a deux effets :
xune modification des probabilités
xune modification des niveaux d'énergie
On appelle Chaleur , la quantité définie par :

dQ= Y. E_dp, = Tr(dp) H
m

On appelle Travail , la quantité définie par :

dw=2 p, dE_=TrpdH
m
Au premier ordre en perturbation dEp, = <midHim>.

Analysons l'expression du travail :
H est fonction de paramétres &

dH = % F A&
Les forces généralisées F, sont des observables conjuquées des variables & .

Exemples: si £ =g , champ de pesanteur, la "force conjuguée" est :

F:mZzi
i

si £ =B , champ magnétique, la "force conjuguée” est :
F=M [aimantation
De facon générale, I'expression du travail élémentaire est de la forme :
dw=TrpdH =2, <F > de_

o
ou <Fy> estla "force moyenne généralisée"

et d§y le "déplacement généralisé"
Ainsi, si H dépend de V (par l'intermédiaire du potentiel traduisant I'existence d'une
boite de volume V), on appelle pression la quantité définie par :
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Passons a la chaleur :

Au cours d'une transformation élémentaire, elle est définie par
dQ=Tr[(dp) H] BdQ=d(Tr pp H)—Tr pp dH
=d(BTrpH)+1/zd TreBH
BdQ=d(B U)+dLogZ

donc : dS=kBdQ
Par analogie avec la thermodynamique classique, on posera :
B=1/KT

On peut montrer facilement que B est une mesure de la température en
vérifiant que deux systemes en équilibre "thermique" ont leurs B égaux

Démonstration classique.

Soient deux systemes, d'énergies U1 et Uo et d'entropie Sq et Sy . La

réunion des deux systémes couplés forme un systéme isolé.

Up+Up=Cte duq +dus =0
S1+S2=S dS1+dS»=0

Sdoit étre maximum a I'équilibre.
Donc,

t 2 du, =0
T )

DouT1=T»

Démonstration microscopique.

Mettre en contact deux systémes, c'est les coupler par une interaction faible

1 -B4H1
p,=5¢€
1 Zl

1 -BoHy
pZ:—e

Z,
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Apres couplage, H1 et H» ne sont plus des constantes du
mouvement, mais H = H1 + Hy +V

L'opérateur densité du systéme couplé est :
p = e—PH avec B = L/kgT, ou T est la température d'équilibre du
systeme couplé.
Si V est une petite perturbation :

H=Hy +Hy
Z2=712
T R (G
p = ——— g - —028
ZZ, Z,Z,

T1 et To étant les températures des deux systemes.

Ce qui implique B1=pB>

Remarque 1:
Si H n'est pas borné (cas usuel), B doit étre positif pour que p soit définie.
Si H est borné, B peut étre négatif.

Remarque 2 :

Comme nous l'avons souligné dans le paragraphe 3, l'irréversibilité a pour
causes les perturbations aléatoires de I'hnamiltonien. Si p était parfaitement connu,
on aurait :

Slp(®] = S[p(0)]
b)- Les potentiels de la thermodynamique.

1) Entropie :
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Si I'énergie, le volume, le nombre de particules sont exactement connus, le
systeme est isolé et on doit utiliser la distribution microcanonique :

S=SU,V,N..)
2) Energie libre :

Si le systéme, supposé fini, est en équilibre thermique avec un autre
systeme, supposé infini (thermostat), dans ce cas, I'énergie n'est fixée qu'en
moyenne, et on doit utiliser :

F=F(V,T,N..)
dite "énergie libre" du systeme et définie par
F=U-TS

Nous pouvons écrire:
F=-1BLlogZ. ou Z.=TreBH
Analysons ceci.
Soit (S1) le systeme fini décrit par I'hamiltonien Hq
(S2) le systéme infini décrit par I'hamiltonien Ho.
Le systeme (S) = (S1) U (S2) , formé par la réunion de (Sq) et de (Sp) est

isolé. On le décrit par la distribution microcanonique :

Y 1

P1o= |[m; m,> W <m; m,)|

Pour calculer l'opérateur densité p1 du systeme (Sj), il faut connaitre la trace
partielle sur les états de Ho :

Py = 2 |m1> pml <m1|
my

1
avec pm:V—VZ 1
[

ou les états | sont les états propres du systeme (S») dont I'énergie est comprise dans
l'intervalle :

U-Em <ElLb<U-EM; + AU
Pm est proportionnel au nombre d'états de (S») d'énergie comprise entre U — Eq™M et
U - E{™M +AU, c'est-adire la fonction de partition microcanonique W» de (S»)
calculée pour I'énergie U - E{M :

W> = exp So/kp
Donc :

Pm = /W exp 1/kg S (U -E;M)
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Passons a la limite ou le volume de (S») tend vers l'infini. En négligeant les termes

d'ordre supérieur :

1 1 IS, m
pm:W exp @[SZ(U) — W El :|
:%exp— BET
ol on a posé :
1 BSZ(U) Sz(U)
[3=k—B 50 et Z=Wexp - kB

* Le systeme 1 est décrit par une distribution canonique.
* Sa température est fixée et égale a celle du réservoir.
* Son énergie fluctue ; elle n'est fixée qu'en moyenne.

Du point de vue thermodynamique, si la bonne variable est U, le potentiel
thermodynamique pertinent est S(U). Si, au contraire, on préfére la variable

conjuguée :
1 0S

T ~oU’
il faut utiliser la transformée de Legendre :
U

F
T T

On généralise facilement ces résultats. Si, au lieu de V, on veut introduire
la pression :

__0S
p_T8—\7
on considerera :
S_EJ_+E\_/:_E
T T

ou G est I'enthalpie libre.
Historiguement, on n'a pas introduit les transformées de Legendre de S,
mais celle de U :
F=U-TS G=U+pV-TS
3) Potentiel chimique.

La variable o = — AN, conjuguée du nombre de particules du systeme par

rapport a l'entropie, joue, pour les échanges de particules, un r6le analogue a celui
de la température pour les échanges d'énergie. Cette variable s'introduit directement
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dans l'ensemble grand-canonique comme un multiplicateur de Lagrange. Dans
I'ensemble canonique, elle apparait comme une dérivée partielle de —Log Z; :

o= J Log Z (B, V, N)

~ON
En thermodynamique, on introduit traditionnellement la variable :

=5, ),

qu'on appelle potentiel chimique.

De méme que — pdV représente le travail des forces de pression lors d'une
variation de volume, pudN joue le réle d'un travail qui serait associé a une variation
du nombre de particules : u est le travail recu par le systeme si on introduit une
particule supplémentaire.

Si deux systémes (a) et (b) , faiblement couplés (déja a la méme
température), peuvent échanger des particules (de type i) , leur équilibre est
caractérisé par I'égalisation des potentiels chimiques correspondants :

mi@ = pib)

De méme qu'un thermostat est un réservoir d'énergie, un grand systéme a
I'équilibre, pouvant céder ou absorber des particules, se comporte comme un
réservoir de particules (et d'énergie), qui impose aux systemes mis en
communication avec lui son potentiel chimique (et sa température).

4) Grand potentiel.

Si on désire remplacer, dans la caractérisation de I'état d'un systeme, a la
fois I'entropie S et le nombre de particules N par leurs variables conjuguées par
rapport a I'énergie, c'est-a dire la température T et le potentiel chimique , il convient
d'introduire le potentiel thermodynamique Q associé a ces nouvelles variables,
défini comme la double transformée de Legendre :

Q(T,u,ia): U-TS — uN
= F_l-'lN

C'est le grand-potentiel, de différentielle :
dQ=-SdT-Ndp+, <X >dg

o
A I'échelle microscopique, le grand potentiel s'exprime a l'aide de la grande fonction
de partition :

QT, 1,8 ) =—kgT Log Z(B, o, § )



33

Tableau des potentiel s thermodynamiques

thermodynamique

S(U,V,N)=k Ln W

F(T,V.N)=- kT Ln %

TV, )=-kT LnZ

variables U,V,N T,V, N T,V, u T,p,N
Ensemble Microcanonique Canonique Grand-canonique Isobare-1sotherme
fonction _ —-BH _ BH-uN)| [ B H+pV
de partition W Z . =Tre Z5-Tre ) dvTre
] i 5 ieli grand potentiel ieli
potentiel entropie énergie libre enthalpie libre

d6(TpN)=-kTLnZ
b i

relation
avec l'entropie

F=U-TS

Q =U-uN-TS

G=U+pV-TS

différentielle

dS=
(dU- 1dN + p dV)/T

dF =
-SdT - pdV + WdN

aQ =
SAT-pdv - Ndp

dG =
-SdT +pdV + N

V - EXEMPLES SIMPLES.

Il conviendrait, pour expliciter le contenu physique du formalisme exposé
dans ce chapitre, de l'illustrer de nombreux exemples concrets. Ce n'est pas l'objet
de ce cours, qui se conc¢oit comme un rappel. On se limitera dans ce paragraphe a
deux exemples trés simples qui nous seront utiles dans la suite du cours. L'étude
des gaz quantiques sans interaction, autre exemple simple important, fera I'objet du
paragraphe VI.

1) Fonction de Langevin.

Soit une assemblée de grandeurs vectorielles, toutes identiques, sans
interaction, placées dans un champ extérieur uniforme et couplées a ce champ par

le terme

Ce peut étre le cas de moments magnétiques dans un champ magnétique uniforme,

H=-2 E.p,
|

ou de dipoles électriques dans un champ électrique.

On se propose de calculer la valeur moyenne thermodynamique <p> a la

température T en fonction du champ extérieur E.
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Nous ferons le calcul & 3 dimensions. Le vecteur p a pour longueur p. Nous
devons calculer la fonction de partition canonique:

_ 2
ZC:Je "[Tadp]” - p? dp,
|

On passe en coordonnée sphériques :
Px =psinésingd py:pcosesinq) , pz = p cos ¢

en prenant I'axe des z selon E, 0 variant dans l'intervalle [0, 2 t] et ¢ dans l'intervalle
[0, m].

1

sh BEp
Z.=2n | exp BEpudu=4rn
PEp
-1
La valeur moyenne s'obtient en écrivant :
dLog Z,
<p,>=<pcos¢>=p
’ dB Ep

Soit : <p,>=pL (BEp)

:p[cothBEp-B—é—[—)]
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<p >
, A
p _______________________________________
>
BEP
Variations de lafonction de Langevin .
Applications :

Ce calcul simple donne directement :
* La théorie de Langevin du paramagnétisme : On obtient la loi de Curie.
Dans la limite B E p — 0, l'aimantation M d'une assemblée de moments magnétiques
sans interaction, dans un champ magnétique extérieur H, suit la loi de Curie
M = (C/T) H.
* Elasticité d'une macromolécule :

On considére une chaine de N monomeres libres de tourner les uns par
rapport aux autres. L'angle du chainon i avec la direction x est ¢;.

La longueur de la chaine est :

N
I:Z acos ¢
i=1

Si on applique une tension t aux extrémités, I'énergie de tension est t |.



36

Le calcul est identique au précédent :
<>=Nal Bta)

Ce qui veérifie la loi de Hooke, dans le domaine de la réponse linéaire fta — 0.
o<I> N a’
ot ~3kgT

2) Assemblée de spins quantiques sans interaction :

On définit m = gug Sz, ou ug = (eh)/2mc est le magnéton de Bohr et g le

facteur de Landé.
S; est la composante selon I'axe des z d'un spin J. S, peut prendre les

valeurs :
S;=-J3J, -J+1,..,J
La fonction de partition canonique s'écrit :
+J N
ZC:E exppPMB ou M:Zmi
S,=J i=1
+J N
=[2J expBg Mg BSZ]
On utilise
+n 2n X2n+1 1
Z K= x" 2 X" =x"
k=-n p=0 x-1
+i - +i)
™z M3
— X -
T NET7)
X - X
D'ou

1 N
, sh > Bogug(23+1) B

C

1
sh > BougB
On en déduit I'aimantation moyenne :

20
<M>:kBTa—BLogZC:NguBJ B, (BgugJIB)

ou Bj (x) est la fonction de Brillouin d'indice J

B _2J+1 th2J+1 1 thx
J(X)__ZJ co =7 X-Z—Jco >3

Pour des spins 1/2 :
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B 1/2(x) = th x
Pour des spins classiques, si J — o
B o)=L (x)

Le comportement a l'origine est linéaire :

<1 5 _J+l
X VE 37 X

VI GAZ QUANTIQUES SANS INTERACTION

Dans ce paragraphe, nous étudions les propriétés d'un gaz quantique
sans interaction. Ceci nous servira de premiere approximation pour décrire les
électrons dans les métaux, ou I'Hélium liquide ( fermions dans le cas de I'He3,
bosons dans celui de I' He# ). On peut étre surpris, & premiére vue, qu'un modéle
aussi simplifié puisse étre utile dans l'étude de la matiere condensée, ou les
particules interagissent fortement entre elles . La justification réside dans I'utilisation
de I'approximation de champ moyen : on traite le probléme d'un fermion soumis au
champ moyen des autres fermions, c'est a dire un probleme de particules
indépendantes placées dans un champ extérieur. Nous discuterons plus loin dans
ce cours les conditions de validité de cette approximation, les conditions de
cohérence interne du calcul ( le champ appliqué est ici le champ moyen des autres
particules, qui, en fait, est déterminé a partir de la solution recherchée ) et les
conséquences qu'elle entraine. Nous discuterons plus loin la véritable justification
d'une telle approximation dans le cas des électrons dans les métaux ou de I'Hélium
3 dans le cadre de la théorie de Landau des liquides de Fermi.

Pour de tels gaz quantiques sans interaction, le principe de Pauli
détermine des propriétés tres différentes de celles du gaz parfait classique.

PRINCIPE DE PAULI.

Si un systeme est contitué de N particules identiques, les seules fonctions
propres physiquement admissibles sont :
- soit symétriques par permutation, c'est-a-dire que pour toute permutation P
v (P, P2, ... PN)=wvw (1 2, ...N)
On appelle bosons les particules correspondantes.
- Soit antisymeétriques par permutation, c'est-a-dire que pour toute permutation P
v(P1, P2, ... PN)=(-DPwy (1,2, ...N)
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ou (-1)P est la signature de la permutation (+ 1 pour une permutation paire, -1 pour
une permutation impaire).
On appelle fermions les particules correspondantes.

L'espace de Hilbert des états de N particules identiques EH(N) est donc
réduit, soit a un espace de fonctions symétriques, soit a un espace de fonctions
antisymétriques. L'opérateur densité est évidemment invariant par permutation. A
I'équilibre canonique, on aura bien :

p=(exp- BH)/Z ,
mais la fonction de partition Z se calcule maintenant en ne retenant que les états
propres totalement symétriques ou antisymeétriques de H. On doit donc effectuer une
énumération d'une base d'états propres de I'hamiltonien dans le sous-espace des
états symétriques ou anti-symétriques de EH(N) et calculer les énergies propres

correspondantes.

REPRESENTATION EN NOMBRES D'OCCUPATION.

On deéfinit I'espace de Fock, espace de Hilbert Epj formé par somme
directe des espaces de Hilbert En(0), EH(D), .., EH(N) .. a0, 1, ... N, ... particules

indiscernables, Fermions ou Bosons. On cherche une base de cet espace qui
permette de classer commodément les états du systéeme de particules sans
interaction considéré, en évitant les complications dues a la symétrisation ou
I'antisymétrisation des fonctions d'onde.

On part de EH(l) espaces des états a 1 particule et on choisit pour base
de EH(@) les états propres du hamiltonien & une particule H(1), {|g>} de valeurs
propres gq . A partir de cette base, on construit une base de EH(N) en formant une
combinaison linéaire symétrique (bosons) ou antisymétrique (Fermions) de produits
[g1(P(1)> [g2(P(2)> ... |aN(P(N)> ou P(1) .. P(N) est une permutation des N
particules.

En réalité, a cause de la symétrie (ou l'antisymétrie) il n'est pas nécessaire
d'énumérer les N particules en spécifiant pour chacune dans quel état |[q > elle est
placée. Il suffit d'énumérer I'ensemble des états |g> dans l'ordre standard en
précisant pour chacun s'il est vide, ou s'il est occupé par une ou plusieurs des N
particules.

Ainsi on est amené & caractériser le vide, seul état de E(0) en disant que
tous les nombres d'occupation ng sont nuls. Un état de EH(l), a une particule, est

décrit en spécifiant quel est le nombre d'occupation non nul. Le ket est noté :
0,..0, ng =1,0..0>
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en énumérant dans l'ordre standard les nombres d'occupations, tous nuls sauf ng-

Ceci s'étend facilement a des états a N particules, ou N est quelconque.

Pour des fermions, tous les états occupés doivent étre distincts de sorte que les
nombres d'occupation Ng nhe peuvent prendre que les valeurs 0 ou 1. Pour des

bosons, ces nombres d'occupations ng peuvent prendre toutes les valeurs entiéres

non négatives. On construit ainsi la base de Fock, dont les états sont notés :

N1, ..., ng ...>
caractérisés par la donnée des nombres quantiques n1, ... ng .... Contrairement a la
représentation des états en termes de fonctions d'onde, elle ne nécessite pas
I'utilisation de coordonnées pour désigner les particules. Le caractere de symétrie
ou d'antisymétrie des fonctions d'onde est automatiquement pris en compte par la
définition méme du ket et par I'ensemble des valeurs que peuvent prendre les

nombres d'occupation.
On peut également definir 'opérateur nombre d'occupation ng dont les

états propres sont les états de la base de Fock, avec pour valeurs propres Nng =0 ou
1 pour des fermions, ng =0,1,2..pour des bosons.

L'opérateur nombre de particules est leur somme :

N=an
q

De méme, le hamiltonien de particules sans interaction s'écrit :

H =Zeqnq
q

Ces deux opérateurs sont diagonaux dans la base de Fock avec pour valeurs
propres, respectivement

an et Zeq Ng
q q

La représentation en nombres d'occupation et I'emploi de I'ensemble
grand-canonique apportent une grande simplification. Le hamiltonien dans la base
de Fock est une somme de termes maintenant associés chacun a un état q a une
particule. Ces derniers sont discernables, a l'inverse des particules, et ils se
remplissent indépendamment les uns des autres (alors que rajouter une particule
modifie nécessairement ['état des autres a travers la symétrisation ou
I'antisymétrisation).
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Ainsi l'opérateur densité grand-canonique, se factorise en opérateurs
élémentaire
pq = (exp-PB(eq - 1) ng) Zg.

agissant chacun dans un sous-espace q de I'espace de Fock.

FONCTIONS DE PARTITION GRAND-CANONIQUES.

H et N sont diagonaux dans la base de Fock. En tirant partie de la
factorisation des contributions de chaque état g, la fonction de partition grand-
canonique s'écrit :

ZG: 2 exp-B%/(eq/nq/ -un

)
(ng) :

q

n
=X M) ™= 2 x'x .
{ngt af {nghod g}
n
=IT (2 x™" o X =exp-p(e -u)
q nq q

Pour un systéme de bosons :

n 1
z.=Il¢ 2 xH=Il———
q nq:O,l...oo q )

1-e

Pour un systeme de Fermions:

-Ble -1
zo=Ila+xy=Ila+e ")
q q

D'ou les statistiques de Bose-Einstein et de Fermi-Dirac respectivement.
La valeur moyenne fq du nombre d'occupation de l'état g est appelé

facteur d'occupation. Il caractérise la maniére dont cet état est rempli a I'équilibre
thermique. On le calcule en écrivant :
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fq =<n q> = Trq( pqnq)

= J Ln Z
I G
Basq
8 +1
1 2 (gg— M)
fi=-— — Ln[1+e | ]
Boe q
q
c'est-a-dire :
BE 1 FD 1
& e E R
€ -LU € -U
e d -1 e a +1
Le grand potentiel s'exprime en fonction des fq
1 1
= e — =4+ — +
Q_ BanG + B% Ln (1+1)
Ainsi que le nombre moyen de particules :
N=<N >:Z fq
q
I'énergie interne :
U=<H >:Z e f
q 9@
I'entropie :
1
S:?(U-W-mN):-szq,{fq Lnf £ (1 @) fyLn (1£f)}

Le facteur d'occupation est essentiellement positif ou nul. Si on prend I'énergie du
fondamental pour origine des énergies, la condition fq >0 implique pour des

bosons u <0 a toute température. Pour des fermions, siT — 0, u> 0.

LIMITE DES GRANDS VOLUMES. DENSITE D'ETATS.

Les fonctions thermodynamiques s'expriment comme des sommes sur les états g a
une particule de fonctions ¢ ( eq ) des énergies propres eq - Dans la limite ou la

taille du systéme devient infinie, le spectre devient un continuum
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2oE) - [daD(e) 30
q

Vo> o

ou D(e) est la densité d'états a une particule : D( €) de est le nombre d'états q dont
I'énergie gq est comprise entre e et € + d e . Sa connaissance remplace, dans

la limite des grands volumes celle du spectre des états a une particule. D ( €) ne

dépend que du hamiltonien & une particule H(1): En pratique, il n'est pas nécessaire
de partir de la fonction de partition Zg . Les fonctions thermodynamiques

s'expriment toutes au moyen des fq et des eq - A la limite des grands volumes les

formules précédentes deviennent :

N =Jf(s) D(¢) de

U= J'f(s) D(e) ede

@

=+ %J Log (1 + f(e) ) D(e) de

En général, le nombre moyen de particules N est connu. La premiere relation
permet alors de calculer p .

Pour des particules libres enfermées dans une boite de volume V, on
calcule d'abord la densité d'états dans I'espace des k. Les conditions aux limites
imposées aux composantes K y , k y k z nous donnent un état par €lément de

volume:

2t 2w 2% )
Ok Ok ok =— x —x — , soit D (k) =
X y V4 L L

Lx y z (2m)

3

Pour obtenir D (g), sachant que & = h2 k2/2m
4nk2D(K)dk=D(e)de
312
vV  (2m)
D(S) = — 3 \/;
(4m) 0

Quand on tient compte du spin s de la particule, il faut multiplier cette expression
par 2s+1 quand les gq sont indépendants du spin.
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GAZ DE FERMIONS. APPLICATION AUX ELECTRONS DANS LES METAUX.
Le facteur d'occupation pour des fermions, ou facteur de Fermi, varie de la

facon suivante :
kT

FC el -—>»

| ~

>
18 €
La courbe est symétrique autour du niveau de Fermi u : un changement
de signe de I'énergie gq - M mesurée a partir du niveau de Fermi transforme fg en
1- fq . Ceci traduit une symétrie entre trous et particules : Ng est l'opérateur nombre
de particules, alors que 1 - ng est I'opérateur nombre de trous dans I'état gq. Alors 1 -
fq est le nombre moyen de trous dans cet état.

Un métal est un solide dans lequel un certain nombre d'électrons se
déplacent librement dans l'espace, donnant lieu aux propriétés de transport des
métaux (conductivités électrique, thermique, etc ..). Le potentiel auquel ces
electrons sont soumis, de la part des noyaux et des autres électrons du solide, peut
étre remplacé, en premiére approximation, par sa valeur moyenne dans l'espace,
constante a l'intérieur du solide et tres grande a l'extérieur (champ moyen). Dans
cette approximation, les propriétés des électrons de conduction d'un métal sont
décrites par un modeéle de gaz de fermions sans interaction. Il suffit alors d'appliquer
les formules ci-dessus pour des fermions de spin 1/2.

Ainsi pour des métaux alcalins (1 électron de conduction par atome), la
relation entre N et u permet de calculer pg , I'énergie de Fermia T =0,

uo h2 2N 2/3
Brn =)
V

Soit typiguement 35000 K. Ainsi, on a toujours dans le domaine de stabilité de la
phase solide T << Of (kg T << ). Le gaz d'électrons est toujours presque

compléetement dégénéreé.
Mais la vitesse des électrons au niveau de Fermi vg est tres grande:

VE =(2k 6 /m)1/2 ~ 106 m s-1,
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C'est une conséquence du principe d'exclusion de donner aux électrons
une vitesse caractéristique trés grande, méme a température nulle; Il faut empiler les
électrons sur des états d'énergie de plus en plus élevée.

Une deuxiéme conséquence est que seuls participent a la modification de
I'état du gaz sous l'effet d'une perturbation (petite devant ) les électrons dont
I'énergie est tres voisine du niveau de Fermi.

Comme on est toujours dans la limite T/ << 1, on va utiliser un développement

de la fonction de Fermi :
2

T 2
f z0(u - - —(kT) o(e -W) - ...
Q=0 -e) - =(KT)" 8e, - )
D'ou I'expression du nombre moyen d'électrons en fonction de  :

2V 8 v 1 3/2
N=———Jd3kf =2r 3—3(2m)3/2u
2n)’ h

T V / -1/2
s em’? kn)’u
3 h3

Ce qui permet de calculer un développement de u en puissances de T:
2

T T2
=k [1-—(—) -....
p=ko [1-— (eF) ]

L'énergie se calcule de la méme facon :
2

3N [1+5n (T)2+ ]
=—Ng¢ — (-
5 F 12 6

ol eg=koO =p(T=0).

Pour calculer le grand potentiel Q, on commence par intégrer par parties :

Q:%JLn [ 1-f(e)] D(e) de

)

8tV
Q=-—= J dk (hk)"f
3 q

3

m(2n) J,
16n V 2 ° \Y
T 3/2 5/2 2m 3/2 2 1/2
Q=-——(2m) p --——(2m) (k;T) u
15 h3 3 h3

Ce développement permet de retrouver le nombre de particules N par dérivation par
rapport & W, ainsi que l'entropie :
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S =- éa-? - 4—;— Voem)? Pkokg0 )"
h
et I'énergie interne :
U= Q+ uN+TS=-3Q/2
On en déduit la capacité calorifique :

2
0S V mk 2N L3
CVZ 8_T = ; 3w V T
N 3h
=T ol y=k2 D(eg)/3

La capacité calorifigue des métaux contient donc une contribution linéaire en
température, provenant des électrons de conduction, le coefficient vy étant
proportionnel a la densité d'états au niveau de Fermi y ~ D(eg) . Cette contribution,
masquée a température ordinaire, devient dominante a basse température. Cette
expression fournit un bon ordre de grandeur des chaleurs spécifiques électroniques
mesurées pour différents métaux. Dans certains cas des écarts importants par
rapport a la valeur obtenue par ce calcul tres simple sont observés. Il faut adopter un

modele plus réaliste . Dans un métal réel la densité d'états électronique différe de
celle d'une particule libre dans une boite. Mais dans ce cas, la relation entre C,, et

D(eg) donnée ci-dessus reste valable :
Cy =(kp2/3)D(F) T

Pourtant, dans certains cas, cette formule devient fortement approchée, méme si

on utilise la densité d'états au niveau de Fermi réelle. L' écart provient alors de

I'approximation qui consiste a négliger l'effet des interactions entre fermions.
C'est notamment le cas de certains métaux : les métaux presque
magnétiques (Pd, Niz Ga, etc ..), les "fermions lourds" ou la chaleur
spécifique peut étre 102 fois plus forte que celle de fermions sans
interaction, mais aussi celui d'un systeme de fermions fortement corrélés
comme I'Hélium 3 liquide & basse température.



CHAPITRE Il

TRANSITIONS DE PHASE - GENERALITES

MODELE DE LANDAU

|- GENERALITES.

1 - INTRODUCTION.

Prenons un exemple bien connu, I'eau et ses diverses phases :
solide (glace), liquide, gaz (vapeur) qu'on peut distinguer dans I'expérience
qguotidienne. Les transitions d'une phase a l'autre qu'un changement de
température permet d'observer sont tres familieres :

- gel (dégel) : transition solide-liquide
- ébullition (condensation) : transition liquide-gaz
- sublimation : transition solide-gaz.

Ce qui caractérise ces transitions, c'est le changement qualitatif, la
discontinuité des propriétés : une petite variation d'un parametre (température,
pression ...) déclenche une modification qualitative spectaculaire.

La physique de la matiére condensée est tres riche d'exemples de
telles transitions : citons les transitions magnétiques, ferroélectriques,
superfluides, supraconductrices, démixion de mélange, ordre-désordre dans les
alliages, mésophases des cristaux liquides, etc ...

Pour un systeme donné, on fait varier un certain nombre de
parametres (température, pression, champs extérieurs, etc ..) pour mettre en



évidence les diverses phases du systéme et en explorer les domaines
d'existence, et on consigne les résultats sur une carte : un diagramme de
phase.

Pour fixer quelques idées, considérons trois diagrammes de
phases particuliers :

(e Te)
liquide

C'est le diagramme (pression, température) montrant les domaines

d'existence de trois phases (solide, liquide, gaz). On note deux points
particuliers : le point triple Tt , a la jonction des trois domaines : le point critique

(pc » Te), point d'arrét a la frontiere entre domaines liquide et gaz. En tournant
autour du point critique, on peut passer continlment de la phase liquide a la
phase gazeuse sans transition discontinue.

(i) Diagramme (champ magnétique, température) pour un corps
qui présente une transition ferromagnétique :



Ce diagramme présente une frontiére sur I'axe H = 0 avec un point d'arrét, qu'on
appelle aussi point critique. En champ nul, quand T diminue, on observe, a
haute température une phase désordonnée, dite paramagnétique, sans
aimantation ;

M T<T;

T>T;

/

lorsque T = T¢, au point critique, une transition se produit, et pour T < T, on
observe une phase ordonnée, dite ferromagnétique, présentant une
aimantation spontanée. Il y a une analogie avec la transition liquide-gaz, H et p
jouant des roles similaires. Dans le 2éme diagramme si on traverse la frontiére
(H=0,0<T<Tg), onobserve un saut de l'aimantation ; ce saut diminue quand
le point de franchissement de la frontiere se rapproche du point critique ; au
point critique, il n'y a plus de saut de l'aimantation .



(i) Le 3eme diagramme est un diagramme (champ magnétique,
température) mais pour un corps qui présente une transition
antiferromagnétique (avec une aimantation alternée dans la phase ordonnée) :

H 'y 1 €Tordre

.(Ht7Tt)

2 €M Hrdre

>
T

On observe sur ce diagramme deux domaines séparés par une ligne (une
partie en trait gras, l'autre en trait fin ) : quand on franchit la partie grasse, on
observe un saut de l'aimantation alternée ; quand on franchit la ligne fine, il n'y a
pas de saut. Cette derniere ligne est une ligne de points critiques (puisqu'il n'y a
pas de saut). La ligne de points critiques a un point d'arrét, sur la ligne de
transition, qu'on appelle un point tricritique.

2 - CLASSIFICATION DES TRANSITIONS DE PHASE.

Dans la variété des transitions de phases on a cherché une
classification en fonction des discontinuités qui apparaissent a la transition :
«Classification d'Ehrenfest.

Considérant le potentiel thermodynamique G = U — TS + pV,
Ehrenfest proposa d'appeler transition du premier ordre les transitions
s'accompagnant de discontinuités dans les grandeurs physigues, comme
I'entropie, qui sont reliees a des dérivees premieres du potentiel
thermodynamique, et transitions du second ordre les transitions
s'accompagnant de discontinuités dans les grandeurs physiques, comme la
chaleur spécifique, qui sont reliées a des dérivées secondes du potentiel
thermodynamique, les dérivées premiéres restant continues.



Plus généralement, si toutes les dérivées d'ordre n — 1 de G sont
continues et qu'une dérivée d'ordre n est discontinue, la transition sera d'ordre
n. Dans le plan des variables intensives (p, T), soit une ligne de
transition séparant deux phases | et Il. En tout point de la courbe, I'équilibre est
assure si:
Gi(p.T) = Gyi(p.T)

Dans toute évolution le long de la courbe de M vers M " voisins on a:
dG =-S5, dT +V|dp
dG =-S5 dT + V| dp

et comme dG| = dGy :

dp _S||'S|_AS L 1

(d_T)COLrbe VII_VI AV T AV

pA

Phase |

Phase Il

>
T

C'est la relation de Clapeyron, ou L est la chaleur latente de transformation.
Nous sommes ici dans le cas d'un changement de phase du ler ordre puisque

les dérivées premieres de G (ici S et V) sont discontinues.
Si, au contraire elles étaient continues, on aurait dS|=dS);:

4s. = 1 4T + 0S q
S Y (ap)Tl P

dsS, = —1 C,dT + a— d
=1 =P (ap)Tn P

D'ou une autre relation similaire, mais pour une transition du second ordre :



(d_p) :iA—Cp:iA_Cp
d T’courbe = T NE TV A«
. 1 0V 1 0S

ou o = =), —

de méme, en écrivant dV| = dV| :

dp Ao
(d_T)coube: -
Ax+

1 0V

avec x; = - v (a_p)T

Ces deux équations entrainent I'égalité :
TV (Aa)2 = ACp AT

Cette relation a bien été observée pour la transition Hélium normal
- Hélium superfluide dans une certaine gamme de température.

En fait, Ehrenfest pensait a des discontinuités des dérivées du
potentiel thermodynamique du type saut, par analogie avec la chaleur latente
de la transition liquide - gaz AS = L/T ; mais dans bien des cas, la chaleur
spécifique diverge a la transition, quand celle-ci est du second ordre.

* Classification de Landau :

Une notion tres féconde pour classer les transitions fut introduite
par L.D. Landau (1937), qui remarqua que le passage d'une phase a l'autre,
lors d'une transition sans chaleur latente, s'accompagnait d'un changement de
symétrie. A ce changement de symétrie, Landau associa la notion de parametre
d'ordre. Cette grandeur physique, de caractére extensif, est nulle dans la phase
la plus symétrique et non nulle dans la phase la moins symétrique. Ainsi
dans la phase désordonnée, le laiton B a une structure cubique centrée, tandis
gue dans la phase ordonnée, sa structure est cubique simple. La phase
ordonnée, pour laquelle le degré d'ordre est different de zéro est moins
symétrique que la phase désordonnée : en effet, les deux sous-réseaux
cubiques simples, équivalents dans la phase désordonnée ne le sont plus dans
la phase ordonnée. On dit que la symétrie a été brisée ou encore qu'il y a eu
violation de l'invariance par permutation des deux sous-réseaux. Le paramétre



d’ordre est le parameétre physique nécessaire pour décrire I'ordre caractérisant
la phase la moins symétrique, c’est a dire caractérisant la brisure de symétrie.

On peut aussi parfois définir un paramétre d'ordre (mais pas
toujours) pour certaines transitions avec chaleur latente. C'est le cas par
exemple du titanate de Baryum : le paramétre d'ordre de la transition para-
ferroélectrique est la polarisation diélectrique. En effet, I'apparition d’une
polarisation diélectrique dans la phase basse température brise la symétrie
d’'invariance par rotation de la phase haute température. Par contre, pour
certaines transitions avec chaleur latente non nulle, il est impossible de définir
un parametre d'ordre. C'est le cas, par exemple, pour les transitions entre
variétés polymorphes du soufre ou la transition liquide-gaz. Dans le premier
cas, les symétries des deux phases sont différentes, mais on ne passe pas
d'une phase a l'autre en perdant certains éléments de symétrie, ce qui est la
condition nécessaire a la définition d'un parametre d'ordre. Dans le deuxiéme
cas, les symétries des deux phases sont identiques, et, la encore, il n'y a pas
perte de certains éléments de symétrie quand on passe d'une phase a l'autre.
Ainsi, dans le cas d'une transition solide-liquide, il est possible de définir un
parametre d’ordre (les composantes de Fourier Pq de la densité ou g est un
vecteur du réseau réciproque du solide), parce que la symétrie de translation
continue a été brisée par I'apparition d’'un réseau, mais il n’est pas possible de
définir un paramétre d’'ordre dans le cas d'une transition liquide-gaz, puisque
ces deux phases ont les mémes éléments de symétrie.

La notion de parametre d'ordre permet de classer les transitions de
la maniere suivante :
On distingue deux types de transitions :

1 - Les transitions sans parameéetre d'ordre : les groupes de
symétrie des deux phases sont tels qu'aucun n'est strictement inclus dans
['autre. Ces transitions sont toujours du premier ordre au sens d'Ehrenfest.

2 - Les transitions avec parameétres d'ordre : le groupe de
symétrie de la phase la moins symétrique (phase ordonnée) est un sous-
groupe du groupe de symétrie de la phase la plus symétrique (phase
désordonnée). Si le paramétre d'ordre est discontinu au point de transition, on
dit que la transition est du premier ordre ; si au contraire le parametre d'ordre est
continu, on dit que la transition est du second ordre.
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3 - LE MODELE DE LANDAU.

Le modéle de Landau est d'abord fondé sur une discussion des
propriétés de symétrie des phases. Les arguments de symétrie se révelent
puissants pour déduire, de facon trés simple, des propriétés qualitatives
importantes des transitions.

Landau suppose que I'énergie libre est une fonction analytique du
parametre d'ordre. Nous verrons comment la forme générale de cette
fonctionnelle de I'énergie libre peut se déduire des propriétés de symétrie de la
phase de haute température. Dans I'hnypothése de Landau les propriétés du
systeme s'obtiennent par minimisation de cette fonctionnelle par rapport au

parametre d'ordre. Nous verrons que ceci a pour consequences que, pres de la
température critique T¢:

- le parametre d'ordre se comporte comme M(T) ~ (T¢ - T)12

- la chaleur spécifique est discontinue

- la susceptibilité relative au parametre d'ordre se comporte comme

M0

Ces résultats sont identiques aux résultats de l'approximation de
champ moyen. Cette approche fournit une théorie phénoménologique simple



des transitions de phase. Elle a permis, par exemple a Landau et Ginzburg,
dans l'étude de la supraconductivité, de décrire les phénoménes connus a
'époque et d'en prévoir dautres, bien avant que les mécanismes
microscopiques soient compris, en postulant simplement que ['état
supraconducteur était caractérisé par un parameétre d'ordre complexe Y(r),
représentant une sorte de “fonction d'onde effective des électrons
supraconducteurs".

4 - PHENOMENES CRITIQUES.

Par la suite, le progrés des calculs microscopiques allait poser
quelques problemes. D'abord on commencgait a prendre en compte les
fluctuations d'énergie (Bethe). Puis, on s'apercut que la solution exacte du
modele d'Ising a deux dimensions n'était pas en accord avec le comportement
critique prévu par Landau. Cette solution exacte donne

Cy~Log|T-T¢l
m~ (Tg-T)1B8
x~(Tc-T) ™

La température critique exacte est plus basse que celle obtenue
dans l'approximation du champ moyen :

Tc exacte = 0,57 T¢ Landau

Pour décrire le comportement des grandeurs physiques
singuliéres au voisinage de T, on les représente par une puissance de |T - Tg|.
Chaque grandeur est caractérisée par un exposant critique. On définit les
exposants suivants : )

Chaleur spécifique  C~ (Tg-T)™% siT<T¢

~(T- T SiT> TC

Paramétre d'ordre  m ~ (T - T)B

Susceptibilité relative

au parameétre d'ordre x ~ (Te-T)™Y  siT<Tg

~(T-To)™V siT>Tg
La théorie de Landau prévoit o = o =0 (saut de la chaleur spécifique), B =
1/2, yzy' =1, alors que le modeéle d'Ising a deux dimensions correspond a o
=0 =0+ (divergence logarithmique) , = 1/8 , vy = y' = 7/4.

Le modeéle d'sing étant un des rares modeles exactement
solubles, on a cherché a déterminer les valeurs des exposants critiques par des
méthodes d'approximations successives pour rendre compte de ce que
négligeait la théorie de Landau : les fluctuations critiques.
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Dans I'étude du comportement critique, Widom a émis I'hypothése
d'homogeénéité : au voisinage d'un point de transition I'énergie libre est donnée
par

FTm) = (T-T) 2% f [ -

(T-1)’

Cette forme exprime que la partie singuliére de I'énergie libre est une fonction
homogene généralisée du paramétre d'ordre metde T - Tg.

Puis Kadanoff proposa I'hypothése de similarité : prés de T, si on

divise le réseau de spins en blocs dont les dimensions sont grandes devant
celles de la maille, mais petites par rapport a la longueur de corrélation, chaque
bloc se comporte comme un spin unique. Ceci conduit a la forme de Widom
pour I'énergie libre et a une propriété d’homogénéité pour la fonction de
corrélation. On en déduit des relations entre exposants critiques, ou lois
d'échelle.

En 1972, Wilson a montré qu'il était possible d'exprimer certains
exposants critiques sous la forme d'une série de puissances de € =4 -d, ou d
est la dimensionnalité d'espace du systéme.

Dans les paragraphes qui suivent, nous détaillerons davantage
I'exposé du modele de Landau des transitions de phase. Nous discuterons les
méthodes d'approximation de type champ moyen. Nous verrons qu'elles portent
en elles une contradiction interne. Ces méthodes, qui consistent a négliger les
fluctuations, prédisent précisément que pres du point critigue ces dernieres
deviennent importantes.

Il faudra donc faire appel a des méthodes différentes pour discuter
ce qu'on appelle les phénoménes critiques.

II - NOTION DE SYMETRIE BRISEE.

1 - QU'EST-CE QUE LA SYMETRIE BRISEE ?

En pratique, I'espace peut presque toujours étre considéré comme
homogene et isotrope. Les lois qui gouvernent le comportement des électrons
et des noyaux ont un trés haut degré de symétrie : elles possedent la symétrie
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d'invariance par rotation et par translation correspondant a I'homogénéité et
l'isotropie de l'espace. En pratique, elle obéissent également a la symétrie
d'inversion spatiale et de renversement du temps.

La matiére a assez haute température est a I'état gazeux, et méme,
a plus haute température, les molécules se dissocient, les atomes s'ionisent. On
obtient un mélange gazeux des divers composants élémentaires qui est
homogéne et isotrope. Un tel état est compatible avec les symétries de base
des équations gouvernant le systeme. La matiére froide représente une tout
autre situation. Un objet solide présente une propriété qu'on peut appeler la
rigidité : non seulement il occupe une position fixe dans l'espace, ce qui
constitue une brisure de la symétrie de translation, mais la symétrie de
translation est brisée partout a l'intérieur du solide puisque tous les atomes
individuels occupent des positions fixées dans I'espace.

On peut distinguer deux types de brisure de symétrie. Le premier
type, décrit par la théorie mathématique des 'Catastrophes' de Thom (1975) est
induit par les non-linéarités des équations du mouvement ou de I'‘équation
d'état. C'est un passage plus ou moins soudain a un nouveau régime,
caractérisé par le déclenchement d'une instabilité dont la réalisation précise est
contrdlée par des fluctuations infinitésimales déja présentes dans le milieu. A ce
type de brisure de symétrie on peut rattacher linstabilité qui a conduit a la
formation des amas de galaxies, puis des galaxies, puis des étoiles
individuelles. Un autre exemple est l'instabilité de turbulence dans un fluide
homogéne en mouvement. Dans ces instabilités induites par des effets non
linéaires, les équations d'état locales et les propriétés locales restent pour ainsi
dire symétriques et homogenes.

Ce n'est pas du tout le cas dans le deuxieme type de brisure de
symétrie : la transition de phase vers une phase solide met en jeu un
changement total des propriétés microscopiques de la matiére considérée.
Microscopiquement, le solide ne peut plus étre décrit dans les mémes termes.
Une description entierement nouvelle non seulement localement, mais aussi
globalement, est nécessaire. (Il faut toutefois signaler que la matiére froide peut
aussi changer de comportement qualitatif sans brisure de symétrie, méme si les
cas sont relativement rares).

L'expérience montre donc qu'habituellement, la matiére, en se
refroidissant, ne conserve pas totalement la symétrie des lois de base de la
Mécanique Quantique auxquelles elle obéit sans aucun doute. Les guestions
qui se posent alors sont : 1 - Pourquoi la symétrie est-elle spontanément brisée
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? 2 - De quelle maniere ? 3 - Quelles sont les conséquences?

2 - POURQUOI LA SYMETRIE EST-ELLE BRISEE ?

L'immense majorité des systémes physiques réels présentant des
interactions entre particules (méme répulsives) présente le phénomene d'avoir
un état de plus basse énergie qui ne posséde pas la symétrie compléte de
I'espace ou de I'hamiltonien qui décrit leurs interactions. Prenons quelques
exemples.

L'hamiltonien du gaz de Fermi sans interaction s'écrit :

H= Z a(k)c nkc

k,c
ou les énergies a une particule sont données par
e(k)g =h2 k2/2m
¢ étant l'indice de spin de la particule. L'état de plus basse énergie a T = 0 est
celui ou tous les états en dessous de |'énergie de Fermi e(kg) = n sont

OCCUpéS :
ly>=11c :levide>
g <M
ou la densité totale N détermine Kk :
N = ( kg3) /3n2
A plus haute température, nous avons un mélange incohérent d'états d'énergie
e(k ) occupés selon la distribution de Fermi :

[ (& 1 /kgT ]_
<n >=|e +1
ko

Ces états possedent toutes les propriétés d'invariance du gaz de Boltzmann,
vers lequel on tend pour kgT / eg — oo.

Si, maintenant, nous introduisons des interactions entre particules
purement répulsives, I'état fondamental est modifie. Dans le cas coulombien

d'un potentiel répulsif en 1/r, les forces de Coulomb dominent a tres basse
densité (car I'énergie potentielle d'interaction Vcgylomp varie comme N1/3 et

doit étre comparée a I'énergie cinétique, qui varie comme kg2 ~ N2/3 ) et I'on
sait d'apres Wigner que le fondamental stable quand rg — « ou rg est défini

par :
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ThL=NT = —

est le cristal de Wigner, un réseau régulier (probablement cubique centré)
d'électrons ( voir chapitre VII ). De méme, si on comprime un liquide de Fermi
avec des coeurs durs répulsifs (un modele qui peut représenter grossierement
I'Hélium3 ), il formera & suffisamment haute densité un solide régulier, comme
3He qui se solidifie sous pression. Le phénoméne essentiel, dans I'un et l'autre
cas, est que le minimum de I'énergie potentielle d'interaction entre particules,
par exemple une interaction de paires :

Vtot:ZV(lri_rj 1)
i

doit se produire pour une configuration relative unique des particules :
C=1 r,rn,..rN}

(et toutes celles qui s'en déduisent par les translations et rotations globales)
(dans certains cas, tels que le modele d'lsing sur un réseau triangulaire, ce
minimum ne se produit pas pour une seule configuration mais pour un sous-
ensemble restreint de configurations). Dans toutes les situations ou I'énergie
potentielle domine par rapport a I'énergie cinétique et a I'entropie, un systeme
de particules obéissant a un potentiel simple prendra la structure d'un réseau
régulier.

La brisure de symétrie d'un fluide de bosons en interaction faible
est tout a fait différente. Contrairement au cas du gaz de Fermi, I'énergie
cinétique seule en l'absence d'interaction (cas du gaz parfait) suffit a interdire un
fondamental symétrique. Imaginons une boite contenant N bosons sans
interaction. De nouveau, les niveaux d'énergie des bosons individuels sont
e(k)=k2 / 2m ; I'état k = O est évidemment le plus bas, séparé en énergie du plus
proche par unterme d'ordre ~ v =213 | Les bosons peuvent tous occuper ['état
de plus basse énergie, ce qui correspond a <a*g ag> = ng = N.

Nous obtenons, a premiere vue une situation hautement
symétrique. On peut montrer tres simplement que méme a T= 0, la plupart des
atomes restent dans le fondamental ¢.

En effet, il est facile de montrer que l'inégalité ci-dessous (ou la derniére
intégrale est convergente) est satisfaite :
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En effet, le potentiel chimique u ne peut pas prendre n'importe quelle valeur : si
u= Eg, énergie de l'état ¢5 , lI'occupation de l'état ¢ tend vers linfini. La

situation pu > Eg n'a pas de sens car le dénominateur de la distribution de Bose
deviendrait négatif pour certains états d'énergie du systeme. Il faut donc que u

by

soit strictement inférieur a Egp, ce qui suffit a établir linégalité ci-dessus.
L'intégrale est une fonction de la température f (T / Tg), (ou Tg est la

température de condensation de Bose : Tg ~ n2/3/m ) et qui tend vers O quand T
— 0 comme (T/TR)3/2. Puisque I'occupation de la totalité des autres états de k
# 0 , décroit quand T décroit, finalement, I'état fondamental doit devenir
macroscopiquement occupé.

En fait, cet état n'est pas réellement symétrique. Nous allons
montrer qu'il brise une symétrie de jauge. Pour le voir, divisons notre systeme

en m boites de N/m particules et supposons qu'on puisse décrire chaque boite
comme un gaz de Bose condensé de n = N/m atomes. Introduisons ag' et ag*!

les amplitudes de Bose de I'état uniforme dans chaque boite, et supposons
evidemment , que :

aol+ aol = nol ) < n0|> = N/m.

Mais,

:Lzl

ﬂ

si bien que

o+ 1 +H i 1 Hoj
N—<a0ao>—<HZaan>+Hz<ao a0>
I i#]
N 1 +Hoj
= — 4+ — <a0 ao>
mi;tj

3

Il faut évidemment que le deuxiéme terme soit beaucoup plus grand que le
premier, ce qui implique de fortes corrélations de phase entre les différents ag/.

On voit clairement que I'état condensé de Bose exige, non seulement que les
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cellules individuelles soient condensées, mais aussi qu'il existe de fortes
corrélations de phase entre elles. C'est pourquoi on définit la condensation de
Bose, non par I'occupation de I'état fondamental, mais par le fait que I'amplitude
de Bose a une valeur moyenne finie.

On définit I'amplitude du champ de Boson local y(r) et I'amplitude
du fondamental
+
a; = d’r vy (1)

W

+Ho_ 1

° v V/m

3 +
dr2 ¥ (r)

cellulei

On définit I'état fondamental condensé par le fait que <¥t(r)> =Vp etid et le
complexe conjugué <¥(r)> = p e-i¢ aient une valeur finie. En fait, si on
définissait la condensation de Bose par la valeur moyenne de <atg ag> =ng ,
on perdrait I'information sur la phase, qui est essentielle pour comprendre de
nombreuses propriétés physiques.

La phase arbitraire de ce nombre complexe montre que c'est une
symétrie de jauge qui est brisée dans cet état condensé, de la méme fagon
qu'un réseau brise une symétrie de translation.

Symétrie de jauge :

A chaque fois que I'hamiltonien est tel que le nombre total de
particules est conservé, ou que le nombre total d'une sorte particuliere de
particules est conservé, ou, plus généralement qu'il existe une "charge
généralisée" qui est conservée ( telle que le nombre de leptons ou de baryons,
ou la charge électrique elle-méme), I'hamiltonien présentera une propriété
d'invariance de jauge. En effet, le champ approprié ¥(r) rentrera, dant toute
interaction, sous la forme W*(r) (r) = p(r), si bien que multiplier ¥ partout par
un facteur de phase e et W+ par e-M laisse H invariant. Ceci est la propriété
d'invariance de jauge globale.

L'invariance de jauge locale, dans laquelle le facteur de phase n
n'est pas nécessairement constant, mais peut étre une fonction de r est une
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propriété différente : elle ne se produit que dans le cas de la charge électrique,
car pour maintenir l'invariance de jauge, il est nécessaire d'introduire un champ
de jauge couplé a la charge conservée, dans ce cas le champ
électromagnétique. Les tentatives pour introduire des champs de jauge pour
d'autres quantités conservées semblent prometteuses, mais il ne semble pas
encore possible de conclure a leur sujet .

A ces deux types de symétrie brisée, formation de réseau et
brisure de la symétrie de jauge, il faut ajouter la brisure de l'invariance par
renversement du temps, c'est-a-dire I'ordre magnétique, qu'il soit ferro ou
antiferromagnétique. La ferroélectricité est simplement un abaissement de la
symétrie cristalline qui aboutit a la formation d'une polarité, c'est-a-dire a la
brisure de la symétrie d'inversion.

Les cristaux liqguides dans la phase nématique montrent un
guatrieme type : la brisure de la symétrie locale de rotation. Il en est de méme
de 3He liquide (transition superfluide), mais ceci est relié, comme dans le cas
de la condensation de Bose, a la brisure de la symétrie de jauge. La
supraconductivité est aussi une brisure de la symétrie de jauge.

Nous voyons que, de maniéere tres générale, I'état de plus basse
énergie d'un systeme ne posseéde pas le groupe de symétrie total de son
hamiltonien, si bien qu'en l'absence de fluctuations thermiques, le systeme sera
dans un état non symétrique.

3 - PROPRIETES LIEES A LA BRISURE DE SYMETRIE.

Une propriété centrale dans I'étude des transitions de phase est
que, comme la souligné Landau, la symétrie ne peut pas changer
graduellement. Un élément de symétrie est ou bien présent ou bien absent. Il ne
peut pas croitre de fagon imperceptible. Ceci signifie par exemple qu'on ne peut
pas passer de fagon continue d'une phase solide a une phase liquide, comme
on le fait du liquide vers le gaz en contournant le point critique.

La transition liquide-gaz est en fait un exemple typique de
transition qui ne brise pas de symétrie. Un autre exemple est la transition métal-
isolant, dite de Mott, qui est une transition de localisation des états
électroniques induite par des effets de corrélation (voir chapitre VII). Dans ces
deux cas, un parametre physique, la densité pour la transition liquide-gaz, le
nombre de porteurs libres pour la transition de Mott, présente deux régimes trés
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différents, quantitativement différents, mais la symétrie des deux phases reste la
méme.

P A chemin évitant

liquide oC la discontinuité

gaz

Dans le cas ou la transition de phase brise réellement la symétrie,
I'état le moins symeétrique est caractérisé par un parametre d'ordre, par exemple
<W¥> pour le gaz de Bose, I'aimantation <M> dans le cas du magnétisme. |l s'agit
d'une variable additionnelle nécessaire pour spécifier I'état microscopique de la
phase de plus basse symétrie. Par exemple, dans un systeme non magnétique
en champ nul, <M> est nul a cause de la symétrie par renversement du temps.
Au contraire, dans |'état magnétique, il faut spécifier la valeur de l'aimantation
pour caractériser completement le systeme. La brisure de symétrie a introduit
une nouvelle variable.

Ceci suffit pour affirmer que I'énergie libre F = — kgT Ln < e—PH>
dans le nouveau systeme est une fonction mathématique différente, (méme

aprés avoir éliminé cette nouvelle variable par la condition de minimisation JF/
oM = 0), de ce qu'elle était dans I'ancien :

On calcule Ln Z pour une valeur spécifiee de M, et on en déduit
F(V,T,M). Puis on calcule F(V,T) par la condition JF/ dM = 0 . Au-dessus de Tg,

cette condition est automatiguement satisfaite par raison de symétrie. En
dessous de T, cette condition est non triviale et, quand elle est substituée dans
F(V,T,M), on obtient une nouvelle fonction F ’ (V,T), qui n'est pas analytique a Tc.
Pour fixer les idées supposons, par exemple, que l'énergie libre soit une

fonction de M et de T de la forme :
F(M,T) = a(T-Tc) M2 + b M4
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Apres minimisation par rapport a M, I'énergie libre s'écrit :

F(T)=0 pourT>T¢
F'(T)=—(a2/4b )(T-Te)2 pour T<Te

On voit bien que I'énergie libre n'est pas analytique a T .

Un autre concept lié a celui de brisure de symétrie est celui de
rigidité généralisée. Par exemple, quand on translate un solide, on translate de
la méme distance tous les points du solide. C'est une conséquence du fait que
I'énergie est minimisée quand la symétrie est brisée de la méme fagon dans tout
I'échantillon.

Pour briser la rigidité complétement (et pas seulement par une
petite déformation élastique sous l'effet d'une force extérieure) il est nécessaire
de fournir une énergie de condensation d'une partie macroscopique de
I'échantillon.

Cette énergie est nécessaire pour engendrer la singularité du
parametre d’ordre qui découle obligatoirement du fait que la symétrie n’est plus
brisée partout de la méme facon : ainsi, il faut créer une dislocation si on veut
déplacer une partie du cristal par rapport a l'autre. En effet, a cause de la
brisure de symeétrie, il existe plusieurs états (et méme une infinité si la symétrie
brisée est continue) de méme energie. On peut donc imaginer que I'état
arbitrairement choisi ne soit pas le méme dans tout le volume de I'échantillon.

Mais pour passer d’'un état a un autre état dégénéré d’'une région
a l'autre de I'échantillon, il faut engendrer une forte variation spatiale du
parametre d’ordre, qui devient singulier dans la région de transition entre les
deux solutions dégénérées.

On peut généraliser ce concept de rigidité a tous les exemples de
symétrie brisée : dans le cas du ferromagnétisme, les aimants sont
permanents parce qu'on ne peut changer graduellement [l'aimantation. Il faut
retourner un domaine macroscopique d'un seul coup. La singularité du
parametre d'ordre est la paroi qui sépare deux domaines magnétiques.

Dans le cas de la supraconductivité, la phase ¢ du parametre
d'ordre est fixée de facon uniforme par une énergie de rigidité A /2 (V§)2. La
singularité qui brise la rigidité de phase est la ligne de vortex (ligne de flux dans
les supraconducteurs, ligne de tourbillon dans les suprafluides) qui présente de
fortes analogies avec la ligne de dislocation du cristal. Ce sont deux défauts
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topologiques de méme natue.

Dans le tableau ci-contre, nous donnons quelques exemples
importants de brisures de symétrie et des propriétés associées .
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Il - MODELE DE LANDAU - RECHERCHE DES PARAMETRES D'ORDRE.

La succession des phases, lorsque la température augmente, se
comprend par une compétition entre I'énergie U, qui favorise I'ordre, et I'entropie
S, qui favorise le désordre, dans I'énergie libre F = U — TS, dont le minimum
définit I'équilibre thermodynamique. L'élévation de température donne
'avantage a l'entropie et au désordre. Pour distinguer deux phases, on définit
un parametre d'ordre, nul dans la phase désordonnée, non nul dans la phase
ordonnée. Dans le cas d'une transition ferromagnétique, par exemple, le
paramétre d'ordre est l'aimantation uniforme. Dans le cas d'une transition
antiferromagnétique, le parametre d'ordre est l'aimantation alternée.
L'apparition d'une valeur non nulle pour le paramétre d'ordre correspond a une
brisure spontanée de symétrie. C'est le cas pour ces deux exemples
magnétiqgues ou la symétrie spontanément brisée est une symétrie de rotation :
dans la phase haute température, le systéme est invariant par rotation de
['aimantation autour de trois axes ; dans la phase de basse température, il n'est
plus invariant que par rotation autour d'un seul axe, celui de l'aimantation
spontanée. Dans le cas d'une transition sans brisure de symétrie, telle que la
transition liquide-gaz, n'importe quelle variable thermodynamique pertinente
pourra servir a distinguer le degré de différence des deux phases ( par exemple
la densité pour la transition liquide-gaz) mais il ne s'agira pas, a strictement
parler, d'un parametre d'ordre au sens de Landau. Dans le cas d'une brisure de
symétrie, Landau introduit le parameétre d'ordre m indiquant le degré de la
brisure de symétrie, qui est aussi, habituellement, le degré d'ordre acquis par le
systéme.

Landau suppose alors que |'énergie libre du systeme peut s'écrire
comme une fonctionnelle du parametre d'ordre. L'équilibre thermodynamique
s'obtient alors par minimisation de cette fonctionnelle par rapport au parameétre
d'ordre. La forme générale de cette fonctionnelle peut étre écrite a partir des
propriétés de symétrie de la phase de haute température. Cependant les
arguments de symétrie sont évidemment incapables de nous renseigner sur les
coefficients numériques de cette fonctionnelle. Ceux-ci doivent étre considérés
comme des coefficients phénoménologiques : on les ajuste a partir de certaines
données expérimentales, et ces valeurs ajustées permettent alors de prédire les
valeurs expérimentales de nouvelles grandeurs.

Voyons de plus prés, sur un exemple trés simple, comment on peut
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choisir les parameéetres d'ordre possibles pour décrire un systéme physique et
comment on peut construire une fonctionnelle de Landau de I'énergie libre.
Imaginons un cristal magnétique dans lequel on puisse distinguer deux sous-
réseaux identiques. On désigne par mq et mo l'aimantation moyenne par maille
cristalline de chacun des deux sous-réseaux. Supposons que les deux
aimantations soient paralléles. L'état du systeme peut étre représenté par le

vecteur :
|m>=|mg, mp>

Nous postulons les propriétés de symétrie suivantes : en tant que fonction de
mq et mp, I'énergie libre du systeme F(T ; mq, m2) n'est pas modifiée si on
permute mq et mo, ou si on change mq et mo respectivement en -m1 et —-ms. Le
groupe de symétrie engendré par ces deux opérations comporte 4 éléments, et
dans l'espace vectoriel des états du systéme, on peut représenter chaque
élément par une matrice 2 x 2 :

éléments représentation
. " 1

e : identité 0
0 1
. 0 1

a : permutation de m, et m, ( 1 Oj
-1 0

b : renversement de m, et m, ( 0 1}
. - 0 -1

ab : produit des deux précédents ( 1 0]

La température étant fixée, développons I'énergie libre en série de la forme :
F((T; m1,mp) =F(T;0,0) + F(T; mg, mp) + Fp(T; mg, mp) + ...

ou Fp(T;mq, mp) estun polynbme homogéne de degré nenmq etmy .

F(T ; mq, mp) étant invariante par le groupe de symétrie, il en est de méme de

tous les polyndmes Fp(T ; mq, mp) . Comme il est impossible de construire une

forme linéaire invariante par rapport a toutes les opérations du groupe de
symeétrie, le terme Fq(T; mq, mp) est nécessairement identiquement nul. En

revanche, il est facile de constater qu'il existe deux formes quadratiques
indépendantes, ce qui implique pour F(T ; mq, mp) une expression de la

forme générale :
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Fo(T;mq,mp) = A (m]_2 + m22) + 2B m1mo

ou A et B ne dépendent que de la température.

Dans la phase paramagnétique, mq et mo étant nuls, les
conditions de stabilité imposent a la forme quadratique F»(T; mq, mp) d'étre

définie positive. A la température de transition vers un état magnétique ordonné,
on atteint la limite de stabilité de la phase paramagnétique. La forme
guadratique cesse d'étre définie positive, une des valeurs propres de la matrice

[A B]
B A
s'annule. Pour poursuivre la discussion, il convient de mettre F»(T ; mq, mp)

sous forme diagonale. On a :
F (T ;my, mp) = Fg + (1/2 )(A+B) (m1+ mp)2 + (1/2) (A - B) (mg- mp)2

Si a une certaine température Tq la valeur propre A+B s'annule, puis devient
négative au-dessous de Tg, tandis que la valeur propre A — B reste positive, il
apparait un ordre magnétique caractérisé par mq + mp #0 et mq - mp = 0, c'est-
a-dire un ordre ferromagnétique. Dans le cas contraire, si c'est (A — B) qui

devient neégatif tandis que A+B reste positif, il apparait un ordre
antiferromagnétique caractérisé par :

mp-mp#0 et mp+mo=0

Les parametres m § = mq1 + mp et mgf = M1 — mp sont appelés des parameétres

d'ordre. Celui qui devient difféerent de zéro au-dessous du point de transition
caractérise le type d'ordre magnétique qui s'établit dans le cristal. m § et mgf sont
les seuls paramétres d'ordre possibles compatibles avec les hypothéses

relatives aux propriétés de symétrie de I'énergie libre. lls sont déterminés par la
diagonalisation de la forme quadratique F»(T ; m1, m2) . La diagonalisation de

Fo(T ; m1, mp) est liee a la décomposition en représentations irréductibles

(unidimensionnelles, dans le cas présent) de la représentation du groupe de

symétrie dans l'espace vectoriel a deux dimensions engendré par les vecteurs
Imq, mp >. Dans l'exemple considéré ici, le groupe de symétrie possede 4

représentations irréductibles unidimensionnelles distinctes rassemblées dans
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le tableau suivant :

e a b ab
T 1 1 1 1
T 1 -1 -1 1
™ 1 -1 1 -1
3 1 1 -1 -1

A la représentation t1, on associe le parameétre d'ordre mq — my .
Elle laisse invariante toute fonction de mq et m» qui n'est pas modifiée si on
change m1 en —m» et mo en —mq. De la méme maniére, le paramétre d'ordre
mq + m2 est associé a la représentation t3. On a decomposé I'espace vectoriel

engendré par les vecteurs |1,0> et |0,1>:

|mq,m>>=mq1|10>+ my|0,1>

en deux sous-espaces vectoriels irréductibles engendrés respectivement par :

m1+rnz.\/_ \/_
er}ql m
s

De facon plus générale, considérons  un  systeme

thermodynamique dont I'énergie libre F est une fonction de la température T et
de parametres extensifs xj qui sont définis de fagon a étre nuls dans la phase de

plus haute symétrie. En tant que fonction des xj, I'énergie libre F est invariante
par les opérations de symétrie du groupe Gg de la phase la plus symétrique. Un

état du systeme peut étre représenté par le vecteur :

| X>=|X1,Xx2...>

Si & chaque élément g du groupe Gq, on associe une application

de l'espace des états E dans lui-méme, on définit une représentation linéaire de
Go. Si E admet une base finie comportant n vecteurs, chaque élément g de Gg

peut étre représenté par une matrice de rang n M(g), et quels que soient g1 et
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g2 appartenant a Gg, on a:

M(g1) M(g2) = M(9192)

La représentation linéaire ainsi définie est dite de degré n. La
représentation M(g) est en général réductible, c'est-a-dire qu'il existe un
changement de base tel que la matrice M puisse se mettre sous la forme :

Si chaque bloc M1, M, M3, .. ne peut pas a nouveau se

décomposer de la méme facon, on a défini une représentation irréductible. On a
décomposé l'espace vectoriel E en sous-espaces invariants irréductibles Eq,

Eo, E3 ... Dans la nouvelle base, on définit de nouvelles variables mj® qui
s'exprime linéairement en fonction des anciennes variables xj. Pour j fixé, les
divers mj% appartiennent a I'espace invariant irréductible Ej de dimension n;
(=1, 2, .. nj). La représentation rj(g) induite par M(g) dans Ej est irréductible

etona:

M(g) = 11(9) ©12(9) & ...
Si 1j(g) n'est pas la représentation identique, on ne peut pas construire

d'invariants linéaires a partir des mj0° (a=1,2,.. nj). En conséquence, tant que
le systeme a la symétrie Gg, tous les parametres mja sont nuls.

Inversement si un des parameétres mja devient différent de zéro,
ceci implique que le systeme n'a plus la symétrie Gg. Il y a eu violation de
symétrie. La symétrie du systéeme se trouve réduite. On dit encore que la
symétrie a été brisée et qu'il y a eu transition.

On appelle paramétre d'ordre une grandeur telle que ijC. S'il
existe une températureTg telle que ijC soit nul pour T > T et qu'il soit différent
de zéro pourT < Tg, on dit que T est la température de transition.

Si la fonction mj(x (T) est continue en Tg, la transition est dite du



26

deuxieme ordre. Si, au contraire mjo‘ (T) est discontinue en Tg, la transition est

dite du premier ordre.

La recherche des divers parametres d'ordre possibles se raméne
donc a la décomposition de l'espace vectoriel E en sous-espace invariants
irréductibles. Les seuls paramétres d'ordre possibles sont liés aux
représentations irréductibles du groupe de symétrie de la phase la plus
symétrique de I'énergie libre en tant que fonction d'un certain nombre de
parameétres variationnels. Ce résultat suppose, d'une part, I'existence d'une
énergie libre variationnelle fonction de divers parametres extensifs et, d'autre
part, l'existence d'un développement analytigue en puissances de ces
parametres.

Il faut avoir présent a l'esprit qu'un paramétre d'ordre n'est pas
simplement une quantité qui est nulle dans une phase et non nulle dans une

autre. A la rupture de symétrie est toujours associée une amplification des
fluctuations. Dans le cas d'une assemblée de N spinss{Sj;i=1... N} localisés

aux noeuds d'un réseau, décrite par un hamiltonien invariant par rotation, le
ferromagnétisme est caractérisé par le parametre d'ordre :

M:<Z S|Z>

car la fluctuation :

<X 5>
i
diverge au point de Curie, tandis que le parameétre :
Z\2 1
Q= <X S - 5 S(5+1) >
|

qui, comme M devient proportionnel a N au-dessous du point de Curie n'est pas
un parametre d'ordre satisfaisant carla fluctuation correspondante ne diverge
pas.

IV - MODELE DE LANDAU - ORDRE DES TRANSITIONS.

L'ordre des transitions est lié au changement de symétrie qui
l'accompagne. Cependant I'ordre n'est pas toujours entierement déterminé par
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le changement de symétrie. Lors d'une transition entre deux phases
caractérisées par leurs groupes de symétrie, nous savons dans quels cas il est
possible de définir un paramétre d'ordre m nul dans la phase la plus symétrique
et non nul dans la phase la moins symétrique. La fonction m(T) est solution de

I'équation de minimisation de I'énergie libre F(T ; m) :
oF

= =
On suppose ici que tous les parametres autres que m ont été éliminés lors de
minimisations préliminaires et que F n'est fonction que de T et m.

Si on représente graphiqguement les variations de I'énergie libre en
fonction du paramétre d'ordre pour diverses valeurs de la température, on est
amené a distinguer deux familles de courbe :

La famille du premier type est caractéristique des transitions du deuxiéme ordre

la fonction m(T) est continue au point de transition Tq. Les conditions de stabilité
de I'équilibre thermodynamique imposent au voisinage de T :

oF
pour T >T, — >0
oM™ o
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o°F
pour T<T, — <0
oM m=0

Si la concavité a l'origine est une fonction continue de la température, on a donc

[ o ] =0 aT=T
aM2 m=0 i

Cette condition permet de déterminer la température de transition T .

La famille du deuxiéme type est caractéristique des transitions du
premier ordre :
la fonction m(T) est discontinue au point de transition Ts. Au

voisinage de T, la fonction F(T ; m) posséde, outre le minimum a m = 0, un

autre minimum et un maximum pour des valeurs finies de m.

Pour T > T, le minimum le plus bas est a m = 0. Pour T = Tg, les

deux minimums sont a la méme hauteur et il y a coexistence des deux phases.

Cette propriété est caractéristique des transitions du premier
ordre. Pour T < Tg, le minimum le plus bas est pour m fini. AT =T, m passe

donc de la valeur zéro a une valeur finie.
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Variations de I'énergie libre de Landau dans le cas d'une transition du premier ordre
Il est possible d'établir une condition suffisante pour que la famille

de courbes représentant les variations de I'énergie libre F(T ; m) soit du
premier ordre :

En effet, si le développement en puissances de m de F(T ; m)
contient un terme en m3, & la température T1 pour laquelle ( 92F/ om2)y=q = O,

la courbe a l'allure indiquée sur la figure ci-dessous. A cette température T1q,

I'état stable correspond a une valeur finie de m et on observera nécessairement
une transition du premier ordre a une température T supérieure a T1.

F A

Pour qu'une transition puisse étre du deuxieme ordre, il est donc
nécessaire que le développement en puissances de m de I'énergie libre ne
contienne pas de termes en m3. L'existence ou la non-existence d'un terme en
m3 peut se prévoir par des considération de symétrie. Par exemple, pour un
systeme magnétique, ou le paramétre d'ordre est I'aimantation, l'invariance par
renversement du temps implique qu'il 'y a pas de puissances impaires de m
dans le développement de I'énergie libre. Les transitions magnétiques pourront
étre du second ordre. Mais cette condition nécessaire n'est pas suffisante.

Par exemple, en I'absence de terme impair, mais avec un terme en
m# négatif, on obtient les familles de courbes données ci-dessous. Dans ce cas
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encore la transition est du ler ordre.

Contrairement au cas précédet ce sont des considérations
quantitatives qui permettent alors de prévoir le signe du terme en m# et donc
l'ordre de la transition. Ce signe résulte en général d'une compétition entre
entropie et termes d'interaction. Citons le cas de la transition magnétique de
He3 solide. L'absence de terme de puissance impaire, liée & linvariance par
renversement du temps, autorise une transition du second ordre. Toutefois,
cette transition est en fait du premier ordre, car un échange a 4 spins
exceptionnellement fort induit un terme en m# négatif dans I'énergie libre, car il
domine, & basse température, le terme en m# positif di & I'entropie.

4

Variations de I'énergie libre de Landau quand le terme en m4 est négatif

(en lI'absence de terme cubique)



CHAPITRE IV

APPROXIMATIONS DE CHAMP MOYEN.

- METHODES D'APPROXIMATIONS VARIATIONNELLES.

La plupart des transitions ne peuvent se décrire que dans la cadre de
théories approchées. Trés souvent, il s'agit d'une variante de la méthode du champ
moléculaire. On peut développer une formulation de cette méthode qui met en
lumiére son caractére variationnel.

La méthode variationnelle est une méthode d'approximation bien
connue en mécanique quantique; elle est fondée sur la propriété suivante: pour
toute fonction d'onde d'essai | yq, >, la valeur moyenne de I'hamiltonien :

Eo= <WolH|wo>
est toujours supérieure ou égale a I'énergie du fondamental exacte Eg. La
meilleure estimation variationnelle de Eq sera donc obtenue a partir de la fonction
d'onde | yg > qui minimise Eg. Il existe un équivalent de cette méthode

variationnelle en mécanique statistique.

Si un systeme est en équilibre thermodynamique, la valeur moyenne
d'une grandeur physique, représentée par un opérateur A est donnée par :
<A>=TrpA
ou p est l'opérateur densité tel que Tr p = 1.

On s'intéresse aux systemes en équilibre avec un thermostat.
L'expression de p s'obtient en minimisant I'énergie libre ( voir chapitre | ) :
BF=BTrpH+TrpLnp
On en déduit :
exp — BH

CTr exp — BH
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F=—@/B)LnTrexp-BH

Comme on ne sait pas calculer exactement la fonction de partition Z= Tr exp - B H,
on se contente d'une expression approchée F,, de I'énergie libre obtenue a partir

d'un opérateur densité approximatif pq
PFy=BTrpoH+TrpgLnpg

En vertu de l'inégalité :
—TrpgLlnpgs =Trpglnp

valable quel que soit p si p est I'opérateur densité exact (voir chapitre I),on a

—TrpOanOSTrpo[LnZ+BH]

d'ou :
BF:—LnZSTrpoan0+BTI’pOH:BFV

ou F est I'énergie libre exacte et F I'énergie libre variationnelle :
PF<PFy

L'énergie libre approximative est toujours plus grande que I'énergie

libre exacte. La meilleure énergie libre approximative sera celle qui minimise
BFy(po) par rapport aux parametres de pg.

Au lieu de raisonner sur un opérateur densité approché pg, il est
parfois plus commode de raisonner sur un hamiltonien approché Hy qui permet

de définir un opérateur densité par la relation. Ce cas est bien sir différent du cas
précedent. En effet, ici on connait de fagcon exacte I’hamiltonien H (alors qu’on ne
connaissait pas exactement r). Par contre, évidemment on ne sait pas le résoudre.
C’est pourquoi nous allons utiliser un hamiltonien approché, qui lui sera

exactement soluble. A cet hamiltonien approché, correspond un opérateur densité
pa, définit par :

1
pa = Z—eXp —B Ha

a

On définit Fg , I'énergie libre correspondant a cet hamiltonien approché :

Fqa=—-kTLnZg  PBFa=-LnTreBH,



Dans ce cas, on peut écrire :
—Trpaana:Ln Za+ BTI‘ paHa
Notre énergie libre variationnelle ne sera pas F5 , mais Fy, définie par :

BFy =B Fa+ BTrp a(H-Hy)

ou de facon équivalente :
Fy =Fa+<H-Hg>3

ou <A >3 =TrpgA estdéfini comme la valeur moyenne de l'opérateur A
calculée a partir de I'hamiltonien approché Hg et donc de l'opérateur densité
correspondant pg .
En effet ce choix de F,, permet de conserver la propriété F,, >F . Ceci
peut se démontrer en utilisant la propriété vérifiée par tout opérateur hermitique X :
<expX >2>exp <X>
Pour la démontrer, on peut partir de la définition de I'exponentielle d’'un opérateur :

exp (X—<X>) =1+4+(X - <X>)+(X =-<X>)2/2+..
On en déduit, en prenant la valeur moyenne définie a partir de tout opérateur
densité:

<exp (X—<X>)>2>2<l +(X—-<X>)>,

inégalité vraie pour tout scalaire réel X, mais aussi, a condition de prendre la
valeur moyenne des deux membres pour tout opérateur hermitique X )

Donc :
Tripagexp-B(H-Hg) 1= exp[-Trp g B (H-Hy) ]

et en supposant pour simplifier que H et Hy commutent :

Tr exp — BH
Ln ——————

>-Trp.B(H-H.)
Trexp - BH, Pab a

d'ou la propriété variationnelle annoncée :

F < Fy = Fo+ Trpa(H—Hg).

[I- METHODE DE BRAGG ET WILLIAMS - CHAMP MOLECULAIRE.




Ce sont ces considérations générales qui forment la base des
méthodes du champ moléculaire et de Bragg et Williams, que nous allons
discuter maintenant. Historiquement, ce sont les premiéres méthodes qui ont
permis de rendre compte des transitions du deuxieme ordre. Nous allons montrer
gue ce sont deux aspects de la théorie générale précédente.

Langevin avait donné une théorie élémentaire du paramagnétisme et
avait découvert qu'en présence d'un champ magnétique H suffisamment petit,
l'aimantation M de moments magnétiques indépendants était donnée par une
expression de la forme M(T) = C H/ T ou C est la constante de Curie et T la
température. Pour rendre compte du ferromagnétisme, il fallait introduire I'effet des
interactions entre "aimants atomiques”, négligées dans la théorie de Langevin.

P. Weiss supposa qu'il était possible, en premiere approximation, d'en tenir compte
en ajoutant au champ H appliqué le champ Hp, (champ moléculaire) créé par les

voisins. Ceci donne :
CH+H,)
=
En outre, il postula que ce champ moléculaire était de la forme Hyy, = K M. Cette

hypothése devait rendre compte de la nature coopérative de I'ordre. On a alors :

v (1 KC _CH
A-F)=+
c'est-a-dire :

CH
M=

T-T,

ou Tc =K C estlatempérature d'apparition d'une aimantation spontanée (M finie

guand H — 0). Voyons ceci plus précisément.

On considére une assemblée de spin d'Ising (pour simplifier) sur un
réseau de Bravais. Nous écrirons, aprés un changement de variables :

1
H=-=J), 60
2 TR

L'interaction est supposée ferromagnétique (J > 0) , oj = £ 1. La sommation est
limitée aux premiers voisins.

*Premiére méthode : Bragg et Williams

On considere un opérateur densité approché :



P, tel que P, = ll_[ Pio

Cette approximation consiste a découpler les sites. ( Dans la suite,
tous les sites i sont équivalents ). On impose les contraintes :

Trpjp=1 et Trpjpo=m

L (1+m) 0
2
0 —(1-m)
—(1-m
2
m est le parameétre d'ordre caractérisant pg. L'énergie libre variationnelle s'écrit :

1 F—1+mL 1+m+1—mL 1-m 1J 2
N PF = —Log— 5 Log—— - 5JzP

ou z est le nombre des sites voisins d'un site donné. En écrivant oF/dm = 0, on
obtient :
1+ m

1-m

1
Bsz:-Z—Log

On peut discuter graphiqguement I'existence des solutions :



intersection de lacourbey = Ln(1+m)/(1-m) avec ladroitey =3 Jzm

Le comportement a l'origine de: (1/2) Ln (1+m)/ (1-m ) est ~ m.
Donc si B J z <1, la seule solution est m = 0.

SiBJz>1,ily atrois solutions possibles m=0 et m=% mg

B J z =1 estle point de transition.

Ceci définit la température de transition: Te = Jz/Kk .

La discussion de la stabilité de ces diverses solutions permet de
déduire la courbe donnant les variations de m = m(T).



m(T) &

0 >

TC T

Si on veut étudier le voisinage de m = 0, on peut développer I'énergie libre autour

de ce point : F est une fonction paire de m. On a:
2 4

F= —lLog2+(1-J82) — +™ 4 o(m®
BF = - Log (—BZ)—Z— 12 (m”)

En posant J z = kg T, on observe les différents comportements de BF pour T > T¢
et T<T;.

On en déduit aussi le comportement de m, a partir de dF/ om =0

T-T, +m3_0
T Mm*T 3"




Les solutions correspondantes sont :
m =0 et mo2 =3 (Te-T/T

La solution non nulle donne un comportement parabolique.

On peut aussi introduire un champ magnétique h. Il faut alors
minimiser le potentiel thermodynamique F—m h :
s k(T-Tym + ¢
om ~ N = K@-TIm e+ 5= m
Donc, si on définit la susceptibilité :

(am) _
oh )
kg (T-Te) % + kgTemg? x = 1
Si T > T¢, on est dans la phase désordonnée (paramagnétique) : mg =0

1
X T —————————
kB(T-TC)
Si T < T, on est dans la phase ferromagnétique : mg =0
1
) e ———
2kB(TC-T)
Dans les deux cas , y diverge quand T — T, comme :
1
Kg|T- Tl

On peut calculer la chaleur spécifique (a champ constant) :
C = TaS _ TaS dm

9T~ om dT
Dans la phase paramagnétique : m =0, donc C=0.
Dans la phase ferromagnétique : mg# 0

1 dm(2)
C=7keTegr

On prévoit donc une discontinuité de la chaleur spécifique a la transition.



>
T

On retrouve partiellement les résultats prévus par la théorie d'Ehrenfest. Mais ¥,
qui est une dérivée seconde du potentiel thermodynamique G = F — mh, n'est pas
discontinue, mais infinie. On notera la continuité de l'entropie S, ce qui implique
qu'il n'y a pas de chaleur latente. Tous ces résultats se retrouvent facilement par la
deuxiéme méthode.

*Deuxiéme méthode : Champ moyen.

C'est la propriété de découplage :

po = H pio
|
qui a permis d'effectuer tres simplement les calculs.

Cette fois-ci, on suppose que :

1
Po=7 eXp+Bho

10
c'est-a-dire que le systéme est décrit par un hamiltonien approché Hg, donc par

I'opérateur densité :
1
P, =7 &Xp- BH,
a
avec

Ha:—hz o]
|

Le parametre variationnel est ici le "champ moyen" h.

Il s’agit encore d'une méthode qui découple les spins et par
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conséquent néglige toute corrélation, puisque [I'hamiltonien a N corps est
approché par une somme d’hamiltonien a un spin. Il y a donc, comme dans la
méthode précédente une factorisation de la fonction de partition a N spins. C’est
bien cette propriété de découplage qui rend les méthodes équivalentes.

La fonction de partition du site i correspondant a cet hamiltonien
approché s'écrit :
Zig=expBh+exp-Bh=2chBh
1 1 1 2
—F, =——1Ln2chBh-=Jzm +hm
. NV B 2
d'ou :

Le premier terme correspond a Fg ; les deux suivants correspondent a <H —Hg>,

en gardant les notations du paragraphe précédent .

On a posé :
1
m:<c>:—TrcseBhG
Z0
=thBh
On doit minimiser cette fois-ci Fy, par rapportah :
Il vient :
thph-dzmoD 4+ m+hoM = g
—thBh-Jzm 3n m 5n
D'ou I'équation de self consistence que doit vérifier le champ moyen :

h=JzthBh avecm=thfh
Si on écrit cette équation en fonction de m, on retrouve la méme
condition que dans la méthode de Bragg-Williams :
BJzm=argthm

Remarquons qu'on peut traiter de facon élémentaire le probleme précédent en
disant que H se comporte comme :

—Z h, o, OUhiZZCSj
i

jvi
et on fait I'approximation :

hi = 2 <(5J.>

jvi
qui doit étre indépendant de i, dou h =J z <6> . Mais nous savons qu'en
présence d'un champ extérieur effectif h, des spins indépendants soumis a ce
champ effectif acquiérent un moment moyen :
<o>=thBh
Par conséquent :
<o>=th[BJz<oc>]
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On doit résoudre une équation dite de "self-consistence" : on a remplacé le
probleme de spins en interactions par un probléme de spins indépendants placés
dans le champ moyen des autres spins. Ce champ moyen, qui détermine
l'aimantation moyenne, est lui-aussi fixé par cette aimantation moyenne. D'ou le
probleme de self-consistence a résoudre. Cette méthode de champ moyen self-
consistent est completement équivalente a la méthode variationnelle.

I est toujours important, quand on utilise une méthode
d’approximation variationnelle, de comprendre le sens physique de
'approximation utilisée, notamment pout en déterminer la limite de validité. Or ce
sens physique n’est pas toujours transparent. Dans le cas présent, I'approximation
variationnelle résulte du choix de I'opérateur densité d’essai ou de I’hamiltonien
d’essai. Dans 'un et l'autre cas (Bragg-Williams et champ moyen), ce choix revient
a découpler les variables de spin en les traitant comme indépendantes, puisque
on factorise les opérateurs densité des différents spins (Bragg-williams) ou qu’on
remplace un hamiltonien de spins couplés par une somme d’hamiltoniens a un
spin (champ moyen). Il existe une autre facon, évidemment équivalente, de
caractériser cette approximation : le champ moyen est une approximation de plus
bas ordre en fluctuations, c’est a dire en écart a la valeur moyenne. En effet,
développons 'lhamiltonien en puissances de termes fluctuatifs en écrivant :

cj = < 06j >+ (0] - <gj >)
ou le terme entre parenthese décrit I’ écart a la valeur moyenne, supposé petit en
valeur relative. L’hamiltonien s’écrit :

On voit alors que la méthode variationnelle de champ moyen est également une
méthode de linéarisation de I'’hamiltonien qui consiste a neégliger les termes
quadratiques en fluctuations. Décrire les spins comme des variables
indépendantes est équivalent a traiter au plus bas ordre les fluctuations par rapport
a la moyenne.

Bien entendu, la linéarisation de I’hamiltonien qui résulte du fait qu’on
néglige les termes quadratiques en fluctuations aboutit a un probleme de self-
consistence. En effet ’hamiltonien linéarisé dépend de la valeur moyenne de
I'aimantation < oj >, qui elle-méme doit dépendre de I'hamiltonien approché. Il
faut que cette interdépendance préserve la cohérence interne de la théorie.
Comme

< oj >=thBhj
et que
hj =zJ < o >
on aboutit bien a I'équation de self consistence du cham moyen :
<og>=th[BJz<oc>]
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[ll- THEORIE THERMODYNAMIQUE DE LANDAU.

Il faut bien distinguer la méthode d’analyse des transitions de phase
“a la Landau” de ce qu’'on appellera par la suite I'approximation de Landau, qui
n’est rien d’autre qu’une version de I'approximation de champ moyen.

La méthode d’analyse “a la Landau” repose :

1) sur une analyse des propriétés de symétrie de la phase haute température et la
recherche des parametres d’ordre possibles. Ces parameétres d'ordre sont des
variables extensives, nulles par symétrie dans la phase haute température, mais
qui deviennent nécessaires pour décrire la phase basse température et la brisure
spontanée de symétrie. Bien évidemment, cette analyse ne s’applique pas aux cas
des transitions de phase sans parametre d'ordre, tels que celui de la transition
liguide-gaz.

2) sur I'hnypothése de l'existence d'une fonctionnelle de [I'énergie libre : le
parametre d’ordre m(r) est a priori une fonction de I'espace. La donnée de cette
fonction suffit a décrire une “configuration” donnée et I'énergie libre qu’il convient
de lui associer. Il faut bien comprendre que cette énergie libre n’est pas I'énergie
libre du systeme a I'équilibre thermodynamique, mais celle qu’il aurait si le
parametre d’ordre était fixé de cette facon.

3) sur 'hypothese que cette fonctionnelle est analytique, donc développable en
puissances de m pour m suffisamment petit. Il faut souligner que cette hypothése
n'a rien de trivial, puisque précisément la signature de la transition de phase est la
présence de singularités de dérivées de I'énergie libre au point critique. On
suppose donc que ces singularités ne sont pas dues a des singularités de la
fonctionnelle F(m), qui reste analytique, mais sont tout entieres contenues dans
les singularités du comportement de m(T). Comme nous l'avons discuté plus haut,
ces singularités sont associées a la brisure de symétrie.

C’est dans ce cadre théorique général “a la Landau” que nous nous
placons pour introduire une approximation de type “champ moyen”, habituellement
dénommée “approximation de Landau”, que l'on peut présenter comme une
approximation du col dans le calcul de la fonction de partition.

Approximation du col

La fonction de partition dans I'ensemble canonique s’écrit:
Z:.=Trexp—BH

gu’il est commode de réecrire

-BE
Z:Z eB (©
{c}
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Dans cette somme sur toute les configurations ¢ on regroupe ensemble toute
celles qui ont méme énergie E
Z= z ’W(c) e_BE(C)

{c}
ou la nouvelle somme ne porte maintenant que sur les configurations d’énergie
distincte. W(E) est le nombre de configurations microscopiques du systéeme
d’énergie E. Ce nombre est relié a I'entropie microcanonique du systéme :

W(E) = exp S(E) / kg
D’ou
" -BIE(c) - T S(0)]
Z= z e
{c}

On écrit F comme une fonctionnelle du parameétre d’ordre m(r) donnant la densité
d’énergie libre correspondant a la valeur de la fonction m(r). Les configurations
C(E) sont supposées entierement déterminées par la donnée des fonctions m(r).
On écrit alors

Z=|Dm {exp- ddrF(m)}

a)-cas d'une transition du deuxiéme ordre.

Dans l'approximation de Bragg et Williams, ['énergie libre d'un
systeme magnétique décrit par le hamiltonien d'Heisenberg est une fonction
analytique de T et de l'aimantation m. Au voisinage de la température de transition
To, M est petite et il suffit de considérer les premiers termes du développement en

puissances de m :

FTm) = FTO) + —a(T-T)m? + 2> m?
(lm)_ (!) 2a( o)m 4m
ou
O°F
a= > = 4kg/N
om”~ dT ) o
T:T0
4 KT
b_1(aF} 16 kgT,
6 |~ 4 -3 .3
om’ ) o N
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m est compris entre - N/2 et + N/2 et Tq = zJ/4kp.

Ceci définit, dans ce cas patrticulier trés simple, ce qu’on appelle, de
facon générale, pour une transition du second ordre donnée caractérisée par un
parametre d'ordre m, la fonctionnelle de Landau de [I'énergie libre F(T,m) ,
fonctionnelle analytique de m et de T au voisinage du point de transition. La valeur
du parametre d'ordre a I'équilibre mg est déterminée par la minimisation de F(T,m).
Puis on fait I'approximation que que la fonction de partition du systéme a
I'équilibre, qui devrait s’écrire comme une intégrale fonctionnelle sur m(r) , se
réduit simplement a :

Z=|Dmexp- drF (m) sexp—BF(mO)

Q
ou mq est la valeur du parametre d'ordre a I'équilibre. Il s'agit donc d'une

approximation du col qui néglige complétement les fluctuations par rapport a la
valeur d'equilibre mg. On congoit que cette approximation devienne de plus en

plus mauvaise a mesure que I'on s'approche de la température critique. En effet, le
minimum de F( mg) devient de moins en moins marqué et les fluctuations de plus

en plus importantes.

De facon évidemment équivalente, I'approximation consiste a dire
gue I'énergie libre du systeme physique a I'équilibre se réduit a la valeur de la
fonctionnelle F( mg) calculée pour la valeur de m(r) qui minimise la fonctionnelle.

Dans ce paragraphe ou nous discutons le cas d'une transition du
second ordre, nous supposerons que le développement de I'énergie libre ne
contient que des termes de puissances paires du parameétre d'ordre et que le terme
d'ordre 4 est positif.

Dans ces conditions on peut écrire :

1 2 1 4
F(T,m) = F(T,0) + > a(T-T,)m" + T bm

Le signe de a détermine le domaine de stabilité de la phase ordonnée. Sia> 0, la
phase ordonnée est stable pour T < Tg. En outre, la stabilité de I'équilibre exige

que b soit positif.

*Parametre d'ordre.

La valeur de m qui minimise I'énergie libre est solution de I'équation :
a(T-Tgym+bm3=0

SiT>Tgp, laseule solution est m =0 . Le paramétre d'ordre est nul. Nous sommes
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dans la phase désordonnée.

SiT<Tg,ilya 3 solutions :

a(T,-T)
= +m,

m=0 et m==

La solution m = 0 est a rejeter, car elle correspond a un équilibre
instable. La solution stable correspond a une valeur non nulle du paramétre
d'ordre. Nous sommes dans la phase ordonnée.

Ceci constitue le premier résultat de la théorie de Landau : au voisinage de la
température de transition T, le paramétre d'ordre varie en (Tg — T)1/2.

Au voisinage de T, I'énergie libre est invariante quand on change m
en —m, d'ou les deux solutions équivalentes = mg. En réalité ces deux états sont

identigues. Le systeme peut étre décomposé en sous-systémes pour chacun
desquels m a un signe défini. Un tel sous-systeme constitue un domaine.

*Chaleur spécifique.
On peut calculer la chaleur spécifique par dérivation :

C=T dS/dT
ou l'entropie S est donnée par :
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s . F__OFTO 1_
ST T ot zanl

Dans la phase désordonnée m = 0 et au voisinage de Tq, la chaleur

spécifique s'écrit :
2
0 F(T,0
c--r(210)
aT T=T,

Dans la phase ordonnée, il faut tenir compte du terme en m2 dans l'entropie, et au
voisinage de Tg, la chaleur spécifique est donnée par :

2
9°F(T,0) aT,
C=-Tl—="| * =
aT T=T,

A la température de transition Tg, la chaleur spécifique est discontinue.

2
aT,
C (To-)_C(To+ ) = T >0

xSusceptibilité relative au parametre d'ordre.

Soit h le parametre intensif conjugué de m. Pour calculer la
susceptibilité isotherme :

_(om
!

il faut connaitre la fonction m = m(T,h). On raisonne sur le potentiel

thermodynamique

G =FT,m)-—hm.

Par minimisation de G :

a(T-Tg)m+bm3—- h=0

dont la solution est m(T,h). En dérivant par rapport & h, on obtient :
a(T-To)yr+3bm2y; —1=0

Dans la phase désordonnée, m = 0 et au voisinage de Tq :

1

T7 ATy

Dans la phase ordonnée, m n'est pas nul. Au voisinage de Ty et dans la limite h —

0:

1
Donc au voisinage de Tg, la susceptibilité se comporte comme 1/ |To-T| . On
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retrouve la loi de Curie-Weiss.
AT =Ty, la susceptibilite isotherme n'est pas définie et , en revenant a

I'équation de minimisation, on trouve que pour T=Ty, m se comporte comme hl/3,

En réalité, a part certains cas comme celui des supraconducteurs
usuels, I'expérience ne confirme pas, en général, la valeur de ces indices critiques.

b)-Cas d'une transition du premier ordre.

En principe, la méthode de Landau ne s’applique qu’aux transitions
du second ordre au voisinage du point critique, dans la région ou le parameétre
d’ordre reste suffisamment petit pour que le développement de I'énergie libre en
puissances du parametre d’ordre reste valable. En réalité, on peut I'étendre au cas
des transitions tres faiblement du premier ordre, c’est a dire ou la discontinuité du
parametre d’ordre reste tres faible. En fait, nous supposerons que le comportement
qualitatif reste valable méme quand la discontinuité du parametre d’ordre est plus
importante, ce qui est vérifié pour les propriétés tres générales que nous dérivons
ici. Bien entendu, les résultats quantitatifs ne doivent pas étre pris au pied de la
lettre.

Nous discuterons dans ce paragraphe le cas d'une transition du
premier ordre induite par un terme d'ordre 3 dans le développement de I'énergie
libre. On obtient des résultats analogues dans le cas ou le premier ordre est induit
par un terme d'ordre 4 négatif.

Le développement de I'énergie libre s'écrit ici :

F(T.m) =(1/2)a;m2 +(1/3)apm3 +(1/4) b m4
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Nous supposons que le coefficient du terme d'ordre 2 change de signe et que,
suffisamment pres de la transition, cellui varie linéairement avec T:
aij=a (T-Tp) avec a >0
La stabilité de I'équilibre impose b >0. Par ailleurs, nous supposerons que ap < 0.

Ceci permet de se restreindre aux valeurs positives de m. (Evidemment, dans le
cas contraire, m<O0).
A I'équilibre, la condition de minimisation de I'énergie libre JF/om =0
nous permet de calculer m( T) a toute température :
O=a; m+ay m2+b m3

Cette équation présente dans le cas général, trois solutions réelles ou complexes :

m, =0

soit / .2

My = 2b

Discutons les différents cas selon les valeurs de T.
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Pour T>T +—— =T,
4ba
la seule solution réelle estmq =0

Pour T+ >T>Tp

il apparait trois solutions réelles, dont une instable. Parmi les deux
autres, mq =0 et mo # 0, I'une est stable, car elle correspond au minimum absolu
de I'énergie libre, l'autre est métastable, car elle correspond a un minimum relatif.

Les deux solutions correspondent a des énergies libres égales pour une
température T donnée par :

Au-dessus de T,
la solution stable est mq = 0. En-dessous de T, c'est mp # 0 qui
devient stable, et mq =0 qui est métastable.

Pour T< Tg:
la seule solution stable est m»

Si on est constamment a I'équilibre thermodynamique, on prévoit donc le
comportement du parameétre d'ordre en fonction de la température schématisé en
pointillé dans la figure ci-dessous.

En réalité, en raison des barriéres de potentiel séparant les solutions
m1 et mo , il existe une certaine cinétiqgue de mise a I'équilibre thermodynamique.
Si I'évolution de la température est rapide par rapport a cette cinétique, le systeme

restera dans ['état métastable. Ainsilors d'un refroidissement tres rapide, le
systeme restera dans I'état mq jusqu'a T = Tg, température ou il basculera dans le

le seul état stable m» , jusqu'a T =0. De méme, si le systeme est réchauffé trés
rapidement, il restera dans I'état mo , non seulement jusqu'a T¢ , mais jusqu'a T4 ,
ou il basculera dans I'état mq . Ceci est une source d'hysteresis (en fait nous avons

décrit ici le cycle d'hysteresis maximum, schématisé dans la figure ci-dessus, en
supposant une évolution en température infiniment rapide devant la cinétique de
mise a I'équilibre du systeme)

variations de m dans une transition du premier ordre
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m 4

s Z
' \
<+——= >
T T, T, T

c)-Cas tricritique.

Dans ce paragraphe, nous supposons qu'il n'existe pas de terme
impair dans le développement de I'énergie libre. La transition peut étre du second
ordre. Comme d'habitude, le coefficient du terme d'ordre 2 s'annule pour une
certaine température :

1 2 b 4 c ¢
F(T,m)—fam +Zm +—6—m

La stabilité de I'équilibre impose c < 0.

Le fait nouveau est que le coefficient b, qui habituellement varie peu
au voisinage de la transition, peut lui aussi s'annuler et changer de signe sous
I'effet d'un paramétre extérieur comme, par exemple, la pression.
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- Pour b > 0, la transition est du second ordre.
- Pour b <0, on a une transition du premier ordre.

Le point ou, sous leffet de la pression et de la température, on
parvient a annuler simultanément les coefficients a(p,T) et b(p,T) est un point de
transition tricritique. Cette condition tres particuliere vient de ce que pour b >0, la
ligne de transition est du deuxieme ordre et pour b <0, du premier ordre .

Dans ce cas tricritique, on obtient, dans le modéle de Landau, les

indices critiques suivants :
pour la chaleur spécifique, o =1/2 pour T<Te , a=0pour T>Tg; pourle

parameétre d'ordre , B' =1/4; pour la susceptibilité y =1 et pour &, défini par
m ~hl/d §=5

IV THEORIE D'ORNSTEIN-ZERNIKE. APPROXIMATION GAUSSIENNE.

La théorie thermodynamique de Landau prévoit une divergence en
IT-Tol"1 de la susceptibilité relative au paramétre d'ordre. Ce résultat compromet la
cohérence interne de la théorie : celle-ci suppose que les fluctuations sont
négligeables et trouve qu'en réalité elles jouent un réle important. On cherche
donc une théorie aussi simple que celle de Landau mais qui tienne compte des
fluctuations du paramétre d'ordre.

Si on veut décrire, méme de facon approchée, les fluctuations, nous
devrons prendre en compte des configurations ou les degrés de libertés mis en jeu
dans la transition ( les spins dans le cas magnétique) sont corrélés sur un volume
fini (dont la taille divergera a T¢). Nous devons donc prendre en compte dans le
calcul de la fonction de partition des configurations ou le parameétre d'ordre varie
spatialement. Puisque le paramétre d'ordre est maintenant une fonction de la
position m(r), il faut donc prendre en compte, dans I'expression de I'énergie libre le
colt d'énergie de ces variations. On considere une énergie libre de la forme :

F=1 d% {% a/(T-T,) m*(r) + % bm’(r)+ % clv m@ \2}

Q
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Q est le volume du systeme. Cette expression qu'on appelle ‘fonctionnelle de
Landau-Ginzburg' est construite dans le méme esprit que I'énergie libre de Landau

on suppose qu'au voisinage du point de transition, seuls les termes
de plus bas degré en m et V. m sont a prendre en considération. C'est le terme en
gradient qui induit, a I'équilibre thermodynamique un état uniforme. Il trouve son
origine dans la portée finie des interactions.

A la température T et en présence d'un champ non uniforme h(r), le
parametre d'ordre est solution de I'équation de minimisation 8F/dm(r) = 0.

Longueur de corrélation.

F est une densité d'énergie libre par unité de volume. Elle prend une
valeur F (r) en chaque point. On cherchera les fluctuations de m dans la phase
haute température ou <m > =0 avec h = 0 . La fonction de partition s'écrit comme
une intégrale fonctionnelle :

Z=lexp-BF@mM)Dm

F= | d* {% &(T-T,) m2(r) + % bm’(r)+ % clv m() \2}

Q
Cette intégrale fonctionnelle est en général impossible a calculer. On fait alors
l'approximation de négliger le terme en m#, de sorte que lintégrale fonctionnelle
se factorise en produit d'intégrales gaussiennes : c'est I|'approximation
gaussienne. Cela revient a prendre en compte les fluctuations harmoniques
autour du minimum de I'énergie libre. Trop prés du point critique, I'approximation
harmonique deviendra mauvaise, car le terme en m4 deviendra important. On

sortira de la limite de validité de I'approximation.

On est plus exigeant que dans le paragraphe précédent. La forme de
F est plus riche. Elle donne des informations sur les corrélations spatiales.

Nous introduisons la transformée de Fourier du parametre d'ordre :
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—ik.
mo=1 e ol m(r)dsr

Q
et nous écrivons I'énergie libre en fonction de ces composantes de Fourier my :

1 a c 2
F =QF + — m, (= +— k)
o Qgrnk—kZ 2

On définit la fonction de corrélation :
G(k) =<mg m_k >

et la susceptibilité relative au parametre d'ordre :

om,
X mm(K) = (aT )
K /h=0

hk est le champ couplé a my
Le lien entre G(k) et xmm(K) est une version restreinte du théoréme de fluctuation-

dissipation .

Ecrivons la fonction de partition :

Z= e_BFHdmk:H exp{— !
k 20k, T

k B

2
(a+ck2)|mk\ }dmk

Le calcul de G(k) s'effectuant en écrivant que :

2
H |mk| exp{...;}dm,
’ k

k

2
GK=<Im]| >=

H exp{...;dm ,
’ k

k
< ... > est une moyenne d'ensemble sur toutes les configurations {my’}. Les termes
correspondant a k # k se simplifient au numérateur et au dénominateur. Le seul
terme restant au numérateur se calcule aisément par une intégrale gaussienne.
<|mk|2> est I'écart quadratique moyen de my , le dénominateur servant a normer la
probabilité :

2 QkgT
GK) =<|m| >=

a+ck’
Le calcul de la susceptibilité relative au paramétre d'ordre ymm(k) se

fait en ajoutant un champ h(r) couplé a m(r). Il faut alors ajouter dans I'énergie libre
le terme d'énergie induit par le champ :



24

— | &* h(r) m(r) = —é 2 m, h,
k

2 _
m, exp {- (a+kzc) | mk| - - ¥d m,

BT B

<m > =
exp {... }d m,

On retrouve a nouveau le calcul d'une intégrale gaussienne, mais translatée en mg

. Il suffit d'effectuer le changement de variable :
h
k

2
a+ ck

La moyenne gaussienne de la nouvelle variable étant nulle, on trouve pour la
moyenne de my :

1
<m > = hk

a+ck’
ce qui donne pour la susceptibilité :

Xrm(K) =
a+ck

Ceci vérifie bien le théoreme de fluctuation dissipation :

G(K) = QkgT %, (K)

On peut caractériser les fluctuations spatiales dans l'espace direct a l'aide de la
fonction de corrélation :
G(r) =<m(0) m(r) >

Le systéme étant invariant par translation, on définit la transformée de Fourier :
3
1 |dk ikr
Gr)y=—|—e G (k)
Q 3
8n

Le calcul de la transformée de Fourier s'effectue tres simplement. A trois
dimensions :

=y kgT/Cc 4,

1
3 5 2
8m K™+ x (T)

G(r) =
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-xXTr
I(BT e kBTc

= = K g(xr)

C 4nr C
ou la fonction g(x) est définie par :
e— X
4mx
et la quantité x par :

g(x) =

k2=alc

Nous supposerons que le paramétre d'ordre est écrit en variable réduite de sorte
qgue G(r), définie comme une quantité sans dimension, est homogéne a un
nombre. k(T) est homogéne a l'inverse d'une longueur. Nous posons :

1
k(T) = g(—T—) ou §(T) estla longueur de corrélation.
E(T) croit comme [(T-T¢)/Te)] 12 quand T — Tt

G(r), qui traduit les corrélations du parametre d'ordre, a donc une portée de plus
en plus grande lorsque T — T¢t. On définit un nouvel indice critique :
EM=[(T-Tc)/Tc] 2= @OV

Dans cette approximation de champ moyen, v = 1/2

L'introduction du terme en Vm tient a la portée des interactions.ll
permet de calculer les fluctuations du paramétre d'ordre. Le parametre d'ordre m
est maintenant une variable aléatoire qui peut étre différente de sa valeur
moyenne <m >. Pour T >Ts, <m> =0, mais les fluctuations existent. Pour T < Tg,

<m> # 0; c'est une grandeur thermodynamique dont les fluctuations existent aussi.
La forme du terme (c/2) | Vm |2 limite I'amplitude des fluctuations pour T #T¢.

Validité de I'approche - Critére de Landau-Ginzburg.

Dans un premier temps, on a négligé le terme d'ordre 4 (b/4 Ym4, en
supposant le paramétre d'ordre, mais aussi ses fluctuations suffisamment faibles :
c'est I'approximation gaussienne. Or, si < m2 > augmente quand T — Te, il arrivera
un moment ou l'amplitude des fluctuations sera tellement grande que le terme en
m4 deviendra plus important que le terme en m2 . Les calculs précédents cessent
d'étre valables. On sortira du domaine de validité de la théorie de Landau. On
trouve la limite de validité (en ordre de grandeur) en prenant pour critere :

(1/2)a<m2>= (b/d)<m4>
Dans le deuxiéme membre, on fait I'approximation < m4 > = < m2 >2, qui
deviendrait exacte si les fluctuations étaient réellement indépendantes. Cette
approximation est justifiée ici, puisqu'on cherche, en ordre de grandeur, la limite
de validité de I'approximation de découplage des fluctuations.



26

Exprimons les conditions correspondantes sur I'écart a la température
critique T - T . De fagon equivalente, nous écrivons :
a G(Nz=b G2(r)
Nous obtenons le critere de Landau-Ginzburg en écrivant G(r) sous forme d'une

guantité sans dimension :
KgTe
G() =— x g(x)

Le critéere de validité de lI'approximation gaussienne est :

Ko T

B'c
a>»b

K

soit : EM<&g
ou nous avons introduit une nouvelle longueur :

bkeT, \
C

Eg est une longueur caractéristigue du systéme, liée aux interactions entre
fluctuations : elle traduit la portée de ces interactions. Tant que &(T) < {g , la taille

des régions corrélées restera plus petite que la portée des interactions entre
fluctuations. On pourra alors, en moyennant sur ces fluctuations, négliger ces
interactions : la théorie de Landau restera valable. Inversement, si (T) > &g, on ne
pourra plus les négliger. Les interactions entre fluctuations deviendront au
contraire trés importantes. On rentrera dans le domaine des fluctuations critiques,
ou l'approximation gaussienne n'est plus valable.

Cette analyse explique le comportement comparé de la transition
supraconductrice et de la transition suprafluide de I'Hélium 4 liquide. Nous verrons
plus loin que ces deux transitions devraient présenter les mémes propriétés
critiques, car elles appartiennent a la méme classe d'universalité.
Expérimentalement, si les indices critiques de la transition suprafluide s'écartent de

la valeur de champ moyen, ce n'est pas le cas pour les transitions des
supraconducteurs connus. La différence provient des ordres de grandeurs de &g.

Dans I'hélium liquide &g est reliée a la portée des interactions entre atomes,

typiquement la distance interatomique, soit quelques angstroms, alors que dans
les supraconducteurs, g, de I'ordre du rayon des paires de Cooper, est trés grand

devant la distance moyenne entre électrons : le champ moyen, dans ce cas, reste
tres bon jusqu'a des températures tres proches de Ts. La région critique est si

étroite qu'elle ne peut pas étre mise en évidence expérimentalement.
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> <

région critique modéle gaussien valable

Nous avons dérivé le critere de validité de I'approximation
gaussienne en supposant que la dimension d'espace était 3. Rien n'’empéche de

le faire pour une dimension d'espace d quelconque. Dans ce cas, il suffit d'écrire :
a Gg() >b (Gqd(1)?

ou

@ koT./cC .
d 7k
Gd (r) [ °c el r

@ 12+ (T)

soit en posant q =k/ x,

KT
GyN= = [K(TN** gy(x D

dd(x r) est un nombre sans dimension.

C

Le critéere de Ginzburg s'écrit alors :

kBTC d-2

a>»b K

c
C'est-a-dire, en posant
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On obtient alors le résultat important que les corrections au modele
gaussien sont d'autant plus importantes que la dimension d'espace est plus
basse. Pour d = 1, elles sont tellement importantes qu'elles interdisent la possibilité
d'une phase ordonnée. Pour d > 4, on prévoit au contraire que le comportement
critique est correctement donné par le modele gaussien. Ce résultat, qui pourrait
paraitre inutile sur le plan pratique (en réalité, il est souvent utile, dans de
nombreux probléemes physiques, de considérer des dimensions d'espace
supérieures a 3 ), est au contraire important. A partir de la solution exacte pour d =
4, on a pu obtenir des solutions numeériques approchées en écrivant des
développements en puissance de € = 4 - d.
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CHAPITRE V

PHENOMENES CRITIQUES.

| - GENERALITES
Comportement critique

Au voisinage d'un point de transition, un systéme possede deux phases
de stabilité voisine. Ceci entraine l'existence de fluctuations. Ces fluctuations
gouvernent, en général, le comportement du systéme au voisinage de la transition.
Ainsi, pour une transition liquide-gaz, le phénomene caractéristique de l'opalescence

critique.
Considérons le cas d'un corps ferromagnétique. Pour T > T, la phase

stable est une phase désordonnée. Cependant si T est proche de T, la phase

ordonnée a une stabilité comparable et il apparait, par fluctuations, des zones
localement ordonnées pendant un certain laps de temps. On est alors tenté

N
)‘/'
~a

>

de définir, physiquement pour ces fluctuations une longueur de corrélation ¢,
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donnant leur taille moyenne et un temps de corrélation t donnant leur durée de vie
moyenne.

Cette longueur & et ce temps 1 deviennent de plus en plus grands au fur
et a mesure que I'on s'approche du point de transition, et ceci entraine l'importance de
plus en plus marquée des phénomenes critigues associés a ces fluctuations. La
longueur de corrélation & gouverne les phénomeénes critiques statiques tandis que
le temps t gouverne les phénomeénes critiques dynamiques.

Nous discuterons d'abord les phénomeénes statiques. Tous les autres

paramétres étant fixés, £ est fonction de la température T. & (T) croit lorsque T
s'approche du point critique T¢ (T — T¢). La question est : & diverge-t-elle a T¢?

Si £ - oquand T — Tg, le régime de fluctuations se développe
complétement prés de T ; sinon le régime avorte, la transition de phase se produisant

prématurément. Cette classification recouvre tres largement la classification a la
Landau pour l'ordre des transitions. Si la transition est du second ordre a la Landau
(pas de saut du parametre d'ordre) la longueur de corrélation diverge a T, etil y a un
régime de fluctuations complétement développé. Si la transition est du premier ordre a
la Landau (saut du parametre d'ordre), en regle générale, la longueur de corrélation
est finie & T¢, et il y a avortement, plus ou moins prématuré, du régime de fluctuations.
Il y a toutefois quelques cas particuliers ou la correspondance entre classifications ne
s'appliqgue pas strictement : en fait, du point de vue de I'étude des phénomenes
critiques, la classification la plus intéressante est celle fondée sur le comportement de
la longueur de corrélation.

On peut distinguer deux types de mesures :

- les mesures thermodynamiques  déterminant des grandeurs
macroscopiques : chaleur spécifique, aimantation, susceptibilité uniforme, etc ...

- les mesures déterminant des grandeurs liées corrélations
microscopiques entre différents points, telles que I'(R, t) = < M(R,t) M(0,0) > ou des
fonctions de corrélation d'ordre supérieur. Les expériences de diffusion de rayons X,
de neutrons etc ... apportent des informations directes sur I'(q, ), transformée de
Fourier de I'(R,t). Les singularités des grandeurs thermodynamiques et des fonctions
de corrélation ont méme origine physique dans le développement des fluctuations
critiques. La connexion est assurée par le théoreme de fluctuation-dissipation.

Les propriétés critiques statiques concernent les grandeurs
thermodynamiques et les fonctions de corrélation prises en temps égaux. Les
propriétés critiques dynamiques comprennent les dépendances en temps (ou en
frequence) des fonctions de corrélation.

Exposants critiques
On observe au voisinage d'un point critique (transition du deuxieme
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ordre) des comportements en lois de puissance avec des exposants nhon
nécessairement entiers. C'est ainsi qu'en-dessous de Tg, le paramétre d'ordre

démarre en (T¢ - T)B, et qu'au dessus de T, par exemple, la chaleur spécifique varie
en (T - Tg) % la longueur de corrélation en (T — Tg)~V, et la susceptibilité ( cas
magnétique) en (T — T¢)~Y. Les exposants, a, B, v, v et d'autres, définis au voisinage

d'un point critigue, appelé exposants critigues sont mesurés expérimentalement
avec une précision qui exclut le doute : les valeurs sont en général non entiéres. Il
s'agit d'un comportement singulier parce qu'l impligue que les grandeurs
thermodynamiques, les fonctions de corrélations sont des fonctions non
analytiques, non régulieres, de leurs variables (température, champ conjugué au
parametre d'ordre, distances, ...).

Le tableau ci-dessous donne la définition des exposants critiques, leurs
valeurs dans l'approximation de champ moyen et leurs valeurs exactes dans le cas

exactement soluble du modele d'lsing a deux dimensions (on a posé dans ce
tableau t = (T-T¢)/ Te) .

exposants définition champ moyen Ising d = 2
c,t”
o * o=0’=0 o=0’=0
C= g
o . o ivergence
o’ C(-t) discontinuité logarithmique
Y x 7
" , =y'=7/4
x= , y=y'=1 =
' (-7
8 t=0 H~ M?® 6=3 §=15
v &t
" v=v’'=1
£ = v=v’'=1/2 -
v’ E(-t)" "
<S( S0) >~ —I —1/4
n Xd-2 +n n:() n
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Universalité

Ce qu'on trouvera de remarquable, c'est que ce comportement, pour
singulier qu'il soit, présente des caractéres de grande simplicité. Les exposants
critiques ne prennent pas n'importe quelle valeur. On peut regrouper les difféerents
systémes physiques, présentant les transitions de phase les plus variées, en un petit
nombre de groupes, qu'on appellera classes d'universalité, caractérisés par un
certain ensemble de valeurs des exposants. C’est-a-dire que si un systeme
appartient a une classe d'universalité donnée, tous les exposants critiques de ce
systéme sont ceux de la classe d’universalité, et ceci indépendamment de I'infinie
diversité des parametres qui peuvent décrire ce systéme physique particulier, mais
gui ne sont pas pertinent pour définir la classe d’universalite.

On observe, de plus, entre les exposants critiques des relations trés
simples du type o + 2 B + v = 2, appelées lois d'échelle, qui présentent un caractere
d'universalité encore plus grand.

Le tableau précédent d'exposants critiques appelle deux commentaires :
1 - l'universalité des exposants critiques dans l'approximation de champ
moyen est totale. Leurs valeurs sont indépendantes du systéme physique étudié.

2 - Ces valeurs de champ moyen sont en général inexactes, comme le
montre la comparaison avec la solution exacte du modele d'Ising a deux dimensions,
ou encore le fait qu'il n’existe pas de transition de phase a température finie a une
dimension.

L'universalité du champ moyen est trop forte.

On voit bien que la dimension d’espace joue un rdle important, a travers
I'exemple du modéle d’Ising, dont on connait les solutions exactes a une et a deux
dimensions. Ceci est en contradiction avec l'universalité trop forte du champ moyen,
approximation dans laquelle la dimension d’espace ne joue aucun role.

Il existe peu de modeles de mécanique statistique exactement solubles.
Le modele sphérique est 'un de ces modeles ou il est possible de calculer de fagon
exacte les propriétés critiques en dimension d’espace arbitraire.Ce modele est défini
de la facon suivante :par I'hnamiltonien de couplage
H=-32'S;S,

<ip>
entre les spins Sj, situés aux noeuds d'un réseau. Sur chaque site i du réseau est
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défini un spin S;j peut varier continlbment de - oo & + oo, mais on impose la contrainte

sur 'ensemble du réseau que :

2. S’=N .

-1

Dans la limite ou le nombre de spins tend vers l'infini (N — oo ) la fonction de partition

est donnée exactement par la méthode du col. En effet,

+ oo + oo N
N N N ia{z Siz—N}
z=11 dSie_BHS(ZSiZ—N): I1 dSie_BH doe 't

i=1 i=1 i=1

- oo - oo

Comme Jij ne dépend que de la distance entre i et j,

J 2 S, Sj est proportionnel a N

<.

Dans la limite N — oo, on peut donc utiliser la méthode du col. Dans la limite N —oo, il

pY

existe donc une solution exacte du modele sphérigue a toute dimension. Les
exposants critiques calculés ainsi sont donnés dans le tableau ci-dessous.

La contrainte sur les spins

2. sP=N .

=1

peut se traduire par l'introduction d'un multiplicateur de Lagrange qui établit entre ce
modele sphérique et le modéle Gaussien une relation du type transformation de
Legendre. En fait, il existe un isomorphisme entre un modéle de type “échange entre
spins classiques” dont le nombre de composantes du parameétre d'ordre n — « et le
modéle sphérique. Ainsi, pour le modéle sphérique, on part d'un modéle de spins a
une seule composante et on aboutit a une valeur effective infinie pour n, nombre de
composantes du parametre d’ordre. Comparons les exposants critiques obtenus par
calculs numériques pour le cas n = 1 avec les résultats exacts du modele sphérique :

calcul numérique Modele sphérique Modele sphérique
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n=1,d=3 d>4 2<d<4
o=0,12%+0,02 exposants o=a’'=d-4)/(d-2)
B=0,32+0,02 de champ B=1/2
v=1,24£0,01 moyen y=1/dl2-1)
n=0,04 £ 0,02

Le cas n — « montre que le champ moyen est exact pour d > 4 comme
le laissait prévoir le critere de Ginzburg, mais inexact pour d < 4. Lecasn=1
montre également que le champ moyen ne donne pas les bons indices critiques, mais
aussi que ces indices critiques dépendent de n.

L'universalité prévue par le champ moyen, ou le comportement ne
dépend ni de n ni de d est trop forte.

En fait le comportement critique dépend de n et de d : ceci définit une
classe d'universalité. Le comportement ne dépend pas du détail des interactions, de
la géométrie du réseau etc ... (En réalité, cette affirmation est un peu trop schématique
. la classe d'universalité peut ne pas dépendre que de n et de d, mais aussi de la
symétrie et de la portée des interactions. Sur cette question, on pourra consulter les
références géneérales données au début du volume.) Encore faut-il préciser les
guantités qui sont universelles et celles qui ne le sont pas : la température critique, par
exemple, dont la valeur précise est influencée par les moindres détails ne l'est pas.
Les préfacteurs y+, x- ne le sont pas non plus. Les quantités dont le comportement est

universel sont :
- les exposants critiques
- les fonctions de corrélation
- les équations d'état.

Plus précisément, on définit une fonction de corrélation a deux spins
G2 =< S(x) S(0)> = Go(x, T, H, réseau). Cette fonction G2 est universelle quand on a
effectué les changements d'échelle sur x, T et H qui en font des variables sans
dimension. De méme, pour I'équation d'état f(T, H, M) = 0 : a des changements
d'échelle pres f est la méme pour tout systeme de n et d donnés. Soit I'équation d'état
f(t,H, M)=0
Cette équation doit rester vérifiee si on fait le changement d'échelle
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t>t =t
c'est-a-dire également HoH = ABdH
M—M =ABM

ft ,H ,M)=0

Si on choisit A tel que M "= 1, c'est-a-dire :

L'équation d'état s'écrit

La fonction g est universelle.

L'existence d'une telle loi au voisinage du point critique a été vérifiée
avec une grande précision et il apparait que la fonction g(x) présente des caracteres
d'universalité étendus, analogues a ceux des exposants critiques.

Il - LOIS D’ECHELLE - HYPOTHESE D’HOMOGENEITE

De plus on a observé expérimentalement des relations entre indices
critiques, ce qu'on appelle les lois d'échelle :

o= o’ Yy=v (2 -1m)
y = v o+2 B+y=2
dv=2-0
d+2-
§=— -1
d-2+m

Il existe donc 7 relations entre ces 9 exposants critiques.

On ne sait pas démontrer de facon générale ces relations. Ce qu'on sait
faire, a partir des principes généraux (convexité de F ...), c'est démontrer certaines
inégalités.

Par contre, si on fait I'hnypothése que la partie singuliere de I'énergie
libre G(t, H) et de la fonction de corrélation I'(t, R) sont des fonctions homogénes de
leurs variables, on peut démontrer que ces lois d'échelles sont automatiquement
vérifiées, ainsi que la loi d'états correspondants pour I'équation d'état.
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Une fonction de p variables f(xq1, X2 ... xp) est dite homogéene de degré
n, par rapport a la variable x1 si f(Ax7 ) = AN f(x1). Nous faisons d'abord une

hypothese d'homogénéité de la partie singuliére de I'énergie libre
F(At, AL m)= 22-a  F(t,m)

Cherchons d'abord a relier les valeurs des exposants a et b a des indices critiques
usuels (de la chaleur spécifique , du parametre d'ordre...). Pour cela, placons nous a
m =0, et prenons pour facteur d'échelle A=t - 1. On obtient alors :

F(t,m)~ t2-2a

ce qui montre gqu'en fait a = o, exposant critique de la chaleur spécifique.
Si maintenant on fixe la valeur du facteur d'échelle A am-Ub
, On obtient : F(t,m)=F(t/mUb 1)m@-a)/b

Puisque m~t B, ol B est I'exposant critique du parameétre d’ordre, on doit avoir b=p.
21 on fixe la valeur du facteur d'échelle A a [t[-1 o0 t= (T-Tg) / Tc est

I'écart relatif a la température critique :

2-o m
FTm) = [t] FE1,—)
1l
Placons nous d'abord dans le cas t > 0 (phase désordonnée) et h = 0 (champ couplé
au parametre d'ordre nul).
Par dérivation, on obtient facilement des propriétés d’'homogénéité pour

les dérivées secondes de F(t,m) :
( 2 2

0 B - 9
— [Fx=at, y=Am] =1 — [F{tm)]
J X ot
82 B 2-0-2 az
—2[F(X=M,y=7hm]:% —Z[F(t,m)]
Y, om
Faisonsd'abord m=0 et A = t—1,
On obtient : )
ai: ~t ¢
o
<
a_zF_ N 2—-0-2P
| om?

ce qui montre que o est bien I'exposant critique de la chaleur spécifique. De plus,
puisque la susceptibilité x est donnée par :
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om  o°F (BZFJ (a m)z o
X: = = — — ~
dh 5y om- dh
2
Y

d'ou, — "t * , ou yest I'exposant critique de la susceptibilite,
om

la loi d'échelle suivante est vérifiée:

o+2B+y=2

De méme, on obtient, pour t=0:
F(0, AB m) = 22— F(0,m)
c'est-a-dire : F(O,m) ~ mC-o)B,
En présence d'un champ h couplé au parameétre d'ordre, la valeur de m s'obtient par
minimisation du potentiel thermodynamique F(0,m) — mh, c'est-a-dire :

) _
—[Fo,1)m*™"P

om

-mh]=0

ce qui donne : h ~ m-o-B)yB,
L'indice critique est défini par : h ~ m?d. Il doit donc vérifier la loi d'échelle :
o+B(0+1)=2.

Nous allons également faire I'nypothése de propriétés d'homogénéité
de la fonction de corrélation. Nous avons calculé la fonction de corrélation a deux
spins dans le modele gaussien. Cette approximation nous avait conduit a lI'expression
d’Ornstein - Zernike :

Joz (LR) = R2-d e—R/§
Cette valeur approchée posséde la propriété d'homogénéité suivante :

Sionchange ten A=2t, etR en AR ,nous obtenons la transformation
suivante :
t>A 2t = E—->AE
R—-AR = R/IE — RIE
Le rapport R/ reste invariant. Dans l'approximation gaussienne, la fonction de
corrélation présente la propriété d'homogénéité suivante :
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g(A2t, AR) = A2-d g(t,R)

Nous géneéralisons ce résultat du modele gaussien en admettant qu'au voisinage de
Te, la forme asymptotique pour R — oo est une fonction homogéne généralisée telle

que
1

. N
gt AR) =2

y
9(t,R)

La forme d’Ornstein - Zernike correspond aux valeurs de champ moyen des

exposants critiques

x =12 et y =0

Considérons, parexemple: t=0 et A=R1

g(OR=gO1R Y -

Ceci montre que y =m , ou m est I'exposant critique habituel de la fonction de
corrélation.
Considérons maintenant : A =tX,

On obtient :

X 2-d—m)

R

Ce comportement de la fonction de corrélation implique que & ~ t= X ou § est la
longueur de corrélation. Ceci montre que x =v , ou v est I'exposant critique habituel
de la longueur de corrélation.

Introduisons maintenant la variable champ magnétigue . Nous
généralisons la propriété d’homogénéité de la fonction de corrélation de la facon
suivante :

1
- = ]

Ul
g(t,h,R)

1
A%

0 2—
g(A  t,A  h,AR)=A

Si on fait t=0 et A = [h] Yo, dans l'identité précédente, on obtient :
9(0,h,R) =[n]Vod-21) g(0,1, R/ [n] Vo)
d'ou ontire & ~[h] V.
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Ces deux derniers résultats nous montrent que ce n'est que par
l'intermédiaire de la longueur de corrélation & que les fonctions g(t,0,R) et g(0,h,R)
dépendent respectivement de t et de h. En tant que fonction de & et de R, la fonction
de corrélation est une fonction homogeéne. Elle satisfait a l'identité

g(L & AR) =22"4Ng(ER)

qui implique :
gER) = RZAN g(1, RE)

Sionfait h=0et A= (-t)V dans gAl/Vt, A=1/V, h, AR) = A2-0-N g(t,h,R)
on démontre facilement que § ~ (-t)"V
c'est-a-dire: v=v’

Nous ne donnerons pas ici les démonstrations détaillées de toutes les
lois d'échelle qu'on peut déduire des propriétés d’'homogénéité de I'énergie libre et de
la fonction de corrélation. Les lois suivantes se démontrent tres simplement de
maniéere similaire :

R-mv=y v(d-2+m) =2 dv=2-oa
d+2-n 2
8:— ’Y:—
d-2+n d-2+n

Les lois d'échelle permettent de calculer tous les exposants critigues que nous avons
définis des gu'on en connait trois. Les exposants que l'on sait calculer exactement,
comme ceux du modéle d'Ising bidimensionnel et ceux du modele sphérique satisfont
aux lois d'échelle. Les exposants obtenus par les développements en série sont en
général en bon accord avec les valeurs calculées a partir des lois d'échelle. Les
exposants du modele de Landau satisfont aux lois d'échelle, a I'exception de celles ou
figure la dimensionalité d'espace. Ceci n'est pas surprenant, car |'énergie libre de
Landau satisfait les propriétés d'homogénéité qui sont a la base des lois d'échelle.
Cependant nous savons que la théorie de Landau n'est plus cohérente pour d < 4

bY

puisqu'elle revient a négliger les contributions des fluctuations qui deviennent
divergentes quand T — T¢.

Néanmoins, nous connaissons, grace a la théorie de Landau, les
exposants exacts pour d = 4. Nous pouvons donc les calculer pour d < 4 par une série
de perturbation en puissances de e=4 - d. La méthode repose sur deux hypotheses :
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1 - L'universalité : il nous suffit; pour calculer ce développement en
puissances de ¢ de choisir le modéle le plus simple pour représenter une classe
d'universalité donnée, sans s'embarrasser de tous les détails d'un systéeme donné qui
compligueraient les calculs.

2 - 'homogénéité : il nous suffit, grace aux lois d'échelle de calculer trois
indices critiques pour les déterminer tous.

Les bases physiques sont les suivantes : Au voisinage d'un point
critique, les proprietés d'homogénéité des diverses grandeurs physiques sont
etroitement reliées a des propriétés d'invariance dans une certaine transformation
d'échelle. En effet l'identité d'homogénéité :

F(At, ABm) = A2—0F(t,m)

peut s'interpréter comme une propriété dinvariance de [|'énergie libre dans la
transformation d'échelle suivante :

t'= At
m’=MBm soit F(t,m) = F'(t',m')

F=\0-2F

La partie singuliere de I'énergie libre est le point fixe de cette
transformation. La raison physique est que les singularités du comportement critique
sont tout entieres associéees a la divergence de la longueur de corrélation. On fait
I'hypothese que, prés du point critique, la seule échelle de longueur pertinente est la
longueur de corrélation &. Il existe bien sir d'autres échelles de longueur dans le
probleme détaillé, telles que les distances interatomiques, mais elles ne sont pas
pertinentes pour la détermination des propriétés critiques.

La transformation d'échelle indiquée ci-dessus est définie par le facteur
d'échelle de I'écart a la température critique t = At Il lui correspond évidemment un
facteur d'échelle pour la longueur de corrélation é’ = AV &. Cette transformation établit
donc une correspondance entre un probleme de longueur de corrélation donnée et
un probléme de longueur de corrélation plus petite. Le cas ou la longueur de
corrélation est strictement infinie au départ, c'est-a-dire le cas d'un point critique, et en
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conséquence, le reste au cours de la réduction correspond au cas du point fixe.

L'hypothése d'homogénéité permet de dériver les relations entre
exposants critiques et s'avere un outil indispensable pour la compréhension des
phénomeénes critiques. Toutefois, elle ne permet pas de donner la valeur numérique
de chaque exposant. Pour cela, il faut faire appel a une méthode plus puissante, la
méthode du groupe de renormalisation.

[l - INTRODUCTION AU GROUPE DE RENORMALISATION

Dans un systeme physique a l'approche d'une transition de phase, le
nombre de degrés de liberté interagissant effectivement entre eux est fourni par le
nombre de degrés de liberté contenus dans un volume dont le rayon est de l'ordre de
la longueur de corrélation . Les méthodes d'approximation les plus courantes,
négligeant les corrélations entre un grand nombre de particules, sont valables lorsque
la longueur de corrélation est petite. En pratique, on sait traiter de facon simple les
corrélations a deux particules. Le probléme a trois particules est déja beaucoup plus
difficile. Ce type de méthodes est voué a I'échec quand la longueur de corrélation est
grande.

D'ou l'idée de réduction du nombre de degrés de liberté : on cherche a
établir une correspondance entre un probléme de longueur de corrélation donnée et
un probléme de longueur de corrélation plus petite. Le groupe de renormalisation
établit ainsi des correspondances entre systemes de longueurs de corrélation
différentes. Si la chaine de correspondance aboutit a un systéme soluble, par quelque
méthode, on peut obtenir, en remontant la chaine, la solution du systéme de départ.
Dans le cas des transitions de phase, la solution du comportement critique est
obtenue en étudiant les petites déviations autour du cas particulier du point critique,
ou la longueur de corrélation reste infinie dans les opérations de réduction.

Lorsqu'on parle de réduire la longueur de corrélation, le langage fait
penser a une opération de symétrie : la dilatation (dilatation de l'unité de longueur,
contraction de la longueur de corrélation). On peut dire qu'au point critique un
systéme est invariant par dilatation et qu'au voisinage du point critique, la symétrie de
dilatation est brisée, d'autant plus qu'on s'écarte davantage du point critique.

Si on connait I'expression de I'énergie libre F, ce qui, en général, n'est
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evidemment pas le cas, on peut trouver le point fixe de la transformation :

t = At
m' = ABm
F' = AO—2F

et en déduire les valeurs des paramétres a et B de la transformation, c'est-a-dire les
exposants critiques de la chaleur spécifique et du parameétre d'ordre. Prenons par
exemple I'énergie libre d'une assemblée de spins 1/2 localisés aux noeuds d'un
réseau de Bravais dans l'approximation de Bragg - Williams (voir page 119).

En gardant les mémes notations :

AF = - % Jzm®+ % kgT [(1+m) Ln (1+m) + (1-m) Ln (1-m)]
ou AF(T,m) = F(T,m) - F(T,0)

Au voisinage de T = T¢ = J z/4kg et de m = 0, on peut écrire :
AF =2k (T-T)m? + =k T m?
=2kg(T-T)m +§ gTcm +..

Lorsqu'on effectue la transformation
=t m'=ABm AF =00 -2 AF | ol t=T-Te

On obtient :

o+2p-1 4 o+4 -2
AF@EM)=2kgh  tmo kT A m

Cc
La condition pour qu'on tende vers un point fixe quand m — 0, t — 0 s'écrit donc

o+2=1

o+4p =2
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ce qui entraine
a=0 B =1/72

On retrouve les exposants du modele de Landau et ce résultat ne dépend que des
propriétés d'analyticité de I'énergie libre au voisinage du point de transition. Lorsque
I'énergie libre est inconnue, la méthode est inapplicable, mais I'idée de base du calcul
précédent va nous permettre de définir le groupe de renormalisation.

On peut présenter la méthode du groupe de renormalisation de la fagon
suivante : Considérons a d dimensions, un systeme cubique de coté L, de volume Ld,
représenté par un hamiltonien de Landau-Ginzburg. Un systéme de taille Ls (avec s >
1) contient sd fois autant de particules que le systeme de taille L et par conséquent sd
fois autant de degrés de liberté. Par exemple, le nombre de composantes de Fourier
est (L/a)oI a d-dimensions (a est la longueur de la maille) , car il est déterminé, a partir
des conditions aux limites périodiques par :

ki = (2r/L) n n=12..ng=L/a
i=1,2..d

La condition n < ng = L/a est équivalente a la condition |kl < A. Dans un systéme de

taille Ls, la limite supérieure pour n est Ls/a. Si nous imposons une restriction sur k
(ou sur n)

A 0
k| <= (oun< —)
S S

au lieu de : k| <A (oun<ng)

nous retrouvons a nouveau le méme nombre de composantes que dans le systéeme

de taille L. La procédure mathématique pour arriver a ce résultat est d'intégrer sur les
composantes de Fourier mi du paramétre d'ordre dans la tranche A/s < k < A. Le

nouvel hamiltonien H| g du systeme de taille Ls est défini par :
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exp- H  /kgT=1.. |exp-H|_/kBT H dm,
A

—<k<A
S

ou H| g est une fonction des my avec (k < A/s).

Cette opération dans l'espace des k est équivalente a l'opération dans
I'espace réel schématisée dans la figure ci-dessous : la figure a) représente le
systéme de taille L et la figure b) celui de taille Ls. Ici s = 3. Si on oublie le réseau de
lignes pointillées, le nombre de degrés de liberté est inchangé. Supposons qu'en a),
chaque maille élémentaire contienne 1 spin. Dans la figure b), on remplace sd spins

dans une maille de longueur sa par leur moyenne définie par

1

0; =3 &« Oy

ou les ompj sont les spins appartenant a la ieme maille. On pose
exp- (H JkgT) = 2. .. 2. exp(-H /kgT)&(o- %Z G )
{omt S

On peut écrire cette transformation de fagon formelle :

Hi s = Ks HL

C'est ce qu'on appelle la transformation de Kadanoff. Dans cette
transformation, la longueur de la maille est multipliée par s. Ensuite, on réduit cette
longueur pour revenir a la taille initiale. C'est la transformation b) — c¢) schématisée ci-
dessus. Il faut opérer une transformation sur les longueurs :

"= 1/s oubien |—-sl’

Mais aussi, dans le méme temps, il faut opérer une transformation sur la densitéde
. ’ N , . 1
spin: 6 =Ag G 0OU on peut écrire Ag sous la forme s M. C'est
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b)

I'ensemble de la transformation de Kadanoff et de la transformation d'échelle sur
les longueurs (contraction) et sur les spins qui constitue le groupe de
renormalisation. Nous verrons plus loin, sur un exemple précis que cette
transformation sur les spins est absolument nécessaire et qu’elle doit faire partie de la
transformation de renormalisation.

L'hamiltonien résultant Hg peut s'écrire :
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Hs =Rg H
La transformation Rg est généralement non linéaire mais présente la propriéte :
Rss' = Rs Rg'

Rg forme un semi-groupe (Rg ne forme pas un groupe car une transformation de

renormalisation n’est pas inversible : lintégration sur les degrés de liberté est
irréversible. En I'absence de I'existence d’éléments inverses, il n'y a pas de structure
de groupe).

En général I'hamiltonien transformé n'a pas la méme forme fonctionnelle
qgue I'hamiltonien de départ.

La relation de semi-groupe impliqgue que répéter la transformation un
grand nombre de fois revient a prendre la limite s —e . Supposons qu'il existe H * tel

que :
Limsﬁoo RS H=HF*

H * est donc un hamiltonien invariant. Au point critique, on peut supposer qu'un tel
hamiltonien invariant existe. C'est la facon dont on s'approche de H * qui révélera
toutes les propriétés universelles inhérentes a l'existence du point critique.
Considérons, pour fixer les idées, un hamiltonien de Landau-Ginzburg décrit par 3
parametres a, b et c, dénotés par un vecteur , qu'on appellera u* dans I'hamiltonien
invariant H *. u est transformé en u' par Rg et u* estun point fixe de la transformation.
Considérons pour simplifier le cas ol u est un scalaire. La relation entre .’ et i est
représentée par la figure ci-dessous. Supposons que L soit proche de u* et posons u
- u* = du. On linéarise I'équation de renormalisation :

8u=RL6u
S

L
ou R estune matrice 3 x 3 dans le cas de I'hnamiltonien de Landau-Ginzburg a 3
S

parametres. Supposons gue cet opérateur linéaire possede des valeurs propres
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H'A
W T A :
/ 5 point fixe
stable
’ >
k
m m
W V'
B /
U :
5 point fixe
5 instable
: >
H*
M

kj(s) auxquelles sont associées des vecteurs propres ej et que ceux-ci constituent

une base. La relation

L L L
RSl R52 (ej) = R3152 (ej)
implique :

Aj(s1) Aj(s2) = Aj(s1 s2)

ce qui implique que kj(s) soit de la forme
7Lj(s) = sYj
Les indices j sont choisis de fagcon a ordonner les valeurs propres par valeurs

décroissantes
A= A2 2>

s étant plus grand que 1, on en déduit :
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y12y2=2..

Au voisinage de u* la renormalisation du vecteur propre ej se réduit a une
multiplication par sYj. Les vecteurs propres sont appelés des champs d'échelle.
Si on écrit
ou = Z X €
j
on a
v
' = zs ) X €
i
Cette formule permet, suivant les valeurs de I'exposant Yj de classer les
champs ej et les variables conjuguées X;-
Si I'exposant yj est positif, le champ ej et la variable Xj sont dits

pertinents.
Si I'exposant yj est négatif, le champ ej et la variable Xj sont dits non-

pertinents.
Si I'exposant yj est nul, le champ ej et la variable Xj sont dits marginaux.

Pour comprendre le sens de cette classification, supposons que
I'exposant yq soit positif et que tous les autres exposants soient négatifs. Lorsque s
tend vers l'infini, on constate que du' tend vers zéro si e1= 0, tandis que si e1=0, il

n'en est plus de méme. Lorsqu'un champ pertinent n'est pas nul, u ne tend pas vers
le point fixe u* et on ne peut pas observer les phénoménes critiques associés a ce
point. Pour pouvoir observer ces phénomeénes critiques, il faut donc satisfaire
certaines conditions, dites conditions de criticalité, qui se traduisent par I'annulation
des champs pertinents.

Le nombre de champs pertinents est en général petit. Pour une
transition du deuxieme ordre ordinaire, les conditions de criticalité sont I'annulation du
champ h, conjugué du parametre d'ordre, et de I'écart de température t.

Les exposants Yj gui permettent de classer les champs et les variables

conjuguées sont reliés aux exposants critiques.

Au voisinage du point fixe pu*, I'hamiltonien effectif H étant déterminé
par les champs ej, la partie singuliere du potentiel thermodynamique par unité de

volume est une fonction F(eq, ep, ..) de ces champs. Lorsqu'on effectue une
transformation du groupe de renormalisation, la premiére opération de la
transformation laisse la fonction de partition inchangée puisqu’il s’agit simplement
d'une trace partielle (alors que la fonction de partition est la trace totale). Cette
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premiere opération laisse donc I'énergie libre F inchangée. Dans la seconde partie
de la transformation, c’est a dire la contraction des longueurs, F, qui est une densité
d’énergie libre, se transforme comme l'inverse d'un volume :

F'(e1 ,e2,..)" =sd Fleq, ey, ...)

ou les fonctions Fet F' sont en fait identiques.

On a donc
. y y
Fe.e,..)=s d F(s ! €., S 2 €, ...)
Si le champ eq représente I'écart de température t, en choisissant s tel
que
Y1
s t=1, il vient
dy -yily
Fte)=t "FLt 'e)
_ -A;
£ F(1L, t 'e)
d'ou : 2-a=dlyy
Aj = yjlya
La formule de transformation de la longueur de corrélation étant :
g =C&ls

On peut écrire de la méme facon :

y
BB = sE(st)
Cette loi implique :
-1/y1

£~ t

c'est-a-dire : y1 = 1/v.

En combinant ce résultat avec celui déja obtenu pour I'exposant o, on
retrouve la loi d'échelle :
dv=2-oa.

On voit donc comment la méthode du groupe de renormalisation permet, par le calcul
des exposants Yjs le calcul des exposants critiques.

On peut voir aisément que la loi de transformation des spins est reliée a
I'exposant n de la fonction de corrélation. En effet, si on applique la renormalisation
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des spins :
6 =A(s)o

au comportement a grande distance de la fonction de corrélation de I'aimantation :
Pourr>>sa, G(r/s,w)= A2(s) G(r, n)

La relation de semi-groupe impose pour A la forme fonctionnelle :

A(s) = s*

Au point fixe :
* 2d

r ) *
G(;,u) = s " G(ru)

On choisit pour facteur d’échelle s = r/ b, ou b est une longueur grande devant le
parameétre de réseau :

* b Zd(p ES
G(ron) = () G(b, pn)

de sorte que :
2d(P = d—2+n

IV - EXEMPLE DU MODELE GAUSSIEN

Pour illustrer la méthode du groupe de renormalisation, considérons le
cas tres simple du modéle gaussien. Ce modele est méme tellement simple qu’il est
directement soluble sans approximation. L’intérét de la méthode du groupe de
renormalisation, sera donc, ici, seulement de nature pédagogique, pour illustrer de
facon simple comment la procédure de renormalisation permet de calculer les
exposants critiques. En fait, ce modéle est méme trop simple, ce qui conduit a des
propriétés spécifiques de la renormalisation qui ne sont pas du tout générales, mais
tres particulieres de ce modele précis.

Dans ce modele et dans un espace de dimension d, I'hamiltonien effectif
est donné par :

d 1 2 1 2
pH=] d'R| 3 ISR 5 cllgrad SR)I?]

Q
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On définit la transformée de Fourier S (k ) du spin S (x )

d
d )
Xelk.x S (x)

S(k) =

N

QL
La fonctionnelle de I'énergie libre s’écrit en fonction de ces transformées
de Fourier :

1
pH = 2 > (rp+c 9! S, S, + constante
k<A

et la fonction de partition :

k<A 2 k< A

Z= J T asw exp -—— 3 (r,+ck) S, S,

La transformation du groupe de renormalisation comporte
trois étapes :

1) La premiére est une intégration sur les composantes de Fourier de
vecteurs d'onde tels k que A/s < k < A. Cette intégration partielle n'offre
aucune difficulté car exp - B H' s'écrit sous la forme d'un produit d'intégrales.

2) une dilatation des longueurs :
X =x/s K = sk

3) une renormalisation des spins :

S'(x) = s°S (x)
ce qui d'aprés la définition de la transformation de Fourier :

d_, _a

- ' ddX .
s(ky=1 L X g(x)y=s? —e
2

L' Q L

d
s(PS(x)

conduit a :

0
S'kk') = s S (k)
L’hamiltonien renormalisé H' vérifie donc :

exp — BH' (s') =J’ IT dswexp-p H(s)
A
— <k <A
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1 1 d-2d B
BH' = ?(r0+ck2)SkS_k :Z?s “(y + cs K ’)S (k) S (k)
k<—/§ k'<A
S

On voit donc que I’hamiltonien renormalisé a la méme forme que I'hamiltonien
initial . :

BH' = -;- (Fo + Cs K)S (k) S (k)

k'<A
avec .
d-2d
FO'- S r0
d-2d -2
c'=s (o

Cette propriété, qui simplifie considérablement la procédure de renormalisation, est
trés particuliere de ce modele. En général, I'hamiltonien transformé n’a pas la méme
forme que I'hamiltonien initial.

Cette transformation présente deux points fixes possibles :

1°) le point fixe “trivial *:

ro quelconque avec d — 2d(p =0, mais c¢ = 0. Ce cas correspond a une
longueur de corrélation nulle. Il n’est donc pas physiquement intéressant pour les
propriétés critiques. En fait, dans ce cas, ¢ est un champ d’échelle non pertinent et le
point fixe correspond a un ensemble de sites découplés. Ce cas correspond a la limite
d’'un température tendant vers I'infini.

2°) le point fixe “gaussien”:
ro = 0 , avec c quelconque et la condition d — 2 — 2d(p = 0. Ce cas
correspond au contraire a une longueur de corrélation infinie et représente donc le

point fixe intéressant du point de vue des phénomenes critiques. Le point critique
correspond a la température qui annule rg . On peut alors linéariser la dépendance

en température de rq :
ro=r1 (T-Tg), Tp étant la température critique.
Etant donné la relation donnée ci-dessus reliant d(p et I'exposant critique n, la
condition de point fixe correspond ici a :
n=0
La relation de transformation de rg se réduit alors a :
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o= s? '
Avec les notations de ce chapitre (page 161), ceci correspond a un exposant yq du
champ d’échelle rg , proportionnel a t , qui apparait donc comme un champ d’échelle
pertinent :

y1 =2, Cest-a-direa v= 1/y; =1/2.

Les résultats v =1 /2 et n = 0 avaient déja été obtenus au chapitre 1V,
par un calcul direct de la fonction de corrélation, puisque ce modele simple est
directement soluble, sans qu’il soit bien sOr nécessaire d'utiliser le groupe de
renormalisation.

Cependant, la phase basse température (rg < 0) n’est pas définie pour le
modéle gaussien. Lorsque rg <0, certaines intégrales gaussiennes sur S(k) ne sont
pas convergentes. En effet, il est physiguement évident que le modele gaussien
devient instable pour rg < 0 . Si on voulait alors rétablir une phase physiquement
stable, il faudrait inclure un terme en S4 positif, qui est précisément négligé dans le
modeéle gaussien.

Il est instructif de rajouter un terme en k4 dans I'hamiltonien :
1 2 Wo 4
BH = kZ >tk + k') s, S,
<A

Dans la transformation du groupe de renormalisation, le champ d’échelle wgy se
transforme, au voisinage du point fixe gaussien, en :
W'g= s~ 2wy

wg est donc un champ d’échelle non pertinent. Le résultat est intéressant, car il
explique la restauration de l'invariance par rotation au point critique. En effet, en
développant I'hamiltonien du modéle correspondant sur réseau, on voit apparaitre un
terme violant I'invariance par rotation :

1 Zd‘, 4

12 i=1
Ce terme n’étant pas pertinent, n'affecte pas les propriétés a longue distance des
fonctions de corrélations, qui sont donc invariantes par rotation.

V - AU-DELA DU MODELE GAUSSIEN

On remarque aussi que le paramétre ¢ ne joue aucun role : on peut le fixer a sa
valeur ¢ = 1. On peut méme aller plus loin en exigeant que, dans le cas de
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I'hnamiltonien général discuté ci-dessous, le coefficient du terme en (gradientS)2
reste toujours fixé a 1/2 dans toutes les itérations des transformations du groupe
de renormalisation.

Cette condition est certainement compatible avec I'existence d'un point fixe:
un des parametres de I'hamiltonien reste fixé et égal a 1/2. Dans le cadre des
théories perturbatives, elle conduit effectivement a un point fixe. D'autres choix
pourraient conduire a d'autres points fixes, mais on ne sait rien a I'heure actuelle, ni
de leur existence éventuelle, ni de leur utilité possible en physique.

Les résultats du modele gaussien sont en réalité d'origine purement
dimensionnelle. En effet, exiger n = O (ou dp = d/2 - 1) est équivalent a demander
que le coefficient du terme en (V¢)2 reste inchangé et égal a 1/2 dans une
transformation du groupe de renormalisation. Pour que ceci soit réalisé, il faut que le
changement d'échelle de longueur soit compensé par le changement de

normalisation du champ:

-d+2+2d 2 2
dix (ve)? = | dxs *vo =] d'x (Ve

Ceci revient & dire que si l'on attribue la dimension -1 & une longueur (x' = s -1 x), on
doit attribuer une dimension dp = d/2 - 1 au champ ¢. Mais linvariance de H peut

étre retrouvée par simple analyse dimensionnelle : en effet H ayant dimension zéro,
est indépendant de l'unité de longueur. Si I'on veut que H ait dimension zéro, il est
nécessaire d'attribuer au champ une dimension d/2 - 1

La dimension d(p(): d/2 - 1 est appelée dimension normale (ou canonique) du
champ: c'est celle que I'on obtient par analyse dimensionnelle.

En général, pour un hamiltonien non gaussien, de ne sera pas €gal a d(pO (de fagon
équivalente n sera différent de 0); dp est alors appelée dimension anormale du
champ. Cette dimension anormale a une origine dynamique et elle dépend du point
fixe considéré.

L'invariance d'échelle naive correspond a un comportement déterminé uniquement

par l'analyse dimensionnelle: par exemple G(k) ayant dimension — 2 doit étre
proportionnel & k- 2 c'est effectivement le résultat du modeéle gaussien lorsque T= T¢(=

To).

Il sera intéressant pour la suite de déterminer les dimensions normales des



164

constantes de couplage rg, Ug, Ug, Vg, etc. , (notées [rp] , [Upl, etc. ) qui apparaissent

dans I’hamiltonien :

’ dd 1 v 2 1 2 1 4 1 6 1 2V 2
= —C +—1T +— U +— U + —V + ...
X > Vo) > 0@ 20 0® pr 6 P 20 0@ (Vo)

Ces dimensions normales sont obtenues trés simplement en remarquant que [H]=0 et
[p] =dg%= d/2 -1.0n trouve:

[ro]l=2 [ug] =4—d
[ug]=6-2d [vgl=2—d.
Point fixe gaussien

Examinons maintenant le hamiltonien général H (ci-dessus. Ce hamiltonien
comprend des termes en @2, ¢4 etc. qui se référent a un seul site. Ces termes sont
simples dans I'espace des x. Inversement le terme en (V¢)2 couple des sites différents
: ce terme au contraire est simple dans I'espace de Fourier : il est diagonalisé par une
transformation de Fourier. Dans le cas du hamiltonien gaussien, les modes normaux
sont découplés.

Au contraire le terme en ¢4 est compliqué dans l'espace de Fourier, car il couple
les modes normaux entre eux. Il n'est pas possible de trouver un espace ou tous les
termes sont simples, et c'est pourquoi on doit avoir recours a des méthodes
approchées pour traiter le hamiltonien de Ginzburg-Landau. Nous nous limiterons
dans un premier temps au hamiltonien suivant :

H—dd1V21 T21 )
= X;c(@)+;ro()cp+zuocp

La méthode standard est le développement perturbatif en puissances de ug Le
hamiltonien H est décomposé en un terme gaussien Hp et un terme  “d'interaction *

V:
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. Yo | a4
H=H, +V ou V:E d xo (x)
De méme pour appliquer la renormalisation de I'hamiltonien, on devra avoir recours
a cette séparation pour faire l'intégration sur les do (k).
Ecrivons:

PX)=0 X))+ (X),

ou @ | (x) a des composantes de Fourier dans le domaine0<k< Als et ¢ (X)

dans A/s < k A. La mesure d'intégration dans la renormalisation de H est donc
D@o(x); il convient également de remarquer que ¢ | (x) et ¢ » (x) sont découplés

dans Ho. A une constante multiplicative pres et omettant pour le moment les
dilatations, on obtient :

Do, exp { = Hy () ~ V(e |

exp —H'; =exp - Ho((Pl)

D, exp (~ Ho(e)))

Si I'on se limite au premier ordre en ug, le nouveau hamiltonien H'1 sera:

Do, exp { = Hy (0) I V(e.9,)

1 2
H', = HO((pl) + + O(ug)

D(P2 exp (- Ho((Pz) )

Le hamiltonien Ho(¢ 5) est gaussien, et V(¢ 1,0 » ) est un polyndme en ¢ , . Il s'agit

donc d'évaluer la valeur moyenne d'un polynbme avec une distribution de probabilité
gaussienne. En fait, nous aurons seulement besoin de < @(X),92(y)>, , ou l'indice 0

indique que la moyenne est prise en utilisant le hamiltonien gaussien Hg. Pour

évaluer cette valeur moyenne, on remarque que l'on connait déja le résultat lorsque
lintégration sur k va de 0 a A ; dans ce cas < @(X),9x(y)>, est la fonction de

corrélation du modéle gaussien (voir chapitre 1V):
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_ G d% e 'K &Y
GoX-y) = <@,(x) 9,(y)>, = i 2
(27) k™ + Mo
k< A

Dans le cas présent, l'intégration sur k est limitée par A/s < k < A et le résultat est
simplement

ddk e—i k. (x —y)

<9,(0) 9,(y)>, =Gq(x-y) = o T
0

—<k< A
S

Revenons au calcul de <V( @1, ¢2)>:
< (@100 + 92(x) )5y = (@1(x) )* + 6(01(X) )2< 9202),92(¥)>5 + < (92(x) )*>,

Le dernier terme est une constante et peut étre négligé. Le second vaut

*
6(91(x))*Go " (0).
On trouve donc pour H’|:

' g |1 2 1 2 1 4 Uy 2 .
H';, = [dx ?C(V(pl) +Er0(P1+Zu0(p1+Z(p1(X)GO(O)

Reste a faire les dilatations pour trouver H':

' d . d—2d(p—2 1 ..2 1 2 Uo " 2 2-2d U
H = |dx's E—(V(p)+—2-s r0+—2-GO(0) ¢ (X)+s

? 4—? ¢ %) }

A cet ordre, (mais seulement a cet ordre), le coefficient du terme en gradient n'est
pas modifié par l'intégration sur ¢,. Si I'on veut maintenir ce coefficient égal a 1/2, il

faut donc prendre, comme dans le cas du modele gaussien, do= d/2 -1 etn =0
Les lois de transformation de rg et ug sont :

: o
ro=s (ro + 30 Gy (0))




167

Evaluons maintenant G*O(O); comme rg — 0 , on peut prendre ro << A/s

(il est un peu plus simple de prendre pour hamiltonien

2
Hy = dx (V¢) (. Ma, chap. Vil )

Alors, G*O(O) =2B(1- sz'd) + O (rp) ou B estune constante

Les équations de renormalisation ont un point fixe a ry = ug = 0. Si l'on linéaires au

voisinage de ce point fixe, les termes négligés dans I'expression ci-dessus de G*O(O),
qui donnent des contributions en (rgug) etc. ne modifient pas la linéarisation. La

matrice R(s) est dans ce cas

S B(s" - 58)
R(s) =

Ses valeurs propres et vecteurs propres sont:

7‘1 _— v, = 2 e, = ((1)]
}\,2 _ SS (y2 = 8) e2 - (_lB]

Pour € <0, c'est-a-dire pour d >4, on trouve une valeur y; = 2 etune valeur y, = ¢ <

0. Ceci montre que le point fixe est du type étudié précédemment avec un champ
pertinent et un champ non pertinent. Les exposants critiques sont identiques a ceux
du modéle gaussien: v =1/2, n=0.

Examinons I'espace des parameétres; un point u de cet espace s'écrit:

U=rg g + Ug Ug

ou rq et ug sont les vecteurs unitaires des axes rg et ug respectivement;
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comme e;=rg et ey=-Brg +ug

Les champs d'échelle sont t; =rg + ug B et t, = ug , la surface critique étant donnée
part; =rg+ugB=0.
A I'approximation linéaire on obtient la température critique:

roc = rl(TC — TO) = - Uo B

Si I'on se limite a I'espace des parametres (rg , Ug), c'est-a-dire au hamiltonien de
Ginzburg-Landau proprement dit, on vient donc de montrer que pour d > 4 les
exposants critiques sont ceux du modéle gaussien, ou de la théorie de Landau. Il est

facile de généraliser ce résultat a un hamiltonien arbitraire de la forme (38). En effet
dans une transformation du groupe de renormalisation, un terme tel que ug se

transforme, d'apres (48) suivant
wg=s5"2d yg + ..

et le champ ug, tout comme ug, est non pertinent (toujours si d > 4), I'exposant de s
étant négatif. Une suite de transformation du groupe de renormalisation ameéne tout
hamiltonien du type de I'hamiltonien général de la page 165 au point fixe gaussien rg
=Up=Ug = ..... =0, si I'on part d'un point situé sur la surface critique. Cette propriété
permet de démontrer le résultat annoncé au chapitre IV les exposants critiques de la
Théorie de Landau sont corrects pour d > 4. Il faut cependant faire attention pour les
exposants o, 3,0 (cf. Ma, page 185.)

Point fixe non gaussien

Pour d < 4, le point fixe trouvé précédemment ne décrit plus une transition
de phase du deuxieme ordre, car y, = ¢ > 0. Il apparait un deuxiéme point fixe, qui

aura lui les caractéristiques convenables :y; > 0, y, < 0 et c'est ce point fixe qui va
déterminer les exposants critiques pour d < 4. Ce point fixe apparait comme le

prolongement d'un point fixe de type incorrect pour d > 4. Ce point fixe est non
physique car il correspond a ug < 0, cas ou les intégrales sur ¢(x) ne sont pas

définis. Les deux points fixes échangent leur stabilité pour d = 4.

La raison de I'apparition de ce point fixe "non gaussien” pour d < 4 réside
dans I'existence d’'un terme non linéaire pour I'évolution de ug En effet, on montre
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gue cette évolution dans une transformation du groupe de renormalisation a la forme :
Ug=5s8(Uug — Cug2 Lns)

ou C est une constante. La condition pour I'existence d’'un point fixe peut s’écrire :

du'
0 _ B 2 _
(dLnSl:1—euo Cu0 0

Le point fixe est alors situé a ug ¥z €/C, c'est-a-dire que est d’ordre ¢ : en fait, les

calculs sont valables ordre par ordre dans un développement perturbatif. les résultats
ne seront valables que pour & “petit” (cette notion de petit restant évidemment a
préciser.

Il est nécessaire d’écrire explicitement les lois de transformation de ry et ug . Le

calcul est plus compliqué que précédemment, ou la transformation était linéarisée, car
il faut aller jusqu’a l'ordre 2 en ug dans le développement perturbatif. Nous

donnerons ici le résultat des calculs sans démonstration ( voir Ma, chapitre VII) :

u 1 2 _

.2 0 2

r'o=s Jry+ 2(; (l-s )—rOLns)
16 =

2
3uO

Lns
2

16w

On en déduit les équations différentielles :

2
dry(s) Up(S) rp(S)  Up(s) A
= 2r1y(s) - +

dLns 2 2

16 n 16 m

2

d uy(s) 3 uy(s)
dins _ £U(®) - 2

16w

En fait, ces équations ne sont correctes que si s est suffisamment petit. On ne doit
jamais faire en une seule étape une transformation du groupe de renormalisation
correspondant a un facteur de dilatation s >> 1, mais toujours décomposer en un
produit de transformation. L’avantage des équations différentielles est que Ln s est
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méme infinitésimal. L’itération des transformations du groupe de renormalisation est
donnée par la solution de ces équations différentielles : un facteur de dilatation s
s’obtient dans ce formalisme par une suite d'itérations de transformations
infinitésimales. Les équations ci-dessus permettent de calculer aisément la position
du point fixe :

2
* 16 1t * € A2
Uy = 3 g = ——
0 3 0 6

et les exposants y; et y, ont pour valeur :
yi= 2-¢/3 y,= —-€<0

Le fait que y, soit négatif montre que le point fixe posséde bien les propriétés

souhaitées. L’exposant critique v vaut :

1 1 € 2
v=—=—+4+ —+4 0(e)
Y1 2 12

Ceci donne la correction d’ordre € a la théorie de Landau.

Nous venons de terminer le calcul d’'un exposant critique a l'ordre €. Ajoutons les
remarques suivantes :

1) Les calculs ont été conduits avec un parametre d’'ordre de dimension n = 1. Il ne

serait pas difficile de les généraliser au cas d’'un parameétre d’ordre de dimension n.
Le hamiltonien de Ginzburg-Landau correspondant serait :

i=1 41 i=

1 n 2 1 n 1 n 4
H = ddx{? 2 (Vo) +_ro[z (Piz)”L_uo( ?, ] }
2 i=1 1

Dans ce cas, on trouve par exemple :

ce qui montre la dépendance explicite des exposants critiques par rapport a la
dimension du paramétre d’ordre.
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2) Les calculs exposés ci-dessus reposent sur un développement perturbatif
remanié par le groupe de renormalisation. Le paramétre du développement
perturbatif est € et les résultats sont fiables pour € << 1. L’extrapolation au cas
réaliste d= 3 donne des résultats assez satisfaisants avec toutefois de mauvaises
surprises : les résultats a I'ordre &3 sont plutdt moins bons que ceux a l'ordre e2.
Les développements de ce type ne sont pas convergents.

3) Au début des années 70, lI'accent a été mis sur le développement en &. Ce
développement a effectivement joué un tres grand role historique, en permettant
pour la premiere fois d’aller au-dela de la théorie de Landau, avec des résultats
gualitativement corrects. Aujourd’hui, il semble tres important de pouvoir prouver
'existence de points fixes par des méthodes non perturbatives, ce qui permettrait
un calcul totalement fiable (tres vraisemblablement numérique) des exposants
critiques.



APPENDICE A

INTRODUCTION A LA THEORIE DES GROUPES FINIS

Dans le cadre de cet ouvrage, il ne peut étre question de traiter en détail la théorie des groupes.
De ce fait, nous présentons dans ce volume, trois appendices sur différents aspects de cette théorie.
Le premier appendice est une introduction, limitée au strict nécessaire, a la théorie des groupes, a
leurs structures et a la notion de classes, notion fondamentale pour discuter la représentation des
groupes, traitée dans I'appendice C. L'appendice B donnera une description des groupes ponctuels.
Nous ne donnerons, en général, que les principaux résultats. Pour un exposé plus détaillé, le lecteur
devra se reporter al'un des ouvrages cités en référence.

1) DEFINITIONS

Un groupe est formé d'un ensemble dééments R R'... pour lesquels on peut définir une loi de
multiplication. Le groupe est fini sil comprend un nombre fini g déléments ; g est I'ordre du
groupe. Laloi de multiplication doit satisfaire aux conditions suivantes :

1) le produit de 2 éléments est dans |'ensemble qui est donc fermé

2) laloi est associative : R(RR") = (RR)R"

3) Il existe un dément unité E tel que : ER = RE pour tout R du groupe
4) 1l existe un inverse R-1 pour tout é&ément R du groupe et I'on a:

RIR=RR!1=E

On en déduit facilement le théor eme de r éarrangement en écrivant la table de multiplication
: chaque élément appar ait unefois et une seule fois dans chaque ligne et chaque colonne de
latable de multiplication.

Un sous groupe H d'ordre h est I'ensemble de h déments (h < g) de G satisfaisant a la structure
d'un groupe.

Deux groupes G & G' sont isomorphes sil existe une correspondance un a un entre les
ééments des deux groupes qui doivent donc ére de méme ordre. Un groupe G' est
homomor phiquea un groupe G si g' < g et s I'on a une correspondance 1 an (n > 1) entre les
éémentsde G' et ceux de G.



a) Commutativité

En générd, la loi de multiplication n'est pas commutative. Si dle I'est, le groupe est dit
commutatif ou abélien,

A partir d'un éément R du groupe, on peut former lasuite R RR3.R". Il existe certainement
un nombre n tel que R" = E avec n < g, sinon on obtiendrait par multiplication un nombre
d'ééments du groupe supérieur ag. L'ensembleER ... R™ formeun sous-groupe de G s n < g.
C'est le groupe G lui-méme s n = g. Ce sous-groupe (ou groupe) est commutatif. C'est un
sous-groupe (ou groupe) cyclique.

b) Sous-groupes et co-ensembles

Soit H un sous-groupe de G d'ordre h : E R R'... On appelle co-ensemble a droite, I'ensemble
EX, RX, RX..., X éant extérieur aH. De méme, le co-ensemble a gauche est I'ensemble XE, XR,
XR' ... Les co-ensembles ne sont pas des sous-groupes ; on démontre par |'absurde que les co-
ensembles n'ont aucun édément en commun avec le sous-groupe H. On démontre également par
I'absurde que deux co-ensembles (HX) et (HY) avec X # Y n‘ont aucun élément commun.

Chague éément de G apparait donc soit dans H soit dans les co-ensembles (HX) (HY) (HZ)...
quel'on peut former i partir de X, Y, Z.... Ces co-ensembles épuisent les ééments du groupe G.
L'ordre h du sous-groupe H est donc un diviseur de I'ordre g du groupe G : g = h n ou n est
entier.

Une consequence immeédiate en découle : si g est un nombre premier, le groupe G est cyclique.

2) CLASSES

Lanotion de classe est fondamentale dans la théorie des groupes en particulier dans la théorie
des représentations.

a) Eléments conjugués
Deux ééments R et R' d'un groupe sont conjugués sil existe un éément X du groupe tel que :

R=XRX? (A.1)



s R et R dune part, R' et R" d'autre part sont conjugués R e R" sont conjugués. On peut donc
grouper ensemble tous les é éments tous conjugués I'un de I'autre et former une classe.

b) Classes

L'ensemble C de tous les éléments conjugués I'un de l'autre forme une classe que I'on peut en
principe construire de la maniére suivante. Soit R un élément ; on cherche d'abord sil a un
conjugué. Sil n'apas de conjugug, il forme une classe par lui-méme. C'est e cas de I'dément E : |l
forme une classe et c'est la seule classe qui soit un sous-groupe. Si R a un conjugué, on en cherche
un 2éme, etc. jusgu'a épuisement et on aains construit une classe. On recommence ensuite avec un

des él éments restant jusgu'a avoir épuisé le groupe G. Onadonc: G = ZCk :
k

Dans le cas d'un groupe commutatif, chaque éément forme une classe.

Dans |e cas des groupes ponctuels, la signification physique des classes deviendra claire lorsque
nous étudierons les exemples du paragraphe 4.

3) PRODUIT DIRECT DE DEUX GROUPES

Soient G, etG, deux groupes composes des él éments (E , R, Ry, ) &(E R,, Ry, .)d
d'ordre g, etg, respectivement, tels que tous les é éments de G | commutent avec tous les ééments

de Gz‘ Alors, I'ensemble des édéments : E , Rl, Rl R2, Rle, R2 , R1'R2 ..., €8t un

groupe G de 9,9, éléments, produit direct des groupes (31 et 62 et on note :

G=G,xG, (A.2)

On montre que le nombr e de classes du groupe produit direct est le produit des nombres
de classes des groupes G1 et Gz'

Lanotion de produit direct de 2 groupes sintroduit tout naturellement quand on a des éléments
représentant des opérations qui commutent, par exemple parce que ces opérations operent sur des
coordonnées différentes. Cette notion est aussi utile quand on goute a un groupe, un éément
commutant avec tous éléments (par exemple, la symétrie par rapport a un point dans le cas des
groupes ponctuels).



4) EXEMPLES

a) Groupe cyclique

Soit Cn larotation d'angle Fn(n entier positif) . L'ensemble E Cn Cn Crr? CE ! desrotations

2 , . e
d'angIeW7t m (m entier 0 < m < n) est un groupe cyclique d'ordre n. Latable de multiplication est :

m m  _ _m+tm m' m \ v g \
C, C, =¢C, C, C, oum+m sgnifiem + m' (modulo n). Il 'y aun seul sous-

groupe E et n classes composeées chacunes d'un élément.

b) Groupe sz

Considérons dans un plan deux droites perpendiculaires x'Ox et y'Oy. L'opération identique, les
symétries par rapport aux deux droites et la symétrie par rapport & O forment un groupe
commutatif G. Ce groupe est AZ
isomorphe du groupe ponctuel sz

(voir appendice B), laissant invariante
lamolécule H,O et comprenant : H

- |'opération identique E
- la symétrie o, par rapport au plan O y

vertical (yOz), le plan de lamolécule.
- lasymétrie 0{, par rapport au plan

vertica (xOy) X
- larotation 02 d'angle w par rapport &

I'axe Oz.
Fig. A- 1: Molécule HZO

Latable de multiplication est la suivante :




E E o, <
oy oy E Oy

{/ \ CZ Gv
C, C, Oy E

Le groupe C2v comprend quatre classes : E, 6,0

Glz (E, csv)etGZ=(E,c\’,)

c) Groupe C3V

V b

C2. Il est le produit direct des groupes

- . . 2 .
Considérons dans un plan le groupe formé des rotations d'angle ?n Cg autour d'un point O

et des symétries o, O,

2 . . )
anglesnTm . A partir d'un point donné

(), les opérations autres que E font
correspondre 5 points équivalents (0). Ce
groupe comprend 6 éléments ; il et
isomorphe au groupe Cgv (voir

Appendice B) dont les opérations
lai ssent lamolécule NH3invariante.

Ce groupe n'est pas commutatif.
Pour écrire la table de multiplication, il
nous faut donc préciser l'ordre des
termes: dans la table, le produit R R’
signifieligneR et colonne R'.

et o, par rapport aux axes Oxl, Ox2 et Ox3faisant entre eux les

Fig. A- 2: Groupe sz




c cs E Cs 0, O3 %
%y ° , O3 E Cs c;
, ) O3 0y c E Cs
O3 O3 %y ) S c E

Le groupe comporte 3 classes : C1 = E; CZ: ( C3, Cg) ; C3 =(0,.,0,,0y. llya

5 sous-groupes : (E), (E cl), (E 02), (E 03), (E Cg Cg ).

Si I'on fait le produit direct du groupe C3v par le groupe Ci = (E, C2) on obtient le groupe C6V

(6 mm en cristallographie). Ce groupe contient 12 éléments et possede 6 classes.

d) Groupe 4mm (C4V)

C'est le groupe ponctuel plan qui laisse invariant un carré : d'ou le nom 4mm (voir chapitre I1).

Le groupe des opérations a 3 dimensions AY

C & isomorphe a ce groupe. 1l comprend ‘t u

8 éléments: + N +

les rotations Cﬁ 0 '

les 4 symétries par rapport aux axes Ox, Oy, >
Ou et Ot soit o, Gy G, €eto,. X
La Figure A - 3 représente "I'éoile’ des + +

points obtenus a partir d'un point quelconque y, * +

par application des opérations du groupe.
Fig. A- 3: Groupe 4mm (C4V)

Latable de multiplication est lasuivante :

> 3
E 4 Cq Cy Ox % %y %
2 3
E E C, Cy Cy Oy Oy % O
2 3
Cy C, Cy Cy E O, Oy o, Oy




Ci Ci Ci E C 4 Gy o, G, G,
c | o c, | & o, o, | o | o,
% | % cl o ol e |G| G | G
Gy Gy %y Oy Oy E C4 Ci
%u ‘u Ox %t %y C, E szl
G, O, Gy o, o, cﬁ C 4 ci E

Ce groupe comporte 9 sous-groupes :
E) (Es.) (Es ) (Es ) (Eo) (E C> ) (Es.c C2) (Es 6,C2) (EC,C2Co
(E) (Es) (Eo,) (Es) (Es) (E, Cy ) (Eo,0,Cy) (Eo 0,Cy) (EC,C4Cy)
Il peut étre analyse en 5 classes :
2 3
C1 = C2=C, C3= (C4, C;) C4-= (csx, Gy) Cs5 = (csu, cst)

5) INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES CLASSES

Lanotion de classe sinterprete géométriquement de maniere simple. Considérons par exemple
le groupe C3V. Les 3 symétries 6,0,0, forment une classe, car I'on g, par exemple:

_ _~1
6,=C,06,C,=C3 ©,C, (A.3)

- . . 21 . o . .
Las/metrlecs3 sobtient en effectuant larotation d'angle 3 . puis la symétrie G, puis larotation

. 2 - _ A R
inverse dangle - ?n . De cette maniere, I'opération obtenue doit é&re du méme type que celle de

départ, ce qui est bien le cas : C'est une symétrie mais autour d'un autre axe obtenu par rotation

2n . A . . L L
dangle - 3 apartir du ler axe. Les éléments conjugués sont donc for cément des opér ations de

méme type. Mais il faut de plus quil existe dans le groupe une opération qui transforme les
éléments de symétriel'un en l'autre : ici, c'est unerotation qui transforme |'axe Ox, enaxe Ox..

Considérons de plus prés lesrotations. Dans le groupe Csv’ lesrotations C3 et C§ = C:o,l sont
conjugués parce quiil existe une opération (cs1 par exemple) telle que:

1 1
C; =0 C3<51 (A.4)



o transforme une rotation en une rotation, mais en inversant le sens d'orientation du plan : d'ou la

conjugaison entre C, et Cél :

Dans le cas du groupe 4mm (C4V), il en est de méme pour les rotations C4 et Ci = C'41 . Par

contre, larotation Ci = C2 (qui est lasymétrie par rapport au point O) est sa propre conjuguée : S
I'on change |'orientation de |'espace, larotation C2 reste laméme.

Ces considérations géométriques sétendent a des cas plus compliqués : deux rotations Cnm

autour d'axes différents appartiennent a la méme classe sil existe une opération du groupe qui
transforme |'un en I'autre les 2 axes de rotations. Deux rotations Cnm et C;]m autour du méme axe
appartiennent alaméme classe sil existe une opération C2 du groupe qui renverse |'orientation de

|'axe de rotation.
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EXERCICES ET ETUDES

- Démontrer les résultats énoncés sans démonstration dans cet appendice.
- Etudier certains groupes ponctuels décrits dans I'Appendice B

- Faire une éude plus approfondie de la théorie abstraite des groupes : sous-groupes invariants, groupe
facteur, multiplication de classes.



APPENDICE B
GROUPES PONCTUELS
|) DEFINITION ; OPERATIONS ELEMENTAIRES

On appelle groupes ponctuels les groupes d'opérations qui laissent invariant un point O de
I'espace. Ceci suppose quil n'y a pas de trandations, que les axes de rotations passent par le point
O, ains que les plans de symétrie et qu'il n'existe qu'une symétrie par rapport aun point, le point O.
Nous ne nous intéresseronsici qu'aux groupesfinis.

L es groupes ponctuel s sintroduisent naturellement dans I'étude des objets de dimensions finies,
par exemple les molécules. Certains groupes ponctuels apparaissent dans I'étude des groupes
d'orientation pour la description des propriétés macroscopiques des cristaux. Les groupes
ponctuels sont auss fondamentaux pour I'éude des ions, des vibrations.et des bandes
électroniques dansles cristaux.

a) Opérations élémentaires

2mm

Il existe d'abord les rotations d'angles 0

autour d'un axe (net m entiers: 0<m<n- 1)
que I'on note Cnm ; nest I'ordre de la rotation. Larotation d'ordre 2, 02 décrit la symétrie par

rapport aun axe.

Un plan de symétrie est noté . On note o, s le plan passe par un axe de rotation, o, Sil est
perpendiculaire au plan de rotation (v et h pour vertica et horizontal, I'axe de rotation éant suppose
vertical)

. . i 2mtm - \ . .

Le produit d'une rotation d'angle —n ar une symétrie par rapport a un plan perpendiculaire
donne une rotation impropre ou rotation-r éflexion, que I'on note
S:S=06,06=C=C=Co

n-n h “n n n n h
i 2
On en déduit : Sﬁn = Cnrn et ﬁmﬂ =™t

n h

En particulier, lasymétrie | par rapport au point O est identique a82 = 82 = Czch =0, C2

Onaausa:lch:CZet I szch



Les opérations |, o, & C2 sont liées entre elles : si un objet est invariant par rapport a deux

dentredles, il estinvariant par rapport alatroisiéme opération.

Le produit de deux opérations n'est en général pas commutatif. Les transformations qui
commutent sont :

- 2 rotations autour d'un méme axe.

- 2 symétries par rapport a 2 plans perpendiculaires

-2 symétr[es par rapport a 2 axes perpendiculaires

- unerotation et une symétrie Oy

- toute rotation ou symétrie et la symétrie par rapport au point O.

Par contre, les opérations suivantes ne commutent pas:
- 2 symétries par rapport a 2 axes o, o, le produit est équivalent a une rotation :

c,0,= C(20) mais c,,0, = C(-2¢), ¢ étant I'angle du plan v' avec 1 plan v
- 2 rotations d'angle T par rapport a 2 axes faisant un angle ¢ ; on obtient G, une rotation d'angle

* 2¢ par rapport al'axe qui leur est perpendiculaire.
b) Classes des groupes ponctuels

Soit Oa un axe de rotation et A une rotation d'angle donné appartenant au groupe ponctuel. Soit
R une opération du groupe qui transforme I'axe Oa en Ob. Alors, |'opération B = RAR? (qui
appartient donc au groupe) est une rotation de méme angle autour de I'axe Ob. Les rotations A e B
sont donc de méme ordre et sont conjuguées. Elles appartiennent donc a la méme classe. On dit
que les axes Oa et sont équivalents.

On peut montrer le méme résultat pour 2 symétries par rapport a 2 plans sil existe une
opération dans le groupe qui transforme un plan en l'autre.

Considérons maintenant le cas de 2 rotations de méme axe. L'opération inverse de Cnm est

Crr:]'m . Sil existe dans e groupe, une rotation d'angle &t par rapport a un axe perpendiculaire a l'axe

derotation, alors CrT et Crr:m sont conjugueés et appartiennent donc ala méme classe. Il en est de
méme Sil existe un plan de symétrie o, mais non dans le cas d'un plan o, (car il change la

direction de rotation). S Crr]n et Crr:m appartiennent alaméme classe, I'axe est bilatéral.

Si le groupe ponctuel comporte la symétrie | par rapport au point O, I'opération | forme une
classe aelle seule. G est alorsle produit direct d'un groupe G' et de Ci G=G'x Ci et I'on a pour

les ordres des groupes g = 29
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2) CLASSIFICATION DES GROUPES PONCTUELSFINIS

On peut classer les groupes ponctuels de la maniere suivante :

a) Groupes cycliques Cm et Sn

. 2tm A
Legroupe Cn est le groupe des rotations d'angle - Il comporte n éléments et n classes.
C, correspond al'absence de toute symétrie et ne comprend que I'édément E.

Les groupes Sn sont formés a partir des rotations impropres Snm . Si n est pair, le groupe

comprend n éléments et n classes. Si n est impair (n = 2p + 1), le groupe comprend 2n ééments
(CrT et C:]n csh) et 2n classes. |l est aorsidentique au groupe C2|O+1 h (notation utilisée en généra).
Le plussimple est S1 qui est noté Ci. Ona: S2|o+| = C2ID+Ih = C2|O+I X Ci .

b) Groupes abéliens non cycliques C2|O h

Ces groupes sont obtenus en gjoutant un plan de symétrie 6, a un axe de symétrie d'ordre 2p.

h

IIs ont 4p ééments, sont commutatifs et comprennent la symétrie | par rapport au centre O. On a:

C2|Oh = C2p>< Ci.

c) Groupesa zéroou un seul axed'ordren > 2

Les groupes Cnv sont obtenus en gjoutant al'axe d'ordre n, un plan de symétrie o, . passant par

I'axe. Il y a donc (n - 1) autres plans de symétrie. |ls contiennent 2n ééments n rotations e n
réflexions. Lafigure B - | - (a) montre les él@ments de symétrie du groupe C,,- L'axe dordre n est

donc bilatéral. Le nombre de classes dépend dela parité de n. Si n est pair (n = 2p), ily a(p + 3)
classes;sinestimpair (n=2p+1) ilyap+ 2classes.
L es groupes Dn sont obtenus en gjoutant & un axe de symétrie d'ordre n, n axes d'ordre 2

perpendiculaires (reliés les uns aux autres par les rotations Crr? ). lls ont 2n éléments, n rotations

autour de |I'axe d'ordre n et n rotations autour de chague axe d'ordre 2.

Les groupes Dnh sont obtenus en goutant au groupe Dn la symétrie par rapport au plan
o = Dnh = Dn X CS ou CS est le groupe (E, ch). IIs comprennent 4n ééments et 2 fois le nombre

de classes du groupe Dn. Le groupe D3h est schématisé sur laFigure A - | - ().
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L es groupes Dn q contiennent les ééments de Dn et de plus les symétries par rapport a des plans
(notésc OI) qui sont bissecteurs des angles entre les axes d'ordre 2. I1s comprennent 4n éléments. Le
groupe D3 4 &t représenté sur laFigure B - 1 - (d).

e A VeI

(b) Dy
/(5 Cav (©~ Dy /(Cb Dy
Fig. B - 1 : Représentations schématiques de quel ques groupes ponctuels ayant un seul axe

dordren> 2.
d) Groupes cubiques
On nomme ainsi les groupes ayant 4 axes d'ordre 3.

Le groupe T comprend les 12 rotations propres laissant invariant un tétragdre régulier ; ce sont

e . 2 4 :

I'identité E, 8 rotations (d'anglas%E ou ?n autour des 4 axes d'ordre 3) et 3 rotations autour des
3 axes d'ordre 2, passant par les milieux des arétes ains que le montre laFigure B - 2 - (a). Ce
groupe a4 classes

LegroupeT comprend toutes les opérations laissant un tétraédre régulier invariant. Il comprend
en plus du groupe T, six plans de symétrie. Tous les axes & plans sont équivalents. Il y a
24 éléments dansle groupe T q répartisen 5 classes.

LegroupeT, estleproduitdirect T x C.. Il adonc 24 ééments et 8 classes. Remarquons que ce

groupe n'arien avoir avec la symétrie d'un tétraédre qui ne comprend pas la symétrie par rapport
au centre 0.
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L e groupe O comprend toutes | es rotations propres conservant un cube ou un octaedre régulier. I
comprend 24 opérations réparties en 5 classes : E, 8 rotations C3 et Cg , SiX rotations C ! Ci , 3

rotations Ci et 6 rotations C,

Le groupe Oh comprend toutes les opérations laissant invariant un cube ou un tétragdre régulier.
Oh =0x Ci' Oh comprend donc 48 éléments et 10 classes.

A
C, C3 C4$Z 4 C
| /) |
1 // 1
1 , 1
;1 // I I
! W4
R~ - - —> AT D>
\*'11"' - = y \V &a - == y
7Ny { /
/7

Fig. B - 2: Groupes cubiques
(@) ; symétried'un tétraedre
(b) : symétrie d'un cube ou d'un octaédre

€) Groupes icosahédriques ou dodécahédriques

Le groupe Y comprend toutes les rotations propres laissant invariant un icosahedre régulier,
polyéedre régulier ayant 20 faces qui sont des triangles équilatéraux (ce polyedre est représenté sur la
Figurelll - 1) ou un dodécaedre régulier, polyédre régulier ayant 12 faces qui sont des pentagones
réguliers. Ce groupe comprend 60 éléments. L'opération identique, 24 rotations d'ordre 5 (6 axes
d'ordre5), 20 rotations d'ordre 3 (10 axes d'ordre 3), 15 rotations d'ordre 2 (15 axes d'ordre 2).

Legroupe Yh est obtenu en gjoutant I'opération 1. |1 contient I'ensemble des opérations laissant un
icosagdre ou un dodécaédre invariant. 11 comprend 120 léments et I'on a: Yh =Y x Ci.

REMARQUES :

a) La nomenclature ci-dessus décrit I'ensemble des groupes ponctuels finis. 1l existe de plus
les groupes ponctuels continus.
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Le groupe Cmh contient les rotations d'angles ¢ C o et la symétrie par rapport a un
plan o, Il décrit les molécules linéaires non symétriques. Le groupe DMh décrit les
molécules linéaires symétriques.

A trois dimensions, le groupe continu des rotations autour d'un point est
fondamental dans|'étude des atomes et des moments angulaires.

b) On est souvent amené a introduite I'opération renversement du temps T en mécanique
quantique. Le renversement du temps est important dans |'étude des ions dans les cristaux.

3) GROUPES D'ORIENTATION ET GROUPES PONCTUELS

Certains groupes ponctuels sont isomorphes des groupes dorientation utilisés en
cristallographie.

a) Opérations
Au lieu dutiliser les rotations impropres, on utilise en cristallographie les rotations inver ses.

Une rotation inverse est le produit d'une rotation par la symétrie par rapport au centre O doitn = Cn

l.
On a des relations évidentes entre ces rotations inverses e les opérations que nous avons
considérées. Par exemple, on a:

b) Nomenclature des groupesd'orientation

[I'y a32 groupes d'orientation qui se répartissent selon le tableau |. On a mis entre parenthéses
certains symbol es utilisés concurremment avec la nomenclature des groupes ponctuels.

Systéme Nomenclature Nomenclature du Nombre

cristallographique groupe ponctuel d'édéments
triclinique 1 1 1

1 82 (Ci) 2

C

monoclinique m Clh 2

2 2 2

2/m C2h 4
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C
. 2mm 2v 4
orthorhombique
222 D,(V) 4
2im 2/m 2/m Dzh (Vh) 8
4 C, 4
guadratique - S 4
(tétragonal) 4 4
4/m C4h 8
i 2m EZd Vo) :
4mm D4V g
422 D4 16
4/m 2/m 2/m 4h
- 3 s 3
rhomboédrique _ s (C
(trigonal) 3 s (Cs) 6
3m C3V 6
32 D, 6
3 2/m D3d 12
C
hexagonal 6 C6 6
6 3h 6
6/m gﬁh 12
6 2m Csh E
6mm v
De 12
622 Dg, o
6/m 2/m 2/m
cubique 23 $ 12
2/m 3 h 24
4 3m Tq 24
432 8 24
4m 32/m h 48

Tableau |
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EXERCICES ET ETUDES

- Etudier, par comparaison, les groupes CIOh et C2p+1 h
- Etudier larépartition en classes des opérations des groupes Cnv , Dn , Dn -
- Etudier larépartition en classes des opérations des groupes T, TC ey.
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APPENDICE C

INTRODUCTION A LA THEORIE DE LA REPRESENTATION DES
GROUPES FINIS

1) REPRESENTATION MATRICIELLE D'UN GROUPE

Nous avons discuté de la théorie abstraite des groupes dans I'appendice A. Dans |'appendice B,
nous avons concrétisé la notion de groupes en prenant I'exemple des divers groupes ponctuels de
transformations géométriques laissant un point invariant. Nous alons discuter maintenant d'objets
mathématiques formant un groupe homomorphique a un groupe donné (par exemple ponctuel).

a) Représentation par des matrices carrées

Une forme de représentation est fournie par des matrices carrées de rang m ; m est la
dimensionalité de lareprésentation. A chaque élément R du groupe, on associe donc une matrice

I'(R) . LesmatricesI" doivent évidemment satisfaire laloi de multiplication du groupe. 1l y adonc
une trés grande latitude dans le choix de la représentation et donc des applications physiques.

Si chaque matrice est différente, le groupe des matrices est isomorphe au groupe donné et la
représentation est fidéle.

On peut congtruire une représentation unidimensionnelle. Parmi les représentations
unidimensionnelles, il existe lareprésentation identique : chaque éément du groupe est représenté
par le nombre 1.

Deux représentationsI" et ' ' de méme dimensionalité sont équivalentes sil existe une matrice

é telle que pour tout R du groupe I'on ait :

r '(R) =St IZ“(R) S (C.1)

D'un point de vue physique, le choix de la représentation est lié au probleme étudié. Donnons
guelques exemples :

Dans I'éude des groupes ponctuels, on peut sintéresser aux matrices 3 x 3 qui décrivent le

passage d'un point M(x y z) aun point M"' (X' y' Z') par un opération du groupe. On a une
représentation du groupe.

17



Maison peut sintéresser aux déplacements des noyaux d'une molécule (contenant n atomes)
par rapport aleur position d'équilibre : chaque éément du groupe ponctuel est aors représenté par
une matrice 3n x 3n.

En mécanique quantique, on considere un systeme par ses coordonnées dans un espace
vectorid de Hilbert (ou un sous espace). Les matrices représentent aors dans cet espace les
opérations du groupe. Elles sont de dimensions variables, selon I'espace ou le sous-espace
considéré.

b) Exemples de représentations

Considérons les exemples discutés dans I'Appendice A et tout d'abord les groupes cycliques.
21im
n

Une représentation fidée unidimensionnelle peut en ére donnée par les nombres e
2rnipm

représentant la rotation Cn. Mais, il existe auss les représentations unidimensionnelles e n

ou p estunentier (O<p<n).

On peut représenter le groupe C2V par les 4 représentations unidimensionnelles suivantes :

E C, S, oy,
11 1 1 1
-1 -1

-1 1 -1

-1 -1 1

Mais on peut représenter aussi ce groupe par les matrices 3 x 3 suivantes qui décrivent
I'évolution d'un point de coordonnées ( x y z) sous |'effet d'une opération du groupe :

100 -100 -100 100

I'E) =|010 1:"(C2):0-10 1:"(5\/):010 f(c'\’/):o-lo

001 001 001 001

Une représentation 2 x 2 fidde du groupe C3V est donnée par les matrices suivantes qui

décrivent dans le plan comment se transforme un point (X, y) sous I'effet d'une opération du groupe
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['(E) = Iy =5 r(Cy =5

01 \/§ 1 _\/§ 1
- 10 - 1|2 \3 - e /3
I'(E) = I'(c,) =5 I'(c) =5

0-1 \/§ 1 -‘\/é 1

Si I'on veut décrire les déplacements par rapport aux positions d'équilibre des noyaux de la
molécule NH3, il faut utiliser une représentation par des matrices 12 x 12.

Une représentation non fidele du groupe C 4 & donnée par les suivantes:

_ 10 _ 0-1 -, |10 -, o1
I(E) = r(C) = I(C)) = I(C)) =

01 ¥ 110 2 0-1 2 10
_ 10 _ 10 _ 0-1 _ 01
I'(c,) = F(csy) = I'(c) = I'(c,) =

01 0-1 10 10

2) REPRESENTATIONS REDUCTIBLES ET IRREDUCTIBLES
a) Définitions

On peut combiner deux ou plusieurs représentations I 1123, dedimensions n n,ng..

de maniére a former une représentation I’  de dimension n = h,+n,+n + .. en construisant

ains lesmatricesT'(R) delanouvelle représentation :
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( 0.0 | [0 0
@) - @)
iR 0
o...o | 10... 0
0....... 0....... 0
_ (@) @) =
rR) = o| r’® (C2)
0....... 0...... 0
\
0....... 0 |0.......
@) @)
'R) 0
0....... o |Hr

Inversement, si une représentation I'(R) est sous la forme (C.2) ou peut ére mise sous cette

forme par un changement de base dans I'espace vectoriel ou les matrices T'(R) travaillent 1, et s
la forme (C.2) est valable pour toutes les matrices représentant toutes les opérations du

groupe, aorslareprésentation I'(R) est une repr ésentation réductible.

Sil est impossible de trouver un changement de base qui mette une représentation donnée sous
laforme (C.2) cette représentation est diteirréductible

Un exemple de représentation irréductible est fourni par la représentation identique, a une
dimension.

Un des problemes fondamentaux de la théorie des groupes, en particulier a cause des
applications en physique, est deréduire, s cela est possible, des représentations données, c'est-

a-dire de les mettre sous laforme (C.2) ou I" 1 r2 13, sontdes représentations irréductibles &
lonéoit:T =(T1+r2%T13.)
Pour un groupe donng, il faut donc d'abord connaitre les représentation irréductibles. Cest

ce que nous ferons d'abord. Puis, pour un probleme physique donné pour lequel on introduit une
représentation T, il faut ensuite réduir e cette représentation .

1(3Z changement de base peut étre décrit par la transformation S changeant la représentation T'(R) en la

représentation équivalente : T'(R) = S'l I'R) S
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b) Théoremed'orthogonalité

On peut montrer que toute représentation (décrite par des matrices a déterminants non nuls) est
équivalente a unereprésentation unitair e (décrite par des matrices a déterminant égal al'unite).

Le théoreme d'orthogonalité, que nous ne démontrerons pas, est aors : Si I'on considere
toutes les représentations irréductibles unitaires non équivalentesT' de dimensions m, d'un

grouped'ordreg,on a:

i iy -9
z IRy T (R)yp = m 8 8 Sy (C.3)
R

. *
r (R)ocﬁ et I‘i (R) o sont respectivement |'édément de matrice représentant I'opération R du

groupe dans la représentation irréductible I ele conjugué de I'dément représentant la méme
opération dans la représentation irréductible T7.

Ce théoreme est centrd dans la théorie des représentations. On peut I'interpréter
géométriquement de lamaniére suivante :

Considérons un espace vectoriel a g dimensions dont les axes sont repérés par les ééments R
du groupe. Les vecteurs sont repérés par troisindices: I'indice de lareprésentation i et les indices o
et B qui repérent laligne et la colonne de la matrice. Le théoreme d'orthogonalité dit simplement

gue ces vecteurs sont orthogonaux dans .I'espace vectoridl. Or, leur nombre est 2 mi2 Il Sensuit
R

que:
2
2 m; =g
R
En fait, on montre que c'est I'égalité qui est vérifiéeetl'ona:

2 =g (C4)
R
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c) Applications

On peut tout de suite appliquer ce dernier résultat aux divers groupes donnés en exemples dans
le paragraphe 1 - b

Pour un groupe cyclique, nous avons donné n représentations unidimensionnelles. Elles sont non
équivalentes et non réductibles. Ce sont donc des représentations irréductibles et ce sont les seules
car I'on épuise aing larelation (C. 4)

Dansle cas du groupe sz on doit avoir :

Zmiz =4
[

L es seules solutions sont m, = 20u m=m,=m,=m, = 1. La lere solution est a rejeter, car il

existe toujours la représentation identique unidimensionnelle.
Il n'y a donc que 4 représentations irréductibles, toutes de dimension 1. Ce sont les quatre
représentations données en 1 - b, qui sont bien non équivalentes.

Pour le groupe C3V ona:

3) CARACTERES D'UNE REPRESENTATION

a) Définitions

Lescaractéresy(R) d'unereprésentation sont lestracesdes matrices T'(R) représentant
les @déments du groupe.

m
xR =2 T(R), (C5)
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L es caracteres des matrices représentant des éléments appartenant a une méme classe sont
égaux. En effet, s deux léments R et R’ appartiennent alaméme classe, on a:

R=XRX_,

d'od Tr 1=“(R') =Tr (F(X) 1=“(R) F(x‘l)) =Tr (F(R) F(x‘l) F(X)) =Tr 1="(R)

Nous désignerons par x(Ck) le caractére de lareprésentation d'un élément d'une classe Ck.

En utilisant le théoréme d'orthogonalité (C.3), on a:

2 M Ry T Ry = 1 33
I
R

En sommant sur o et B on a:

Z (R X R =3 8 X8, =98, (C6)
! o

R
On peut réécrire I'éguation (C.6) souslaforme:

2.n 0 (© 7 (©) =93, 7

R

ou n est le nombre d'é éments de la classe Ck.

On peut donner, comme dans le paragraphe 2 b, une interprétation géométrique a I'équation
(C.7). Considérons un espace ayant un nombre de dimensions égal au nombre de classes. Dans cet
espace les caracteres sont des vecteurs et la relation (C.7) une relation d'orthogonalité. Le nombre
de ces vecteurs (nombre de représentations irréductibles) est inférieur ou éga a la dimension de
I'espace (nombre de classes). On peut montrer qu'il y aen fait égalité :
le nombre dereprésentationsirréductibles est égal au nombre de classes.

On peut d'autre part, démontrer une autre relation d'orthogonalité qui sécrit :
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z X (C)HEy =35, (C8)

k

b) Table de caracteres

On peut alors éablir une table des caractéres des représentations irréductibles d'un groupe
donné en utilisant les diverses propriétés que nous avons enoncees ci-dessus :

1) le nombre de classes est €gal au nombre de représentations irréductibles

2) les dimensions des représentations irréductibles vérifient : Z mi2 =g

[
3) dans un tableau carré, la table de caracteres, ou les colonnes sont relatives aux classes et les
lignes aux représentations irréductibles, il y a des relations d'orthogonalité entre les lignes
d'une part (C.7) et entre les colonnes d'autre part (C.8)

Au point de vue notation, on utilise souvent la notation indiquée dans la premiére colonne. Les
représentations A et B sont unidimensionnelles : celles qui ont le caractere + 1 pour la rotation
principale sont notées A ; s le caractére est - 1, elles sont notées B. La représentation A1 est la
représentation identique ; on goute un indice 2 3 etc... Sil y a plusieurs représentations
unidimensionnelles A. 1l en est de méme pour les représentations B. Les représentations
irréductibles a2 et 3 dimensions sont notéesE et T etc...

c) Exemples

Les regles ci-dessus suffisent en genéral a déterminer la table des caracteres. Envisageons les
divers exemples que nous avons étudiés.

Pour un groupe cyclique d'ordre n, on a n classes et n représentations irréductibles a une
dimension T avec latable de caractéres:

=)
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1 1 1 1
1 121 122 i2rm 12r(n-1)
r <t e i)
el e N e N e N
0 i2rp i2rp2 i2pm i2rp(n-1)
r enp enpe e e\t
el e N e N e N
vl i2n(n-1) i2n(n-1)°
e N n
e
Pour le groupe C2V ona:
E C2 o, G,
A =T! 1 1 1
A,=T? 1 1 -1 -1
B,=I" 1 -1 1 -1
B,=T" 1 -1 -1 1
Pour le groupe C3V ona:
E C3 30V
1= 1 1 1
5= 1 1 -1
E= 2 -1 0

Sur la premiére ligne, les nombres 2 et 3 indiquent le nombre d'édéments de la classe. La
représentation I3 est bidimensionndlle : ced se traduit par le caractére XS(E) = 2. Ce réaultat est

général.

Danslegroupe C4V ona (4mm) on alatable suivante :

2C, 26, 20,
A1:F1 1 1 1
AZ:F2 1 -1 -1
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